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рiвняннях з частинними похiдними i дробовими шумами.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiальнi-
стю «112 — статистика» — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
Шевченка Мiнiстерства освiти i науки України, Київ, 2023.

Дисертацiйне дослiдження присвячене стохастичним рiвнянням з частин-
ними похiдними, керованим вiнерiвським процесом, дробовим броунiвським
рухом, або їхньою лiнiйною комбiнацiєю. Головною метою дослiдження є
розробка методiв одночасного оцiнювання невiдомих параметрiв шуму на
основi дискретних спостережень розв’язкiв таких рiвнянь. Також вивчаються
асимптотичнi властивостi побудованих оцiнок. Значну увагу придiлено ви-
вченню властивостей розв’язкiв згаданих рiвнянь, таких як стацiонарнiсть та
ергодичнiсть, оскiльки на них базується побудова та подальше дослiдження
статистичних оцiнок.

Стрiмкий розвиток теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними триває вже чотири десятилiття. Ця теорiя об’єднує елементи
теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними та стохастичного
аналiзу. Вона знаходить застосування у багатьох наукових галузях, таких як
фiзика, бiологiя, геофiзика та фiнанси. Такi рiвняння моделюють процеси ди-
фузiї, фазовi переходи та властивостi матерiалiв. Вони також застосовуються у
фiнансах для цiноутворення опцiонiв, управлiння ризиками та моделювання
стохастичної волатильностi. Оскiльки стохастичнi диференцiальнi рiвняння
з частинними похiдними вiдiграють важливу роль у багатьох наукових галу-
зях, то дослiдження властивостей та розвиток статистичних методiв для них є
актуальним завданням сучасних дослiджень.

З осибливою увагою в дисертацiйному дослiдженнi вивчаються стохастичнi
диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, якi мiстять дробовий броу-
нiвський рух. Такi рiвняння дозволяють описувати процеси з довгостроковою та
короткостроковою залежнiстю, що має значення для фiзичних систем, радiоеле-
ктронних приладiв, комп’ютерних мереж та фiнансових ринкiв. Додатково, дане
дослiдження охоплює бiльш складнi моделi з поєднанням бiлого i дробового
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шумiв. Це дозволяє, зокрема, точнiше моделювати процеси на фiнансових
ринках, де iснують рiзнi джерела випадковостi.

У дисертацiї вивчається стохастичне рiвняння теплопровiдностi, кероване
одним iз трьох типiв випадкового шуму: 1) бiлим; 2) дробовим броунiвським;
3) змiшаним дробовим броунiвським (тобто, лiнiйною комбiнацiєю перших
двох).

Спочатку для кожного з трьох згаданих стохастичних рiвнянь введено по-
няття м’якого розв’язку та дослiджено його аналiтичнi властивостi. Зокрема,
виведено формули для обчислення дисперсiї та коварiацiйної функцiї, дослi-
джено їхню граничну поведiнку, побудовано оцiнки зверху. Встановлено стацiо-
нарнiсть та ергодичнiсть розв’язку. Перелiченi властивостi вiдiграють ключову
роль при побудовi статистичних оцiнок та дослiдженнi їхнiх асимптотичних
властивостей.

Основну частину дослiдження присвячено розробцi статистичних методiв
для оцiнювання параметрiв згаданих стохастичних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними. При цьому припускається, що розв’язок вiдповiдного
рiвняння спостерiгається у дискретних точкахпростору дляфiксованихмоментiв
часу.

Для багатовимiрного стохастичного рiвняння теплопровiдностi з бiлим
шумом побудовано оцiнку параметра дифузiї f на основi ергодичної теореми.
Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої
оцiнки, для чого використано теоремуНуаларта –Пеккатi про четвертий момент.

Для стохастичного рiвняння теплопровiдностi з дробовим броунiвським
шумом спочатку побудовано оцiнку параметра дифузiї f за припущення,що
параметр Хюрста � є вiдомим. Доведено строгу консистентнiсть та асимпто-
тичну нормальнiсть одержаної оцiнки. Далi дослiджено задачу одночасного
оцiнювання параметра дифузiї та параметра Хюрста. Побудовано строго кон-
систентнi оцiнки та доведено їхню спiльну асимптотичну нормальнiсть для
� 2 (0, 34).

Для стохастичного рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броу-
нiвським шумом (який є лiнiйною комбiнацiєю дробового броунiвського руху з
iндексом Хюрста � та незалежного вiд нього вiнерiвського процесу) побудовано
оцiнку параметра Хюрста � , яка не залежить вiд iнших параметрiв рiвняння.
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Доведено її строгу консистентнiсть для � 2 (0, 12) [ (
1
2, 1) та асимптотичну

нормальнiсть для � 2 (0, 12) [ (
1
2,

3
4). Пiсля цього одержано оцiнки параметрiв

для коефiцiєнтiв при дробовому броунiвському русi та при вiнерiвському про-
цесi (f,^), за припущення, що параметр Хюрста � вiдомий. Доведено строгу
консистентнiсть побудованих оцiнок для� < 1/2 та їхню спiльну асимптотичну
нормальнiсть для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Виконано комп’ютерне моделювання запропонованих у роботi оцiнок пара-
метрiв. Отриманi числовi результати пiдтверджують теоретичнi висновки щодо
їхньої консистентностi та асимптотичної нормальностi.

Робота має теоретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю
та статистику стохастичних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.
Методи, запропонованi в дисертацiї, можуть бути корисними при дослiдженнi
математичних моделей випадкових явищ зi складною поведiнкою, зокрема тих,
якi характеризуються довгостроковою або короткостроковою залежнiстю.

Ключовi слова: Дробовий броунiвський рух, стохастичнi диференцiальнi
рiвняння з частинними похiдними, стацiонарнi процеси, ергодичнi процеси,
строга консистентнiсть, асимпототична нормальнiсть, м’який розв’язок.

Summary

Avetisian D. A. Parameter estimation in stochastic partial differential equations
with fractional noises. —Manuscript.

Doctor’s of Philosophy, specialty "112 — Statistics" — Taras Shevchenko National
University of Kyiv, Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis is devoted to fractional stochastic partial differential equations driven
by Wiener process, fractional Brownian motion or their linear combination. The main
goal of the research is the development of statistical methods for simultaneous noise
parameters estimation based on discrete observations of the solutions. Also asymptotic
properties of estimators have been investigated. Special attention is given to the
properties of solutions such as stationarity and ergodicity since they are crucial for
the construction and further investigation of statistical estimators.
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The rapid development of the theory of partial differential equations is in progress
for the last four decades. This theory combines the elements of stochastic partial
differential equations theory and stochastic analysis. It can be applied inmany scientific
areas such as physics, biology, geophysics and finances. Such equations are used to
model the diffusion processes, phase transitions and material properties. They also
can be applied in finance for option pricing, risk management and stochastic volatility
modeling. The investigation of the stochastic partial differential equations properties
and development of the statistical methods for them are important problems for
modern studies as they are playing a crucial role in many scientific fields.

The special attention in this thesis is devoted to stochastic partial differential equati-
ons driven by fractional Brownian noise. Such type of equations can be used to describe
the processes with long-term and short-term dependencies which are important for
physical systems, radio-electronic devices, computer networks and financial markets.
In addition, this research covers more complex models with combination of white and
fractional Brownian noises. This allows us, in particular, to model financial market
processes more accurately when different sources of randomness exist.

In this thesis stochastic differential heat equation with one of three types of random
noise: 1) white; 2) fractional Brownian; 3) mixed fractional Brownian (which is a linear
combination of first two types) has been studied.

First, for each type of stochastic equations specified above the definition of mild
solution was introduced and its analytic properties were investigated. In particular,
the exact formulas for the variance and the covariance functions were derived, its
limit behavior was investigated, upper bounds were constructed. The stationarity and
ergodicity of the solution were proved for each case. The above mentioned properties
play a crucial role for statistical estimators construction and their asymptotic properties
investigation.

The main part of this research is devoted to statistical methods development for
parameter estimation of stochastic partial differential equations specified above. At
the same time the solutions of corresponding equations are observed at discrete spatial
points for fixed time moments.

The diffusion parameter f estimator has been constructed for multidimensional
stochastic heat equation with white noise based on the ergodic theorem. Strong
consistency and asymptotic normality of this estimator have been proved using the
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Nualart–Peccati fourth moment theorem.
For stochastic heat equation with fractional Brownian noise the diffusion parameter

f estimator has been constructed assuming that Hurst index � is known. Strong
consistency and asymptotic normality of created estimator have been proved. Then
the problem of joint diffusion parameter and Hurst parameter estimation has been
studied. Strongly consistent joint estimator has been constructed and its asymptotic
normality has been proved for � 2 (0, 34).

The Hurst parameter � estimator which does not depend on other parameters has
been constructed for stochastic heat equation with mixed fractional Brownian noise (a
linear combination of fractional Brownian noise with Hurst index � and independent
Wiener process). Strong consistency of constructed estimator has been proved for
� 2 (0, 12) [ (

1
2, 1) and its asymptotic normality has been proved for � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Then assuming the parameter � to be known, joint estimator of the coefficients in
front of Wiener process and in front of fractional Brownian motion (f,^) has been
constructed. Strong consistency of this estimator has been proved for � < 1/2 and its
joint asymptotic normality has been proved for � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

Computer simulation has been performed for all considered parameter estimators.
The numerical results confirm the theoretical conclusions regarding their consistency
and asymptotic normality.

The thesis is mostly theoretical. The results obtained contribute to the theory
and statistics of stochastic partial differential equations. The methods proposed in
the thesis can be useful in research of mathematical models of random phenomena
with complex behavior, in particular the one which is characterized by long-term or
short-term dependence.

Keywords: Fractional Brownian motion, stochastic partial differential equation,
stationary process, ergodic process, strong consistency, asymptotic normality, mild
solution.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйне дослiдження присвячене стохастичним
рiвнянням теплопровiдностi, керованим вiнерiвським процесом, дробовим бро-
унiвським рухом, або їхньою лiнiйною комбiнацiєю. Вивчаються аналiтичнi
властивостi м’яких розв’язкiв таких рiвнянь: стацiонарнiсть, ергодичнiсть, ко-
варiацiйна структура. Головну увагу придiлено розробцi методiв одночасного
оцiнювання невiдомих параметрiв шуму за дискретними спостереженнями
розв’язку та дослiдженню асимптотичних властивостей побудованих оцiнок.

Протягом майже чотирьох десятилiть стохастичнi диференцiальнi рiвняння
з частинними похiдними залишаються темою активних дослiджень у галузi
чистої та прикладної математики, механiки, геофiзики та теоретичної фiзики.
Теорiя стохастичних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними стала
новою областю математики, що об’єднує елементи теорiї диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними та iнструментами стохастичного аналiзу
та теорiї ймовiрностей. Такi рiвняння мають широкий спектр застосувань у
рiзних галузях наукових дослiджень. Зокрема, вони широко використовую-
ться для моделювання фiзичних систем, якi пiддаються впливу внутрiшнього,
зовнiшнього або навколишнього шуму. Стохастичнi диференцiальнi рiвнян-
ня з частинними похiдними також виникають при розглядi детермiнованих
моделей iз випадковими початковими умовами або як зручнi наближення
до складних детермiнованих систем. У багатьох випадках, наявнiсть шуму в
таких рiвняннях приводить до нових явищ,що мають практичне значення у
фiзичних науках, бiологiї та фiнансовому моделюваннi, див. [27]. Наприклад,
у дослiдженнi матерiалiв цi рiвняння допомагають вивчати процеси дифузiї,
фазовi переходи та властивостi матерiалiв. У фiнансах вони застосовуються при
цiноутворення опцiонiв, управлiннi ризиками та моделюваннi стохастичної
волатильностi [16]. Стохастичнi диференцiальнi рiвняння з частинними похi-
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дними активно використовуються у геофiзицi для моделювання сейсмiчної
активностi, потокiв ґрунтових вод, океанських течiй [74, 77, 86] та у геостати-
стицi [91]. У клiматологiї такi рiвняння використовуються для моделювання
погодних умов, динамiки клiмату та екологiчних процесiв [51]. У бiологiї вони
застосовуються для моделювання динамiки популяцiї та iнших бiологiчних
процесiв [36].

У дисертацiйному дослiдженнi зосереджено увагу на моделях, якi описую-
ться стохастичними диференцiальними рiвняннями з дробовим броунiвським
рухом. Цi моделi стають все бiльш популярними через їх здатнiсть описувати
процеси з ненульовими кореляцiями випадкового шуму, iншими словами, про-
цеси з довгостроковою та короткостроковою залежнiстю. Iнтенсивний розвиток
дослiджень у цiй тематицi пов’язаний зi спостережуваною довгостроковою зале-
жнiстю в рiзних фiзичних системах, радiоелектронних приладах, комп’ютерних
мережах та на фiнансових ринках. Додатково, дисертацiйна робота дослiджує
бiльш складнi рiвняння, якi комбiнують два види шумiв – бiлий i дробовий. Цi
моделi застосовуються для бiльш точного моделювання процесiв на фiнансових
ринках, де на цiни впливають два основних джерела випадковостi: фондова бiр-
жа (що добре моделюється за допомогою бiлого шуму) i фiнансово-економiчний
контекст, який моделюється дробовим броунiвським рухом.

Як уже згадувалося, стохастичнi диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними є важливими з огляду на широкий спектр застосувань до реальних
явищ i реальних ситуацiй. Це зумовлює потребу у статистичних методах для
калiбрування моделей, якi описуються згаданими рiвняннями. Тому задача
статистичного оцiнювання параметрiв моделi на основi дискретних спосте-
режень розв’язкiв стохастичного диференцiального рiвняння з частинними
похiдними нещодавно привернула значний iнтерес. Однак теорiя статисти-
чного оцiнювання для стохастичних диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними (навiть зi стандартним броунiвським рухом) все ще знаходиться
на початковiй стадiї розробки i чимало важливих питань досi не вирiшено в
статистичнiй лiтературi, подробицi див. в оглядовiй статтi [25]. Таким чином,
тема дисертацiї знаходиться у руслi новiтнiх сучасних дослiджень з теорiї та
статистики випадкових процесiв.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйну роботу виконано в рамках державних бюджетних дослiдницьких наукових
тем № 19БФ038-01 «Точнi формули, оцiнки, асимптотичнi властивостi i стати-
стичний аналiз складних еволюцiйних систем з багатьма ступенями свободи»
(номер державної реєстрацiї 0119U100317) та № 22БФ038-01 «Стохастичнi ди-
намiчнi системи, неоднорiднi у часi або з випадковим часом: асимптотика та
статистичний аналiз» (номер державної реєстрацiї 0122U001843) кафедри теорiї
ймовiрностей, статистики та актуарної математики механiко-математичного
факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, що
входять до комплексного тематичного плану науково-дослiдних робiт «Сучаснi
математичнi проблеми природознавства, економiки та фiнансiв».

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є оцiню-
вання параметрiв у стохастичних диференцiальних рiвняннях з частинними
похiдними. Зокрема, було розглянуто стохастичне рiвняння теплопровiдно-
стi з рiзними видами дробового броунiвського шуму та побудовано оцiнки
параметрiв Хюрста та дифузiї. Основними завданнями даної роботи є:

• дослiдження властивостей розв’язку стохастичного рiвняння теплопровiд-
ностi, а саме доведення стацiонарстi та ергодичностi даного випадкового
процесу;

• побудова оцiнок невiдомих параметрiв у стохастичному диференцiально-
му рiвняннi теплопровiдностi з рiзними видами дробового шуму;

• доведення їх консистентностi;
• знаходження точного або асимптотичного розподiлу одержаних оцiнок;
• моделювання цих оцiнок.

Об’єктом дослiдження є стохастичне диференцiальне рiвняння теплопро-
вiдностi з рiзними видамишумiв, а саме з бiлимшумом, дробовим броунiвським
шумом та їхньою комбiнацiєю.

Предметом дослiдження є оцiнки невiдомих параметрiв стохастичного
рiвняння теплопровiдностi з рiзними видами дробового шуму, їх консистен-
тнiсть та асимптотична нормальнiсть.
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Методи дослiдження. У роботi застосовуються методи теорiї ймовiрно-
стей, математичної статистики та теорiї випадкових процесiв. Для чисельного
моделювання використовується статистичний пакет R.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати, отриманi в
дисертацiйнiй роботi, є новими та математично обґрунтованими. Вони стосую-
ться статистиного оцiнювання параметрiв у стохастичному диференцiальному
рiвняннi теплопровiдностi з дробовими шумами. Основними результатами є:

1. доведено стацiонарнiсть та ергодичнiсть випадковогополя,щоєрозв’язком
стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi з бiлим шу-
мом;

2. побудовано оцiнку параметра дифузiї f стохастичного диференцiального
рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом, доведено строгу консистен-
тнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої оцiнки;

3. доведено стацiонарнiсть та ергодичнiсть випадкового процесу, що є
розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдно-
стi з дробовим броунiвським шумом;

4. побудовано оцiнку параметра дифузiї f стохастичного диференцiального
рiвняння теплопровiдностi з дробовим броунiвськимшумомпри вiдомому
параметрi Хюрста, доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну
нормальнiсть побудованої оцiнки;

5. побудовано спiльну оцiнку параметрiв дифузiї (f) та Хюрста (� ) сто-
хастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi з дробовим
броунiвським шумом, доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну
нормальнiсть наведеної оцiнки;

6. доведено стацiонарнiсть та ергодичнiсть випадкового процесу, що є
розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдно-
стi зi змiшаним дробовим броунiвським шумом;

7. побудовано оцiнку параметра Хюрста � стохастичного диференцiльного
рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броунiвським шумом,
доведено строгу консистентнiсть та асимптотичнунормальнiсть отриманої
оцiнки;

8. побудовано спiльну оцiнку параметрiв (f,^) стохастичного диференцiль-
ного рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броунiвським



15

шумом за припущення, що параметр Хюрста � є вiдомим, доведено
строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть наведеної оцiнки;

9. проведено чисельне моделювання оцiнок, якi базуються на дискретних
спостереженнях.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi результати
даної роботи дозволяють будувати оцiнки невiдомих параметрiв стохастичного
диференцiального рiвняння теплопровiдностi з рiзними видами шуму. Подi-
бнi рiвняння мають широке застосування для моделювання рiзних процесiв
у фiнансовiй математицi, бiологiї, метеорологiї та гiдродинамiцi. Розглянутi
рiвняння теплопровiдностi можуть бути застосованi в геофiзицi, особливо в
фiзичнiй океанографiї та геостатистицi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи одер-
жанi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї здобувач опублiкував
чотири роботи у фахових виданнях [4, 7, 8, 12]. Три роботи [4, 7, 8] опублiкованi
у спiвавторствi з науковим керiвником доцентом Ральченком К. В., у яких
Ральченку К. В. належить постановка задачi та загальне керiвництво роботою.
Одна робота [12] опублiкована у спiвавторствi з професором Шевченком Г.М. у
якiй Шевченку Г.М. належить постановка задачi, визначення загальної схеми
дослiдження та iдея доведення основних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися
та обговорювалися на таких всеукраїнських та мiжнародних конференцiях:

1. XVII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська весна
– 2019», 17-19 квiтня, 2019, Київ, Україна.

2. XVIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-
сна – 2020: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,
комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний
аналiз», 15-16 квiтня, 2020, Київ, Україна.

3. Scientific conference “Actual Problems of Stochastic Analysis”, February 20-21,
2021, Tashkent, Uzbekistan.

4. XIX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-
сна – 2021: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,
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комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний
аналiз», 15–16 квiтня, 2021, Київ, Україна.

5. International Conference “Modern Stochastics: Theory and Applications. V”,
June 1-4, 2021, Kyiv, Ukraine.

6. International Conference of Young Mathematicians, June 3-5, 2021, Kyiv, Ukraine.
7. XX Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-

сна – 2022: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,
комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний
аналiз», 14 квiтня, 2022, Київ, Україна.

8. 15th Bachelier colloquium, January 16-21, 2023, Metabief, France.
9. XXI Мiжнародна науково-практична конференцiя «Шевченкiвська ве-

сна – 2023: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,
комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний
аналiз.Методика викладання математики», 14 квiтня, 2023, Київ, Україна.

10. XVIII Мiжнародна науково-практична конференцiя «Сучаснi проблеми
математики та її застосування в природничих науках та iнформацiйних
технологiях», 12-14 травня, 2023, Харкiв, Україна.

11. International Conference of Young Mathematicians, June 1-3, 2023, Kyiv, Ukraine.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано
• 4 статтi у перiодичних фахових виданнях [4, 7, 8, 12]; три з них [4, 7, 8] —
у виданннях, якi iндексуються в наукометричних базах Scopus та Web
of Science i входять до квартиля Q3; одна [12] — у науковому фаховому
виданнi України;

• 11 тез доповiдей на конференцiях [5, 6, 9–11, 97–102].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чоти-
рьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел
(102 найменування), додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача за
темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв та додатку з кодом,
який було використано для моделювання отриманих в роботi оцiнок. Повний
обсяг дисертацiї становить 127 сторiнок, основний текст займає 97 сторiнок.
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Змiст роботи. Перший роздiл мiстить огляд лiтератури та результатiв
отриманих iншими авторами за тематикою дисертацiї, висвiтлює сучасний стан
вивчення задач схожих до тих,що розглядаються в роботi.

У другому роздiлi наведено основнi загальнi означення та деякi додатковi
твердження, якi використано в дисертацiйнiй роботi.

У третьому роздiлi розглянуто стохастичнi диференцiальнi рiвняння тепло-
провiдностi з рiзними видами дробового броунiвського шуму та сформульовано
основнi властивостi розв’язку кожного з цих рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння теплопро-
вiдностi з з бiлим шумом ( §, ) вигляду✓

mD

mC
�
1
2
�D

◆
(C, G) = f §, (G), C > 0, G 2 í3,

D (0, G) = 0, G 2 í3,

(1)

де � – оператор Лапласа.
Згiдно з [92] розв’язок цього рiвняння має вигляд

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í3

⌧ (C � B, G � ~), (3~)3B, C � 0, G 2 í3, (2)

де функцiя ⌧ – це функцiя Грiна, визначена наступним чином:

⌧ (C, G) =

8>><
>>:
(2cC)�3/2 exp

⇣
�

|G |2

2C

⌘
, якщо C > 0,

X0(G) якщо C = 0.

Дослiджено властивостi випадкового поля D. Було доведено, що поле D є
стацiонарним та ергодичним. Окрiм цього, було доведено, що поле є коректно
визначеним i пiдраховано явний вигляд Ö

⇥
D (C, G)2

⇤
та Cov

�
D (C, 0),D (C, G)

�
.

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто стохастичне рiвняння теплопровiдностi з дробо-
вим броунiвським шумом ( §⌫� ) вигляду✓

mD

mC
�
1
2
·
m2D

mG2

◆
(C, G) = f §⌫�

G , C > 0, G 2 í,

D (0, G) = 0, G 2 í.
(3)

Згiдно з [92] розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння (3.6) має
вигляд

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3⌫�
~ 3B, C � 0, G 2 í, (4)
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де ⌧ – функцiя Грiна рiвняння теплопровiдностi.
Доведено,щопроцесD (C, ·) є стацiонарним гауссiвськимпроцесом.Отримано

явний вираз для дисперсiї. Бiльш того, пiдраховано верхню межу для коварiацiї
процесу. Також отримано вираз для коварiацiйної функцiї Cov

�
D (C, 0),D (C, G)

�
.

Отриманi властивостi також узагальнено на випадок двовимiрного процесу⇣
D (C,·)
D (B,·)

⌘
для фiксованих точок C, B 2 [0,) ].

У пiдроздiлi 3.3 дослiджено стохастичне диференцiальне рiвняння теплопро-
вiдностi: ✓

mD

mC
�
1
2
·
m2D

mG2

◆
(C, G) = f §⌫�

G + ^ §,G , C > 0, G 2 í, (5)

D (0, G) = 0, G 2 í. (6)

Права частина рiвняння цього рiвняння є змiшаним дробовим шумом. Вiн
складається з двох незалежних стохастичних процесiв, а саме ⌫� =

�
⌫�
G , G 2 í

 
– двостороннiй дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста � 2 (0, 1) i
, = {,G , G 2 í} – вiнерiвський процес, що не залежить вiд ⌫� ; f i ^ – деякi
додатнi коефiцiєнти. Випадкове поле {D (C, G), C � 0, G 2 í} визначене як

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3⌫�
~ 3B + ^

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3,~ 3B (7)

є розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння (5). Доведено,що для

фiксованих рiзних точок C1, . . . , C= 2 [0,) ] випадковий процес
✓ D (C1,G)

...
D (C=,G)

◆
, G 2 í, є

багатовимiрним стацiонарним гауссовим процесом. Знайдено явний вираз дис-
персiї та коварiацiї D (C, G). Також доведено, що коварiацiйна функцiя обмежена
зверху. Отримано твердження, що для фiксованого C > 0 випадковий процес
{D (C, G), G 2 í} є ергодичним.

Четвертийроздiлприсвячено задачi оцiнюванняпараметрiв у стохастичних
диференцiальних рiвняннях з рiзними видами шуму.

У пiдроздiлi 4.1 отримано оцiнку параметра дифузiї f стохастичного дифе-
ренцiального рiвнянння теплопровiдностi з бiлим шумом (1) вигляду

bf2 =
1

#3E2

’
G:2⇡#

D (C, G:)
2,
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де процес спостерiгається на сiтцi

⇡# =
�
(81X, . . . , 83X), 81, . . . , 83 2 {1, . . . ,# }

 
.

та

E2 =

Cæ
0

Cæ
0

1
(2c (B1 + B2))3/2

3B13B2 =

8>>>>><
>>>>>:

4(2�
p
2)C3/2

3
p
c

, 3 = 1,
C log 2
c , 3 = 2,

2(�1+
p
2)
p
C

c3/2 , 3 = 3.

Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть запропоно-
ваної оцiнки.

У пiдроздiлi 4.2 розглядається задача оцiнювання параметрiв стохастичного
диференцiального рiвняння теплопровiдностi з дробовим броунiвським шумом
вигляду (3).

У пунктi 4.2.1 припускається, що для фiксованого моменту часу C > 0
i фiксованого кроку X > 0 випадкове поле D , що є розв’язком рiвняння (3),
спостерiгається в точках G: = :X , : = 1, . . . ,# . Дослiджено задачу оцiнювання
параметра f при вiдомому параметрi Хюрста � . Отримано оцiнку вигляду

ef2
# =

b+# (C)
#EC (� )

. (8)

де

b+# (C) =
#’
:=1

D (C,:X)2, EC (� ) = ÖD (C, 0)2.

Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої
оцiнки. Асимптотичний розподiл оцiнки ef2

# залежно вiд значення � має такий
вигляд:
1) для � 2 (0, 34)

p
#

�ef2
# � f2� 3

�! N

✓
0,
ACC (� )

EC (� )2

◆
, # ! 1;

2) для � = 3
4 s

#

log#
�ef2

# � f2� 3
�! N

 
0,

9f4C4

16X EC ( 34)2

!
, # ! 1;
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3) для � 2 (
3
4, 1)

# 2�2� �ef2
# � f2� 3

�! . , # ! 1,

де . – випадкова величина Розенблатта:

. =
� (2� � 1)f2C2

2�(2 � 2� ) cos
�
c (1 � � )

�
X2�2�EC (� )

⇥

æ
48 (G1+G2)

48 (G1+G2) � 1
8 (G1 + G2)

|G1 |
1
2�� |G2 |

1
2�� 3, (G1) 3, (G2) .

У пунктi 4.2.2 розглянуто задачу побудови строго консистентної оцiнки
параметрiв (� ,f2

) на основi спостережень

{D (C,:X),D (B,:X),: = 1, . . . ,# } .

Припускається, що є фiксованi C > 0 i B > 0 та фiксований крок X > 0, тобто
випадкове поле D,що є розв’язком рiвняння (3), спостерiгається в точках G: = :X ,
: = 1, . . . ,# .

Доведено,що для всiх � 2 (0, 1), (b�# ,bf2
# ) є строго консистентною оцiнкою

параметрiв (� ,f2
) при # ! 1, де

b�# =
log

⇣b+# (C) � b+# (B)⌘
log(C/B)

� 1, bf2
# =

b+# (C)
#EC (b�# )

=
b+# (B)

#EB (b�# )
.

Для � 2 (0, 34), оцiнка (b�# ,bf2
# ) є асимптотично нормальною:

p
#

 b�# � �

bf2
# � f2

!
3
�! N

  
0
0

!
,

 
211 212

212 222

!!
as # ! 1,

де

211 = f�4
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )

EC (� )2
�

2ACB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )

EB (� )2

◆
,

212 = �f�2
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )gB (� )

EC (� )2
�
ACB (� ) (gC (� ) + gB (� ))

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

EB (� )2

◆
,

222 =
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )gB (� )

2

EC (� )2
�
2ACB (� )gC (� )gB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

2

EB (� )2

◆
.

У пунктi 4.2.3 якiсть оцiнок отриманих в пунктах 4.2.1 та 4.2.2 вiдповiдно
проiлюстровано за допомогою комп’ютерного моделювання.



21

У пiдроздiлi 4.3 розглядається задача оцiнювання параметрiв стохастичного
диференцiального рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним шумом вигляду (5).
Для фiксованих точок C1, . . . , C= i фiксованого кроку X > 0, випадкове поле D, що
є розв’язком рiвняння (5), спостерiгається в точках G: = :X , : = 1, . . . ,# . Таким
чином, спостереження мають вигляд:

{D (C8,:X), 8 = 1, . . . ,=, : = 1, . . . ,# } .

У пунктi 4.3.1 побудовано строго консистентну оцiнку параметра � , яка не
залежить вiд ^ та f . Для цього достатньо спостерiгати процес D (C8, G:) лише в
трьох рiзних точках часу C1 < C2 < C3.

Оцiнка � визначена, як

b�# = 5 (�1)
 
C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)

!
, (9)

де 5 (�1) позначає обернену функцiю 5 ,що має вигляд

5 (� ) B

8>>><
>>>:

C��1/2
3 �C��1/2

2

C��1/2
2 �C��1/2

1
, якщо � < 1

2,

log C3�log C2
log C2�log C1 якщо � = 1

2 .
(10)

Для всiх � 2 (0, 12) [ (
1
2, 1), b�# є строго консистентною оцiнкою параметра �

при # ! 1.
Для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4), оцiнка b�# є асимптотично нормальною:

p
#

⇣b�# � �
⌘

3
�! N(0, e2) при # ! 1,

де

e2 =
1

⇡2f422�

3’
8, 9=1

AC8C 9 (� )!8!9 ,

!1 =
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C3/21

, !2 =
C
��

1
2

1 � C
��

1
2

3

C3/22

, !3 =
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

C3/23

,

⇡ =
⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘ ⇣
C
��

1
2

3 log C3 � C
��

1
2

2 log C2
⌘

�

⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘ ⇣
C
��

1
2

2 log C2 � C
��

1
2

1 log C1
⌘
.

Окремо дослiджено випадок C1 = ⌘ > 0, C2 = 2⌘, C3 = 4⌘, коли оцiнка параметра
� має явний вигляд



22

b�# =
1
2
+ log+2

C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)
. (11)

У пунктi 4.3.2 побудовано оцiнки коефiцiєнтiв f i ^ припускаючи,що iндекс
Хюрста � вiдомий.

Для будь-якого � 2 (0, 12) [ (
1
2, 1) побудовано оцiнку (bf2

# , b̂2
# ), яка є строго

консистентною оцiнкою параметра (f2,^2) при # ! 1, де

bf2
# =

C�3/21 +# (C1) � C�3/22 +# (C2)

2�
⇣
C��1/2
1 � C��1/2

2

⌘ , b̂2
# =

C�1��1 +# (C1) � C�1��2 +# (C2)

2 1
2

⇣
C1/2��1 � C1/2��2

⌘ . (12)

Для � 2 (0, 12) [ (
1
2,

3
4), оцiнка (bf2

# , b̂2
# ) є асимптотично нормальною:

p
#

 bf2
# � f2

b̂2
# � ^2

!
3
�! N(0, ⌃) при # ! 1, (13)

де асимптотична коварiацiйна матриця ⌃ складається з наступних елементiв:

⌃11 =
C�31 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C�32 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

22�

⇣
C2��1
1 � 2(C1C2)��

1
2 + C2��1

2

⌘ ,

⌃12 = ⌃21 =
C
�
5
2��

1 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C
�
5
2��

2 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

2�2 1
2

⇣
2 � C

��
1
2

1 C
1
2��
2 � C

1
2��
1 C

��
1
2

2

⌘ ,

⌃22 =
C�2��1 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C�2��2 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

221
2

⇣
C1�2�1 � 2(C1C2)

1
2�� + C1�2�2

⌘ .

У пунктi 4.3.3 проаналiзовано ефективнiсть оцiнки (bf2
# , b̂2

# ) порiвняно з
оцiнкою максимальної вiрогiдностi (ОМВ).

У пунктi 4.3.4 теоретичнi властивостi оцiнок параметрiв рiвняння (5) пiд-
тверджено чисельними результатами.

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Автор висловлює безмежну вдячнiсть науковому керiвнику — доценту Раль-
ченку Костянтину Володимировичу — за постiйну пiдтримку та допомогу в
роботi; завiдувачцi кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної
математики— професору МiшурiЮлiї Степанiвнi — за мотивацiю та натхнення
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до нових звершень; усьому колективу кафедри теорiї ймовiрностей, статистики
та актуарної математики за всебiчну допомогу пiд час навчання.



Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї

Iснує досить багато природних явищ,що можуть бути описанi як процеси
випадкової еволюцiї в часi.Доволi часто дляматематичного представлення та мо-
делювання подiбних часових рядiв можна використати дробовий броунiвський
рух (ДБР). Дробовий броунiвський рух вперше був введений А.М. Колмогоро-
вим для вивчення спiральних кривих в гiльбертовому просторi [54], далi було
встановлено стохастичне iнтегральне представлення в термiнах стандартного
броунiвського руху в статтi Б. Б.Мандельброта та Дж. ван Несса [61].

Загалом ДБР ⌫� = {⌫�
C , C � 0} з iндексом Хюрста � 2 (0, 1) є досить цiкавим

стохастичним об’єктом, що привернув увагу багатьох науковцiв в останнi деся-
тилiття через своєрiднi властивостi. З одного боку, це гауссiвський випадковий
процес з достатньо простою коварiацiйною функцiєю, траєкторiї якого є гельде-
ровими до порядку� . З iншого боку,ДБР є узагальненням вiнерiвського процесу
i вiдповiдає йому при � = 1/2. Бiльш того, цей процес має залежнi прирости, не
є марковським процесом та не є напiвмартингалом (окрiм випадку, коли� = 1/2
i це вiнеровський процес). Таким чином, даний процес може бути застосовано
для моделювання достатньо складних реальних процесiв [49,75,82,95],щомають
властивостi, як довгострокової залежностi при � > 1/2, так i короткострокової
залежностi при � < 1/2.

Комбiнацiя таких властивостей дає можливостi для моделювання процесiв у
телекомунiкацiйних мережах, фiзичних та бiологiчних системах, на фiнансових
ринках та страхових моделей. Застосування та властивостi дробового броунiв-
ського руху дослiджувалися в багатьох роботах, досить детальну теорiю щодо
обчислень i властивостей можна побачити в таких монографiях [43, 69, 70] .

В останнi чотири десятилiття були досягнутi досить великi успiхи у вивченнi

24
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випадкового поля, що є розв’язком стохастичних диференцiальних рiвнянь
(СДР) з частинними похiдними керованих рiзними видами (дробового) броунiв-
ського шуму. Вiдправною точкою цiєї теорiї була основоположна праця
J. B. Walsh [92], яка з’явилася через необхiднiсть моделювання та опису випадко-
вих явищ у природознавствi та математичних фiнансах. Основний iнтерес до
СДР з частинними похiдними пов’язаний з розвитком аналiзу i теорiї випад-
кових процесiв, з одного боку, i рiзними застосуваннями до деяких реальних
явищ i реальних ситуацiй, з iншого боку. Наприклад, рiзнi типи стохастичних
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними є вiдповiдними моделями
для вивчення зростання населення [36], деяких клiматичних i океанографiчних
явищ [51, 86], процесiв у фiнансовiй математицi [16].

Бiльшiсть результатiв, опублiкованих до цього часу, в основному зосередженi
на аналiзi рiвняння теплопровiдностi та хвильового рiвняння з гауссовими
бiлими шумами в часi та досить загальною просторовою кореляцiєю [13, 35,
78]. Стохастичному хвильовому рiвнянню з рiзними типами бiлого шуму
присвячено багато робiт, особливу увагу придiляють доведенню iснування та
єдиностi розв’язку в роботах [19, 31, 65].

У той же час деякi публiкацiї присвяченi стохастичним диференцiальним
рiвнянням,що керованiшумами дробового типу. У статтях [45,63,88] розглянуто
стохастичне нелiнiйне диференцiальне рiвняння еволюцiї в часi з дробовим
броунiвським шумом, а саме дослiджується iснування та єдинiсть м’якого
розв’язку цього рiвняння з рiзними коефiцiєнтами та початковими умовами. В
роботi [80] розроблено теорiю iнтегрування,що дозволяє розв’язати нелiнiйне
стохастичне хвильове рiвняння з дробовим броунiвським шумом.

В данiй роботi розглядається стохастичне диференцiальне рiвняння те-
плопровiдностi, що є типовим прикладом СДР з частинними похiдними. Це
рiвняння та його чисельне наближення були детально вивченi в [24,44,47,55,89].
Iснування та єдинiсть розв’язку рiвняння теплопровiдностi з дробовим броу-
нiвським шумом було розглянуто в роботах [50, 81]. Крiм того, в [14, 59] були
побудованi оцiнки параметра зсуву на основi степеневих варiацiй розв’язку
стохастичного рiвняння теплопровiдностi з дробовим шумом. Рiвняння з та-
ким типом шуму дозволяють нам моделювати рiзнi явища з довгостроковою
залежнiстю,що виникають у таких сферах, як фiнансовi ринки та мережевий
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трафiк. Стохастичне рiвняння теплопровiдностi з бiлим i дробовим шумами
було дослiджено в [66]. Детальний виклад сучасної теорiї в цiй галузi можна
знайти в монографiях [24, 33, 83].

Окремий iнтерес виникає при розглядi рiвнянь зi змiшаним типом шуму.
Змiшаний дробовий броунiвський рух був вперше представлений P. Cheridi-
to [21] для моделювання фiнансових ринкiв, якi водночас вiльнi вiд арбiтражу
та мають довгостроковi залежностi. Властивостi цього процесу вивчалися в [96].
Iснування та єдинiсть розв’язку багатовимiрного залежного вiд часу стоха-
стичного диференцiального рiвняння керованого одночасно багатовимiрним
стандартним броунiвським рухом та багатовимiрним дробовим броунiвським
рухом при � > 1/2 була доведена в статтях [34, 46, 71] при рiзних початко-
вих умовах. Властивостi цього рiвняння та його розв’язку було розглянуто в
роботах [48,72]. Бiльш того, було доведено iснування та єдинiсть розв’язку стоха-
стичного диференцiального рiвняння зi змiшаним шумом та розглянуто деякi
властивостi у бiльш загальному випадку, коли шум складається з вiнерiвського
процесу та процесу, що є гельдерово неперервним майже напевно з експонен-
тою Гельдера W > 1/2 у роботi [68]. Результати сучасних теоретичних дослiджень
в цiй областi представлено в монографiї [69]. Бiльш складнi змiшанi дробовi
моделi, описанi стохастичними диференцiальними рiвняннями, є предметом
багатьох публiкацiй [18, 42, 48, 85], якi з’явилися протягом останнiх десятилiть.

Такi рiвняння можна використовувати для моделювання процесiв на фiнан-
сових ринках, де на цiни впливають два головних випадкових шуми. Першим
джерелом випадковостi є сама фондова бiржа з тисячами агентiв. Шум, що
надходить вiд цього джерела, можна вважати бiлим i найкраще моделювати
за допомогою процесу Вiнера. Другий має фiнансово-економiчне пiдґрунтя i
може бути змодельований дробовим броунiвським рухом ⌫� . Стохастичнi дифе-
ренцiальнi рiвняння з частинними похiдними з такими типами шуму можуть
бути використанi, зокрема, для моделювання миттєвих форвардних курсiв, де
просторова змiнна вiдповiдає часу до погашення [27, 62]. Рiвняння такого типу
виникають також у геофiзицi, особливо у фiзичнiй океанографiї [77] i в геоста-
тистицi [91]. Наприклад, у моделях температури поверхнi моря випадковий
шум може представляти рiзнi тепловi потоки та процеси в океанi [74].

Варто вiдмiтити,що багато iснуючих робiт зi статистичного аналiзу для СДР
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з частинними похiдними мають справу з просторово-часовим шумом. Однак
у цiй роботi ми зосереджуємося на стохастичному рiвняннi теплопровiдностi
з лише просторовим шумом. В статтi [58] показано, що такий тип шуму є
важливим типом стацiонарних збурень та наведено декiлька прикладiв . У нещо-
давнiх роботах [28, 29] автори роблять першi кроки у дослiдженнi статистичних
властивостей для такого типу СДР.

Внаслiдок розвитку теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь, якi опи-
сують реальнi процеси з’явилася потреба в статистичних методах для калiбру-
вання моделей на основi заданих спостережень. Зокрема, проблема оцiнювання
параметрiв на основi дискретних спостережень розв’язку СДР нещодавно при-
вернула значний iнтерес. Вперше цю проблему було дослiджено в [62], де
розглянуто параболiчний та гiперболiчний тип СДР з частинними похiдни-
ми. В данiй роботi представлено стацiонарнi розв’язки рiвнянь та дослiджено
їх властивостi. Також було наведено загальний вигляд оцiнки максимальної
вiрогiдностi (ОМВ) параметрiв на основi дискретних спостережень розв’язку,
дослiджено асимптотичнi властивостi. Бiльш того, побудовано оцiнку методом
моментiв в явному виглядi, яку можна використати в якостi вiдправної точки
для оптимiзацiї функцiї вiрогiдностi. Пiзнiше були вивченi параболiчнi СДР в
частинних похiдних, включаючи стохастичне диференцiальне рiвняння тепло-
провiдностi [15, 23, 27]. У цих статтях були побудованi оцiнки на основi варiацiй
часових приростiв розв’язку та доведено центральнi граничнi теореми. У [53]
була запропонована адаптована оцiнка максимальної вiрогiдностi параметра
для параболiчного лiнiйного СДР другого порядку. Проте все ще iснують неви-
рiшенi основнi питання щодо СДР, подробицi яких викладено в [25]. Проблема
оцiнки параметрiв для СДР з частинними похiдними привертає багато уваги
протягом останнiх рокiв не лише з теоретичної точки зору, але й в багатьох
прикладних випадках: динамiка рiдини [77], бiологiя [36, 37], фiнанси [1, 2, 30],
метеорологiя [20] тощо. Iснують досить рiзнi методи оцiнки параметрiв для
дискретних спостережень у просторi та/або часi компонентiв розв’язку СДР
в частинних похiдних, якi дослiджувалися в статтях [14, 15, 53]. У роботi [23]
було побудовано консистентну оцiнку стохастичної волатильностi для СДР
параболiчного типу на основi високочастотних спострежень розв’язку в часi,
використовуючи граничнi теореми. В багатьох роботах розглядається проблема
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оцiнювання параметрiв у стохастичному рiвняннi теплопровiдностi. В [26] дослi-
джено асимптотичнi властивостi оцiнки максимальної вiрогiдностi параметра
зсуву дробового стохастичного рiвняння теплопровiдностi на основi дискретних
спострежень процесу в часi. В статтi [27] побудовано слабко консистентну оцiнку
параметра зсуву (параметра при лапласiанi) та волатильностi (параметра пришу-
мi) одновимiрного стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi
з бiлим шумом, коли розв’язок спострiгається дискретно у часi або просторi.
У роботi [53] побудовано оцiнку параметра зсуву у стохастичному рiвняннi
теплопровiдностi з дробовим лапласiаном та бiлим шумом, доведено конси-
стентнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої оцiнки. Кiлька пiдходiв
для визначення параметрiв у простих лiнiйних дробових моделях зi змiшаним
шумом для рiзних схем спостереження були запропонованi в [38, 57, 67]. У
статтi [40] було дослiджено асимптотичну поведiнку варiацiї лiнiйної комбiнацiї
вiнеровського процесу та дробового броунiвського руху,що є незалежними мiж
собою. Отриманi результати дозволили побудувати строго консистентнi оцiнки
параметрiв в змiшанiй моделi. Змiшаний дробовий броунiвський рух з трендом
було дослiджено в роботi [90], було наведено два пiдходи до оцiнки чотирьох
невiдомих параметрiв на основi дискретних спострежень.Перший пiдхiд є бiльш
класичним i викростовує квадратичну варiацiю для оцiнки трьох параметрiв
моделi, в той час як останнiй параметр оцiнюється за допомогою дискретизацiї
неперервної в часi оцiнки максимальної вiрогiдностi. Другий пiдхiд дозволяє
оцiнити всi чотири параметри одночасно використовуючи ергодичну теорему.
Задачу оцiнки параметра зсуву в стохастичному диференцiальному рiвняннi зi
змiшаним шумом загального вигляду дослiджено в [56]. Статистичнi проблеми
для змiшаної дробової моделi Васiчека були дослiдженi в роботах [64, 79].

В данiй роботi припускається, що розв’язок стохастичного диференцiально-
го рiвняння теплопровiдностi спостерiгається в рiвновiддалених просторових
точках для фiксованих моментiв часу. З одного боку, у багатьох практичних за-
стосуваннях розв’язок справдi спостерiгається лише в деяких дискретних точках
простору, наприклад, при вимiрюваннi температури нагрiтого тiла,швидкостi
турбулентного потоку, миттєвi форварднi курси, де просторова змiнна вiдпо-
вiдає часу до погашення [27, 62]. В багатьох випадках доступнi вимiрювання з
високою роздiльною здатнiстю в просторi, але кiлькiсть моментiв часу обмежена.
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Наприклад, це стосується супутникових спостережень температури поверх-
нi моря [77]. З iншого боку, виявляється, що для оцiнки параметра дифузiї
достатньо спостерiгати розв’язок лише в декiлькох моментах часу (залежно
вiд типу рiвняння можуть бути потрiбнi один, два або три фiксованi моменти
часу). Така ситуацiя досить поширена в статичному аналiзi СДР з частинними
похiдними,щопроiлюстровано в [25, Роздiл 3].Однак, додаткову iнформацiю вiд
спостережень розв’язку в дискретнi моменти часу можна узагальнити, взявши
(зважене) середнє значення оцiнок подiбно до [15] або [27].



Роздiл 2

Попереднi вiдомостi

2.1 Дробовий броунiвський рух
Нехай (⌦, F , {FC } , P) — повний iмовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю. Тодi

дробовий броунiвський рух ⌫� = {⌫�
C , C � 0} на цьому ймовiрнiсному просторi

— це центрований гауссiвський процес з коварiацiйною функцiєю
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Вiдомо,що траєкторiї ДБР ⌫� м.н. задовольняють умову Гельдера порядку
V < � (див. [70]). Нагадаємо деякi базовi властивостi iнтегрування гельдерово
неперервних функцiй.
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(дивись [94, T. 4.2.1 та 3.1]). Також вiдомо,що у випадку гельдерово неперерв-
них функцiй iнтеграл Рiмана-Стiлтьєса збiгається з iнтегралом Юнга [93] i з
узагальненим iнтегралом Лебега-Стiлтьєса [94].

Цю теорiю можно легко застосувати до потраєкторного стохастичного iнте-
грування вiдносно дробового броунiвського руху оскiльки траєкторiї ⌫� нале-
жать ⇠V

( [0,1]) м.н. для будь-якого V 2 (0,� ) (див. [70, Роздiл 1.16]). Розглянемо
iнтеграл вiдносно дробового броунiвського рухуæ

í
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де ⌧ – функцiя Грiна стохастичного рiвняння теплопровiдностi:
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2.2 Гауссiвська мiра з незалежними приростами у
í3

В роботi розглядається центрована гауссiвська мiра на í3 з незалежними
приростами, яка визначається як сiм’я

{, (�),� 2 B5 (í3
)}

випадкових величин, iндексованих сiм’єю B5 (í3
) борельових пiдмножин í3

скiнченної мiри Лебега з такими властивостями:
1.8� 2 B5 (í3

), (�) ' N(0, _3 (�)), де _3 – мiра Лебега.
2.8�1, . . . ,�= 2 B5 (í3

) таких, що �8 \ �9 = ;, 8 < 9 , (�1), . . . ,, (�=) �

незалежнi.
3.8�1, . . . ,�= 2 B5 (í3

) таких, що �8 \ �9 = ;, 8 < 9 та \
1

==1�= 2 B5 (í3
)

, (\
1

==1�=) =
Õ

1

==1, (�=) м.н.
Iнтеграл вiд невипадкової функцiї за, визначається стандартним чином:

для простої функцiї 5 (G) =
Õ=

:=1 0=1�= (G), де 0= 2 í,�= 2 B5 (í3
),

æ
í3

5 (G), (3G) =
=’
8=1

0=, (�=),

та для 5 2 !2(í3
) æ

í3

5 (G), (3G)

визначається як границя у середньому квадратичному
¥
í3 5= (G), (3G) вiд про-

стих функцiй 5=, таких що 5= ! 5 ,= ! 1 в !2(í3
).

При цьому æ
í3

5 (G), (3G) ' N(0, | |5 | |2
!2(í3 )

).

2.3 Кратнi iнтеграли
НехайH це дiйсний сепарабельний гiльбертiв простiр зi скалярнимдобутком

h·, ·iH та вiдповiдною нормою | | · | |H .
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Означення 2.1. Сукупнiсть центрованих гауссiвських випадкових величин
{, (⌘),⌘ 2 H} називається iзонормальним гауссiвським процесом в H , якщо
для будь-яких ⌘1,⌘2 2 H ,

Ö, (⌘1), (⌘2) = h⌘1,⌘2iH .

Приклад 2.1. Якщо, – центрована гауссiвська мiра на í3 з незалежними при-
ростами, то {, (5 ) =

¥
í3 5 (G), (3G), 5 2 !2(í3

)} – iзонормальний гауссiвський
процес уH = !2(í3

).

Позначимо L
2 – простiр квадратично iнтегровних випадкових величин,

вимiрний вiдносно сигма-алгебри F
, , породженої iзонормальним гауссiвським

процесом, . Далi ми введемо розклад L
2 у ортогональну суму спецiальних

пiдпросторiв, так званий розклад хаотичностi.
Для = � 1,через H= позначимо =-ий тензорний степiнь H , тобто H= це

множина лiнiйних комбiнацiй виразiв вигляду

⌘1 ⌦ · · · ⌦ ⌘=, ⌘1, . . . ,⌘= 2 H .

Визначимо скалярний добуток

h⌘1 ⌦ · · · ⌦ ⌘=,61 ⌦ · · · ⌦ 6=iH= =
=÷

:=1

h⌘8,68iH

i продовжимо його лiнiйно дляH=.ПоповненняH= за нормою будемо позначати
H

⌦=.
Надалi, визначимо оператор симетризацiї 5 2 H

⌦=
7! 5̃ 2 H

⌦=,

⌘1 ⌦ · · · ⌦ ⌘= 7!
1
=!

’
f2(=

⌘f (1) ⌦ · · · ⌦ ⌘f (=),

де сумування ведеться за множиною перестановок множини {1, . . . ,=}, за лiнiй-
нiстю та неперервнiстю H=. Будемо вважати елемент 5 2 H

⌦= симетричним,
якщо 5̃ = 5 i простiр таких елементiв будемо позначати H

�= (так званий =-
кратний симетричний тензорний степiньH ). Це гiльбертiв простiр зi скалярним
добутком зH⌦=.

Нехай
�= (G) = (�1)=4G

2
/2 3

=

3G=
4�G

2
/2, = � 1, (2.5)
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=-ий полiном Ермiта. Для ⌘ 2 H з k⌘k = 1 визначимо

�= (⌘
⌦=
) := �= (⌘ ⌦ · · · ⌦ ⌘) = �= (, (⌘)) .

Цей вираз можна продовжити за лiнiйнiстю та неперевнiстю доH
�=.

Для 5 2 H
�=, вiдповiдне значення �= (5 ) називається кратним iнтегралом

Вiнера–Iто вiд 5 . Проте, ця назва бiльш доцiльна, коли H = !2(- ,B, `), де,
породжує мiру на - вiд, (⌫) =, (1⌫), ⌫ 2 B. В цьому випадку H

�= може бути
визначена на просторi симетричних фукцiй 5 : -=

! í, вимiрних вiдносно B
⌦=

та квадратично iнтегровних вiдносно мiри добутку `⌦=, тодi

�= (5 ) =
æ
-=

5 (G1, . . . , G=), (3G1) · · ·, (3G=).

В загальному випадку, це не вимiрна функцiя, тому це не можна називати
«iнтегралом» в класичному розумiннi, проте ця назва все ж має сенс.

За побудовою, кратний iнтеграл Вiнера–Iто є лiнiйним. Також вiн центрова-
ний:

Ö�= (5 ) = 0

i має наступнi властивостi ортогональностi та iзоморфiзму: для 5 2 H
�=,6 2

H
�<,

Ö�= (5 )�< (6) =

8>><
>>:
=!h5 ,6iH=, = =<,

0, = <<;

зокрема, властивiсть iзометрiї

Ö
�
�= (5 )

2� = =!k 5 k2
H=

Для несиметричної функцiї 5 2 H
⌦=, кратний iнтеграл Вiнера–Iто може

бути визначений як iнтеграл симетризацiї �= (5 ) = �= ( 5̃ ). При такому означеннi,
в загальному випадку властивiсть iзометрiї не виконується, але має мiсце�
Ö�= (5 )2

�
 =!k 5 k2

H=
.

Нехай I= ⇢ L
2 це простiр кратних стохастичних iнтегралiв порядку =,

тобто I= = �= (H�=
). За означенням, це еквiвалентно тому,що I= – це замкнута

лiнiйна оболонка випадкових величин вигляду �= (, (⌘)). Завдяки властивостi
ортогональностi, простори I= ортогональнi для рiзних значень =. Визначимо
також I0 – простiр сталих випадкових величин. Оскiльки кратний iнтеграл
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Вiнера–Iто – центрований, цей пiдпростiр ортогональний до всiх I= з = � 1. Для
зручностi визначимоH

�0 = í i �0(5 ) = 5 для 5 2 H
�0.

Теорема 2.1. Простiр L
2 є прямою сумою просторiв I=:

L
2 =

1Ã
==0

I= .

Iншими словами, будь-яка квадратично iнтегровна випадкова величина b , вимiрна
вiдносно F, , має єдиний ортогональний розклад

b =
1’
==0

�= (5=)

з 5= 2 H
�=, де ряд збiгається в середньому квадратичному.

Зауваження 2.1. Оскiльки кратний iнтеграл Вiнера–Iто має нульове середнє, то
розклад матиме вигляд �0(50) = 50 = Öb .

2.4 Властивостi нормально розподiлених
величин

Теорема 2.2 (теорема Iссерлiса, [52]). Якщо (-1, . . . ,-2=)-це випадковий
вектор, що має багатовимiрний нормальний розподiл з нульовим середнiм, тодi
має мiсце наступна рiвнiсть:

Ö[-1-2 . . .-2=] =
’÷

Ö[-8-9 ],

тут
ÕŒ

означає сумування по всiм рiзним попарним розбиттям-1, . . . ,-2=,тоб-
то таких -8-9 , що 8 < 9 i кожний доданок є добутком = попарних математичних
сподiвань Ö[-8-9 ] . Таким чином, кожна сума мiстить
(2=)!
(2==!) = (2= � 1)!! доданкiв.

Теорема 2.3 (Наслiдок 8.1.4, [76]). Для всiх гауссiвських випадкових велечин (* ,+ )

з нульовим середнiм та одиничною дисперсiєю справедливо наступне:

Ö[�= (* )�< (+ )] =

8>><
>>:
=!Ö[*+ ]

=,= =<,

0, = <<,

де �= (·) – =–ий многочлен Ермiта визначений формулою (2.5).
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Приклад 2.2. Розглянемо декiлька часткових випадкiв формули Iссерлiса для
= = 2 та = = 3 :

Ö[-1-2-3-4] = Ö[-1-2]Ö[-3-4] + Ö[-1-3]Ö[-2-4] + Ö[-1-4]Ö[-2-3]; (2.6)

Ö[-1-2-3-4-5-6] = Ö[-1-2]Ö[-3-4]Ö[-5-6] + Ö[-1-2]Ö[-3-5]Ö[-4-6]

+Ö[-1-2]Ö[-3-6]Ö[-4-5] + Ö[-1-3]Ö[-2-4]Ö[-5-6] + Ö[-1-3]Ö[-2-5]Ö[-4-6]

+Ö[-1-3]Ö[-2-6]Ö[-4-5] + Ö[-1-4]Ö[-2-3]Ö[-5-6] + Ö[-1-4]Ö[-2-5]Ö[-3-6]

+Ö[-1-4]Ö[-2-6]Ö[-3-5] + Ö[-1-5]Ö[-2-3]Ö[-4-6] + Ö[-1-5]Ö[-2-4]Ö[-3-6]

+Ö[-1-5]Ö[-2-6]Ö[-3-4] + Ö[-1-6]Ö[-2-3]Ö[-4-5] + Ö[-1-6]Ö[-2-4]Ö[-3-5]

+Ö[-1-6]Ö[-2-5]Ö[-3-4] .

Приклад 2.3. Нехай b та [ – центрованi нормальнi випадковi величини, тодi
застосовучи формулу Iссерлiса для = = 2 (2.6) з попереднього прикладу будуть
мати мiсце наступнi рiвностi:

Cov
�
b2,[2

�
= 2

�
Cov(b,[)

�2,
зокрема,

Var
�
b2

�
= 2(Var b)2.

2.5 Деякi граничнi теореми
Теорема 2.4 (Нуаларта-Пеккатiпро четвертиймомент, [73]). Нехай для фiксованих
? � 1 {5=,= � 1} 2 H

�?,Var(�? (5=)) = Ö[�? (5=)2] = ?!| |5= | |2H�? ! 1,= ! 1. Тодi
наступнi умови рiвносильнi:

1.�? (5=)
3
�! N(0, 1),= ! 1.

2.Ö�? (5 4= ) ! 3,= ! 1.

Означення 2.2. Нехай � (G) – функцiя з дiйсними значеннями така, що¥
� (G) exp (�G2/2)3G = 0,

¥
� 2

(G) exp (�G2/2)3G < 1. Функцiя � (G) може бути
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представлена у виглядi

� (G) =
1’
9=1

2 9�9 (G), (2.7)

1’
9=1

229 9 ! < 1, (2.8)

де �9 позначає 9-ий полiном Ермiта, див. (2.5). Функцiя � (G) має ранг Ермiта : ,
якщо в розкладi (2.7) 21 = · · · = 2:�1 = 0 i 2: < 0.

Теорема 2.5 (Теорема 1, [17]). Нехай функцiя � має ранг Ермiта : i кореляцiйна
функцiя стацiонарного гауссового поля -= задовольняє умову

Õ
=2öa |A (=) |: < 1.

Покладемо �# = #a/2. Тодi границя

lim
#!1

Ö(/#
0 (�; ))

2 = lim
#!1

��2
# ; !

’
82⌫(0,# )

’
92⌫(0,# )

A; (8 � 9) = f2
; ; !

iснує для всiх ; � :,

⌫(=,# ) = {B = (B (1), . . . , B (a)) 2 öa,=(C)# < B (C)  (=(C)
+1)# , C = 1, . . . ,a} i суми f2 =Õ

1

;=: 2
2
; ; !f

2
; < 1. Скiнченновимiрний розподiл поля /#

= (� ) = ��1
#

Õ
92⌫(=,# ) � (-9 )

прямує до скiнченновимiрного розподiлу поля f/ ⇤
= при # ! 1, де / ⇤

= – незалежнi
стандартнi нормально розподiленi випадковi величини.

Теорема 2.6 (Теорема 10, [17]). Нехай функцiя � задана так само як в Теоремi2.5.
Припускається, що кореляцiйна функцiя гауссового поля -= задовольняє умовиÕ

=2⌫̄(0,# ) |A (=) |
: = !(# ) i lim#!1(!(# ))

�1 Õ
92⌫̄(0,# ) для всiх ; � : , де!(# ) -функцiя,

що повiльно змiнюється i

⌫̄(0,# ) = {= = (=(1), . . . ,=(a)
) 2 öa,�# < =( 9)

 # , 9 = 1, . . . ,a}.

Покладемо �# = #a/2!(# )
1/2. Тодi границя

lim
#!1

Ö(/#
0 (�; ))

2 = f2
; ; ! = lim

#!1
(#a!(# ))

�1; !
’

82⌫(0,# )

’
92⌫(0,# )

A; (8 � 9)

iснує для всiх ; � : та суми f2 =
Õ

;=: 2
2
; ; !f

2
; < 1. Скiнченний розподiл поля

/#
= (� )(з новим нормуючим множником �# ) прямує до скiнченого розподiлу поля

f/ ⇤
= при # ! 1.
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Означення 2.3. Нехай - – гауссiв вектор, 5 : í3
! í – вимiрна функцiя. Якщо

5 має скiнченний другий момент, то ранг Ермiта 5 вiдносно - визначається як

rank(5 ) := inf

(
g : 9; 9

3’
9=1

; 9 = g та

Ö
h �
5 (- ) � Ö(5 (- ))

� 3÷
9=1

�; 9 (-
( 9)
)

i
< 0

) (2.9)

Теорема 2.7 (Теорема 4, [3]). Нехай {-9 }
1

9=1 – стацiонарна гауссiвська послiдовнiсть
векторiв з í3 з нульовим середнiм, -9 = (- (1)

9 , . . . ,- (3)
9 ). Нехай 5 – функцiя з í3

рангу Ермiта g, 1  g < 1. Позначимо

A?,@ (:) = Ö
⇥
- (?)
< - (@)

<+:

⇤
,: 2 ö,

де< достатньо велике число для якого<,< + : � 1. Припускається, що
1’

:=�1

|A?,@ (:) |g < 1

для всiх 1  ?,@  3 . Тодi

=�1/2
=’
9=1

(5 (-9 ) � Ö5 (-9 ))
3
�! N(0,f2

),

де

f2 := Ö
⇥
(5 (-1) � Ö5 (-1))

2⇤
+ 2

1’
:=1

Ö
h
(5 (-1) � Ö5 (-1)) (5 (-1+:) � Ö5 (-1+:))

i
.

Бiльш того, iснує скiнченна константа 2 , що залежить лише вiд послiдовностi
коварiацiй така, що

Ö

 
=�1/2

=’
9=1

(5 (-9 ) � Ö5 (-9 ))

!2
 2Ö

⇣
5 (-1) � Ö5 (-1)

⌘2

для всiх = i кожної функцiї 5 зi скiнченним другим моментом порядку g .

Теорема 2.8 (ТеоремаСлуцького). Нехай {-=,= � 1}та {.=,= � 1} – послiдовностi
випадкових векторiв в í3 та í: , вiдповiдно, такi, що -=

3
�! - i .=

%
�! ⇠ , де ⇠ –

сталий вектор, тодi
(-=,.=)

3
�! (- ,⇠),= ! 1.



39

Зокрема, для будь-якої неперервної функцiї 5 : í3
⇥í:

! í<

5 (-=,.=)
3
�! 5 (- ,⇠),= ! 1.

Теорема 2.9 (Дельта–метод). Нехай 6 : í3
! í3 – неперервно диференцiйовна

функцiя в околi \ 2 í3 , а 60 – її матриця Якобi. Припустимо,що det60(\ ) < 0. Якщо
)= – послiдовнiсть випадкових векторiв розмiрностi 3 таких, що

p
=()= � \ )

3
�! ) ,

тодi
p
=(6()=) � 6(\ ))

3
�! 60(\ )) .

Зокрема, якщо
p
=()= � \ )

3
�! ) ⇠ N(0, ⌃),

то
p
=(6()=) � 6(\ ))

3
�! . ⇠ N

�
0,60(\ )⌃(60(\ )))

�
,

де (60(\ ))) позначає транспоновану матрицю 60(\ ).



Роздiл 3

Основнi властивостi розв’язку
стохастичного рiвняння теплопровiдностi

3.1 Рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом
Нехай, = {,G , G 2 í} – 3–вимiрний вiнерiвський процес. Розглядається

стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом §, у
просторi розмiрностi 3 = 1, 2, 3:

✓
mD

mC
�
1
2
�D

◆
(C, G) = f §, (G), C > 0, G 2 í3,

D (0, G) = 0, G 2 í3,

(3.1)

де � – оператор Лапласа.
Згiдно з [92] розв’язок цього рiвняння має вигляд

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í3

⌧ (C � B, G � ~), (3~)3B, C � 0, G 2 í3, (3.2)

де функцiя ⌧ – це функцiя Грiна, визначена наступним чином:

⌧ (C, G) =

8>><
>>:
(2cC)�3/2 exp

⇣
�

|G |2

2C

⌘
, якщо C > 0,

X0(G) якщо C = 0,
(3.3)

тут |G | – позначає евклiдову норму вектора G , а X0 – це дельта–функцiя.

40
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Теорема 3.1. 1.ПолеD (C, G), задане формулою (3.2), є коректно визначеним, причому

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
=

Cæ
0

Cæ
0

1
(2c (B1 + B2))3/2

3B13B2

=

8>>>>><
>>>>>:

4(2�
p
2)C3/2

3
p
c

, 3 = 1
C log 2
c , 3 = 2

2(�1+
p
2)
p
C

c3/2 , 3 = 3.

(3.4)

2. Для фiксованого C 2 [0,) ] випадкове поле D (C, ·) є стацiонарним.
3. Для 3 = 1 справедливе наступне:

Cov
�
D (C, 0),D (C, G)

�
=
2 exp

⇣
�
G2

2C

⌘
3
p
2c

C3/2 �
2
p
CG2 exp

⇣
�
G2

2C

⌘
3
p
2c

+
2|G |3

3

�
4|G |3

3
�

✓
|G |
p
C

◆
+ 4CG�

✓
G
p
2C

◆
� 2CG �

1
3

r
C

c
exp

✓
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|G |
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◆
,

де �(G) = 1
p
2c

¥ G
�1

exp�G2/2 3G .

Доведення. 1. Iнтеграл у (3.2) визначений, якщо пiдiнтегральна функцiя квадра-
тично iнтегровна.

E2 = Ö(D (C, G))2 =
æ
í3

©≠
´

Cæ
0

(⌧ (C � B, G � ~))3B
™Æ
¨

2

3~

Введемо замiну C � B ! B , тодi

E2 =
æ
í3

©≠
´

Cæ
0

⌧ (B, G � ~)3B
™Æ
¨

2

3~

Далi використовуємо означення та властивостi функцiї ⌧

E2 =
æ
í3

©≠
´

Cæ
0

⌧ (B, G � ~)3B
™Æ
¨

2

3~
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=
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B1 + B2
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3B13B2

=
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1
(2c (B1 + B2))3/2

3B13B2.

Iнтеграл
¥ C
0

¥ C
0

1
(2c (B1+B2))3/2

3B13B2 iснує для 1  3  3. Обчислюючи даний iнтеграл
для кожного випадку, отримуємо (3.4).

Таким чином, поле D (C, G), задане формулою (3.2), є коректно визначеним.
2. Перетворимо коварiацiйну функцiю:

Cov
�
D (C, I),D (C, I + G)

�

=
æ
í3

Cæ
0

⌧ (C � B1, I � ⌘)3B1
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0
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=
æ
í3
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0

⌧ (D1,�~)3D1

Cæ
0

⌧ (D2, G � ~)3D2 3~ .

Оскiльки отриманий вираз не залежить вiд I, то поле стацiонарне.
3. Обчислимо коварiацiю:
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D (C, 0),D (C, G)
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⌧ (B1, G � ~)3B1
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C
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|G |2

2D
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3D,

В останьому перетвореннi ми проiнтергрували по B1 + B2 = D. Далi, обчислю-
ючи iнтеграли з останньої рiвностi, отримуємо твердження теореми. ⇤

Теорема 3.2. При фiксованих C > 0 випадкове поле {D (C, G), G 2 í3
} є ергодичним.

Доведення. Оскiльки поле {D (C, G), G 2 í3
} – це центроване гауссiвське поле, то

достатньо довести,що

A (G) = Cov
�
D (C, 0),D (C, G)

�
= ÖD (C, 0)D (C, G) ! 0, |G | ! 1.

З означення функцiї ⌧ випливає наступне:
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2c (B1 + B2)
�3/2 ! 0, |G | ! 1.

⇤
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3.2 Рiвняння теплопровiдностi з дробовим
броунiвським рухом

Нехай (⌦, F , P) — повний iмовiрнiсний простiр. Нехай ⌫� =
�
⌫�
G , G 2 í

 
це

двостороннiй дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста � 2 (0, 1), тобто
центрований гауссiв процес iз коварiацiйною функцiєю

Ö
h
⌫�
G ⌫

�
~

i
=
1
2

⇣
|G |2� + |~ |2� � |G � ~ |2�

⌘
, G,~ 2 í. (3.5)

В роботi дослiджується наступне стохастичне диференцiальне теплопровiд-
ностi з дробовим броунiвським шумом ⌫�

G :✓
mD

mC
�
m2D

mG2

◆
(C, G) = f §⌫�

G , C > 0, G 2 í,

D (0, G) = 0, G 2 í.
(3.6)

Аналогiчно до (3.2) розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння (3.6)
визначається як

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3⌫�
~ 3B, C � 0, G 2 í, (3.7)

де ⌧ – функцiя Грiна (3.3) рiвняння теплопровiдностi.
Завдяки гельдеровостi дробового броунiвського руху та лiпшицевостiфункцiї

Грiна, iнтеграл вiдносно дробового броунiвського руху iснує, як потраєкторний
iнтеграл Рiмана–Стiлтьєса, див. пiдроздiл 2.1. Згiдно з формулою (2.4) розв’язок
(3.7) може бути записано наступним чином

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í

⌧0

2(C � B, G � ~) ⌫�
~ 3~ 3B, C > 0, G 2 í. (3.8)

Ця форма розв’язку не мiстить iнтегралу вiдносно дробового броунiвського руху
i є бiльш зручною для подальших обчислень.

Почнемо з отримання явних виразiв для дисперсiї та коварiацiї D (C, ·).

Твердження 3.1. Для фiксованого C 2 [0,) ], D (C, ·) є стацiонарним гауссiвським
процесом з коварiацiйною функцiєю вигляду

'(C, G) B Cov
�
D (C, 0),D (C, G)

�
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= �
f2

2
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0

Cæ
0

æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B,�~)⌧0

2(C � A , G � E) |~ � E |2� 3~ 3E 3B 3A . (3.9)

Доведення. Застосовуючи формулу (3.8) до розв’язку, можна переписати коварi-
ацiйну функцiю у наступному виглядi:

Cov
�
D (C, I),D (C, I + G)

�
= Ö [D (C, I)D (C, I + G)]

= f2Ö
266664

Cæ
0
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í

⌧0

2(C � B, I � ~) ⌫�
~ 3~ 3B
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0

æ
í

⌧0

2(C � A , I + G � E) ⌫�
E 3E 3A

377775
= f2
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æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B, I � ~)⌧0

2(C � A , I + G � E)Ö
h
⌫�
~ ⌫

�
E

i
3~ 3E 3B 3A .

Пiдставляючи явний вигляд (3.5) коварiацiйної функцiї дробового броунiвського
руху, отримаємо

Cov
�
D (C, I),D (C, I + G)

�

=
f2

2

Cæ
0

Cæ
0

æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B, I � ~)⌧0

2(C � A , I + G � E) |~ |2� 3~ 3E 3B 3A

+
f2

2

Cæ
0

Cæ
0

æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B, I � ~)⌧0

2(C � A , I + G � E) |E |2� 3~ 3E 3B 3A

�
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Cæ
0

Cæ
0

æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B, I � ~)⌧0

2(C � A , I + G � E) |~ � E |2� 3~ 3E 3B 3A

C �1 + �2 + �3.

Доданок �1 може бути представлено у виглядi добутку двох iнтегралiв:

�1 =
f2

2

Cæ
0

æ
í

|~ |2�⌧0

2(C � B, I � ~) 3~ 3B ·

Cæ
0

æ
í

⌧0

2(C � A , I + G � E) 3E 3A .

Легко побачити,що
¥ C
0

¥
í |~ |2�⌧0

2(C � B, I � ~) 3~ 3B < 1 i

Cæ
0

æ
í

⌧0

2(C � A , I + G � E) 3E 3A =

Cæ
0

⌧ (C � A , G � E)
���1
E=�1

3A = 0,
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тому що limG!�1⌧ (C, G) = limG!1⌧ (C, G) = 0. Отже, �1 = 0.
Аналогiчно можна показати,що �2 = 0. Таким чином маємо

Cov
�
D (C, I),D (C, I + G)

�

= �
f2

2

Cæ
0

Cæ
0

æ
í

æ
í

⌧0

2(C � B, I � ~)⌧0

2(C � A , I + G � E) |~ � E |2� 3~ 3E 3B 3A .

Врештi решт, замiною змiнних ~0 = ~ � I, E0 = E � I, отримаємо

Cov
�
D (C, I),D (C, I + G)

�

= �
f2

2

æ
í

æ
í

Cæ
0

Cæ
0

⌧0

2(C � B,�~0)⌧0

2(C � A , G � E0) |~0 � E0|2� 3B 3A 3~03E0.

Оскiльки отриманий вираз не залежить вiд I, процес D (C, ·) є стацiонарним.
Бiльш того, отримано формулу (3.9) i твердження доведено. ⇤

Наступнiрезультатидаютьпростiшийвигляд коварiацiйноїфункцiї розв’язку
рiвняння. Даний вираз мiстить один iнтеграл вiдносно í замiсть подвiйного
iнтегралу вiдносно í2.

Твердження 3.2. Коварiацiйну функцiю '(C, G) можна переписати у наступнiй
формi:

'(C, G) =
f2�
p
2c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�
3
2

⇥

æ
í

F h2��1i
(F � G) exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A , (3.10)

деF hUi B |F |
U signF .

Доведення. Для отримання (3.10) потрiбно перетворити внутрiшнiй iнтеграл в
(3.9), позначимо його

� (B, A ) =
æ
í

æ
í

|~ � E |2�⌧0

2(C � B,�~)⌧0

2(C � A , G � E) 3~ 3E . (3.11)
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Зробимо замiну E � ~ = F , отримаємо

� (B, A ) =
æ
í

æ
í

|F |
2�⌧0

2(C � B,F � E)⌧0

2(C � A , G � E)3F3E .

Використовуючи явний вигляд ⌧0

2, див. (2.3), маємо

� (B, A ) =
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2c (C � B)3/2(C � A )3/2
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2(C � A )
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3E 3F . (3.12)

Перетворимо суму пiд експонентою:

(F � E)2

2(C � B)
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2(C � A )
=

(F2
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+
(F � G)2

2(2C � B � A )
.

Отже, (3.12) перепишеться у виглядi:

� (B, A ) =
1

2c (C � B)3/2(C � A )3/2
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2� exp

⇢
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2(2C � B � A )

�

⇥

æ
í

(E2 � E (F + G) +FG) exp

8>>><
>>>:
�

⇣
E � F (C�A )+G (C�B)

2C�B�A

⌘2
2 (C�B) (C�A )

2C�B�A

9>>>=
>>>;
3E 3F . (3.13)

Внутрiшнiй iнтеграл можна розписати застосовуючи наступнi рiвностi для
моментiв нормально розподiлених величин: якщо b ⇠ N(`, e2), то
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E2 exp
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3E = Öb2 = e2 + `2,
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В нашому випадку ` = F (C�A )+G (C�B)
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Об’єднуючи це з (3.13), отримаємо
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C ��(B, A ) + �+(B, A ) .

Перетворимо кожен iнтеграл окремо застосовуючи iнтегрування частинами.
Спочатку перепишемо ��(B, A ) у виглядi:
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Тепер перетворимо другий iнтеграл аналогiчним чином:
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�◆

= �
2�

p
2c (2C � B � A )

3
2

+1æ
0

F2��1
(F � G) exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F .

Таким чином,

� (B, A ) = ��(B, A ) + �+(B, A )

= �
2�

p
2c (2C � B � A )

3
2

+1æ
�1

F h2��1i
(F � G) exp

⇢
�

(G �F)
2

2(2C � B � A )

�
3F .
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Беручи до уваги отриманий вираз, застосовуючи (3.9) i (3.11),
'(C, G) = �

f2

2

¥ C
0

¥ C
0 � (B, A ) 3B 3A , твердження доведено. ⇤

Зауваження 3.1. У випадку � > 1
2 можливо проiнтегрувати частинами ще раз i

переписати формулу для '(C, G) у виглядi:

'(C, G) =
f2� (2� � 1)

p
2c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�
1
2

⇥

æ
í

|F |
2��2 exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A .

Твердження 3.3. Дисперсiя D (C, G) дорiвнює

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
=
f22�+1

(2� � 1)�
�
� +

1
2
�
C�+1

p
c (� + 1)

, C > 0, G 2 í, (3.14)

де � позначає гамма–функцiю.

Доведення. Згiдно тверджень 3.1 та 3.2, маємо

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
= '(C, 0)

=
f2�
p
2c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�
3
2

æ
í

|F |
2� exp

⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A . (3.15)

Розглянемо внутрiшнiй iнтеграл. Беручи до уваги, що пiдiнтегральна функцiя
є парною i використовуючи замiну F2

2(2C�B�A ) = I, F =
p
2(2C � B � A )I, 3F =p

2(2C � B � A ) 1
2
p
I
3I, отримаємо

æ
í

|F |
2� exp

⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
3F = 2

1æ
0

F2� exp
⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
3F

= 2�+
1
2 (2C � B � A )�+

1
2

1æ
0

I��
1
24�I 3I

= 2�+
1
2 (2C � B � A )�+

1
2�

�
� +

1
2
�
.

Пiдставляючи отриманий вираз в (3.15), маємо

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
=
f2�2��

�
� +

1
2
�

p
c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )��1 3B 3A . (3.16)
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Залишається обчислити iнтеграл
Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )��1 3B 3A =
1
�

Cæ
0

⇣
(2C � A )� � (C � A )�

⌘
3A

=
1

� (� + 1)

⇣
�(2C � A )�+1

+ (C � A )�+1
⌘���C
A=0

=
(2C)�+1

� 2C�+1

� (� + 1)
=
2(2� � 1)C�+1

� (� + 1)
.

Поєднуючи це з (3.16), отримуємо рiвнiсть для Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
. ⇤

Зауваження 3.2. У випадку стандартного броунiвського руху (� = 1
2), (3.14)

перетворюється

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
=
f24(2 �

p
2)C3/2

3
p
c

.

Це вiдповiдає результатам Теореми 3.1, (3.4).

Наступною метою є встановлення ергодичностi процесу D (C, ·). Оскiльки
D (C, ·) – стацiонарний гауссiв процес (згiдно з твердженням 3.1), достатньо
показати, що '(C, G) ! 0, при G ! 1. Наступне твердження вiдiграє ключову
роль у доведеннi ергодичностi.

Твердження 3.4. Для C > 0 та G > 0, коварiацiйна функцiя '(C, G) обмежена
зверху:

|'(C, G) |  ⇠�f
2C2G2��2,

де ⇠� є додатною константою, що залежить лише вiд � .

Для доведення Твердження 3.4 почнемо з допомiжної леми.

Лема 3.1. Для будь-яких U > 0 та V > 0, iснує константа ⇠ > 0 така, що для всiх
C > 0 та G > 0,

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�U exp
⇢
�

VG2

2C � B � A

�
3B 3A  ⇠C2G�2U .

Доведення. Введемо замiну C�B
G2 = [, C�AG2 = d , отримаємо

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�U exp
⇢
�

VG2

2C � B � A

�
3B 3A
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=

C/G2æ
0

C/G2æ
0

�
[G2 + dG2

��U exp
⇢
�

VG2

[G2 + dG2

�
G4 3[ 3d

= G4�2U
C/G2æ
0

C/G2æ
0

([ + d)�U exp
⇢
�

V

[ + d

�
3[ 3d

Зазначимо,щофункцiя 5 (G) = G�U exp
n
�
V
G

o
єнеперервноюна (0, +1), i limG#0 5 (G) =

limG!+1 5 (G) = 0. Отже, 5 обмежена: G�U exp
n
�
V
G

o
 ⇠ для всiх G > 0 (можна

вибрати ⇠ = supG>0 5 (G) = 5 (UV ) = (
U
V )

�U4�U ). Таким чином,

G4�2U
C/G2æ
0

C/G2æ
0

([ + d)�U exp
⇢
�

V

[ + d

�
3[ 3d  ⇠G4�2U

C

G2
·
C

G2
= ⇠C2G�2U . ⇤

Доведення Твердження 3.4. В цьому доведеннi⇠ позначає загальну додатню кон-
станту, що може залежати вiд � ; її значення не є важливим i може змiнюватися
протягом доведення.

Згiдно Твердження 3.2,

'(C, G) =
f2�
p
2c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�
3
2

⇥

æ
í

F h2��1i
(F � G) exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A

= �1 + �2 + �3,

де

�1 = �
f2�
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0

(2C � B � A )�
3
2

⇥

0æ
�1

|F |
2��1

(F � G) exp
⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A , (3.17)
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�2 =
f2�
p
2c

Cæ
0

Cæ
0

(2C � B � A )�
3
2

⇥

G/2æ
0

F2��1
(F � G) exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A (3.18)

�3 =
f2�
p
2c
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0
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(2C � B � A )�
3
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⇥

1æ
G/2

F2��1
(F � G) exp

⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F 3B 3A . (3.19)

Розглянемо кожен вираз окремо. Для того щоб обмежити �1, запишемо

0æ
�1

|F |
2��1

|F � G | exp
⇢
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

�
3F

= exp
⇢
�

G2

2(2C � B � A )

� 0æ
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2��1

(G �F)

⇥ exp
⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
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⇢
2FG

2(2C � B � A )

�
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 exp
⇢
�

G2

2(2C � B � A )

� 0æ
�1

|F |
2��1

(G �F) exp
⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
3F

= exp
⇢
�

G2

2(2C � B � A )

� +1æ
0

F2��1
(G +F) exp

⇢
�

F2

2(2C � B � A )

�
3F , (3.20)

оскiльки exp
n

2FG
2(2C�B�A )

o
 1 де F  0 та G � 0. Надалi перетворимо iнтеграл в

правiй частинi (3.20) використовуючи замiну I = F2

2(2C�B�A ) , F =
p
2(2C � B � A )I,

3F =
p
2(2C � B � A ) 1

2
p
I
3I. Отримаємо

+1æ
0

F2��1
(G +F) exp

✓
�

F2

2(2C � B � A )

◆
3F

= 2��1
(2C � B � A )�

+1æ
0

I��1
⇣
G +

p
2(2C � B � A )I

⌘
4�I 3I
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= 2��1
(2C � B � A )�

⇣
G�(� ) +

p
2(2C � B � A )�(� +

1
2)

⌘
= 2��1�(� ) (2C � B � A )�G + 2��1/2�(� +

1
2) (2C � B � A )�+1/2.

Отже, згiдно (3.20),
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|F � G | exp
⇢
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�
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⇣
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1
2) (2C � B � A )�+1/2

⌘
,

Пiдставляючи отриману нерiвнiсть в (3.17), маємо
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3
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Iнтеграли в правiй частинi можуть бути обмеженi за допомогою твердження
Леми 3.1. Отримаємо

|�1 |  ⇠f2C2G2��2.

Тепер розглянемо �2. Якщо 0  F 
G
2 , тодi |G �F |  G i (G �F)

2
�

G2

4 . Таким
чином,
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Iнтегруючи вiдносноF , будемо мати
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Застосовуючи Лему 3.1, отримуємо наступну верхню межу

|�2 |  ⇠f2C2G2��2.

Для отримання верхньої межi для �3, проiнтегруємо внутрiшнiй iнтеграл
частинами:
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C �3,1 + �3,2.

Як зазначено вище, доданок �3,1 може бути обмежено за допомогою Леми 3.1.
Отримаємо наступну верхню границю:

���3,1��  ⇠f2C2G2��2.
Залишається оцiнити �3,2. ЯкщоF �

G
2 , тоF

2��2


�G
2
�2��2, отже

���3,2��  f2� |2� � 1|
⇣G
2

⌘2��2

⇥

Cæ
0

Cæ
0

1p
2c (2C � B � A )

+1æ
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exp
✓
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

◆
3F3B3A .

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя є функцiєю щiльностi нормального розподiлу,
легко бачити,що

1p
2c (2C � B � A )

+1æ
G/2

exp
✓
�

(F � G)2

2(2C � B � A )

◆
3F  1.

Тому, ���3,2��  � |2� � 1|
22��2 f2C2G2��2.

Таким чином, |�3 |  ⇠f2C2G2��2. Це завершує доведення. ⇤

Твердження 3.4 означає, що коварiацiйна функцiя '(C, G) розв’язку D (C, G)

збiгається при G ! +1. Оскiльки D (C, ·) є стацiонарним гауссовим процесом, з
цього випливає наступний результат.

Наслiдок 3.1. Для фiксованого C > 0, випадковий процес {D (C, G), G 2 í} є ергоди-
чним.

Узагальнимо отриманi властивостi на випадок двовимiрного процесу
⇣
D (C,·)
D (B,·)

⌘
для фiксованих точок C, B 2 [0,) ].

Твердження 3.5. Нехай D = {D (C, G), C 2 [0,) ], G 2 í} – розв’язок рiвняння (3.6),
визначений за допомогою (3.7). Тодi мають мiсце наступнi властивостi

1. Для будь-яких C, B 2 [0,) ] та G, I 2 í,

Cov
�
D (C, I),D (B, G + I)

�
= Cov

�
D (C, 0),D (B, G)

�

=
f2�
p
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0

Bæ
0

(@ + A )�
3
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í

|~ |2��1
(sign~) (~ � G) exp

⇢
�
(~ � G)2

2(@ + A )

�
3~ 3@ 3A .

(3.21)
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В результатi, для фiксованих C, B 2 [0,) ], C < B , стохастичний процес

*CB (G) =
⇣
D (C,G)
D (B,G)

⌘
, G 2 í,

є двовимiрним стацiонарним гауссовим процесом.
2. Для всiх C, B 2 [0,) ] i G > 0, коварiацiйна функцiя обмежена зверху:

��Cov�D (C, 0),D (B, G)� ��  ⇠�f
2CBG2��2, (3.22)

де ⇠� є додатною константою, що залежить лише вiд � .
3. Для всiх C, B 2 [0,) ] i G 2 í,

Cov
�
D (C, G),D (B, G)

�
=
f22��(� +

1
2)

�
(C + B)�+1

� C�+1
� B�+1�

p
c (� + 1)

. (3.23)

Твердження 3.5 доводиться аналогiчно до твердженнь 3.1, 3.4, де (3.21)–(3.23)
доведенi для випадку C = B . Тому доведення твердження опущено.

Бiльше того, можна отримати наступну асимптотичну еквiвалентнiсть дода-
тково до верхньої межi (3.22).

Твердження 3.6. Для � 2 (
1
2, 1),

Cov
�
D (C, 0),D (B, G)

�
⇠ � (2� � 1)f2CBG2��2 при G ! 1.

Доведення. Iнтегруючи (3.21) частинами, отримаємо:
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(3.24)

де
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�3(G) =
f2� (2� � 1)
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Введемо замiну змiнних I = F � G , маємо

�1(G) = f2� (2� � 1)
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Можемо застосувати теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, оскiльки для
I � �
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(I + G)2�2�
exp

⇢
�

I2

2(@ + A )

�


22�2�p
2c (@ + A )

exp
⇢
�

I2

2(@ + A )

�

i
Cæ
0

Bæ
0

+1æ
�1

1p
2c (@ + A )

exp
⇢
�

I2

2(@ + A )

�
3I 3@ 3A = CB (3.26)

(тут пiдiнтегральний вираз є гауссовою функцiєю щiльностi, отже, внутрiшнiй
iнтеграл дорiвнює одиницi). Спрямовуючи G ! +1 в (3.25) i беручи до уваги
(3.26), отримаємо

�1(G) ! f2� (2� � 1)CB as G ! +1. (3.27)

Далi для 0  F 
G
2 маємо (G �F)

2
�

G2

4 , тому

�2(G) 
f2� (2� � 1)

p
2c

G2�2�
Cæ
0

Bæ
0

(@ + A )�
1
2 exp

⇢
�

G2

8(@ + A )

� G
2æ
0

F2��2 3F 3@ 3A

=
f2�

22��1
p
2c

Cæ
0

Bæ
0

G
p
@ + A

exp
⇢
�

G2

8(@ + A )

�
3@ 3A .

(3.28)

Зауважимо,що пiдiнтегральний вираз в правiй частинi (3.28) обмежений, оскiль-
ки функцiя 5 (~) = ~4�~

2
/8 обмежена на [0, +1). Далi, застовуючи теорему про

мажоровану збiжнiсть ще раз, з (3.28) випливає,що

�2(G) ! 0 as G ! 1. (3.29)
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Врештi решт,

�3(G) 
f2� (2� � 1)

p
2c

Cæ
0

Bæ
0

(@ + A )�
1
2G2�2� exp

⇢
�

G2

2(@ + A )

�

⇥

0æ
�1

|F |
2��2 exp

⇢
�

F2

2(@ + A )

�
3F 3@ 3A ,

(3.30)

де використано нерiвнiсть(F � G)2 � F2
+ G2 дляF  0.

Внутрiшнiй iнтеграл в (3.30) можна обчислити використовуючи замiну
F = �

p
2(@ + A )I наступним чином:

0æ
�1

|F |
2��2 exp

⇢
�

F2

2(@ + A )

�
3F =

+1æ
0

(2(@ + A )I)��14�I
p
@ + A
p
2I

3I

= 2��
3
2 (@ + A )��

1
2

+1æ
0

I��
3
24�I 3I = 2��

3
2�

�
� �

1
2
�
(@ + A )��

1
2 .

Тому

�3(G) 
f2� (2� � 1)

p
2c

2��
3
2�

�
� �

1
2
� Cæ
0

Bæ
0

✓
G2

@ + A

◆1��
exp

⇢
�

G2

2(@ + A )

�
3@ 3A ! 0

(3.31)
при G ! +1, де перехiд до границi виконано аналогiчно до (3.28)–(3.29).

Об’єднуючи (3.24), (3.27), (3.29) i (3.31) твердження доведено. ⇤

3.3 Рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним
дробовим броунiвським рухом

Дослiджується стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi:✓
mD

mC
�
1
2
·
m2D

mG2

◆
(C, G) = f §⌫�

G + ^ §,G , C > 0, G 2 í, (3.32)

D (0, G) = 0, G 2 í. (3.33)

Права частина рiвняння (3.32) є змiшаним дробовим шумом. Вiн складається з
двох незалежних стохастичних процесiв, а саме ⌫� =

�
⌫�
G , G 2 í

 
– двостороннiй
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броунiвський рух з iндексом Хюрста � 2 (0, 1) i, = {,G , G 2 í} – вiнерiвський
процес,що не залежить вiд ⌫� ; f i ^ – деякi додатнi коефiцiєнти.

Нехай ⌧ – функцiя Грiна (3.3) рiвняння теплопровiдностi, визначена в
пiдроздiлi 3.1.

Аналогiчно до пiдроздiлiв 3.1, 3.2 (див. також [28] та цитованi там посилання)
визначимо м’який розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння (3.32).

Означення 3.1. Випадкове поле {D (C, G), C � 0, G 2 í} визначене як

D (C, G) = f

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3⌫�
~ 3B + ^

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3,~ 3B (3.34)

називається розв’язком стохастичного диференцiального рiвняння (3.32)–(3.33).

Зауваження 3.3. Як було показано у пiдроздiлах 3.1, 3.2, обидва стохастичнi
iнтеграли в (3.34) iснують як потраєкторнi iнтеграли Рiмана-Стiлтьєса. Цей факт
випливає з гельдерової регулярностi пiдiнтегральних функцiй. А саме функцiя
Грiна – лiпшицево неперервна, в той час як траєкторiї дробового броунiвського
руху є гельдеровими до порядку � . Така регулярнiсть гарантує iснування
першого iнтегралу в (3.34). Другий iнтеграл також є коректно визначеним як
iнтеграл Вiнера, оскiльки пiдiнтегральна функцiя квадратично iнтегровна.

В наступних твердженнях наведено базовi властивостi розв’язку D (C, G). Цi
властивостi, особливо стацiонарнiсть та ергодичнiсть, є ключовимидляпобудови
оцiнок параметрiв � , ^ та f .

Твердження 3.7. Нехай D = {D (C, G), C 2 [0,) ], G 2 í} – розв’язок рiвняння (3.32),
визначнений за допомогою (3.34). Тодi справедливi наступнi властивостi.

1. Для всiх C, B 2 [0,) ] i G, I 2 í,

Cov
�
D (C, I),D (B, G + I)

�
= Cov

�
D (C, 0),D (B, G)

�

=
1

p
2c

Cæ
0

Bæ
0

(@ + A )�
3
2

æ
í

✓
f2� |~ |2��1

+
^2

2

◆

⇥ (sign~) (~ � G) exp
⇢
�
(~ � G)2

2(@ + A )

�
3~ 3@ 3A (3.35)

Вiдповiдно для фiксованих рiзних точок C1, . . . , C= 2 [0,) ] стохастичний про-

цес
✓ D (C1,G)

...
D (C=,G)

◆
, G 2 í, є багатовимiрним стацiонарним гауссовим процесом.
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2. Дисперсiю D (C, G) визначено як

Ö
⇥
D (C, G)2

⇤
= f2EC (� ) + ^2EC

� 1
2
�
, C > 0, G 2 í, (3.36)

де

EC (� ) = 2�C
�+1, 2� =

2�+1
(2� � 1)�(� +

1
2)

p
c (� + 1)

, (3.37)

� позначає гамма–функцiю.
3. Для всiх C, B 2 [0,) ] i G > 0, коварiацiйна функцiя обмежена зверху:

��Cov�D (C, 0),D (B, G)� ��  ⇠�CB
⇣
f2G2��2

+ ^2G�1
⌘
, (3.38)

де ⇠� – деяка додатна константа, що залежить лише вiд � .
4. Для всiх C, B 2 [0,) ] i G 2 í,

Cov
�
D (C, G),D (B, G)

�
=
f22��(� +

1
2)

�
(C + B)�+1

� C�+1
� B�+1�

p
c (� + 1)

+

^223
2

⇣
(C + B)

3
2 � C

3
2 � B

3
2

⌘
3
p
c

. (3.39)

5. Для фiксованого C > 0 випадковий процес {D (C, G), G 2 í} є ергодичним.

Доведення. Доведення випливає з вiдповiдних результатiв для рiвняння з дро-
бовим броунiвським шумом, яке було розглянуто в пiдроздiлi 3.2. Дiйсно всi
твердження базуються на властивостях коварiацiйної функцiї розв’язку. Проте,
оскiльки ⌫� та, є незалежними, коварiацiйна функцiя може бути записана у
виглядi

Cov
�
D (C, G),D (B, I)

�
= f2 Cov

�
D1 (C, G),D1 (B, I)

�
+ ^2 Cov

�
DF (C, G),DF (B, I)

�
, (3.40)

де

D1 (C, G) =

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3⌫�
~ 3B,

DF (C, G) =

Cæ
0

æ
í

⌧ (C � B, G � ~) 3,~ 3B .
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Далi, об’єднуючи рiвнiсть (3.40) з твердженням 3.5, одразу отримуємо вирази
(3.35), (3.38) та (3.39). Рiвнiсть (3.36) випливає з (3.40) та твердження 3.3. Нарештi,
останнє твердження має мiсце, оскiльки розв’язок {D (C, G), G 2 í} є стацiонарним
гауссовим процесом, коварiацiйна функцiя якого збiгається до нуля при G ! 1

згiдно з (3.38). Отже, процес D (C, ·) є ергодичним. ⇤

3.4 Висновки
У третьому роздiлi розглянуто стохастичнi диференцiальнi рiвняння тепло-

провiдностi з рiзними видами шуму.
Дослiджено властивостi випадкового поля D, що є розв’язком стохастичного

диференцiального рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом. Було доведено,
що випадкове поле D є коректно визначеним, отримано явний вираз Ö

⇥
D (C, G)2

⇤
та Cov

�
D (C, 0),D (C, G)

�
. Також доведено, що розв’язок стохастичного рiвняння

теплопровiдностi з бiлим шумом є стацiонарним та ергодичним випадковим
полем для будь-якого фiксованого моменту часу.

Розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi з дробо-
вим броунiвським шумом та властивостi його розв’язку. Доведено, що випадко-
вий процес, що є розв’язком заданого рiвняння, є стацiонарним та ергодичним
для фiксваного моменту часу C > 0. Окрiм цього, обчислено дисперсiю та коварi-
ацiю цього випадкового процесу та отримано верхню межу для коварiацiйної
функцiї. Отриманi результати узагальнено на випадок двовимiрного процесу
для двох фiксованих моментiв часу C, B 2 [0,) ] .

Розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi зi змi-
шаним дробовим броунiвським шумом, що складається з двох незалежних
стохастичних процесiв, а саме дробрового броунiвського руху та вiнерiвського
процесу.Доведено,що розв’язок даного рiвняння є стацiонарним та ергодичним
випадковим процесом. Знайдено явний вигляд дисперсiї та коварiацiї. Також
наведено верхню межу для коварiацiйної функцiї.



Роздiл 4

Оцiнювання параметрiв стохастичного
рiвняння теплопровiдностi

4.1 Оцiнювання параметра дифузiї у рiвняннi
теплопровiдностi з бiлим шумом

Розглянемо наступну статистичну задачу: для фiксованого моменту часу
C > 0 i для фiксованого кроку X > 0 випадкове поле D визначене у (3.2) спостерi-
гається на сiтцi

⇡# =
�
(81X, . . . , 83X), 81, . . . , 83 2 {1, . . . ,# }

 
.

Метою є побудова оцiнки параметра f на основi спостережень i дослiджен-
ня її асимптотичних властивостей при # ! 1. Наш пiдхiд побудовано на
ергодичностi, як властивостi просторової змiнної G випадкового поля D.

За результатами попереднього роздiлу, а саме пiдроздiлу 3.1, при кожному
фiксованому C випадковеполеD (C, ·) є строго стацiонарнимта ергодичним.Таким
чином, для довiльної борельової функцiї 6 : í3

! í такої що Ö|6(D (C, 0)) | < 1

за ергодичною теоремою

1
#3

’
G:2⇡#

6(D (C, G:)) ! Ö6(D (C, 0)),# ! 1 м.н. (4.1)

Це дає iдею розглянути наступну оцiнку параметра f2:

bf2
# =

1
#3E2

’
G:2⇡#

D (C, G:)
2,

63
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де

E2 =

Cæ
0

Cæ
0

1
(2c (B1 + B2))3/2

3B13B2 =

=

8>>>>><
>>>>>:

4(2�
p
2)C3/2

3
p
c

, 3 = 1,
C log 2
c , 3 = 2,

2(�1+
p
2)
p
C

c3/2 , 3 = 3.

Беручи до уваги (4.1), маємо наступну теорему.

Теорема 4.1. bf2
# є строго консистентною оцiнкою параметра f2 при # ! 1,

тобто
bf2
# ! f2,# ! 1,м.н.

Тепер доведемо асимптотичну нормальнiсть оцiнкиbf2
# . Розглянемо випадок

3 = 1; для iнших випадкiв доведення є аналогiчними.
Позначимо

e+# =
+# � Ö[+# ]

Var(+# )
,

де

+# =
#’
:=1

D () , G:)
2.

Оскiльки f+# належить доH
�2, то можна скористатися теоремою 2.4 Нуаларта-

Пеккатi про четвертий момент.
Спочатку розглянемо дисперсiю +# .

Лема 4.1. Справедлива наступна збiжнiсть:

Var(+# )
#

! 2f4
+ 4

1’
8=1

d (8)2 = 2
1’

8=�1

d (8)2,# ! 1, (4.2)

де
f2 = Var(D () , G1))

d (8) = Cov
�
D () , G8),D () , 0)

�
.
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Доведення. Перетворимо ⇡ (+# )

Var(+# ) = Var
✓ #’
:=1

D () , G:)
2
◆
=

#’
:=1

Var
�
D () , G:)

2�
+ 2

’
:= 9

Cov
�
D () , G:)

2,D () , G 9 )
2�

= #f2
+ 2

#�1’
8=1

(# � 8) Cov
�
D () , G8)

2,D () , 0)2
�

= 2#f4
+ 4

#�1’
8=1

(# � 8)d (8)2.

Таким чином,

Var(+# )
#

= 2f4
+ 4

#�1’
8=1

⇣
1 �

8

#

⌘
d (8)2 = 2f4

+ 4
1’
8=1

⇣
1 �

8

#

⌘+
d (8)2.

Оскiльки (1 � 8
# )

+d (8)2 " d (8)2,# ! 1 i
Õ

1

8=1 d (8)
2 < 1, то за теоремою Лебега

про мажоровану збiжнiсть

Var(+# )
#

! 2f4
+ 4

1’
8=1

d (8)2,# ! 1.⇤

Лема 4.2. Має мiсце така збiжнiсть:

Ö(+# � Ö+# )4

# 2 ! 12f8
+ 48f4

1’
<=1

d (<)
2
+ 48

 
1’

<=1
d (<)

2

!2

= 12

 
1’

<=�1

d (<)
2

!2
,# ! 1.

(4.3)

Доведення. Запишемо

Ö(+# � Ö+# )4 = Ö

 
#’
:=1

�
D () , G:)

2
� f2�

!4
.

Позначимо D () , G:)2 � f2 = /: . Тут D () , G:) ⇠ #: (0,f2
), тому

D () , G:) � d (0) ⇠ f2
(#: (0, 1) � 1) =: f2

(#: � 1).

Тепер розпишемо Ö(+# � Ö+# )4:

Ö(+# � Ö+# )4 = Ö

 
#’
:=1

/:

!4
=

#’
:=1

Ö/ 4
: + 4

’
81<82

Ö/ 3
81/82 + 3

’
81<82

Ö/ 2
81/

2
82
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+ 6
’

81<82<83

Ö/ 2
81/82/83 +

’
81<82<83<84

Ö/81/82/83/84,

де
Õ

81<···<8 9 означає сумування по всiх можливих комбiнацiях (81, . . . , 8 9 ) рiзних
точок з iндексами 9 2 {1, . . . ,# }.

Тепер розглянемо кожен доданок окремо.

Ö/ 4
: = f8Ö(# 2

: � 1)4 = f8
(Ö# 8

: � 4Ö# 6
: + 6Ö# 4

: � 4Ö# 2
: + 1)

= f8
(7!! � 4 · 5!! + 6 · 3!! � 4 · 1!! + 1) = 70f8.

Далi,

Ö/ 3
81/82 = f8Ö((# 2

81 � 1))3(# 2
82 � 1).

Позначамо �9 - 9ий многочлен Ермiта, маємо

(G2 � 1)3 = �6(G) + 12�4(G) + 30�2(G) + 8,

внаслiдок цього, використовуючи теорему 2.3,

Ö/ 3
81/82 = f8Ö

�
(# 2

81 � 1)
�3
(# 2

82 � 1) = f8Ö
�
�6(#81) + 12�4(#81) + 30�2(#81) + 8

�
�2(#82)

= 30f8Ö(�2(#81)�2(#82)) = 60f8
[Ö(#81#82)]

2 = 60f4d (81 � 82)
2.

Потiм розглянемо:

Ö/ 2
81/

2
82 = f8Ö

�
(# 2

81 � 1)2(# 2
82 � 1)2

�
Оскiльки

(G2 � 1)2 = G4 � 2G2 + 1 = �4(G) + 4�2(G) + 2,

отримаємо

Ö/ 2
81/

2
82 = f8Ö((# 2

81 � 1))2(# 2
82 � 1)2

= f8Ö
�
�4(#81) + 4�2(#81) + 2

� �
�4(#82) + 4�2(#82) + 2

�
= f8Ö(�4(#81)�4(#82) + 16�2(#81)�2(#82) + 4)

= f8Ö(�4(#81)�4(#82)) + 32f4d (81 � 82)
2
+ 4f8

Згiдно з теоремою 2.3:

Ö
�
�4(#81)�4(#82)

�
= 24(Ö#81#82)

4.
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Вiдповiдно,

Ö/ 2
81/

2
82 = f8Ö(�4(#81)�4(#82)) + 32f4d (81 � 82)

2
+ 4f8

= 24d (81 � 82)
4
+ 32f4d (81 � 82)

2
+ 4f8.

Тепер розглянемо Ö/ 2
81
/82/83:

Ö/ 2
81/82/83 = f8Ö(# 2

81 � 1)2(# 2
82 � 1) (# 2

83 � 1)

= f8Ö
�
# 4
81#

2
82#

2
83 � # 4

81#
2
82 � # 4

81#
2
83 + # 4

81 � 2# 2
81#

2
82#

2
83

+ 2# 2
81#

2
82 + 2# 2

81#
2
83 � 2# 2

81 + # 2
82#

2
83 � # 2

82 � # 2
83 + 1

�
.

За формулою Iссерлiса

Ö# 2
81#

2
82#

2
83 = Ö# 2

81Ö#
2
82Ö#

2
83 + 2Ö# 2

81 (Ö#82#83)
2
+ 2Ö# 2

82 (Ö#81#83)
2

+ 2Ö# 2
83 (Ö#81#82)

2
+ 8Ö#81#82Ö#81#83Ö#82#83;

Ö# 4
81#

2
82#

2
83 = 3(Ö# 2

81)
2Ö# 2

82Ö#
2
83 + 12Ö# 2

81Ö#
2
82 (Ö#81#83)

2

+ 12Ö# 2
81Ö#

2
83 (Ö#81#82)

2
+ 6(Ö# 2

81)
2
(Ö#82#83)

2

+ 48Ö# 2
81Ö#81#82Ö#82#83Ö#81#83 + 24(Ö#81#82)

2
(Ö#81#83)

2.

Тому,

Ö/ 2
81/82/83 = f8Ö

�
# 4
81#

2
82#

2
83 � # 4

81#
2
82 � # 4

81#
2
83 + # 4

81 � 2# 2
81#

2
82#

2
83

+ 2# 2
81#

2
82 + 2# 2

81#
2
83 � 2# 2

81 + # 2
82#

2
83 � # 2

82 � # 2
83 + 1

�
= 3f8

+ 12f4d (81 � 83)
2
+ 12f4d (81 � 82)

2
+ 6f4d (82 � 83)

2

+ 48f2d (81 � 82)d (82 � 83)d (81 � 83) + 24d (81 � 82)
2d (81 � 83)

2
� 3f8

� 12f4d (81 � 82)
2
� 3f8

� 12f4d (81 � 83)
2
+ 3f8

� 2(f8
+ 2f4d (82 � 83)

2

+ 2f4d (81 � 83)
2
+ 2f4d (81 � 82)

2
+ 8f2d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 83))

+ 2f8
+ 4f4d (81 � 82)

2
+ 2f8

+ 4f4d (81 � 83)
2
� 2f8

+ 2f4d (82 � 83)
2

= 32f2d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 83) + 24d (81 � 82)
2d (81 � 83)

2
+ 4f4d (82 � 83)

2.

Нарештi обчислимо Ö/81/82/83/84 ,

Ö/81/82/83/84 = f8Ö(# 2
81 � 1) (# 2

82 � 1) (# 2
83 � 1) (# 2

84 � 1)

= f8Ö
�
# 2
81#

2
82#

2
83#

2
84 � # 2

81#
2
82#

2
83 � # 2

81#
2
82#

2
84 + # 2

81#
2
82
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� # 2
81#

2
83#

2
84 + # 2

81#
2
83 + # 2

81#
2
84 � # 2

81 � # 2
82#

2
83#

2
84

+ # 2
82#

2
83 + # 2

82#
2
84 � # 2

82 + # 2
83#

2
84 � # 2

83 � # 2
84 + 1

�
.

Використовуючи формулу Iссерлiса,

Ö# 2
81#

2
82#

2
83#

2
84 = Ö# 2

81Ö#
2
82Ö#

2
83Ö#

2
84 +2

�
Ö# 2

81Ö#
2
82 (Ö#83#84)

2
+ Ö# 2

81Ö#
2
83 (Ö#82#84)

2

+ Ö# 2
81Ö#

2
84 (Ö#82#83)

2
+ Ö# 2

82Ö#
2
83 (Ö#81#84)

2

+ Ö# 2
82Ö#

2
84 (Ö#81#83)

2
+ Ö# 2

83Ö#
2
84 (Ö#81#82)

2�
+ 8

�
Ö# 2

81Ö#82#83Ö#83#84Ö#82#84 + Ö# 2
82Ö#81#83Ö#83#84Ö#81#84

+ Ö# 2
83Ö#81#84Ö#82#84Ö#81#82 + Ö# 2

84Ö#81#82Ö#82#83Ö#81#83

�
+ 4

�
(Ö#81#82)

2
(Ö#83#84)

2
+ (Ö#81#83)

2
(Ö#82#84)

2

+ (Ö#81#84)
2
(Ö#82#83)

2�
+ 16

�
Ö#81#82Ö#82#83Ö#83#84Ö#81#84 + Ö#81#83Ö#82#83Ö#81#84Ö#82#84

+ Ö#81#82Ö#81#83Ö#82#84Ö#83#84

�
.

Таким чином,

Ö/81/82/83/84 =4
�
d (81 � 82)

2d (83 � 84)
2
+ d (81 � 83)

2d (82 � 84)
2

+ d (81 � 84)
2d (82 � 83)

2�
+ 16

�
d (81 � 82)d (82 � 83)d (83 � 84)d (81 � 84)

+ d (81 � 83)d (82 � 83)d (81 � 84)d (82 � 84)

+ d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 84)d (83 � 84)
�
.

Об’єднуючи всi доданки отримаємо

Ö(+# � Ö+# )4 = 70#f8
+ 240f4

’
81<82

d (81 � 82)
2

+ 3
’
81<82

�
24d (81 � 82)

4
+ 32f4d (81 � 82)

2
+ 4f8�

+ 6
’

81<82<83

(32f2d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 83)

+ 24d (81 � 82)
2d (81 � 83)

2
+ 4f4d (82 � 83)

2
)

+

’
81<82<83<84

�
4d (81 � 82)

2d (83 � 84)
2

+ 4d (81 � 83)
2d (82 � 84)

2
+ 4d (81 � 84)

2d (82 � 83)
2
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+ 16d (81 � 82)d (82 � 83)d (83 � 84)d (81 � 84)

+ 16d (81 � 83)d (82 � 83)d (81 � 84)d (82 � 84)

+ 16d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 84)d (83 � 84)
�

= 70#f8
+

8’
9=1

�9,# ,

де

�1,# = 240f4
’
81<82

f4d (81 � 82)
2,

�2,# = 72
’
81<82

d (81 � 82)
4,

�3,# = 3
’
81<82

(32f4d (81 � 82)
2
+ 4f8

),

�4,# = 144
’

81<82<83

d (81 � 82)
2d (81 � 83)

2,

�5,# = 192f2
’

81<82<83

d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 83),

�6,# = 24f4
’

81<82<83

d (82 � 83)
2,

�7,# = 4
’

81<82<83<84

�
d (81 � 82)

2d (83 � 84)
2

+ d (81 � 83)
2d (82 � 84)

2
+ d (81 � 84)

2d (82 � 83)
2�,

�8,# = 16
’

81<82<83<84

�
d (81 � 82)d (82 � 83)d (83 � 84)d (81 � 84)

+ d (81 � 83)d (82 � 83)d (81 � 84)d (82 � 84)

+ d (81 � 82)d (81 � 83)d (82 � 84)d (83 � 84)
�
.

Розглянемо кожну суму окремо:

�1,# = 240f4
’
81<82

d (81 � 82)
2 = |81 � 82 =< | = 480f4

#�1’
<=1

(# �<)d (<)
2.

Тому

�1,#

# 2 
480f4

#

1’
<=1

d (<)
2
! 0,# ! 1.
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Далi

�2,# = 72
’
81<82

24d (81 � 82)
4 = |81 � 82 =< | = 144

#�1’
:=1

(# �<)d (<)
4.

Аналогiчно до �1,# ,
�2,#
# 2 ! 0,# ! 1. Тепер розглянемо�3,# :

�3,# = 3
’
81<82

(32f4d (81 � 82)
2
+ 4f8

) = 192f4
#�1’
<=1

(# �<)d (<)
2
+ 12f8

(# 2
� # ).

Отже,

�3,#

# 2 ! 12f8,# ! 1.

Введемо замiну 81 � 82 =<, 81 � 83 = = i оцiнимо �4,# :

�4,# = 144
’

81<82<83

d (81 � 82)
2d (81 � 83)

2
 144#

#’
<,==�#

d (<)
2d (=)2

 144#
1’

<,==�1

d (<)
2d (=)2.

Таким чином, маємо

�4,#

# 2 ! 0,# ! 1.

Зробимо аналогiчну замiну iндексiв

|�5,# |  192f2#
#’

<,==�#

|d (<)d (=)d (= �<) |

 192f2#
1’

<,==�1

d (<)d (=)d (= �<);

|�8,# |  48#
#’

<,=,;=�#

d (<)d (=)d (;)d (< + = + ;)

 48#
1’

<,=,;=�1

d (<)d (=)d (;)d (< + = + ;),

тому

�5,#

# 2 ! 0,
�8,#

# 2 ! 0, # ! 1.
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Дослiдимо �6,# :

�6,# = 24f4
’

81<82<83

d (82 � 83)
2 = 24f4

(# � 2)
’
82<83

d (82 � 83)
2

= 48f4
(# � 2)

#�1’
<=1

(# �<)d (<)
2.

Отже,

�6,#

# 2 = 96f4
⇣
1 �

2
#

⌘ #�1’
<=1

⇣
1 �

<

#

⌘
d (<)

2
! 48f4

1’
<=1

d (<)
2,# ! 1.

Перетворимо �7,# :

�7,# = 12
’

81<82<83<84

d (81 � 82)
2d (83 � 84)

2

= 12
’

81<82,83<84{81,82}<{83,84}

d (81 � 82)
2d (83 � 84)

2

� 12 · 4
’

81<82<83

d (81 � 82)
2d (83 � 84)

2.

Тепер

’
81<82,83<84

{81,82}<{83,84}

d (81 � 82)
2d (83 � 84)

2 =
✓’
81<82

d (81 � 82)
2
◆2

�

’
81<82

d (81 � 82)
4

=
✓
2
#�1’
<=1

(# �<)d (<)
2
◆2

�
�2,#

72
.

Таким чином

�7,# = 48
✓#�1’
<=1

(# �<)d (<)
2
◆2
�
�2,#

6
�
�4,#

3
,

lim
#!1

�7,#

# 2 = 48 lim
#!1

✓#�1’
<=1

⇣
1 �

<

#

⌘
d (<)

2
◆2

= 48

 
1’

<=1
d (<)

2

!2
.

Об’єднуючи всi результати, маємо

Ö(+# � Ö+# )4

# 2 ! 12f8
+ 48f4

1’
<=1

d (<)
2
+ 48

✓ 1’
<=1

d (<)
2
◆2

= 12
✓ 1’
<=�1

d (<)
2
◆2
,# ! 1.⇤
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Теорема 4.2. bf2
# є асимптотично нормальною оцiнкою параметра f2 з асимпто-

тичною дисперсiєю 2
Õ

1

8=�1 d (8)2.

Доведення. З Лем 4.1, 4.2 отримуємо

lim
#!1

Ö(+# � Ö+# )4

Var(+# )2
= lim

#!1

Ö(+#�Ö+# )4

# 2⇣
Var(+# )

#

⌘2 =
12

�Õ
1

8=�1 d (8)2
�2

(2
Õ

1

8=�1 d (8)2)2
= 3.

Отже, згiдно з теоремою 2.4 Нуаларта-Пеккатi про четвертий момент, маємо
твердження теореми.

⇤

4.2 Оцiнювання параметрiв дифузiї та Хюрста у
рiвняннi теплопровiдностi з дробовим
броунiвським рухом

4.2.1 Оцiнювання параметра дифузiї f при вiдомому
параметрi Хюрста �

Припускаємо,що для фiксованого моменту часу C > 0 i фiксованого кроку
X > 0 випадкове поле D, задане як (3.7), спостерiгається в точках G: = :X ,
: = 1, . . . ,# . У цьому пiдроздiлi нашою метою є побудова строго консистентної
оцiнки параметра дифузiї f на основi цих спостережень.

Введемо позначення

b+# (C) =
#’
:=1

D (C,:X)2. (4.4)

d�CB (:) = Cov
�
D (C,:X),D (B, 0)

�
, ACB (� ) = 2

1’
:=�1

d�CB (:)
2. (4.5)

Зазначимо,що d�BC (:) = d�CB (�:) за (3.10).
Розглянемо таку оцiнку:

ef2
# =

b+# (C)
#EC (� )

, (4.6)

де

EC (� ) =
C�+12�+1

(2� � 1)�
�
� +

1
2
�

p
c (� + 1)

. (4.7)



73

Теорема 4.3. Статистика ef2
# є строго консистентною оцiнкою параметра f2

при # ! 1. Асимптотичний розподiл оцiнки ef2
# залежно вiд значення � має

такий вигляд:
1) для � 2 (0, 34)

p
#

�ef2
# � f2� 3

�! N

✓
0,
ACC (� )

EC (� )2

◆
, # ! 1; (4.8)

2) для � = 3
4 s

#

log#
�ef2

# � f2� 3
�! N

 
0,

9f4C4

16X EC ( 34)2

!
, # ! 1;

3) для � 2 (
3
4, 1)

# 2�2� �ef2
# � f2� 3

�! . , # ! 1, (4.9)

де . – випадкова величина Розенблатта:

. =
� (2� � 1)f2C2

2�(2 � 2� ) cos
�
c (1 � � )

�
X2�2�EC (� )

⇥

æ
48 (G1+G2)

48 (G1+G2) � 1
8 (G1 + G2)

|G1 |
1
2�� |G2 |

1
2�� 3, (G1) 3, (G2). (4.10)

Формула (4.10) мiстить кратний iнтеграл Вiнера–Iто вiдносно випадкової спе-
ктральної мiри, процесу бiлого шуму, його означення та властивостi наведено у
пiдроздiлi 2.3, див. також [39, 87].

Доведення. За ергодичною теоремою,

b+# (C)
#

=
1
#

#’
:=1

D (C,:X)2 ! ÖD (C, 0)2 = f2EC (� ) м.н. при # ! 1, (4.11)

звiдки випливає строга консистентнiсть.
1.Нехай� 2 (0, 34). Для доведення збiжностi застосуємо теорему 2.5 до стацiо-

нарної гауссової послiдовностi {D (C,:X), G 2 í} та функцiї 5 (G) = G2. Оскiльки 5

має ранг Ермiта 2, необхiдно перевiрити таку умову:

1’
:=�1

d�CC (:)
2 < 1.
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Проте цей ряд збiгається для � 2 (0, 34), оскiльки

d�CC (:)
2
 ⇠2

�f
4C4X4��4:4��4 для : < 0

згiдно з (3.22). Тому з теореми 2.5 випливає,що

1
p
#

#’
:=1

�
D (C,:X)2 � ÖD (C,:X)2

� 3
�! N(0, e2) (4.12)

з

e2 = Var
⇣
D2

(C, 0)
⌘
+ 2

1’
:=1

Cov
⇣
D2

(C, 0),D2
(C,:X)

⌘
.

Застосовуючи формулу Iссерлiса до дисперсiї та коварiацiї, див. приклад 2.3,
одержимо

e2 = 2dCC (0)2 + 4
1’
:=1

dCC (:)
2.

Враховуючи рiвнiсть dCC (:) = dCC (�:), бачимо,що

e2 = 2
+1’

:=�1

dCC (:)
2 = ACC (� ).

Отже,
1

p
#

⇣b+# (C) � #f2EC (� )

⌘
3
�! N (0, ACC (� )) , # ! 1,

звiдки

p
#

�ef2
# � f2� = 1

p
#EC (� )

⇣b+# (C) � #f2EC (� )

⌘
3
�! N

✓
0,
ACC (� )

EC (� )2

◆
, # ! 1.

2. Нехай � = 3
4 . Позначимо

!(# ) B
#’

:=�#

dCC (:)
2.

Застосуємо теорему 2.6. Для цього необхiдно довести, що !(# ) є повiльно
змiнною функцiєю, яка задовольняє таку умову:

lim
#!1

1
!(# )

#’
:=�#

|dCC (:) |
; iснує для всiх ; > 2. (4.13)
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Спершу доведемо, що

!(# ) ⇠
9f4C4

32X
log# , # ! 1, (4.14)

звiдки випливає,що функцiя ! справдi є повiльно змiнною. За твердженням 3.2,

dCC (:) ⇠
3
8
f2C2X�1/2:�1/2, : ! 1.

Тому за теоремою Штольца маємо

lim
#!1

1
log#

#’
:=1

dCC (:)
2 = lim

#!1

dCC (# + 1)2

log(# + 1) � log#

= lim
#!1

9
64f

4C4X�1

(# + 1) log(1 + 1
# )

=
9
64
f4C4X�1.

(4.15)

Зауваживши, що

!(# ) = dCC (0)2 + 2
#’
:=1

dCC (:)
2,

отримуємо (4.14). Далi, завдяки оцiнцi (3.22), ряд
Õ

1

:=�1 |dCC (:) |
; збiгається для

; > 2, отже, границя в (4.13) iснує i дорiвнює нулю.
Тодi вiдповiдно до теореми 2.6,

1p
#!(# )

#’
:=1

 
D (C,:X)2

f2EC (
3
4)

� 1

!

збiгається до нормального розподiлу при # ! 1. Отже, враховуючи (4.6) i (4.14),
бачимо,що s

#

log#
�ef2

# � f2� = f2p
# log#

#’
:=1

 
D (C,:X)2

f2EC (
3
4)

� 1

!

також збiгається до нормального розподiлу. Таким чином, залишається обчи-
слити асимптотичну дисперсiю. Аналогiчно до попереднього випадку маємо

#

log#
Var

�ef2
#

�
=

1
# log#EC (

3
4)

2
Var

 
#’
:=1

D (C,:X)2
!

=
1

# log#EC (
3
4)

2
©≠
´

#’
:=1

Var
�
D (C,:X)2

�
+ 2

’
1:< 9#

Cov
�
D (C,:X)2,D (C, 9X)2

�™Æ
¨



76

=
1

# log#EC (
3
4)

2
©≠
´
2

#’
:=1

d�CC (0)
2
+ 4

’
1:< 9#

d�CC ( 9 � :)2
™Æ
¨

=
2

# log#EC (
3
4)

2

 
#d�CC (0)

2
+ 2

#�1’
8=1

(# � 8 � 1)d�CC (8)
2

!
.

Використовуючи теорему про мажоровану збiжнiсть та (4.15), одержимо

#

log#
Var

�ef2
#

�
⇠

4
log#EC (

3
4)

2

#�1’
8=1

d�CC (8)
2
!

9f4C4

16X EC ( 34)2
при # ! 1.

3. Для � 2 (
3
4, 1)

d�CC (=) ⇠ � (2� � 1)f2C2X=2�2� , при = ! 1,

за твердженням 3.2.Тодi результат випливає з [39, теорема 1] (див. також [87]). ⇤

4.2.2 Одночасне оцiнювання параметра дифузiї f та
параметра Хюрста �

Тепер розглянемо задачу побудови строго консистентної оцiнки параметрiв
(� ,f2

) на основi спостережень

{D (C,:X),D (B,:X),: = 1, . . . ,# } .

Тут припускаємо,щомаємофiксованi C > 0 i B > 0 та фiксований крок X > 0, тобто
випадкове поле D, задане (3.7), спостерiгається в точках G: = :X , : = 1, . . . ,# .

Розглянемо наступнi оцiнки:

b�# =
log

⇣b+# (C) � b+# (B)⌘
log(C/B)

� 1, bf2
# =

b+# (C)
#EC (b�# )

=
b+# (B)

#EB (b�# )
, (4.16)

де b+# (C) та EC (� ) визначено формулами (4.4), (4.7) вiдповiдно.

Зауваження 4.1. Рiвнiсть b+# (C)

#EC (b�# )
=

b+# (B)

#EB (b�# )
випливає з наступних простих обчи-

слень:

b+# (B)�EB � b�#
�

b+# (C)�EC � b�#
� =

b+# (B)b+# (C)
⇣C
B

⌘ b�#+1
=

b+# (B)b+# (C)
⇣C
B

⌘ log
✓b+# (C )

�b+# (B )

◆

log(C/B )
=

b+# (B)b+# (C) ·
b+# (C)b+# (B) = 1.
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Теорема 4.4. Для всiх � 2 (0, 1), (b�# ,bf2
# ) є строго консистентною оцiнкою

параметрiв (� ,f2
) при # ! 1.

Доведення. Вiдповiдно до ергодичної теореми, для будь-якої борелiвської фун-
кцiї 6 : í! í такої,що Ö|6(D (C, 0)) | < 1, має мiсце наступна збiжнiсть

1
#

#’
:=1

6(D (C,:X)) ! Ö
⇥
6(D (C, 0))

⇤
м.н. при # ! 1.

Зокрема, для будь-якого C > 0 має мiсце збiжнiсть (4.11). Тому для двох рiзних C
та B маємо b+# (C)b+# (B) !

EC (� )

EB (� )
=

⇣C
B

⌘�+1
м.н. при # ! 1. (4.17)

Пiдставлячи збiжностi (4.11) and (4.17) в означення b�# та bf2
# , отримуємо твер-

дження теореми. ⇤

Далi введемо позначення

gC (� ) =
m

m�
log EC (� ) . (4.18)

З (4.7) випливає,що

gC (� ) = log C +
2�+1

� 1
2� � 1

log 2 +
�0(� +

1
2)

�(� +
1
2)

�
1

� + 1
. (4.19)

Теорема 4.5. Для � 2 (0, 34), оцiнка (b�# ,bf2
# ) є асимптотично нормальною:

p
#

 b�# � �

bf2
# � f2

!
3
�! N

  
0
0

!
,

 
211 212

212 222

!!
as # ! 1,

де

211 = f�4
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )

EC (� )2
�

2ACB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )

EB (� )2

◆
,

212 = �f�2
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )gB (� )

EC (� )2
�
ACB (� ) (gC (� ) + gB (� ))

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

EB (� )2

◆
,

222 =
⇣
log

C

B

⌘�2 ✓
ACC (� )gB (� )

2

EC (� )2
�
2ACB (� )gC (� )gB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

2

EB (� )2

◆
.

Доведення буде розбито на декiлька лем. Почнемо з обчислення спiльного
асимптотичного розподiлу b+# (C) та b+# (B).
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Лема 4.3. Для � 2
�
0, 34

�
,

1
p
#

 b+# (C) � #f2EC (� )

b+# (B) � #f2EB (� )

!
3
�! N

  
0
0

!
,

 
ACC (� ) ACB (� )

ACB (� ) ABB (� )

!!
при # ! 1.

Доведення. Згiдно теоремиКрамера-Волда потрiбно довести,щодля всiхU, V 2 í,

1
p
#

h
U

⇣b+# (C) � #f2EC (� )

⌘
+ V

⇣b+# (B) � #f2EB (� )

⌘i
3
�! N

�
0, B2

�
, (4.20)

де
B2 = U2ACC (� ) + 2UVACB (� ) + V2ABB (� ). (4.21)

Враховуючи (4.4) та (3.14), можна побачити,що (4.20) еквiвалентно

1
p
#

#’
:=1

⇥
U

�
D (C,:X)2 � ÖD (C,:X)2

�
+ V

�
D (B,:X)2 � ÖD (B,:X)2

� ⇤ 3
�! N(0, B2). (4.22)

Щоб довести дану збiжнiсть, потрiбно застосувати центральну граничну тео-
рему 2.7 для стацiонарної послiдовностi векторiв до двовимiрної стацiонарної
гауссової послiдовностi

⇣
D (C,:X)
D (B,:X)

⌘
, G 2 í та функцiї 5 (G,~) = UG2 + V~2. Оскiльки 5

має ранг Ермiта 2, нам потрiбно перевiрити наступнi умови:

1’
:=�1

d�CC (:)
2 < 1,

1’
:=�1

d�CB (:)
2 < 1,

1’
:=�1

d�BB (:)
2 < 1.

Проте, всi цi послiдовностi збiгаються для � 2 (0, 34) тому,що

d�CB (:)
2
 ⇠2

�f
4C2B2X4��4:4��4 для : < 0

в силу (3.22). Тому за теоремою 2.7 збiжнiсть (4.22) має мiсце з

B2 = Var
⇣
5
�
D (C, 0),D (B, 0)

� ⌘
+ 2

1’
:=1

Cov
⇣
5
�
D (C, 0),D (B, 0)

�
, 5

�
D (C,:X),D (B,:X)

� ⌘
.

Таким чином залишається довести (4.21). З цiєю метою запишемо

B2 = Var
�
UD (C, 0)2 + VD (B, 0)2

�
+ 2

1’
:=1

Cov
�
UD (C, 0)2 + VD (B, 0)2,UD (C,:X)2 + VD (B,:X)2

�

= U2 Var
�
D (C, 0)2

�
+ V2 Var

�
D (B, 0)2

�
+ 2UV Cov

�
D (C, 0)2,D (B, 0)2

�



79

+ 2U2
1’
:=1

Cov
�
D (C, 0)2,D (C,:X)2

�
+ 2V2

1’
:=1

Cov
�
D (B, 0)2,D (B,:X)2

�

+ 2UV
1’
:=1

⇣
Cov

�
D (C, 0)2,D (B,:X)2

�
+ Cov

�
D (B, 0)2,D (C,:X)2

� ⌘
.

Застосовуючи формулу Iссерлiса до дисперсiї та коварiацiї, див. приклад 2.3,
отримаємо

B2 = 2U2dCC (0)2 + 2V2dBB (0)2 + 4UVdCB (0)2 + 4U2
1’
:=1

dCC (:)
2
+ 4V2

1’
:=1

dBB (:)
2

+ 4UV
1’
:=1

dCB (:)
2
+ 4UV

1’
:=1

dBC (:)
2.

Врештi решт, враховуючи рiвнiсть dCB (:) = dBC (�:), маємо

B2 = 2U2
+1’

:=�1

dCC (:)
2
+ 2V2

+1’
:=�1

dBB (:)
2
+ 4UV

+1’
:=�1

dBC (:)
2.

Це еквiвалентоно (4.21). ⇤

Зауваження 4.2. Для � > 3
4 спiльна асимптотична нормальнiсть в Лемi 4.3 не

справджується. Бiльше того, використовуючи нещодавно опублiкованi резуль-
тати P. Major [60, Теорема 1.3], можна встановити збiжнiсть вектора нормованого
вiдповiдним чином

�b+# (C) � #f2EC (� ), b+# (B) � #f2EB (� )
�
до спецiального не

гауссового розподiлу.

Наступна лема дає спiльний асимптотичний розподiл b�# та b+# (C).
Лема 4.4. Для � 2

�
0, 34

�
,

p
#

 b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (� )

!
3
�! N

  
0
0

!
,

 
211 3

3 ACC (� )

!!
при # ! 1.

де 211 визначено в Теоремi 4.5 i

3 = f�2
⇣
log

C

B

⌘�1 ✓
ACC (� )

EC (� )
�
ACB (� )

EB (� )

◆
.

Доведення. Застосуємо дельта–метод 2.9. Зауважимо,що

b�# =
log b+# (C)/#b+# (B)/#

log C
B

� 1 та � =
log f2EC (� )

f2EB (� )

log C
B

� 1,
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див. (4.47) та (4.17). Тодi

p
#

 b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (� )

!
=
p
#

©≠≠
´

✓
log

b+# (C )/#
b+# (B )/#

�log f2EC (� )

f2EB (� )

◆

log C
Bb+# (C)

# � f2EC (� )

™ÆÆ
¨
=

=
p
#

⇣
6

⇣ b+# (C)
# ,

b+# (B)
#

⌘
� 6(f2EC (� ),f2EB (� )

⌘
,

(4.23)

де функцiя 6 та її якобiан дорiвнюють

6(G,~) =

 
log G

~/log
C
B

G

!
та 60(G,~) =

 
1

G log C
B

�
1

~ log C
B

1 0

!
.

Застовуючи дельта–метод 2.9, отримуємо з Леми 4.3 , що (4.23) збiгається за
розподiломдо двовимiрного нормального розподiлу з наступноюковарiацiйною
матрицею:

 
1

f2EC (� ) log C
B

�
1

f2EB (� ) log C
B

1 0

!  
ACC (� ) ACB (� )

ACB (� ) ABB (� )

! ©≠
´

1
f2EC (� ) log C

B
1

�
1

f2EB (� ) log C
B

0
™Æ
¨

= ©≠
´

⇣
ACC (� )

EC (� )2
�

2ACB (� )

EC (� )EB (� )
+

ABB (� )

EB (� )2

⌘
f�4 �

log C
B

��2 ⇣
ACC (� )

EC (� )
�

ACB (� )

EB (� )

⌘
f�2 �

log C
B

��1⇣
ACC (� )

EC (� )
�

ACB (� )

EB (� )

⌘
f�2 �

log C
B

��1 ACC (� ).

™Æ
¨

Це завершує доведення. ⇤

На наступному кроцi замiнюємо iндекс Хюрста � на його оцiнку b�# в
другiй компонентi випадкового вектора, що було розглянуто в попереднiй лемi.
Виходить, що знову отримаємо асимптотично нормальний випадковий вектор.
Данi результати вiдображено в наступнiй лемi.

Лема 4.5. Для � 2
�
0, 34

�
,

p
#

 b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (b�# )

!
3
�! N

  
0
0

!
,

 
211 <12

<12 <22

!!
при # ! 1.

де

<12 = f�2

ACC (� )gB (� )

EC (� )
�
ECB (� ) (gC (� ) + gB (� ))

EB (� )
+
ABB (� )gC (� )EC (� )

EB (� )2

�
,

<22 =
⇣
log

C

B

⌘�2 
ACC (� )gB (� )

2
�
2ACB (� )gC (� )gB (� )EC (� )

EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

2EC (� )
2

EB (� )2

�
.
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Доведення. Застосуємо дельта–метод 2.9ще раз. Запишемо

p
#

 b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (b�# )

!
=
p
#

 b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (� ) + f2EC (� ) � f2EC (b�# )

!

=
p
#

⇣
6

⇣b�# ,
E# (C)
#

⌘
� 6

�
� ,f2EC (� )

� ⌘
,

(4.24)

де

6(G,~) =

 
G

~ � f2EC (G)

!
, 60(G,~) =

 
1 0

�f2E0C (G) 1

!

(тут E0C (G) = mEC (G)
mG ). Згiдно дельта–методу 2.9, з Леми 4.4 випливає, що (4.24)

збiгається за розподiлом до двовимiрного нормального розподiлу з наступною
коварiацiйною матрицею:

 
1 0

�f2E0C (� ) 1

!  
211 3

3 ACC (� )

!  
1 �f2E0C (� )

0 1

!

=

 
211 �211f2E0C (� ) + 3

�211f2E0C (� ) + 3 211f4
(E0C (� ))

2
� 23f2E0C (� ) + ACC (� )

!
.

Залишається обчислити елементи цiєї матрицi. Маємо

� 211f
2E0C (� ) + 3 = �f�2

⇣
log

C

B

⌘�2
E0C (� )

✓
ACC (� )

EC (� )2
�

2ACB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )

EB (� )2

◆

+ f�2
⇣
log

C

B

⌘�1 ✓
ACC (� )

EC (� )
�
ACB (� )

EB (� )

◆
=

= �f�2
⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )

 
�
E0C (� )

EC (� )2
+

log C
B

EC (� )

!

+ ACB (� )

 
2E0C (� )

EC (� )EB (� )
�

log C
B

EB (� )

!
� ABB (� )

E0C (� )

EB (� )

#
.

Нагадаємо,що E 0C (� )

EC (� )
= gC (� ) та gC (� ) � gB (� ) = log C

B , див. (4.18) i (4.19). Тодi

� 211f
2E0C (� ) + 3 = �f�2

⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )

�gC (� ) + log C
B

EC (� )
+ ACB (� )

2gC (� ) � log C
B

EB (� )
�

� ABB (� )
gC (� )EC (� )

EB (� )2

#
=

= �f�2
⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )

gB (� )

EC (� )
� ACB (� )

gC (� ) + gB (� )

EB (� )
+ ABB (� )

gC (� )EC (� )

EB (� )2

#
.
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Далi,

211f
4
(E0C (� ))

2
� 23f2E0C (� ) + ACC (� )

=
⇣
log

C

B

⌘�2
(E0C (� ))

2
✓
ACC (� )

EC (� )2
�

2ACB (� )

EC (� )EB (� )
+
ABB (� )

EB (� )2

◆

� 2
⇣
log

C

B

⌘�1
E0C (� )

✓
ACC (� )

EC (� )
�
ACB (� )

EB (� )

◆
+ ACC (� )

=
⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )

✓
gC (� )

2
� 2

⇣
log

C

B

⌘
gC (� ) +

⇣
log

C

B

⌘2◆

+ 2ACB (� )

✓
�
gC (� )

2EC (� )

EB (� )
+
gC (� )EC (� )

EB (� )
log

C

B

◆
+ ABB (� )

gC (� )
2EC (� )

2

EB (� )2

#

=
⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )

⇣
gC (� ) � log

C

B

⌘2
+
2ACB (� )gC (� )EC (� )

EB (� )

⇣
�gC (� ) + log

C

B

⌘

+ ABB (� )
gC (� )

2EC (� )
2

EB (� )2

#

=
⇣
log

C

B

⌘�2 "
ACC (� )gB (� )

2
�
2ACB (� )gC (� )gB (� )EC (� )

EB (� )
+
ABB (� )gC (� )

2EC (� )
2

EB (� )2

#
.

Лему доведено. ⇤

Доведення Теореми 4.5. За теоремою 2.8 Слуцького, з Леми 4.5 випливає

p
#

 b�# � �

bf2
# � f2

!
=
p
#

 
1 0
0 1

EC (b�# )

!  b�# � �
b+# (C)
# � f2EC (b�# )

!
3
�! N (0, ⌃) при # ! 1,

де

⌃ =

 
1 0
0 1

EC (� )

!  
211 <12

<12 <22

!  
1 0
0 1

EC (� )

!
=

 
211

<12
EC (� )

<12
EC (� )

<22
EC (� )2

!
=

 
211 212

212 222

!
.

Теорему 4.5 доведено. ⇤

4.2.3 Моделювання

4.2.3.1 Моделювання оцiнки параметра дифузiї f для вiдомого �

У цьому пiдпунктi якiсть отриманих у пунктi 4.2.1 оцiнок проiлюстровано
за допомогою моделювання. Спочатку згенеруємо траєкторiї розв’язку D (C, G)
рiвняння (3.6), дискретизуючи формулу (3.7). Оскiльки параметр f входить в
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праву частину рiвняння (3.7) мультиплiкативно, то достатньо розглянути лише
випадок f = 1. Також обираємо C = 1 як момент часу. Для кожного значення
iндекса Хюрста � симулюємо 100 траєкторiй розв’язку D (1, G), використовуючи
розбиття з кроком �G = 2�7. Спочатку iнтегруємо функцiю Грiна чисельно
вiдносно B , пiсля цього обчислюємо стохастичний iнтеграл вiдносно дробового
броунiвського руху ⌫�

~ , замiнюючи його сумою (iнтегруємо по [G � 4, G + 4]
замiсть í).

Вивчається якiсть оцiнки ef2
# для рiзних значень iндекса Хюрста � i три

значення кроку X = 1, 0.5, 0.25.Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнок наведено
в таблицях4.1–4.3.Можна побачити,що оцiнки збiгаються до дiйсного значення
параметра f2 i їх стандартне вiдхилення прямує до нуля. Таким чином, резуль-
тати моделювання пiдтверджують консистентнiсть оцiнки. Проте швидкiсть
збiжностi для � = 0.9 не дуже висока. Також бачимо,що найкращi результати
отримано для X = 1. Ймовiрно горизонт спострежень ) = #X бiльш важливий
для якостi оцiнки нiж крок X .

Табл. 4.1. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки ef2
# для кроку X = 1

# 24 25 26 27 28 29 210
H = 0.1 Середнє 1.0470 1.0120 1.0017 0.9981 1.0073 1.0132 1.0135

Стд.вiдх. 0.3880 0.2619 0.1812 0.1254 0.0892 0.0658 0.0455
H = 0.3 Середнє 0.9991 1.0161 0.9994 0.9932 0.9992 0.9964 0.9951

Стд.вiдх. 0.4326 0.2920 0.1928 0.1467 0.1088 0.0699 0.0502
H = 0.5 Середнє 1.0051 0.9613 0.9576 0.9883 0.9833 0.9893 0.9915

Стд.вiдх. 0.4292 0.2601 0.2009 0.1343 0.0858 0.0731 0.0479
H = 0.7 Середнє 0.9476 0.9532 0.9916 1.0299 1.0187 1.0038 1.0049

Стд.вiдх. 0.5587 0.4144 0.2941 0.2363 0.1780 0.1161 0.0775
H = 0.9 Середнє 0.9910 1.0163 0.9722 0.9800 0.9588 0.9543 0.9602

Стд.вiдх. 0.9989 0.8766 0.7046 0.5660 0.4976 0.4934 0.3416

4.2.3.2 Моделювання оцiнок параметра дифузiї f та параметра Хюрста
для невiдомого �

У цьому пiдпунктi iлюструємо якiсть оцiнки (b�# ,bf2
# ) за допомогою моде-

лювання. Аналогiчно до попереднього пункту генеруємо траєкторiї розв’язку
D (C, G) рiвняння (3.6), дискретизуючи формулу (3.7).
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Табл. 4.2. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки ef2
# для кроку X = 1

2

# 24 25 26 27 28 29 210
H = 0.1 Середнє 1.1065 1.0451 1.0291 1.0155 1.0182 1.0325 1.0268

Стд.вiдх. 0.6812 0.5189 0.3806 0.2639 0.1821 0.1363 0.0948
H = 0.3 Середнє 1.0415 1.0292 1.0489 1.0109 1.0064 1.0150 1.0078

Стд.вiдх. 0.7277 0.5332 0.3749 0.2667 0.1944 0.1325 0.0875
H = 0.5 Середнє 1.0695 0.9728 1.0597 1.0671 1.0327 1.0205 1.0079

Стд.вiдх. 0.9274 0.6440 0.4363 0.2916 0.1742 0.1215 0.1086
H = 0.7 Середнє 0.9555 0.9919 0.9982 0.9838 0.9821 1.0414 1.0228

Стд.вiдх. 0.9722 0.7945 0.5504 0.3966 0.2896 0.2088 0.1417
H = 0.9 Середнє 0.9763 0.9302 0.9012 0.9731 0.9667 0.9365 0.9323

Стд.вiдх. 1.3018 1.1639 0.8602 0.7813 0.7033 0.5201 0.4076

Табл. 4.3. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки ef2
# для кроку X = 1

4

# 24 25 26 27 28 29 210
H = 0.1 Середнє 0.8753 1.0704 1.1010 1.0429 1.0229 0.9875 0.9893

Стд.вiдх. 0.8769 0.9028 0.6155 0.4187 0.3364 0.2298 0.1550
H = 0.3 Середнє 1.1555 1.0970 1.0627 0.9430 0.9469 0.9717 0.9923

Стд.вiдх. 1.0885 0.8464 0.6896 0.4895 0.3406 0.2733 0.1872
H = 0.5 Середнє 0.9159 0.9157 0.9598 0.9836 1.0244 1.0295 1.0139

Стд.вiдх. 1.2274 0.8237 0.6379 0.5033 0.4382 0.3087 0.2228
H = 0.7 Середнє 0.9758 0.9743 0.9323 0.8939 0.9806 1.0009 1.0069

Стд.вiдх. 1.3749 1.1514 0.9001 0.6895 0.5734 0.4143 0.3277
H = 0.9 Середнє 0.6687 0.6877 0.7213 0.7765 0.8427 0.8468 0.9224

Стд.вiдх. 0.8962 0.8343 0.7729 0.7604 0.7558 0.6637 0.6916

Спочатку обираємо C = 1 та B = 2 як моменти часу спостережень з кроком
X = 1. Для кожного значення iндексу Хюрста � симулюємо 50 траєкторiй
розв’язку. Середнi та стандарнтнi вiдхилення оцiнок b�# , bf2

# та ef2
# (пiдраховано

для C = 1) наведено в таблицях 4.4–4.6.
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Табл. 4.4. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки b�# для C = 1, B = 2.

# 27 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 0.0977 0.1062 0.0983 0.0985 0.0988 0.0980

Стд.вiдх. 0.0765 0.0627 0.0403 0.0305 0.0201 0.0144
� = 0.3 Середнє 0.2992 0.2961 0.2988 0.2979 0.2982 0.3006

Стд.вiдх. 0.0727 0.0550 0.0349 0.0244 0.0178 0.0123
� = 0.5 Середнє 0.4757 0.4902 0.4950 0.4993 0.4996 0.4993

Стд.вiдх. 0.0761 0.0528 0.0347 0.0255 0.0191 0.0145
� = 0.7 Середнє 0.6718 0.6771 0.6877 0.6940 0.6974 0.7006

Стд.вiдх. 0.0672 0.0451 0.0341 0.0223 0.0181 0.0121
� = 0.9 Середнє 0.8566 0.8659 0.8757 0.8785 0.8863 0.8882

Стд.вiдх. 0.0694 0.0576 0.0458 0.0350 0.0282 0.0261

Табл. 4.5. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки bf2
# для C = 1, B = 2.

# 27 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 0.1651 0.9607 1.3173 1.1360 1.0656 1.0521

Стд.вiдх. 3.9560 1.8089 1.1705 0.4197 0.2202 0.1452
� = 0.3 Середнє 1.0587 1.0441 1.0259 1.0140 1.0095 0.9994

Стд.вiдх. 0.2615 0.1760 0.1017 0.0796 0.0527 0.0379
� = 0.5 Середнє 1.0543 1.0176 1.0015 1.0013 1.0031 1.0026

Стд.вiдх. 0.1508 0.1121 0.0734 0.0532 0.0341 0.0277
� = 0.7 Середнє 1.0077 0.9858 0.9989 1.0070 1.0014 0.9992

Стд.вiдх. 0.1321 0.1064 0.0820 0.0503 0.0368 0.0262
� = 0.9 Середнє 0.9562 0.9318 0.9669 0.9471 0.9751 0.9818

Стд.вiдх. 0.4938 0.4088 0.4445 0.3148 0.2690 0.2536



86

Табл. 4.6. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки ef2
# для C = 1, B = 2.

# 27 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 0.9868 1.0002 0.9985 1.0078 1.0136 1.0142

Стд.вiдх. 0.1395 0.1030 0.0689 0.0499 0.0376 0.0273
� = 0.3 Середнє 1.0110 1.0099 1.0147 1.0038 1.0027 0.9999

Стд.вiдх. 0.1270 0.0817 0.0662 0.0455 0.0329 0.0222
� = 0.5 Середнє 1.0042 0.9971 0.9917 0.9999 1.0022 1.0013

Стд.вiдх. 0.1718 0.1112 0.0795 0.0606 0.0404 0.0295
� = 0.7 Середнє 0.9702 0.9545 0.9820 0.9984 0.9980 1.0005

Стд.вiдх. 0.1870 0.1478 0.1179 0.0721 0.0575 0.0375
� = 0.9 Середнє 0.9381 0.9158 0.9587 0.9320 0.9655 0.9738

Стд.вiдх. 0.5870 0.4877 0.5289 0.3756 0.3191 0.3005

Бачимо,що оцiнки параметра � збiгаються до дiйсного значення для всiх
випадкiв i вони демонструють однакову асимптотичну поведiнку для рiзних
значень � . Починаючи з # = 29, стандартне вiдхилення стає меншим за 0.05
для всiх значень � .

Також видно,що обидвi оцiнки параметра f2
# повiльно збiгаються порiвняно

з b�# . Однак загалом отримано вiдносно непоганi результати для всiх значень
� окрiм 0.1 i 0.9. Можна помiтити, що у випадку � = 0.1 оцiнки bf2

# i ef2
#

демонструють дуже рiзну поведiнку. Оцiнка bf2
# працює досить погано для

малих # ; вона стає резонною лище для # бiльших за 210. В той самий час ef2

демонструє порiвняно гарнi результати для � = 0.1, бiльше того, вони суттєво
кращi нiж у випадку � �

1
2 . Також обидвi оцiнки f2

# повiльно збiгаються для
� = 0.9 (цi значення вiдповiдають випадку не гауссового асимптотичного
розподiлу). Це вiдповiдає нашiй теорiї, оскiльки в цьому випадку нормуючий
множник в (4.9) рiвний # 2�2� i вiн зростає вiдносно повiльно для великих
значень � . Спостерiгаємо також,що для � � 0.5 оцiнка bf2

# (для невiдомого � )
дещо переважає оцiнку ef2

# (для вiдомих � ).
Проте, всi наведенi вище спостереження узгоджуються з теоретичними

результатами. Для того, щоб це побачити, наведено графiк теоретичного асим-
птотичного стандартного вiдхилення bf2

# та ef2
# , див. рис. 4.1. Стандартне вiдхи-

лення обчислено наближено, всi нескiнченнi суми було замiнено на суми по
�40  :  40. Зокрема тут видно, що стандартне вiдхилення bf2

# значно зростає,
коли � наближається до 0 на вiдмiну вiд ef2

# .
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Рис. 4.1. Теоретичне асимптотичне стандартне вiдхилення оцiнокbf2
# (пунктирна

лiнiя) та ef2
# (суцiльна лiнiя) для � 2 (0, 34).

Далi, щоб дослiдити залежнiсть вiд C та B , всi обчислення були повторенi
для бiльш вiддалених точок, а саме C = 0.25 та B = 2. Результати наведено
в таблицях 4.7 та 4.8. Завдяки наявностi log C

B в знаменнику асимптотичної
дисперсiї, можна очiкувати кращих результатiв у цiй ситуацiї. Видно,що оцiнка
b�# дiйсно працює трохи краще. Те саме стосується bf2

# для малих значень � ,
проте, це не так для � = 0.7 та � = 0.9.

Табл. 4.7. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки b�# для C = 0.25, B = 2

# 27 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 0.0828 0.0830 0.0893 0.0935 0.0929 0.0923

Стд.вiдх. 0.0533 0.0448 0.0315 0.0177 0.0135 0.0097
� = 0.3 Середнє 0.2998 0.3103 0.3008 0.3035 0.3039 0.3012

Стд.вiдх. 0.0660 0.0440 0.0349 0.0221 0.0181 0.0085
� = 0.5 Середнє 0.4962 0.4881 0.4990 0.4961 0.4984 0.4986

Стд.вiдх. 0.0701 0.0450 0.0277 0.0206 0.0140 0.0104
� = 0.7 Середнє 0.7085 0.6953 0.6957 0.6985 0.6976 0.6970

Стд.вiдх. 0.0533 0.0399 0.0307 0.0240 0.0169 0.0114
� = 0.9 Середнє 0.8720 0.8859 0.8893 0.8941 0.8939 0.8960

Стд.вiдх. 0.0567 0.0406 0.0341 0.0313 0.0260 0.0242
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Табл. 4.8. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки bf2
# для C = 0.25, B = 2

# 27 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 1.1138 1.1060 1.4208 1.1133 1.0947 1.0928

Стд.вiдх. 5.2974 2.5661 1.3274 0.2052 0.1574 0.1074
� = 0.3 Середнє 1.0376 0.9900 1.0047 0.9974 1.0037 0.9999

Стд.вiдх. 0.1955 0.1152 0.0867 0.0490 0.0439 0.0260
� = 0.5 Середнє 1.0199 1.0127 0.9988 0.9998 1.0011 1.0065

Стд.вiдх. 0.1294 0.1135 0.0746 0.0506 0.0316 0.0244
� = 0.7 Середнє 1.0068 0.9806 0.9873 0.9932 0.9976 0.9990

Стд.вiдх. 0.1775 0.1123 0.0845 0.0562 0.0382 0.0318
� = 0.9 Середнє 1.0472 1.0509 1.0453 1.0504 1.0213 1.0296

Стд.вiдх. 0.5939 0.4824 0.4000 0.3744 0.2841 0.2933

4.3 Оцiнювання параметрiв у рiвняннi
теплопровiдностi зi змiшаним дробовим
шумом

Нехай для фiксованих точок C1, . . . , C= i фiксованого кроку X > 0, випадкове
поле D, задане у (3.34), спостерiгається в точках G: = :X , : = 1, . . . ,# . Таким
чином, спостереження мають вигляд:

{D (C8,:X), 8 = 1, . . . ,=, : = 1, . . . ,# } .

Метою є оцiнити невiдомi параметри � , f та ^ рiвняння 3.32.
Це буде зроблено в два кроки.Спочатку буде побудовано строго консистентну

оцiнку параметра � , яка не залежить вiд ^ та f , буде доведена її асимптотична
нормальнiсть. Далi, припускаючи, що параметр � вiдомо, буде побудовано
оцiнку параметрiв f i ^.

Припускаємо, що � < 1
2 , бо iнакще модель є неiдентифiковною. Параметри

f i ^ вважаються додатними.
Зафiксуємо деяке X > 0 i розглянемо наступну послiдовнiсть:

+# (C) =
1
#

#’
:=1

D (C,:X)2, C > 0, # 2 é. (4.25)

Введемо позначення додатково до (3.37):

` (C) B Ö+# (C) = Ö
⇥
D (C, 0)2

⇤
= f2EC (� ) + ^2EC

� 1
2
�
, (4.26)
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d�CB (:) = Cov
�
D (C,:X),D (B, 0)

�
, ACB (� ) = 2

1’
:=�1

d�CB (:)
2, C, B > 0.

Наступна теорема описує асимптотичну поведiнку стохастичного процесу
+# . Вона описує закон великих чисел та центральну граничну теорему для
скiнченновимiрного розподiлу (+# (C1), . . . ,+# (C=)) при # ! 1. Данi результати
є ключовими для побудови оцiнок i дослiдження їх асимптотичної нормальностi.

Теорема 4.6. Нехай � 2 (0, 1).
1. Для будь-якого C > 0,

+# (C) ! ` (C) м.н., при # ! 1. (4.27)

2. Якщо додатково � 2 (0, 34), тодi для будь-яких = � 1 i для будь-яких рiзних
додатних точок C1, . . . , C=,

p
#

©≠≠≠
´

+# (C1) � ` (C1)
...

+# (C=) � ` (C=)

™ÆÆÆ
¨

3
�! N(0,') при # ! 1. (4.28)

де N(0,') є багатовимiрним нормальним розподiлом з нульовим середнiм
та коварiацiйною матрицею

' =
⇣
AC8C 9 (� )

⌘=
8, 9=1

.

Доведення. 1.З ергодичної теореми слiдує,що для будь-якого C > 0

1
#

#’
:=1

D (C,:X)2 ! Ö
⇥
D (C, 0)2

⇤
м.н. при # ! 1,

що еквiвалентно (4.27).
2.Для доведення збiжностi (4.28) застосуємо теорему Крамера-Волда. Iншими

словами потрiбно показати,що для всiх U1, . . . ,U= 2 í, має мiсце збiжнiсть

p
#

"
=’
8=1

U8 (+# (C8) � ` (C8))

#
3
�! N

�
0, B2

�
(4.29)

з асимптотичною дисперсiєю

B2 =
=’
8=1

U2
8 AC8C8 (� ) + 2

’
18< 9=

U8U 9AC8C 9 (� ). (4.30)
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Представляючи +# у виглядi суми (4.25) та використовуючи (4.26), перепишемо
(4.29) в наступному виглядi

1
p
#

#’
:=1

=’
8=1

⇥
U8

�
D (C8,:X)

2
� ÖD (C8,:X)2

� ⇤ 3
�! N(0, B2) . (4.31)

Далi, оскiльки
✓ D (C1,:X)

...
D (C=,:X)

◆
, G 2 í є багатовимiрною гауссовою стацiонарною послi-

довнiстю, збiжнiсть (4.31) можна встановити шляхом застосування багатовимiр-
ної теоремиBreuer–Major 2.7.Щобперевiрити умови цiєї теореми, зауважимо,що
функцiя � (G1, . . . , G=) =

Õ=
8=1 U8G

2
8 є ермiтовою рангу 2, тому потрiбно перевiрити

збiжнiсть ряду:
1’

:=�1

d�C8C 9 (:)
2 < 1, 8, 9 = 1, . . . ,=.

З верхньої межi (3.38) одразу випливає,що цей степеневий ряд збiгається тодi
i тiльки тодi, коли � 2 (0, 34). Тому припущення теореми 2.7 задовольняється,
звiдки випливає збiжнiсть (4.31) з наступною асимптотичною дисперсiєю:

B2 = Var
⇣
�
�
D (C1, 0), . . . ,D (C=, 0)

� ⌘

+ 2
1’
:=1

Cov
⇣
�
�
D (C1, 0), . . . ,D (C=, 0)

�
, �

�
D (C1,:X), . . . ,D (C=,:X)

� ⌘
.

Тепер потрiбно лише перевiрити,що асимптотична дисперсiя B2 задовольняє
(4.30). За означенням функцiї � маємо

B2 = Var

 
=’
8=1

U8D (C8, 0)2
!
+ 2

1’
:=1

Cov

 
=’
8=1

U8D (C8, 0)2,
=’
9=1

U9D (C 9 ,:X)
2

!

=
=’
8=1

U2
8 Var

�
D (C8, 0)2

�
+ 2

’
18< 9=

U8U 9 Cov
�
D (C8, 0)2,D (C 9 , 0)2

�

+ 2
1’
:=1

=’
8=1

U2
8 Cov

�
D (C8, 0)2,D (C8,:X)2

�

+ 2
1’
:=1

’
18< 9=

U8U 9

⇣
Cov

�
D (C8, 0)2,D (C 9 ,:X)2

�
+ Cov

�
D (C 9 , 0)2,D (C8,:X)2

� ⌘
.
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Використаємо формулу Iссерлiса для дисперсiї та коварiацiї, див. приклад
2.3, одержимо

B2 = 2
=’
8=1

U2
8 d

�
C8C8 (0)

2
+ 4

’
18< 9=

U8U 9d
�
C8C 9 (0)

2
+ 4

1’
:=1

=’
8=1

U2
8 d

�
C8C8 (:)

2

+ 4
1’
:=1

’
18< 9=

U8U 9

⇣
d�C8C 9 (:)

2
+ d�C 9C8 (:)

2
⌘
.

Беручи до уваги рiвнiсть d�CB (:) = d�BC (�:), можемо переписати даний вираз в
бiльш компактному виглядi:

B2 = 2
=’
8=1

 
U2
8

+1’
:=�1

d�C8C8 (:)
2

!
+ 4

’
18< 9=

 
U8U 9

+1’
:=�1

d�C8C 9 (:)
2

!
.

Тому рiвнiсть (4.30) перевiрено. Це завершує доведення Теореми 4.6. ⇤

4.3.1 Оцiнювання параметра Хюрста �

Для оцiнювання параметра� без вiдомостей про f i ^ достатньо спостерiгати
процесD (C8, G:) лише в трьох рiзних точках часу C1 < C2 < C3. Якщо записати (4.27)
в цих точках i замiнити збiжнiсть на рiвнiсть, то отримаємо наступну систему
рiвнянь: 8>>>>><

>>>>>:

+# (C1) = f22�C�+1
1 + ^22 1

2
C3/21 ,

+# (C2) = f22�C�+1
2 + ^22 1

2
C3/22 ,

+# (C3) = f22�C�+1
3 + ^22 1

2
C3/23 ,

(4.32)

де +# (C) та 2� визначенi формулами (4.25), (3.37) вiдповiдно. Виключаючи
невiдомий параметр ^ з системи, маємо

8>><
>>:
C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1) = f22�

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘
,

C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2) = f22�
⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘
.

(4.33)

Пiсля цього, виключаючи f , отримуємо наступне оцiнювальне рiвняння для � :

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

=
C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)
. (4.34)
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Рис. 4.2. Функцiя 5 (� ) для C1 = 1, C2 = 2, C3 = 3.

Розв’язок (4.34) (якщо вiн iснує), може бути розглянуто як оцiнку � .
Зазначимо,що лiва частина (4.34) є невизначеною для� = 1/2.Однак, досить

просто показати,що за правилом Лопiталя iснує границя

lim
�!

1
2

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

= lim
�!

1
2

C
��

1
2

3 log C3 � C
��

1
2

2 log C2

C
��

1
2

2 log C2 � C
��

1
2

1 log C1
=
log C3 � log C2
log C2 � log C1

.

Отже, можна довизначити за неперервнiстю

5 (� ) B

8>>><
>>>:

C��1/2
3 �C��1/2

2

C��1/2
2 �C��1/2

1
, якщо � < 1

2,

log C3�log C2
log C2�log C1 якщо � = 1

2 .
(4.35)

Тодi, оцiнка � може бути визначено, як

b�# = 5 (�1)
 
C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)

!
, (4.36)

де 5 (�1) позначає обернену функцiю 5 . Щоб довести iснування цiєї оцiнки,
потрiбно довести,що 5 : í! (0,1) є взаємо однозначною функцiєю. Це дiйсно
так, оскiльки 5 є строго зростаючою функцiєю (див рис. 4.2), як показано у
наступнiй лемi.

Лема 4.6. Для будь-яких 0 < C1 < C2 < C3 функцiя 5 : í! (0,1) визначена у (4.35)
є строго зростаючою вiдносно � .



93

Доведення. Доведемо твердження для випадку � 2 (
1
2,1). Iнтервал (�1, 12)

розглядається аналогiчно. Похiдна 5 вiдносно � дорiвнює

5 0(� ) =

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘ ⇣
C
��

1
2

3 log C3 � C
��

1
2

2 log C2
⌘

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘2

�

⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘ ⇣
C
��

1
2

2 log C2 � C
��

1
2

1 log C1
⌘

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘2 . (4.37)

Отже, достатньо довести нерiвнiсть
⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘ ⇣
C
��

1
2

3 log C3 � C
��

1
2

2 log C2
⌘

>
⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘ ⇣
C
��

1
2

2 log C2 � C
��

1
2

1 log C1
⌘
. (4.38)

Для доведення (4.38) зауважимо, що функцiя ⌘(G) = G logG , G > 0 є строго
опуклою (дiйсно, друга похiдна ⌘00(G) = 1/G > 0). Це означає, що для будь-яких
U 2 (0, 1), G > 0 i ~ > 0,

U⌘(G) + (1 � U)⌘(~) > ⌘
�
UG + (1 � U)~

�
. (4.39)

Покладемо

G = C
��

1
2

3 > 0, ~ = C
��

1
2

1 > 0, та U =
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

1

2 (0, 1).

Тодi

1 � U =
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

1

, UG + (1 � U)~ = C
��

1
2

2 ,

i (4.39) перетвориться на

C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

1

(� �
1
2)C

��
1
2

3 log C3 +
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

3 � C
��

1
2

1

(� �
1
2)C

��
1
2

1 log C1

> (� �
1
2)C

��
1
2

2 log C2,

що еквiвалентно (4.38). ⇤
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З наведеної вище леми випливає,що оцiнка b�# коректно визначена хоча
б для вiдносно великих # (коли права частина оцiнювального рiвняння (4.34)
стає додатною). Асимптотичнi властивостi b�# наведено в наступнiй теоремi.

Теорема 4.7. 1. Для всiх � 2 (0, 12) [ (
1
2, 1), b�# є строго консистентною оцiнкою

параметра � при # ! 1.
2. Для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4), оцiнка b�# є асимптотично нормальною:

p
#

⇣b�# � �
⌘

3
�! N(0, e2) при # ! 1, (4.40)

де

e2 =
1

⇡2f422�

3’
8, 9=1

AC8C 9 (� )!8!9 ,

!1 =
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C3/21

, !2 =
C
��

1
2

1 � C
��

1
2

3

C3/22

, !3 =
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

C3/23

,

⇡ =
⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘ ⇣
C
��

1
2

3 log C3 � C
��

1
2

2 log C2
⌘

�

⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘ ⇣
C
��

1
2

2 log C2 � C
��

1
2

1 log C1
⌘
.

Зауваження 4.3. Нерiвнiсть (4.38) з доведення Леми 4.6 означає, що ⇡ > 0 для
всiх � < 1/2.

Доведення. 1. Строга консистентнiсть випливає з побудови оцiнки. Дiйсно, (4.27)
означає,що

C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)
! 5 (� ) м.н., при # ! 1. (4.41)

Тодi збiжнiсть b�# ! � м.н. при # ! 1 випливає з (4.36) i (4.41) в силу
неперервностi 5 (�1) .

2. Беручи математичне сподiвання в рiвностях (4.33), отримуємо такi спiввiд-
ношення

C�3/22 ` (C2) � C�3/21 ` (C1) = f22�
⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘
,

C�3/23 ` (C3) � C�3/22 ` (C2) = f22�
⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘
,

(4.42)

звiдки
C�3/23 ` (C3) � C�3/22 ` (C2)

C�3/22 ` (C2) � C�3/21 ` (C1)
=
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

= 5 (� ), (4.43)
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або

� = 5 (�1)
 
C�3/23 ` (C3) � C�3/22 ` (C2)

C�3/22 ` (C2) � C�3/21 ` (C1)

!
.

Тому,
p
#

⇣b�# � �
⌘
=
p
#

⇣
6
�
+# (C1),+# (C2),+# (C3)

�
� 6

�
` (C1), ` (C2), ` (C3)

� ⌘
,

де

6(G1, G2, G3) = 5 (�1)
 
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

C�3/22 G2 � C�3/21 G1

!
.

Для того, щоб встановити потрiбну асимптотичну нормальнiсть зi збiжностi
(4.28), застосуємо дельта–метод. Позначаючи

⌘(G) =
3

3G
5 (�1) (G) =

1
5 0(5 (�1) (G))

, (4.44)

бачимо,що частиннi похiднi функцiї 6 дорiвнюють

601(G1, G2, G3) = ⌘

 
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

C�3/22 G2 � C�3/21 G1

!
·

C�3/21

⇣
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

⌘
⇣
C�3/22 G2 � C�3/21 G1

⌘2 , (4.45)

602(G1, G2, G3) = �⌘

 
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

C�3/22 G2 � C�3/21 G1

!
·

C�3/22

⇣
C�3/23 G3 � C�3/21 G1

⌘
⇣
C�3/22 G2 � C�3/21 G1

⌘2 ,

603(G1, G2, G3) = ⌘

 
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

C�3/22 G2 � C�3/21 G1

!
·

C�3/23

C�3/22 G2 � C�3/21 G1
.

Згiдно дельта–методу з (4.28) випливає збiжнiсть (4.40) з

e2 =
3’

8, 9=1
AC8C 9 (� )6086

0

9 (` (C1), ` (C2), ` (C3)).

Залишається довести,що608 (` (C1), ` (C2), ` (C3)) = !8/(⇡f22� ), 8 = 1, 2, 3. Розглянемо
в деталях доведення даної рiвностi для 8 = 1, випадки 8 = 2 та 8 = 3 розглядаються
аналогiчно. Використовуючи послiдовно (4.43), (4.44) i (4.37), отримуємо

⌘

 
C�3/23 G3 � C�3/22 G2

C�3/22 G2 � C�3/21 G1

! �����
G8=` (C8 )

= ⌘(5 (� )) =
1

5 0(� )
=

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘2
⇡

.
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Далi, пiдставляючи цей вираз в (4.45) i враховуючи спiввiдношення(4.42), маємо

601(` (C1), ` (C2), ` (C3)) =

⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘2
⇡

·

C�3/21

⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘

f22�
⇣
C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

⌘2

=
C�3/21

⇣
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

⌘
⇡f22�

=
!1

⇡f22�
.

Зауважимо,що наведене вище представлення видiляє 601(G1, G2, G3) < 0 в околi
точок(` (C1), ` (C2), ` (C3)), що є необхiдною умовою для застосування дельта–
методу. Похiднi 602 та 6

0

3 розглядаються аналогiчно. ⇤

Оцiнка � була отримана як розв’язок деякого експоненцiйного рiвняння.
Проте, мати явний вигляд оцiнки буде зручнiше для застосування та моде-
лювання. Виявляється,що для деяких окремих випадкiв можливо розв’язати
оцiнювальне рiвняння в явному виглядi. Розглянемо такi приклади детальнiше.

Припустимо, що C1 = ⌘ > 0, C2 = 2⌘, C3 = 4⌘. Пiдставляючи цi значення в
означення 5 , отримаємо

5 (� ) =
C
��

1
2

3 � C
��

1
2

2

C
��

1
2

2 � C
��

1
2

1

=
4��

1
2⌘��

1
2 � 2��

1
2⌘��

1
2

2��
1
2⌘��

1
2 � ⌘��

1
2

= 2��
1
2 .

Тому 5 (�1) (G) = 1
2 + log2 G , G > 0, отже (4.36) матиме вигляд1

b�# =
1
2
+ log+2

C�3/23 +# (C3) � C�3/22 +# (C2)

C�3/22 +# (C2) � C�3/21 +# (C1)
. (4.46)

В такому випадку

!1 =
4��

1
2 � 2��

1
2

⌘2��
, !2 = �

4��
1
2 � 1

23
2⌘2��

, !3 =
2��

1
2 � 1

8⌘2��
,

та

⇡ = ⌘2��1
⇣
2��

1
2 � 1

⌘ ⇣
4��

1
2 log(4⌘) � 2��

1
2 log(2⌘)

⌘
� ⌘2��1

⇣
4��

1
2 � 2��

1
2

⌘ ⇣
2��

1
2 log(2⌘) � log⌘

⌘
1Використовується log+2 , а не log2 щоб права частина (4.46) була завжди коректно визначеною.Функцiя

log+2 G визначено як log2 G якщо G > 0 i 0 якшо G  0. Зауважимо, що вираз пiд log+2 в (4.46) зрештою стає
додатним, оскiльки збiгається до 2��1/2.
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= ⌘2��1
⇣
4��

1
2 � 2��

1
2

⌘ ⇣
2��

1
2 log(4⌘) � log(2⌘) � 2��

1
2 log(2⌘) + log⌘

⌘
= ⌘2��12��

1
2

⇣
2��

1
2 � 1

⌘ ⇣
2��

1
2 log 2 � log 2

⌘

= ⌘2��12��
1
2

⇣
2��

1
2 � 1

⌘2
log 2.

Позначаючи ✓8 = ⇡�1!8⌘1+� log 2, отримуємо наступний результат.

Наслiдок 4.1. Нехай C1 = ⌘ > 0, C2 = 2⌘, C3 = 4⌘. Тодi оцiнка b�# може бути записана
в явному виглядi (4.46). В цьому випадку теорема 4.7 виконується з

e2 =
1

f422�⌘
2+2� (log 2)2

3’
8, 9=1

AC8C 9 (� )✓8✓9 ,

де ✓1 = 1
2��

1
2�1

, ✓2 = �
2��

1
2+1

2�+1
⇣
2��

1
2�1

⌘ , ✓3 = 1
2�+

5
2
⇣
2��

1
2�1

⌘ .

Зауваження 4.4. Очевидно явний вигляд оцiнки можна отримати i для бiльш
загального випадку, коли C1 = ⌘, C2 = 0⌘, C3 = 02⌘ з деяким 0 > 0. Тодi буде мати
мiсце оцiнка форми (4.46) з log+0 замiсть log+2 .

4.3.2 Оцiнювання параметрiв f та ^

Тепер припустимо, що iндекс Хюрста � вiдомий i побудуємо оцiнки коефi-
цiєнтiв f i ^. З перших двох рiвнянь системи (4.32) можна отримати наступнi
оцiнки:

bf2
# =

C�3/21 +# (C1) � C�3/22 +# (C2)

2�
⇣
C��1/2
1 � C��1/2

2

⌘ , b̂2
# =

C�1��1 +# (C1) � C�1��2 +# (C2)

2 1
2

⇣
C1/2��1 � C1/2��2

⌘ . (4.47)

Теорема 4.8. 1. Для будь-якого� 2 (0, 12) [ (
1
2, 1), (bf2

# , b̂2
# ) є строго консистентною

оцiнкою параметра (f2,^2) при # ! 1.
2. Для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4), оцiнка (bf2

# , b̂2
# ) є асимптотично нормальною:

p
#

 bf2
# � f2

b̂2
# � ^2

!
3
�! N(0, ⌃) при # ! 1, (4.48)

де асимптотична коварiацiйна матриця ⌃ складається з наступних елементiв:

⌃11 =
C�31 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C�32 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

22�

⇣
C2��1
1 � 2(C1C2)��

1
2 + C2��1

2

⌘ ,



98

⌃12 = ⌃21 =
C
�
5
2��

1 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C
�
5
2��

2 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

2�2 1
2

⇣
2 � C

��
1
2

1 C
1
2��
2 � C

1
2��
1 C

��
1
2

2

⌘ ,

⌃22 =
C�2��1 (AC1C1 (� ) + AC1C2 (� )) + C�2��2 (AC1C2 (� ) + AC2C2 (� ))

221
2

⇣
C1�2�1 � 2(C1C2)

1
2�� + C1�2�2

⌘ .

Доведення. Використовуючи означення (4.47) оцiнки bf2
# , можна переписати

помилку bf2
# � f у виглядi

bf2
# � f2 =

C�3/21
b+# (C1) � C�3/22

b+# (C2) � f22�C
��

1
2

1 + f22�C
��

1
2

2

2�
⇣
C
��

1
2

1 � C
��

1
2

2

⌘

=
1

2�
⇣
C
��

1
2

1 � C
��

1
2

2

⌘
✓
C�3/21

⇣b+# (C1) � f22�C
�+1
1 � ^22 1

2
C3/21

⌘

� C�3/22

⇣b+# (C2) � f22�C
�+1
2 � ^22 1

2
C3/22

⌘◆

=
C�3/21

⇣b+# (C1) � ` (C1)
⌘
� C�3/22

⇣b+# (C2) � ` (C2)
⌘

2�
⇣
C
��

1
2

1 � C
��

1
2

2

⌘ ,

де остання рiвнiсть випливає з (4.26). Аналогiчно можна розписати b̂2
# � ^2:

b̂2
# � ^2 =

C�1��1

⇣b+# (C1) � ` (C1)
⌘
� C�1��2

⇣b+# (C2) � ` (C2)
⌘

2 1
2

⇣
C
1
2��
1 � C

1
2��
2

⌘ .

Отже, бачимо, що випадковий вектор у лiвiй частинi (4.48) є лiнiйним перетво-
ренням лiвої частини (4.28) (для = = 2), а саме

p
#

 bf2
# � f2

b̂2
# � ^2

!

=

©≠≠≠≠≠
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(4.49)

Тому, з урахуванням збiжностi (4.28), можна зробити висновок, що (4.49) слабко
збiгається за розподiлом до двовимiрного нормального розподiлу з наступною
коварiацiйною матрицею:
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Tаким чином, теорему доведено. ⇤

4.3.3 Оцiнка максимальної вiрогiдностi та iнформацiя
Фiшера

В цьому пунктi аналiзується ефективнiсть оцiнки (bf2
# , b̂2

# ) порiвняно з оцiн-
кою максимальної вiрогiдностi (ОМВ). Зауважимо, що ОМВ складно обчислити,
проте, можливо знайти вiдповiдну iнформацiйну матрицiю Фiшера. Для побу-
дови ОМВ використовуються такi ж спостреження, як в попередньому пунктi, а
саме вектор спостережень буде

X# =
�
D (C1, X),D (C1, 2X), . . . ,D (C1,#X),D (C2, X),D (C2, 2X), . . . ,D (C2,#X)

�>.
Очевидно, X# має 2# -вимiрний гауссiв розподiл зiщiльнiстю

5 (X# , \ ) = (2c)�# (det �# )�
1
2 exp

⇢
�
1
2
X>

# �
�1X#

�
,

де �# – коварiацiйна матриця X# , тобто,

�# =

©≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠≠
´

d�C1C1 (0) · · · d�C1C1 (# � 1) d�C2C1 (0) · · · d�C2C1 (# � 1)
... . . . ...

... . . . ...

d�C1C1 (# � 1) · · · d�C1C1 (0) d�C2C1 (# � 1) · · · d�C2C1 (0)

d�C2C1 (0) · · · d�C2C1 (# � 1) d�C2C2 (0) · · · d�C2C2 (# � 1)
... . . . ...

... . . . ...

d�C2C1 (# � 1) · · · d�C2C1 (0) d�C2C2 (# � 1) · · · d�C2C2 (0)

™ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
¨

.

В силу (3.40), ця матриця може бути розписана як �# = f2�1# +^2�F# , де �1# та �F# є
коварiацiйними матрицями

�
D1 (C1, X),D1 (C1, 2X), . . . ,D1 (C1,#X),D1 (C2, X),D1 (C2, 2X), . . . ,D1 (C2,#X)

�>
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та

�
DF (C1, X),DF (C1, 2X), . . . ,DF (C1,#X),DF (C2, X),DF (C2, 2X), . . . ,DF (C2,#X)

�>
вiдповiдно. Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

✓ (X# , \ ) = �# log(2c) �
1
2
log(det �# ) �

1
2
X>

# �
�1
# X# .

Тодi ОМВ \ = (f2,^2) може бути отримано як розв’язок наступної системи
рiвнянь:

m✓ (X# , \ )

mf2 = �
1
2
tr(��1# �1# ) +

1
2
X>

# �
�1
# �1# �

�1
# X# = 0, (4.50)

m✓ (X# , \ )

m^2
= �

1
2
tr(��1# �F# ) +

1
2
X>

# �
�1
# �F# ��1# X# = 0 (4.51)

(тут i далi використовуємо диференцiальнi формули матрицi вiдносно заданого
параметра2, див. [84] для детального опису).

Оцiнку максимальної вiрогiдностi b\<;4
# параметра \ навряд чи можна записа-

ти в явному виглядi, оскiльки оцiнювальнi рiвняння мiстять обернену матрицю
��1# , якi нелiнiйно залежать вiд f2 i ^2. Проте, використовуючи загальну теорiю
оцiнок максимальної вiрогiдностi для залежних спостережень [32], можливо
обчислити асимптотичну нормальнiсть в наступнiй формi

()# (\ ))
1
2

⇣b\<;4
# � \

⌘
3
�! N(0, �2) as = ! 1, (4.52)

де)# (\ ) – iнформацiйнаматрицяФiшера i �2 є одиничноюматрицею розмiрностi
2 ⇥ 2. Строге доведення (4.52), так само, як i детальний аналiз асимптотичної
поведiнки)# (\ ), потребує додаткових дослiджень. Наскiльки нам вiдомо, навiть
для набагато простiшої моделi змiшаного броунiвського шуму ця проблема
поки що не повнiстю розв’язана, див. нову статтю [41] для деталей. Таким
чином, тут обмежуємося iдентифiкацiєю матрицi )# (\ ).

Лема 4.7. Iнформацiйна матриця Фiщера )# (\ ) записується у формi:
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2Для квадратичних матриць - i . , m(-. ) = (m- ). + - (m. ), m(- �1
) = �- �1

(m- )- �1, m(log(det- )) =
tr(- �1m- ), m(tr(- )) = tr(m- ).
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Доведення. Для того,щоб iдентифiкувати)# (\ ), обчислимо другi похiднi. Заува-
жимо, що
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Отже,
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Беручи математичне сподiвання, отримуємо вiдповiдний елемент iнформацiй-
ної матрицi Фiшера:
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i обчислити їх математичне сподiвання та знайти iншi елементи матрицi
)# (\ ). ⇤

Зауваження 4.5. 1. Аналогiчно до попереднього пункту у випадку � = 1
2 немо-

жливо оцiнити обидва параметри f2 i ^2 одночасно. Можливо оцiнити лише
суму f2

+ ^2. В цьому випадку �1# = �F# , тому оцiнюючi рiвняння (4.50) та (4.51)
збiгаються.
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2. Результати даного пункту є дiйсними для будь-яких iнших спостережень
вектора форми X = (D (C8, G:), 8 = 1 . . . ,",: = 1, . . .# ) i коварiацiйною матрицею
� (з розкладом � = f2�1 + ^2�F ).

3. Аналогiчний пiдхiд може бути застосовано для випадку невiдомого � ,
тобто до проблеми одночасного оцiнювання всiх трьох невiдомих параметрiв
f2, ^2 та � .

4.3.4 Моделювання

Проiлюструємо теоретичнi властивостi оцiнок деякими чисельними резуль-
татами. Розглянемо модель з коефiцiєнтами f = ^ = 1 для рiзних значень� . Для
кожного значення iндекса Хюрста � генеруємо 50 траєкторiй розв’язку D (C, G)
рiвняння (3.32). Траєкторiї розв’язку згенерованi за допомогою дискретизацiї
формули (3.34).

Табл. 4.9. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки b�# .

# 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє -0.0121 -0.0299 0.0353 0.0527 0.0682

Стд. вiдх. 0.5237 0.5552 0.2061 0.1242 0.0752
� = 0.2 Середнє 0.1616 0.1415 0.1910 0.1961 0.1799

Стд. вiдх. 0.3419 0.2243 0.1540 0.0897 0.0692
� = 0.3 Середнє 0.1543 0.2845 0.2685 0.2955 0.2999

Стд. вiдх. 0.4451 0.4177 0.1930 0.1314 0.0781
� = 0.4 Середнє 0.2254 0.2725 0.3129 0.2854 0.3313

Стд. вiдх. 0.8089 0.8803 0.4661 0.1608 0.1299
� = 0.6 Середнє 0.4563 0.3495 0.5266 0.5618 0.5775

Стд. вiдх. 0.7108 0.9010 0.2926 0.1992 0.1108
� = 0.7 Середнє 0.6384 0.7024 0.7160 0.7151 0.6980

Стд. вiдх. 0.3391 0.1512 0.1065 0.0848 0.0511
� = 0.8 Середнє 0.8160 0.8042 0.8073 0.8022 0.8074

Стд. вiдх. 0.1929 0.0922 0.0644 0.0467 0.0333
� = 0.9 Середнє 0.8583 0.8722 0.8815 0.8939 0.8958

Стд. вiдх. 0.1216 0.0772 0.0671 0.0474 0.0334

Вибрано C1 = 0.25, C2 = 0.5, C3 = 1 в якостi моментiв спостережень, щоб
задовольнялися умови Наслiдку 4.1 i оцiнка � могла бути обчислена, використо-
вуючи явну формулу (4.46). Для кожного C8 спостерiгається D (C8,:X), : = 1, . . . ,#
з кроком X = 1.
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Таблиця 4.9 мiстить значення середнiх та стандартного вiдхилення b�# для
рiзних � та # . Видно,що оцiнки збiгаються до дiйсних значень параметра � .
Проте, збiжнiсть набагато повiльнiша порiвняно з оцiнкою � у випадку лише
дробового броунiвського руху(тобто у випадку ^ = 0), який було розглянуто у
пiдроздiлi 4.2. Результати погiршуються, коли � наближається до 1/2 або, коли
� близький до нуля. Варто помiтити, що найкращi результати для b�# спостерi-
гаються при великих значеннях � (0.8 та 0.9), для яких немає асимптотичної
нормальностi.

Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнок bf2
# та b̂2

# наведенi в таблицях 4.10–
4.11. З них чiтко видно,що оцiнки збiгаються до дiйсних значень параметрiв,
проте, результати обох оцiнок погiршуються, коли значення � близькi до
1/2. Спостерiгаємо, що, навiдмiну вiд b�# , оцiнка bf2 повiльно збiгається для
� = 0.9, показуючи кращi результати для малих � . Зауважимо,що результати є
аналогiчними до випадку дробового броунiвського руху, що були розглянутi у
пiдроздiлi 4.2.

Табл. 4.10. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки bf2
# для f = 1, ^ = 1.

# 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 1.0084 1.0511 1.0571 1.0405 1.0440

Стд. вiдх. 0.3971 0.2933 0.1829 0.1355 0.0909
� = 0.2 Середнє 1.0963 1.0478 1.0407 1.0183 1.0170

Стд. вiдх. 0.3742 0.2370 0.1888 0.1261 0.1014
� = 0.3 Середнє 1.0107 1.0437 0.9616 0.9939 1.0032

Стд. вiдх. 0.4530 0.3618 0.2454 0.1673 0.1216
� = 0.4 Середнє 0.8117 1.0042 1.0566 1.0964 1.0660

Стд. вiдх. 0.9423 0.7003 0.4789 0.3048 0.2167
� = 0.6 Середнє 1.0905 1.1579 1.0793 1.0667 1.0673

Стд. вiдх. 0.6755 0.5750 0.3875 0.2967 0.2154
� = 0.7 Середнє 0.9536 1.0545 1.0653 1.0106 0.9889

Стд. вiдх. 0.4650 0.3498 0.2526 0.1649 0.1202
� = 0.8 Середнє 1.0171 1.0216 1.0287 1.0252 1.0095

Стд. вiдх. 0.4619 0.2805 0.2465 0.1720 0.1368
� = 0.9 Середнє 1.1814 1.1236 1.0738 1.0391 1.0308

Стд. вiдх. 0.8814 0.7882 0.6851 0.4922 0.3681
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Табл. 4.11. Середнi та стандартнi вiдхилення оцiнки b̂2
# для f = 1, ^ = 1.

# 28 29 210 211 212
� = 0.1 Середнє 1.0472 1.0133 1.0005 0.9953 0.9886

Стд. вiдх. 0.1664 0.1483 0.0963 0.0606 0.0442
� = 0.2 Середнє 0.9608 0.9720 0.9732 0.9876 0.9859

Стд. вiдх. 0.2430 0.1712 0.1338 0.0834 0.0720
� = 0.3 Середнє 0.9899 0.9638 1.0355 1.0075 1.0032

Стд. вiдх. 0.4197 0.3056 0.2059 0.1472 0.1017
� = 0.4 Середнє 1.2052 1.0076 0.9417 0.9092 0.9365

Стд. вiдх. 0.8747 0.6671 0.4480 0.2988 0.2188
� = 0.6 Середнє 0.8934 0.8285 0.9070 0.9258 0.9279

Стд. вiдх. 0.6869 0.5600 0.3733 0.2869 0.2137
� = 0.7 Середнє 1.0483 0.9526 0.9519 0.9863 1.0040

Стд. вiдх. 0.4351 0.3250 0.2228 0.1448 0.1078
� = 0.8 Середнє 0.9996 0.9938 0.9905 0.9848 0.9974

Стд. вiдх. 0.3113 0.1941 0.1429 0.1031 0.0795
� = 0.9 Середнє 1.0017 0.9877 0.9767 0.9870 0.9945

Стд. вiдх. 0.2985 0.2311 0.2072 0.1480 0.1084

4.4 Висновки
Учетвертомуроздiлi розглянуто задачу оцiнюванняпараметрiв стохастичних

диференцiальних рiвнянь теплопровiдностi з рiзними видами шуму.
Побудовано оцiнку параметра дифузiї стохастичного диференцiального

рiвняння теплопровiдностi у просторi í3,3 = 1, 2, 3, доведено строгу консистен-
тнiсть та асимптотичну нормальнiсть отриманої оцiнки.

На основi властивостей розв’язку стохастичного рiвняння теплопровiдностi з
дробовим броунiвським шумом, а саме стацiонарностi та ергодичностi процесу,
використовуючи ергодичну теорму, отримано оцiнку параметра дифузiї при
вiдомому параметрi Хюрста. Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну
нормальнiсть побудованої оцiнки. Також розглянуто задачу спiльного оцiнюва-
ння параметра дифузiї та параметра Хюрста, наведено строгу консистентну та
асимптотично нормальну оцiнку. Проведено чисельне моделювання отриманих
оцiнок, результати якого показують, що оцiнки збiгаються до дiйсних значень
параметрiв,що пiдтверджує теоретичнi результати.

Розглянуто задачу оцiнювання невiдомих параметрiв у стохастичному рiв-
няннi теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броунiвським шумом. Спочатку
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було побудовано строго консистентну та асимптотично нормальну оцiнку
параметра Хюрста, яка не залежить вiд iнших параметрiв рiвняння. Далi було
отримано спiльну оцiнку параметрiв при вiнерiвському процесi та дробовому
броунiвському шумi, вважаючи параметр Хюрста вiдомим. Доведено строго
консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть одержаної оцiнки. Проведно
моделювання запропонованих у роботi оцiнок параметрiв стохастичного ди-
ференцiального рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним шумом. Отриманi
чисельнi результати показали,що оцiнки збiгаються до дiйсних значень пара-
метрiв, що пiдтверджує теоретичнi результати.



Висновки

У дисертацiйнiй роботi одержано наступнi результати.
1. Розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi з

бiлим шумом. Доведено стацiонарнiсть та ергодичнiсть випадкового поля,
що є розв’язком даного рiвняння. Окрiм того, було обчислено дисперсiю
та коварiацiю цього випадкового поля.

2. Побудовано оцiнку параметра дифузiї f стохастичного диференцiального
рiвняння теплопровiдностi з бiлим шумом використовуючи ергодичну
теорему. Доведено строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть
отриманої оцiнки.

3. Дослiджено стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi з
дробовим броунiвським шумом та властивостi його розв’язку. Доведено,
що випадковий процес, який є розв’язком заданого рiвняння теплопровiд-
ностi, є стацiаонарним та ергодичним. Бiльш того, обчислено дисперсiю
та коварiацiю цього випадкового процесу та отримано верхню межу для
коварiацiйної функцiї.

4. На основi властивостей розв’язку стохастичного диференцiального рiвнян-
ня теплопровiдностi з дробовим броунiвським шумом побудовано оцiнку
параметра дифузiї f вважаючи параметр Хюрста � вiдомим. Доведено
строгу консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть одержаної оцiнки.

5. Отримано спiльну оцiнку параметра дифузiї та параметра Хюрста (f,� )

стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi з дробовим
броунiвським шумом, доведено строгу консистентнiсть оцiнки для всiх
� 2 (0, 1) та асимптотичну нормальнiсть для � 2

�
0, 34

�
.

6. Проведено моделювання отриманих оцiнок параметра дифузiї при вiдомо-
му� та спiльної оцiнки параметра дифузiї та параметра Хюрста. Отриманi
чисельнi результати показали,що оцiнки збiгаються до дiйсного значення
параметра,що пiдтверджує теоретичнi результати.
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7. Розглянуто стохастичне диференцiальне рiвняння теплопровiдностi зi змi-
шаним дробовим броунiвськимшумом,що складається з двох незалежних
стохастичних процесiв, а саме дробового броунiвського руху з iндексом
Хюрста � та вiнерiвського процесу. Доведено, що випадковий процес, що
є розв’язком даного рiвняння є стацiонарним та ергодичним. Знайдено
явний вигляд дисперсiї та коварiацiї. Також показано, що коварiацiйна
функцiя обмежена зверху.

8. Побудовано оцiнку параметра Хюрста � стохастичного диференцiального
рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним шумом, яка не залежить вiд
iнших параметрiв рiвняння. Доведено строгу консистентнiсть для � 2

(0, 12) [ (
1
2, 1) та асимптотичну нормальнiсть запропонованої оцiнки для

� 2 (0, 12) [ (
1
2,

3
4).

9. Отримано оцiнку параметрiв (f,^) стохастичного диференцiального рiв-
няння теплопровiдностi зi змiшаним дробовим броунiвським шумом
вважаючи параметр Хюрста � вiдомим. Доведено строгу консистентнiсть
для � 2 (0, 12) [ (

1
2, 1) та асимптотичну нормальнiсть для � 2 (0, 12) [ (

1
2,

3
4).

10. Проаналiзовано ефективнiсть оцiнкипараметрiв (f,^) порiвняно з оцiнкою
максимальної вiрогiдностi.

11. Проведено моделювання запропонованих у роботi оцiнок параметрiв для
стохастичного диференцiального рiвняння теплопровiдностi зi змiшаним
шумом. З отриманих чисельних результатiв видно, що оцiнки збiгаються
до дiйсного значення параметрiв, що пiдтверджує отриманi у роботi
теоретичнi результати.
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R код для моделювання оцiнок
require(somebm)

#Define Green function

G <- function(t,x){

1/sqrt(2*pi*t)*exp(-x^2/(2*t))

}

# generation of fBm on [-2^m,2^m]

generate.fbm <- function(H, n, m){

ymn <- (-2^(n+m):2^(n+m))/2^n # time partition for simulation

FBM <- fbm(hurst = H, n = 2^(n+m+1)) # path of fBm on [0, 1]

FBM <- ts(2^((m+1)*H)*(FBM - FBM[2^(n+m)+1]), start = ymn[1],

end = ymn[length(ymn)], frequency = 2^n) # rescale fBm to [-2^m, 2^m]

return(FBM)

}

# double integration (we calculate u(t,x))

double.int <- function(B, W, n, m, t, x, sigma, kapa){

yn <- seq(x-2^m, x+2^m, 2^(-n))

Bn <- window(B, start=x-2^m, end = x+2^m) #fBm

Wn <- window(W, start=x-2^m, end = x+2^m) #Wn -White noise

tn <- length(Bn)

delta_B <- Bn[2:tn] - Bn[1:(tn-1)] # vector of increments of fBm

delta_W <- Wn[2:tn] - Wn[1:(tn-1)] # vector of increments of Wn
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u <- 0

for (i in 1:length(delta_B))

{

integrand <- function(s) {G(t-s,x-yn[i])}

int <- integrate(integrand, 0, t)

u <- u + int$value * (sigma * delta_B[i] + kapa * delta_W[i])

}

return(u)

}

# calculate vector of u(t,xk)

generate.u <- function(B, W, xk, n, m, t, sigma, kapa){

process <- c()

for (k in 1:length(xk))

{

process <- c(process, double.int(B, W, n, m, t, xk[k], sigma, kapa))

}

return(process)

}

# H estimate

H_N <- function(uu1,uu2,uu3,t1,t2,t3){

H_est<-1/2+ifelse((t2^(-3/2)*mean(uu2)-t3^(-3/2)*mean(uu3))/

(t1^(-3/2)*mean(uu1)-t2^(-3/2)*mean(uu2))>0,

log2((t2^(-3/2)*mean(uu2)-t3^(-3/2)*mean(uu3))/

(t1^(-3/2)*mean(uu1)-t2^(-3/2)*mean(uu2))),0)

return(H_est)

}

const <- function(H){

(2^(H+1)*(2^H-1)*gamma(H+1/2))/(sqrt(pi)*(H+1))

}
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# parameters of the model

t1 <- 0.25

t2 <- 0.5

t3 <- 1

sigma <- 1

kapa <- 1

H <- 0.6

n <- 7 # patition step 2^{-n}

m <- 2 # we replace integral over R with integral over [x-2^m, x+2^m]

l <- 0 # step for observations delta = 2^{-l}

rr <- 8:12 # 12 number of observations N = 2^r

traj <- 50 # number of trajectories

matestimates_H <- c()

matestimates_sigma <- c() # matrix of estimates with known H for sigma

matestimates_sigmaH <- c() # matrix of estimates with unknown H for sigma

matestimates_kapa <- c() # matrix of estimates with known H for kappa

matestimates_kapaH <- c() # matrix of estimates with unknown H for kappa

rmax <- rr[length(rr)] # max number or observations

for(k in 1:traj){

print(paste(’Running simulation number’, k, ’...’))

vecestimates_sigmaH <- c()

vecestimates_sigma <- c()

vecestimates_kapaH <- c()

vecestimates_kapa <- c()

vecestimates_H <- c()

B <- generate.fbm(H,n,m+rmax-l-1)

W <- generate.fbm(0.5,n,m+rmax-l-1)
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xk <- seq(2^(-l), 2^(rmax-l), by = 2^(-l))

u1 <- generate.u(B, W, xk, n, m, t1, sigma, kapa) # vector of observations in t1

u1 <- u1^2 # squares of observations

u2 <- generate.u(B, W, xk, n, m, t2, sigma, kapa) # vector of observations in t2

u2 <- u2^2 # squares of observations

u3 <- generate.u(B, W, xk, n, m, t3, sigma, kapa) # vector of observations in t3

u3 <- u3^2 # squares of observations

for(r in rr){

xkk <- seq(from = 1, to = 2^(r-l), by = 2^(-l))

uu1 <- u1[xkk]

uu2 <- u2[xkk]

uu3 <- u3[xkk]

est_H <- H_N(uu1,uu2,uu3,t1,t2,t3)

vecestimates_H <- c(vecestimates_H,est_H)

est_sigmaH <- (t1^(-3/2)*mean(uu1)-t2^(-3/2)*mean(uu2))/

(const(est_H)*(t1^(est_H-1/2)-t2^(est_H-1/2)))

est_kapaH <- (t1^(-1-est_H)*mean(uu1)-t2^(-1-est_H)*mean(uu2))/

(const(1/2)*(t1^(1/2-est_H)-t2^(1/2-est_H)))

est_sigma <- (t1^(-3/2)*mean(uu1)-t2^(-3/2)*mean(uu2))/

(const(H)*(t1^(H-1/2)-t2^(H-1/2)))

est_kapa <- (t1^(-1-H)*mean(uu1)-t2^(-1-H)*mean(uu2))/

(const(1/2)*(t1^(1/2-H)-t2^(1/2-H)))

vecestimates_sigmaH <- c(vecestimates_sigmaH, est_sigmaH)

vecestimates_kapaH <- c(vecestimates_kapaH, est_kapaH)
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vecestimates_sigma <- c(vecestimates_sigma, est_sigma)

vecestimates_kapa <- c(vecestimates_kapa, est_kapa)

}

matestimates_H <- rbind(matestimates_H,vecestimates_H)

matestimates_sigmaH <- rbind(matestimates_sigmaH,vecestimates_sigmaH)

matestimates_kapaH <- rbind(matestimates_kapaH,vecestimates_kapaH)

matestimates_sigma <- rbind(matestimates_sigma,vecestimates_sigma)

matestimates_kapa <- rbind(matestimates_kapa,vecestimates_kapa)

}

print(paste(’Estimation for H’, H, ’...’))

# average values of estimates for H

apply(matestimates_H, 2, mean)

# standard deviations of estimates for H

apply(matestimates_H, 2, sd)

print(paste(’Estimation for sigma=’, sigma,’for unknown H’))

# average values of estimates for unknown H for sigma

apply(matestimates_sigmaH, 2, mean)

# standard deviations of estimates for unknown H for sigma

apply(matestimates_sigmaH, 2, sd)

print(paste(’Estimation for sigma=’, sigma,’for known H’))

# average values of estimates for sigma

apply(matestimates_sigma, 2, mean)

# standard deviations of estimates for sigma

apply(matestimates_sigma, 2, sd)

print(paste(’Estimation for kapa=’, kapa,’for unknown H’))

# average values of estimates for unknown H for kappa

apply(matestimates_kapaH, 2, mean)

# standard deviations of estimates for unknown H for kappa
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apply(matestimates_kapaH, 2, sd)

print(paste(’Estimation for kapa=’, kapa,’for known H’))

# average values of estimates for kappa

apply(matestimates_kapa, 2, mean)

# standard deviations of estimates for kappa

apply(matestimates_kapa, 2, sd)
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