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На підставі рішень контактних задач для волокнистих матеріалів і покриттів з композиційних 

матеріалів у статті розглядається реалізація методики розрахунку податливості зубчастих коліс з 
композиційних матеріалів, визначення параметрів контакту покриттів з волокнистих матеріалів. 
Для розрахунку контактних деформацій зубчастих коліс з металів і композитiв розроблено програму 
в середовищі Delphi, яка дає можливість реалізувати розрахунок коефіцієнтiв контактної деформа-
ції зуба зубчастого колеса, а також розрахунок контактних деформацій для зуба з волокнистим по-
криттям. Представлено інтегральне рівняння, яке дає розв’язок контактної задачі про вдавлювання 
штампа в ортотропне покриття. Для дослідження впливу властивостей матеріалу і товщини пок-
риття на параметри контакту було складено програму обчислення на ЕОМ, за якою проводився роз-
рахунок для різних товщин. 

Ключові слова: зубчасте колесо, композит, зона контакту, контактне переміщення. 
 

Based on the solutions of contact problems for fibrous materials and coatings of composite materials, 
the article considers the implementation of the method of calculating the pliability of gears of composite ma-
terials, determining the contact parameters of coatings of fibrous materials. To calculate the contact defor-
mations of gears made of metals and composites, a program was developed in the Delphi environment, 
which makes it possible to calculate the coefficients of contact deformation of the gear tooth, as well as the 
calculation of contact deformations for a tooth with a fibrous coating. An integral equation is presented, 
which gives a solution of the contact problem of pressing a stamp into an orthotropic coating. To study the 
influence of the properties of the material and the thickness of the coating on the contact parameters, a com-
puter program was compiled, which was used to calculate for different thicknesses. 

Key words: gear, composite, contact zone, contact movement. 
 
Статтю представив член-кор. НАН України Жук Я.О. 

 
1. Вступ 
Застосування у світовій практиці високош-

видкісного і надійного промислового транспорту 
(автомобілів, електронавантажувачів, підвісних 
канатних доріг, ескалаторів метро і ін.), а також 
удосконалення нових способів передачі рухів 
вимагає створення нових армуючих матеріалів та 
інженерних методик розрахунку. Наприклад, при 
дослідженні контактної  взаємодії пружних тіл із 
композитів [1,2,3] виникає необхідність створю-
вати нові методики розрахунку міцності і зносу 
зубів зубчастих коліс [4]. Композитні матеріали 
(КМ) забезпечують достатню міцність при зни-

женні ваги, і вони стали кращою заміною метале-
вим зубчатим колесам. У цій статті представле-
ний інженерний розрахунок контактних парамет-
рів при взаємодії сталевого зубчатого колеса і 
шестернi з композиту. Для цього розробляються 
математичні моделі і комп'ютерні програми роз-
рахунку напружень при контакті індентора з 
пружним тілом (або покриттям) з композиту за 
різних фізичних параметрів взаємодії. Слід за-
значити, що до теперішнього часу недостатньо 
вивчено вплив конструктивної анізотропії і фун-
кціонально-градієнтних властивостей матеріалів 
(ФГМ) для взаємодіючих елементів конструкцій 
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на їх напружено-деформований стан, а також 
вплив властивостей покриттів, нанесених на ро-
бочу поверхню зубчастого колеса (для зменшен-
ня тертя, зносу матеріалів і збільшення працезда-
тності зубчастої передачі). На рисунку 1 і рисун-
ку 2 представлені схеми контактної взаємодії зу-
бів з композиту (рис.1) (для покриття з компози-
ту, рис.2) зубчастих коліс з металевими зубами. 

 

 
 

Рис. 1 Модель контакту зубів шестерні з КМ ([1]) 
 

 
 

Рис. 2 Механіко-математична схема реальної пе-
редачі для зубів з покриттями 
 

2. Розрахунок податливості зубчастих ко-
ліс з композиційних матеріалів 

 Переміщення зубів зубчастих коліс з компо-
зитів, що перебувають у зачепленні, є одним з 
істотних факторів, які необхідно враховувати при 
розрахунку і проектуваннi зубчастих передач з 
КМ. Так, для успішного вирішення низки завдань 
щодо врахування розподілу навантаження між 
одночасно зачепленими  зубами, визначення фак-
тичного коефіцієнта перекриття, динамічного 
навантаження в зачеплениi та ін. - потрібно знати 
переміщення зубів. З існуючих конструкцій зуб-
частих коліс з КМ, закріплених на металевій ос-
нові, також коліс, металеві зуби яких покриті то-
нким шаром полімеру (композиту), істотно збі-
льшують жорсткість і згинну міцність зубів. Су-
часний метод знаходження переміщення зубів 
зубчастих коліс полягає в поділі і поетапному 
визначенні переміщень n  (згину) [4], ià – пе-

реміщень основи; n~ – контактних переміщень 
[2]. 

Визначення переміщень згину і переміщень 
основи добре відображено в роботах [2,4,6], де 
розв'язується задача теорії пружності про згин 
клина з урахуванням форми зубів з КМ, тому пе-
рейдемо безпосередньо до контактних перемі-
щень. 

 
3. Розрахунок контактних переміщень зу-

бів з композиційних матеріалів 
Розглянемо задачу про взаємодію циліндрів з 

волокнистого композиційного матеріалу i мета-
левого матеріалу. Для розробки математичних 
моделей, що враховують наявність волокон у ко-
нтактующих тілах, використовуємо математичну 
теорію пружності анізотропного середовища, за-
стосовуючи концепцію макромеханіки. При ви-
значенні параметрів контакту, використовуються 
характеристики матеріалів - об'ємна частка воло-
кна в матриці (вважаючи її матеріал ізотропним), 
модулi пружності, коефіцієнт Пуассона і межі 
міцності в різних напрямках для волокна. Зв'язок 
між напруженнями і деформаціями, використо-
вуючи узагальнений закон Гука [3], запишемо у 
вигляді: 

 

    elD    або      ,D 1el    
 

де el , – компоненти тензорів напружень і де-
формацій; 
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Для визначення контактного напруження при 
взаємодії ортотропних циліндрів величина зони 
контакту (напівширина) a  (мм) визначається за 
формулою [2]: 

 

,
)RR(Lm

RRP
a

21

212





     (1) 

 

де P  – сила тиску двох циліндрів (Н); L  – осьова 
довжина циліндрів (товщина циліндрів) (мм); 1R  
и 2R –радіуси двох взаємодіючих циліндрів (мм); 
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індекси (1) і (2) характеризують матеріали двох 
циліндрів (якщо два циліндра волокнисті), а для 
металевого циліндра візьмемо 
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де сталі ijS  при плоскій деформації визначають-

ся з [2] наступним чином: 
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індекси ji,  технічних сталих матеріалів цилінд-

рів (модуля пружності E  (МПа), коефіцієнта 
Пуассона   і модуля зсуву G  (МПа)) характе-
ризують різні напрямки і обчислюються за фор-
мулами  (правилом сумішей): 
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індекси f  і m  позначають волокно і матрицю 

відповідно; V  – об'ємна частка волокна в матри-
ці матеріалу; mf K,K  – об'ємні модулі пружності 

волокна і матриці.  
Рівняння, яке описує тиск )(xp  в зоні конта-

кту a , має вигляд [2]: 
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Максимальні контактні напруження визна-
чаються за формулою: 
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Якщо матеріал зубів коліс має властивості 
ортотропії, то контактнi переміщення v (мм) ви-
значаються за залежністю [2] 
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де q  – міра контактного зближення відстані 

(мм), що дорівнює, наприклад, a20 . 
Дана залежність легко перетворюється у фо-

рмулу для визначення контактного зближення 
iзотропного циліндра при 121   ,  і має вигляд 

[2, 5] 
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Зближення двох контактуючих зубів (мм) яв-
ляє собою суму контактних переміщень кожного 
зуба. 

Для визначення контактних переміщень зу-
бів з однорiдного iзотропного полімерного коле-
са, що перебуває в зачепленні, дістанемо з перет-
ворених формул Герца-Бєляєва, які наведені, на-
приклад, у [5, 6]. Існуючі підходи до вибору ба-
зових точок рекомендують приймати відстані q  

вiд 10 до 20а, де 2a  – зона контакту. Експериме-
нти з визначення  , проведені для випадку мета-
лополімерного контакту, коли практично виклю-
чається контактне переміщення металевого зуба, 
показали, що для пластмас в міру віддалення від 
точки контакту згасання деформації відбувається 
повільніше, ніж для випадку контакту зуба мета-
левих коліс, і величина q  може коливатися в 
межах a)2015(  . З огляду на це, приймемо за 

міру контактного зближення відстань q  в 20a. 
Тоді, вважаючи  що для пластмас коефіцієнт Пу-
ассона 0, 4  , остаточно маємо коефіцієнт кон-

тактних переміщень: .8,1
P

Ec
k 

  

Для прикладу розглянемо металеве зубчасте 
колесо, яке зчеплюється з колесом, на зуби якого 
нанесено полімерне облицювання однакової за 
висотою товщини (а.с. СРСР № 644992) [7]. Як 
уже зазначалося, з урахуванням різниці модулів 
пружності металу і пластмаси, можна прийняти, 
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що металевий зуб і арматура, що сріплюється з 
ним, облицьованого полімером, є абсолютно жо-
рсткими. Тому сумарне переміщення зубів у про-
цесі контакту визначається тільки контактними 
переміщеннями полімерного облицювання. Для 
визначення контактного переміщення полімерно-
го облицювання скористаємося перетвореними 
формулами, представленими у [2] 
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У таблиці 1 наведені значення переміщень 

k  для деяких значень ah /  (при 0, 4  ). Тут 

параметр h виступає як базова відстань q  (яка 
було введена раніше). Якщо приймемо aq 20 , 
то розрахунок за запропонованою формулою дає 

95,1k  . Цей результат підтверджує можливість 
використовувати наведену формулу для визна-
чення контактних переміщень цілісних зубчастих 
коліс. Якщо 1/ ah  (тобто полімерне облицю-
вання дуже тонке), то використовуємо асимпто-
тичний розв’язок. Аналогічно визначаємо конта-
ктні переміщення для волокнистого покриття. 

 

  Таблиця  1  
Значення коефіцієнта переміщення   

k в залежності від /h a  
 

a/h  1,5 2 2,5 3 10 

k  0,601 0,74 0,852 0,945 1,58 

 
4. Методика визначення параметрів  
контакту 
Для розв’язання задач контактної взаємодії, з 

точки зору трибології, для покриттів з волокнис-
тих матеріалів необхідно скласти математичну 
модель, яку визначають вдавлюванням штампа в 
ортотропну смугу. Розглянемо покриття на жорс-
ткій основі, армованого волокнами, які орієнто-
вані в напрямку однієї з осей x або y (рис.2). Ви-
користовуючи методику, запропоновану в книзі 
[2], зводимо контактну задачу (опускаючи про-
міжні викладки) про вдавлювання циліндричного 
штампа в ортотропне покриття до інтегрального 
рівняння. За допомогою методів операційного 
числення легко показати, що розв’язання контак-
тної задачі про вдавлювання штампа в ортотроп-

не покриття зводиться до розв'язку інтегрального 
рівняння: 
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Розв’язок інтегрального рівняння шукаємо у 
вигляді ряду 
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Так, у разі вдавлювання циліндричного шта-
мпа, отримуємо наступні залежності для визна-
чення тиску 

 

 
2

2 2 1
2 2

2
4

2 4 2

1 22 4 2 2
22

2
2

2 4 4

2
( ) 1 0,5

4

/

7 1
( )

8

1 3
1 .

2 2 /

dP x
p x a x

ah a

d

h a

x x a

a a S R a x

x d

a h a



 

  
      

 
 

      
 

         
   

 

 

Напівширину площадки контакту визначимо 
з рівняння 
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Невідомі коефіцієнти 
id  визначаються чисе-

льно інтегруванням, як у випадку ізотропної сму-
ги 
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Вирази для L представлені в книзі [2]. 
Якщо покриття на пружній основі, то можна 

зробити розрахунок за асимптотичними форму-
лами, враховуючи, що відношення модуля зсуву 
покриття до модуля зсуву основи має бути мен-
шим за 1 (аналогічно, як це представлено у [2]), 

1r ). 
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Розглянемо випадок контакту циліндричного 

індентора з ортотропним покриттям на пружнiй 
ізотропнiй основі. На підставі раніше розробле-
ної теорії розрахунку покриттів з композитів [2] 
побудована методика, визначення параметрів ко-
нтакту індентора з ортотропним покриттям на 
пружній ізотропнiй основі, яку можна легко за-
стосувати для оцінки параметрів контакту для 
різних товщин покриття і матеріалів. Для дослі-
дження впливу властивостей матеріалу і товщини 
покриття на параметри контакту була складена 
програма на ЕОМ, за якою проводився розраху-
нок для різних товщин. Слід зазначити, що дос-
лідження про вплив iзотропної основи на iзотро-
пне покриття було представлено у багатьох робо-
тах, але вплив iзотропної основи для ортотроп-
них покриттів представлено в [2, 8]. Звичайно, на 
параметри контакту ортотропного покриття 
впливають як усі модулі пружності, що входять у 
фізичні співвідношення між деформаціями і на-
пруженнями, так і пружні сталі основи. Як пара-
метр, що характеризує пружні властивості орто-
тропного покриття і пружні властивості iзотроп-
ної основи, вводиться параметр EE /2 , де 2E  – 
модуль пружності в напрямку, ортогональному 
до волокон (вiсь y); E  – модуль пружності iзот-
ропної основи. На рисунках 3 и 4 наведені зале-
жностi зміни параметрів контакту тиску 

0/~ ppp m  і зони контакту 0/~ aaa   від 

0/~ ppp m , де 
m

RP
a


2

0  ,   ,))((
1)1(

2221


 Sm    

0p , 0a  –  тиск i зона контакту (задача типу Гер-

ца), mp  – максимальний тиск. Представлені ре-

зультати є оціночними, вони показують якісний 
вплив пружних властивостей матеріалів і їх спів-
відношень на параметри контакту, і можуть за-
стосовуватися в інженерних розрахунках. 
Таким чином, використовуючи рисунок 3 і рису-
нок 4, можна легко знайти параметри контакту 
(зону контакту і тиск) для жорсткого циліндра, 
що вдавлюють у покриття з КМ. Наприклад, при 
заданих модулях пружності покриття, основи і 
навантаження, визначаємо зону контакту 

0
2a  (за 

формулою Герца), потім знаходимо реальну зону 
контакту a2  і максимальні напруження (2) і пе-
реміщення (3). Напружений стан у покритті зна-
ходимо за комп'ютерною програмою, аналогіч-
ною до [9], для програмного модуля розрахунку 
напружень в смузі. 
 

 
 

Рис. 3  Залежність відносного тиску 0/
M

p p  вiд 

ha /   при вдавливании жорсткого 
циліндричного штампа в ортотропних покриття  
з модулями пружності 2E  для різних відношень 
пружних сталих покриття і основи: 

2 2 2 2 20 1;1 0, 2;2 0,05;3 2,5; 4 8
E E E E E

E E E E E
         

 
 

 
 

Рис. 4  Залежність відносної півширини  
площадки контакту 0/ aa   вiд ha / .  
Умови та позначення ті ж, що на рисунку 3. 

 
Висновки 
Згідно з поданою методикою при заданих на-

вантаженнях, товщинах покриттів і модулях 
пружності покриття й основи визначаємо зону 
контакту (рис.4) металевого циліндра з волокни-
стим покриттям (яке математично моделює взає-
модії зуба з волокнистого композиту), а потім за 
обраними параметрами визначаємо тиск (рис. 3), 
згідно з відомими методиками деталей машин 
[6], будуємо інженерні залежності розрахунку 
зубів з волокнистих покриттів на контактну міц-
ність. 
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