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РЕФЕРАТ

Обсяг роботи 29 сторiнок, 15 джерел посилання, 5 iлюстрацiй, 1

таблиця, 1 додаток.

Ключовi слова:

ДЕЦЕНТРАЛIЗОВАНИЙ АЛГОРИТМ, ВАРIАЦIЙНА НЕРIВНIСТЬ,

МОНОТОННИЙ ОПЕРАТОР, МЕТОД ЕКСТРАПОЛЯЦIЇ З МИНУЛО-

ГО

Об’єкт дослiдження - децентралiзований метод екстраполяцiї з ми-

нулого.

Мета роботи - аналiз збiжностi децентралiзованих методiв, дослi-

дження збiжностi децентралiзованого методу екстраполяцiї з минулого.

Результати: було проведено експерименти для децентралiзованого

методу екстраполяцiї з минулого, розглянуто альтернативнi методи.

Робота органiзована наступним чином. На початку наведений спи-

сок основних позначень. Вступ мiстить коротку мотивацiю для розгляду

даної теми. Теоретична частина складається з 2 роздiлiв та 10 пiдроздi-

лiв. У цих роздiлах розглядається: постановки задач та методи розв’язання.

У практичнiй частинi наведений опис та результати обчислювальних екс-

периментiв. В кiнцi наявнi висновки. У додатку A мiстяться елементи

коду.
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Список основних позначень

m - к-ть агентiв у розподiленiй мережi

SM - властивiсть сильної монотонностi оператора

M - властивiсть монотонностi оператора

NM - властивiсть немонотонностi оператора

F,Fi - загальний оператор (визначається як середнє) та оператор

i-го агента вiдповiдно

n - розмiрнiсть простору

xk
або x(k) - точка, що вiдповiдає k-iй iтерацiї



5

ВСТУП

Варiацiйнi нерiвностi виникають при розглядi проблем оптимiза-

цiї, оптимального керування, математичної фiзики, пошуку рiвноваги в

задачах теорiї iгор та економiки, тощо. Вони стали предметом активних

дослiджень ще з 60-их рокiв 20 столiття.

Щодо останнього часу, то можна, наприклад, згадати роботи по

навчанню GAN (generative adversial networks - змагальних нейронних

мереж). Для навчання цих моделей застосовують методи варiацiйних

нерiвностей [10].

У данiй роботi ми розглянемо частковий випадок постановки задачi

варiацiйної нерiвностi, а саме, варiацiйну нерiвнiсть без обмежень. Тобто,

буде розглянута задача пошуку нуля монотонного оператора.

Для розв’язання задачi будуть розглянутi децентралiзованi методи.

Активнi дослiдження в галузi розподiлених та паралельних методiв

беруть початок з 1980-х рокiв (роботи Дж. Цициклiса та Д. Берцекаса

[3], [4]). Зазвичай паралельнi методи застосовуються до систем, що за-

здалегiдь були спроектованi для пришвидшення обчислень, наприклад,

мережа процесорiв у суперкомп’ютерах.

Роподiленi методи ж застосовуються до мереж, що виникли ’приро-

дним’ чином, без безпосередньої мети в оптимiзацiї швидкостi обчислень.

Зокрема, мова може йти про мережу датчикiв у будiвлi або на виробни-

цтвi, що проводять вимiри. Або це може бути мережа дата центрiв, що

в першу чергу, є хранилищем даних, а виконання обчислень є їх дру-

горядною задачою. Для прикладу, можна уявити мережу дата центрiв

рiзних лiкарень, або мережу з серверiв наукових установ. Характеристи-

кою даних мереж є непостiйнiсть їх топологiї у часi (сервер може вийти

з ладу, комунiкацiя мiж серверами може бути порушена), значнi витра-

ти на комунiкацiю, неможливiсть або недоцiльнiсть збору всi даних в

одному вузлi.

Ми будемо користуватися термiнологiєю авторiв [14] i роздiляти

поняття децентралiзованих та розподiлених методiв. Децентралiзованi
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методи є пiдкласом розподiлених методiв. Вiдмiннiсть полягає в тому,

що у розподiлених методах передбачається можливiсть iснування вузла,

що здiйснює централiзовану координацiю: отримує данi вiд усiх iнших

вузлiв, здiйснює обчислення, транслює результати.

Огляд розподiлених методiв, що передбачають наявнiсть централь-

ного вузла, а також, децентралiзованих методiв наведено у [14]. Крiм

того, огляд певних децентралiзованих методiв для задач оптимiзацiї на-

ведений у роботi [9].
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1 ДЕЦЕНТРАЛIЗОВАНА ПОСТАНОВКА ЗА-
ДАЧ

У цьому роздiлi буде розглянуто децентралiзованi постановки для

задачi пошуку розв’язку варiацiйних нерiвностей та задач оптимiзацiї.

1.1 Децентралiзованi варiацiйнi нерiвностi та децен-

тралiзована оптимiзацiя

Децентралiзована постановка деяких задач може виникати приро-

дним чином, якщо iнформацiя про оператор (для варiацiйних нерiвно-

стей) / цiльову функцiю (для задач оптимiзацiї) розподiлена на вузлах

мережi. Припускається, що в цiй мережi кожен вузол має локально певнi

данi, але нема можливостi зiбрати всi данi на конкретному вузлi. При-

чини вiдсутностi такої можливостi можуть полягати у обмеженнях на

пам’ять або в необхiдностi забезпечити приватнiсть даних.

Кожен вузол може виконувати обчислення локально та обмiнюва-

тися даними зi своїми сусiдами. Зауважимо, що зв’язки мiж вузлами в

мережi можуть бути не постiйнi в часi (наприклад, через збої у каналах

зв’язку).

Прикладом децентралiзованих мереж може бути мережа датчикiв

у певному матерiалi, у системi живлення. Також, це може бути Peer-2-

Peer мережа пристроїв, тобто мережа з рiвноправних пристроїв, у якiй

немає одного центрального сервера з повною iнформацiєю. Такий при-

клад мережi наведений на рис. 1.

Далi наведемо приклади задач у децентралiзованих мережах:

1. Задача про консенсус. Умова задачi полягає в наступному. На ко-

жному вузлi знаходиться число. Мiж деякими вузлами є канал ко-

мунiкацiї i можливiсть обмiнюватися значеннями. Мета полягає у

знаходженнi середнього арифметичного початкових чисел на ву-

злах.
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Рис. 1: Приклад децентралiзованої мережi

2. Задачi машинного навчання. Наприклад, задача побудови лiнiйно-

го класифiкатора за умови, що кожен вузол має доступ до iнфор-

мацiї лише про частину об’єктiв загальної вибiрки.

1.2 Задача децентралiзованої оптимiзацiї

У задачах децентралiзованої оптимiзацiї розглядають цiльову фун-

кцiю, що розкладається у суму компонент. Тобто потрiбно знайти мiнi-

мум функцiї:

min
x2X

f(x), де f(x) =
mX

i=1

fi(x) (1.1)

При цьому функцiя fi вiдома лише i�му агенту. Усього в мережi вiдпо-

вiдно m агентiв. Також припускається, що допустима множина X ⇢ Rn
-

вiдома кожному агенту, а функцiя (1.1) опукла. Крiм того, справедливе

наступне припущення
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Припущення 1. Множина X ⇢ Rn
замкнена й опукла, кожна з фун-

кцiй fi : Rn ! R є опуклою.

Позначимо множину iндексiв вузлiв наступним чином:

[m] = {1, 2, ..,m}

Також, вважаємо час дискретизованим

1, 2, ..k, ...

Нехай структуру комунiкацiйної мережi в момент часу k задає граф

Gk = ([m], Ek), де Ek � множина ребер

Позначимо множину сусiдiв i-го вузла в момент часу k

Ni(k) = {j 2 [m] | i $ j 2 Ek} [ {i}

Зауважимо, що множина сусiднiх вузлiв Ni(k) включає вузол i, що вiд-

ображає той факт, що i-ий вузол має доступ до даних сусiдiв та власних

даних.

На графи будемо накладати наступне припущення

Припущення 2. Граф Gk у довiльний момент часу є зв’язним.

Далi задачу оптимiзацiї (1.1) слiд переформулювати таким чином,

щоб кожен агент мав свiй набiр точок, i мiг незалежно вiд iнших онов-

лювати їх. Цей перехiд називають декомпозицiєю задачi.

Розглянемо замiсть простору Rn
добуток Rn ⇥ Rn ⇥ ... ⇥ Rn

та

запишемо наступну задачу оптимiзацiї

f(x1, x2, ..., xm) ! min (1.2)

де f(x1, x2, ..xm) =
mX

i=1

fi(xi)

за умов xi 2 X, xi = x, 8 i 2 [m], для деякого x 2 X (1.3)
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Ця задача еквiвалентна (1.1).

Позначимо

xi(k)� поточне значення на момент k в i� му вузлi

Зазвичай в алгоритмах централiзованої (звичайної) умовної оптимiзацiї

на кожному кроцi отримують точку, що задовольняє усiм обмеженням

(лежить у допустимiй множинi).

Натомiсть в децентралiзованих алгоритмах вектор

x(k) = (x1(k), x2(k), ..., xm(k))

не обов’язково задовольняє умовi (1.3).

Але агент в i-му вузлi в момент часу k може обмiнятися з сусiдами

значеннями поточних векторiв у вузлах. Таким чином, метою агента має

бути, оптимiзацiя вiдомої йому функцiї fi, а також, певне усереднення,

враховуючи значення в сусiднiх вузлах.

Зважаючи на те, що агенти мають iнформацiю про значення не в

усiх вузлах, а лише в сусiднiх, то замiсть задачi (1.2) -(1.3), сформулюємо

наступну

minf(x1, x2, ..xm) (1.4)

за умови xi 2 X, xi = xj 8 j 2 Ni(k) 8 i 2 [m] (1.5)

Цю задачу i намагаються колективно вирiшити агенти на k-му кроцi.

Далi детальнiше розглянемо наявнi обмеження. Для множини, за-

даної умовою (1.5), уведемо позначення

Ck = {(x1, x2, ...xm) 2 Xm | xi = xj 8 j 2 Ni(k) 8 i 2 [m]}

Зауваження 1. За виконання припущення 2 маємо

Ck = {(x1, x2, ...xm) 2 Xm | xi = x для деякого x 2 X 8 i 2 [m]}

Гранична постановка послiдовностi задач (1.4)-(1.5) має вигляд

minf(x1, x2, ..xm) (1.6)

за умови (x1, x2, ...xm) 2 \1
k=1Ck (1.7)
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1.3 Задача про консенсус

Наведемо дуже простий, проте наочний приклад. Уже згадувану

ранiше задачу про консенсус можна подати як задачу розподiленої опти-

мiзацiї:

min 0 (1.8)

за умови (x1, x2, ...xm) 2 \1
k=1Ck (1.9)

Тобто мета полягає у знаходженнi точки, що задовольняє обмеженням

(1.9).

У подальших роздiлах буде розглянуто методи розв’язання цiєї за-

дачi.

1.4 Децентралiзована постановка варiацiйної нерiв-

ностi

Для децентралiзованої постановки варiацiйної нерiвностi поклада-

ють, що кожен агент знає лише власний оператор Fi. Потрiбно знайти

точку z⇤ 2 X ⇢ Rn
, що

h 1
m

mX

i=1

Fi(z), z � z⇤i � 0 8 z 2 X (1.10)

тобто потрiбно знайти слабкий розв’язок для варiацiйної нерiвностi з

оператором, що задається як сума:

F (z) =
1

m

mX

i=1

Fi(z). (1.11)

Далi згадаємо основнi властивостi, якi накладають на оператори

Fi та F .

Припущення 3 (Лiпшицевiсть). Для довiльного iндексу i оператор Fi

є лiпшицевим з константою L:

kFi(z1)� Fi(z2)k  Lkz1 � z2k 8 z1, z2 2 X
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Припущення 4. Оператор F задовольняє одну з наступних умов

(SM) Сильна монотоннiсть. Iснує константа µ > 0, що

hF (z1)� F (z2), z1 � z2i � µkz1 � z2k2 8 z1, z2 2 X (1.12)

(M) Монотоннiсть. Для довiльних z1, z2 з X виконується:

hF (z1)� F (z2), z1 � z2i � 0 (1.13)

(NM) Немонотоннiсть. Iснує z⇤ 2 X, що для довiльного

z 2 X

hF (z), z � z⇤i � 0. (1.14)

Припущення 3 та умови (SM)-(M) є класичними умовами для опе-

ратора варiацiйної нерiвностi. Умова (NM) є доволi стандартною для

варiацiйних нерiвностей з не монотонним оператором. Вона зустрiчає-

ться в лiтературi для рiзних постановок варiацiйних нерiвностей, у тому

числi для децентралiзованих (робота Liu та iн. [11]).

Варто звернути увагу, що умова лiпшицевостi накладається на ко-

жний оператор Fi. Тодi як одна з умов монотонностi накладається лише

на загальний сумарний оператор - F .

Припущення 5 (D-неоднорiднiсть). Рiзниця мiж локальним та за-

гальним оператором є обмеженою: для довiльного i, для довiльного z 2
X:

kFi(z)� F (z)k2  D2
(1.15)

Останнє припущення є доволi стандартним у лiтературi для децен-

тралiзованих методiв. Якщо оператори неоднорiднi, тобто D > 0, то це

якiсно погiршує оцiнки швидкостi збiжностi.
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2 ДЕЦЕНТРАЛIЗОВАНI МЕТОДИ

2.1 Метод усереднень для задачi про консенсус

Нагадаємо, що задача про консенсус формулюється у вигладi (1.8)-

(1.9). У цьому роздiлi розглянемо спосiб її розв’язання.

На k-му кроцi для i-го агенту запишемо штрафну задачу

min
x2X

X

j2Ni(k)

wij(k)kx� xj(k)k2 (2.1)

з вагами wij(k), що задовольняють

wij(k) > 0 8 j 2 Ni(k),
X

j2Ni(k)

wij(k) = 1. (2.2)

Отримати розв’язок штрафних задач (2.1) для i-го агенту можна у ви-

глядi [9]

xi(k + 1) =
X

j2Ni(k)

wij(k)xj(k) 8 i 2 [m], k � 0 (2.3)

Можна покласти

wij(k) = 0 8 j /2 Ni(k) (2.4)

Нехай W (k) - матриця, що складається з елементiв wij(k), W (k) 2 Rm⇥m
.

Далi розглянемо скалярну постановку задачi, тобто при

X ⇢ R, x(k) 2 Rm
. Алгоритм консенсусу матиме наступний компактний

вигляд

x(k + 1) = W (k)x(k) (2.5)

Для матрицi усереднення W (k) вводять наступне припущення:

Припущення 6. Для довiльного k � 0 матриця W (k) має наступнi

властивостi

(а) W (k) двiчi стохастична
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(б) W (k) узгоджена з графом Gk, тобто

wij(k) = 0 () i 6= j та i $ j /2 Ek

(в) усi дiагональнi елементи додатнi

wii(k) > 0

(г) Iснує ⌘ > 0, не залежне вiд k, що

wij(k) > ⌘ 8 j 2 Ni(k) 8 i 2 [m]

Приклад 1 (Незмiнна матриця усереднення). Якщо матриця усередне-

ння не змiнюється з часом

W (k) ⌘ W

то алгоритм (2.5) набуває вигляду

x(k + 1) = W k+1x(0) (2.6)

Збiжнiсть алгоритму (2.6) для двiчi стохастичної матрицi W ви-

пливає з теорiї Фробенiуса-Перрона. Для просто стохастичної матрицi

W асимпотичний аналiз (2.6) наведено, наприклад, у роботi [13].

Далi будемо позначати

• d - одиничний вектор розмiрностi d

• v0 - транспонування v

Для загального випадку в роботi [9]) була сформульована та дове-

дена наступна лема

Лема 1. Нехай послiдовнiсть графiв {Gk} задовольняє припущення 2

i послiдовнiсть матриць {W (k)} задовольняє припущення 6. Тодi для

довiльних s � 0, k � 0 виконується

sup
x2Rm,kxk=1

k
✓
W (k)W (k � 1)...W (s+ 1)W (s)� 1

m
m

0
m

◆
xk2 

⇣
1� ⌘

2m2

⌘k�s
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Зокрема 8 i, j 2 [m] та s � 0, k � 0
✓
[W (k)W (k � 1)...W (s+ 1)W (s)]ij �

1

m

◆2


⇣
1� ⌘

2m2

⌘k�s

Як наслiдок даної леми, маємо, що послiдовнiсть, побудована за

алгоритмом консенсусу (2.5), збiгається зi швидкiстю геометричної про-

гресiї до вектора-консенсусу, усi елементи якого рiвнi середньому ари-

фметичному початкових значень:

lim
k!1

x(k) =
0
mx(0)

m
m = average(x(0)) m

2.2 Децентралiзований субградiєнтний метод для за-

дачi оптимiзацiї

Далi розглядатимемо загальну постановку задачi децентралiзова-

ної оптимiзацiї (1.6)-(1.7). На k-му кроцi для i-го агента можна ввести

штрафну функцiю

Fik(x) = fi(x) + �X(x) +
X

j2Ni(k)

wij(k)kx� xj(k)k2,

де �X � iндикаторна функцiя множини X

Iдея методу полягає в тому, що i�ий агент спочатку переобчислює вла-

сну точку, ’узгоджуючи’ її з точками, отриманими вiд сусiдiв (аналогiчно

до кроку в алгоритмi консенсусу (2.3)). А далi вiдбувається субградiєн-

тний крок для оптимiзацiї fi на X .

Метод 1 (Decentralized Subgradient Method). Крок децентралiзованого

субградiєнтного методу має вигляд

yi(k + 1) =
mX

j=1

wij(k)xj(k)

xi(k + 1) = PX [yi(k + 1)� ↵k+1gi(k + 1)] (2.7)

де gi(k + 1) - субградiєнт fi у точцi yi(k + 1), а ваги wij(k) - задоволь-

няють (2.2),(2.4).
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Також, позначимо

✏i(k + 1) = PX [yi(k + 1)� ↵k+1gi(k + 1)]� yi(k + 1) =

= xi(k + 1)� yi(k + 1)

Для бiльш компактного запису кроку методу увведемо наступнi матрицi:

X(k) =

2

66664

xT1 (k)

xT2 (k)

...

xTm(k)

3

77775
,E(k) =

2

66664

✏T1 (k)

✏T2 (k)

...

✏Tm(k)

3

77775
.

Маємо компактне представлення iтерацiї методу:

X(k + 1) = W (k)X(k) + E(k) 8 k � 0 (2.8)

де перший доданок у правiй частинi вiдповiдає за усереднення, а E(k)

можна розглядати як деяке збурення.

2.3 Збiжнiсть децентралiзованого субградiєнтного ме-

тоду

У роботi [9] наведено наступний результат про збiжнiсть децентра-

лiзованого субградiєнтного методу

Теорема 1 (Збiжнiсть Decentralized Subgradient методу). Нехай субгра-

дiєнти функцiй fi рiвномiрно обмеженi:

9 C > 0 що ksk  C 8 s 2 @fi(z) 8 z 2 X 8 i 2 [m]

та нехай розмiр кроку обирається так, щоб

↵k+1  ↵k 8 k � 0,
1X

k=0

↵2
k < 1,

1X

k=0

↵k = 1,

Також припускаємо, що задача (1.1) має розв’язок. Тодi послiдовнiсть

{xi(k)}, i 2 [m] породжена методом (2.7) збiгається до розв’язку (1.1):

lim
k!1

kxi(k)� x⇤k = 0 8 i 2 [m] для деякого x⇤ 2 X⇤
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2.4 Децентралiзований екстраградiєнтний метод для

варiацiйних нерiвностей

Оригiнальний екстраградiєнтний метод для розв’язання варiацiй-

ної нерiвностi був сформований Г. Корпелевич ([1]). Метод має наступний

вигляд:

Екстраградiєнтний метод
Вхiд: z0 2 X,� 2 (0, 1

L)

for k = 0, .., t� 1 do

yk = PX(z
k � �F (zk))

zk+1 = PX(z
k � �F (yk))

end for
Вихiд: 1

t

Pt
s=1 z

s

Метод записаний для варiацiйної нерiвностi з оператором F над допу-

стимою множиною X . Тут i далi PX - оператор метричної проекцiї на X .

Децентралiзований варiант екстраградiєнтного методу розгляну-

тий у роботi [15]. Проте, наразi метод був дослiджений лише для по-

становки варiацiйної нерiвностi без обмежень, тобто коли X = n
. Ця

постановка еквiвалентна пошуку 0 оператора F у випадку, коли F - мо-

нотонний.

Тож, дещо спрощений варiант методу зi статтi [15] має наступний

вигляд:
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Децентралiзований екстраградiєнтний метод
Вхiд: z0 2 X , z0i = z0 для довiльного i 2 [m],

� > 0

for k = 0, .., t� 1 do
for кожний вузол i = 0, ..,m do

zk+1/3
i = zki � �Fi(z

k
i )

zk+2/3
i = zki � �Fi(z

k+1/3
i )

zk+1
i =

X

j2Ni(k)

wk
ijz

k+2/3
j

end for
end for
Вихiд: 8

>>><

>>>:

zt+1, для випадку (SM)

bzt, для випадку (M)

zt+1, для випадку (NM)

Було використано наступнi позначення:

zk =
1

m

mX

i=1

zki (2.9)

zk+1/3 =
1

m

mX

i=1

zk+1/3
i (2.10)

bzk = 1

k + 1

kX

i=0

zi+1/3
(2.11)

2.5 Децентралiзований метод екстраполяцiї з мину-

лого для варiацiйних нерiвностей

Оригiнальний метод екстраполяцiї з минулого, або метод Попова

був запропонований у 1980 р. [2]. Метод має наступний вигляд
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Метод екстраполяцiї з минулого
Вхiд: z0, y�1 2 X,� 2 (0, 1

3L)

for k = 0, .., t� 1 do

yk = PX(z
k � �F (yk�1))

zk+1 = PX(z
k � �F (yk))

end for
Вихiд: 1

t

Pt
s=1 z

s

Зауважимо, що також iснує оптимiстичний градiєнтний метод, що

записується таким чином:

Оптимiстичний градiєнтний метод
Вхiд: z0, z�1 2 X,� 2 (0, 1

2L)

for k = 0, .., t� 1 do

zk+1 = PX(z
k � 2�F (zk) + �F (zk�1))

end for
Вихiд: 1

t

Pt
s=1 z

s

Для задачi, яку ми розглядаємо - варiацiйної нерiвностi без обме-

жень - два останнi методи є еквiвалентними.

Запишемо децентралiзований аналог методу екстраполяцiї з мину-

лого/ оптимiстичного градiєнтного методу для варiацiйної нерiвностi без

обмежень:
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Децентралiзований метод екстраполяцiї з мину-
лого
Вхiд: z0, z�2/3 2 X , z0i = z0, z�2/3

i = z�2/3
для

довiльного i 2 [m], � > 0

for k = 0, .., t� 1 do
for кожний вузол i = 0, ..,m do

zk+1/3
i = zki � �Fi(z

(k�1)+1/3
i )

zk+2/3
i = zki � �Fi(z

k+1/3
i )

zk+1
i =

X

j2Ni(k)

wk
ijz

k+2/3
j

end for
end for
Вихiд: 8

>>><

>>>:

zt+1, для випадку (SM)

bzt, для випадку (M)

zt+1, для випадку (NM)

2.6 Обмеження розглянутих методiв та альтернатив-

нi пiдходи

Одним з недолiкiв розглянутих методiв є необхiднiсть синхронi-

зувати усiх агентiв у мережi. Тобто кожен агент має мати годинник,

узгоджений з усiма iншими агентами. Усi агенти мають завершити свої

обчислення та обмiн даних з сусiднiми вузлами, перш нiж продовжува-

ти з наступним кроком. На практицi для реальних децентралiзованих

мереж вимога синхронiзацiї є доволi дорогою та важко реалiзованою.

Iснує альтернативний пiдхiд - асинхронi алгоритми. У цих алго-

ритмах кожен агент має власний годинник, що генерує вiдмiтки часу

за пуассонiвським розподiлом. У випадковий момент часу деякий агент

активiзується i обмiнюється iнформацiєю з сусiдами. Можливi такi спосо-
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би взаємодiї:

а) випадковi чутки (random gossip): вiдбувається двостороннiй обмiн

по деякому випадковому ребру з множини ребер даного агента.

Пiсля обмiну даними агент та його сусiд роблять iтерацiйний крок

та переходять у неактивний стан.

б) випадкова трансляцiя (random broadcast): агент надсилає свої данi

усiм своїм сусiдам. Далi агент стає неактивним, а сусiди спершу

роблять iтерацiйний крок, i потiм, також, переходять у неактивний

стан.

Дослiдження методу випадкових чуток наведено у роботi [5]. У роботах

[7], [8] наведений аналiз для методу випадкової трансляцiї (для задачi про

консенсус). Проте, детальний розгляд цього пiдходу лежить за межами

даної роботи.
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3 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

На практицi можна скористуватися деякими загальновiдомими спосо-

бами задання матрицi усереднення W :

i) якщо степенi усiх вершин однаковi й рiвнi deg, то задають

wij =
1

deg + 1
для i $ j 2 Ek та для i = j

ii) якщо степенi вершин не однаковi, то можна покласти

8
<

:
wij = 1

max(degi,degj)+" для i 6= j, i $ j 2 Ek

wii = 1�
P

j 6=iwij для i 2 [m]
(3.1)

де " > 0

3.1 Обчислювальний експеримент

Обчислювальнi експерименти було проведено для двох видiв опе-

раторiв: SM та M. Матриця усереднення W була задана способом (3.1)

(наведеним вище). За початковi точки було обрано вектори з усiма оди-

ничними координатами.

Обчислювальний експеримент 1 (Сильно монотонний оператор).
Було розглянуто випадок SM з наступними операторами:

Fi(z) = z � ai

F (z) = z � 1

m

mX

i=1

ai

де ai� випадковi вектори, одиничної норми

Маємо F - сильно монотонний з константою µ = 1. Оператори Fi -

лiпшицевi з константою L = 1.
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Рис. 2: Робота децентралiзованого методу екстраполяцiї з минулого для

SM оператора

Iншi параметри було взято:

n = 4 (розмiрнiсть простору)

� = 0.0008 (розмiр кроку)

m = 5 - к-ть агентiв, структура мережi показана на рис. 1

t = 4500 - к-ть iтерацiй

На рис. 2 показано, як змiнювалися вiдстань до розв’язку та значення

оператора для точки zk, визначеної за формулами (2.9).

Обчислювальний експеримент 2 (Монотонний оператор). Було роз-
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глянуто випадок M з наступними операторами:

Fi(z) = Az � ai, (3.2)

F (z) = Az, (3.3)

де ai� випадковi вектори, одиничної норми,

що задовольняють
1

m

mX

i=1

ai = 0,

A� антидiагональна матриця вигляду : (3.4)
0

BBBBBBB@

0 0 .. 0 �1

0 0 .. 1 0

...

0 �1 .. 0 0

1 0 .. 0 0

1

CCCCCCCA

(3.5)

Маємо F - монотонний оператор. Оператори Fi - лiпшицевi з

константою L = 1. Умова неоднорiдностi (1.15) виконується для

D = 1.

Iншi параметри було взято:

n = 20 (розмiрнiсть простору)

� = 0.3 (розмiр кроку)

m = 5 - к-ть агентiв, структура мережi показана на рис. 1

t = 250 - к-ть iтерацiй

На рис. 3 показано, як змiнювалися значення оператора F для точки bzk,
визначеної за формулою (2.11). Як бачимо для неоднорiдної постановки,

де D > 0, важко отримати 0 оператора F .

Натомiсть, якщо розглянути однорiдну постановку з D = 0:

Fi(z) = Az

та iншими параметрами незмiнними, то матимемо кращi результати, що

показано на рис. 4
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Рис. 3: Робота децентралiзованого методу екстраполяцiї з минулого для

M оператора
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Рис. 4: Робота децентралiзованого методу екстраполяцiї з минулого для

M оператора, однорiдна постановка
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Рис. 5: Приклад кiльця з 6 агентами

Обчислювальний експеримент 3 (Порiвняння децентралiзованих ме-

тодiв). Роботу методiв екстраполяцiї з минулого та екстраградiєнтно-

го було порiвняно для рiзних к-тей агентiв у мережi та рiзної розмiр-

ностi просторiв. Була розглянута однорiдна задача для M оператора,

з

Fi(z) = Az

F (z) = Az

A� матриця, задана як у (3.4) � (3.5)

Було покладено � = 0.33 (розмiр кроку). Мережа для експеримен-

ту була обрана у виглядi кiльця. Приклад такої мережi для m = 6 агентiв

наведено на рис. 5. Результати наведено в таблицi 1. (n,m, t) позначає

розмiрнiсть, к-ть агентiв та к-ть iтерацiй вiдповiдно.
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Дец. екстраград. метод Дец. метод екстрапол.

(n,m,t) kG(bzt)k kG(bzt)k
1 (100, 100, 100) 0.32 0.319

2 (200, 200, 100) 0.453 0.451

3 (500, 300, 100) 0.716 0.713

4 (1000, 200, 50) 1.96 1.97

5 (1000, 50, 100) 1.013 1.009

6 (1000, 200, 150) 0.673 0.6728

Табл. 1: Порiвняння роботи децентралiзованих методiв
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi було розглянуто розподiленi мережi з рiвноправни-

ми агентами та постановки задач для даних мереж. Для прикладу та

наочностi було спершу розглянуто задачi пошуку консенсусу та зада-

чi оптимiзацiї. Далi було перейдено до загальної постановки варiацiйної

нерiвностi для розподiленої мережi. Було вказано припущення, якi на-

кладаються на мережу та властивостi, яким має задовольняти оператор.

Для розв’язання вказаних задача було розглянуто децентралiзо-

ванi алгоритми: субградiєнтний спуск (для задачi оптимiзацiї), екстра-

градiєнтний метод та метод екстраполяцiї з минулого (для варiацiйних

нерiвностей).

Далi в практичнiй частинi ми порiвняли метод екстраполяцiї з ми-

нулого та екстраградiєнтний метод для задачi пошуку нуля монотонного

оператора. На наших тестових прикладах цi методи породжували схожi

результати.

Також, було протестовано децентралiзований метод екстраполяцiї

з минулого для задачi пошуку нуля сильно монотонного оператора. Як

i очiкувалося, для неоднорiдної задачi ми спостерiгали доволi повiльну

швидкiсть збiжностi.

Як висновок, можна помiтити, що децентралiзований метод екс-

траполяцiї з минулого є доволi цiкавим напрямом дослiдження, адже вiн

генерує результати порiвнянi з результатами альтернативного методу,

при цьому вимагає меншої к-тi обчислень значення оператора в точцi.
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ДОДАТОК А

Задання оператора

class OperatorBuilderM(OperatorBuilderBase):

def __init__(self, dim, count_agents, noise=False):

self.dim = dim

self.count_agents = count_agents

self.A = _create_matrix_for_vi_M_operator(self.dim)

self.noise = noise

self.random_noise_list = []

def get_description(self):

return "M"

def __call__(self, i):

np.random.seed(i)

if self.noise:

if i < self.count_agents / 2:

random_noise = np.random.rand(self.dim)

random_noise /= np.linalg.norm(random_noise)

elif i == int(self.count_agents / 2):

random_noise = np.zeros((self.dim,))

else:

random_noise = self.random_noise_list[

self.count_agents - i - 1]

else:

random_noise = np.zeros((self.dim,))

current_len = len(self.random_noise_list)

self.random_noise_list.append(

[None] * (i - current_len + 1))

self.random_noise_list[i] = random_noise



33

def G(x):

return np.dot(self.A, x.reshape((-1, 1))

).ravel() - random_noise

return G

def _create_matrix_for_vi_M_operator(dim):

diagonal_elements = [-1 + 2 * (i % 2) for i in range(dim)]

matrix = np.diag(diagonal_elements)

return np.flip(matrix, axis=1)

Задання мережi

class Network(BaseNetwork):

"""
Represents a network with agents that have not uniform
logic, i.e. agent's update step differs across network
(unique per agent).
"""

def __init__(self, weights: np.ndarray, init_values,

step_functions: list, track_history=False):

assert weights.shape[0] == weights.shape[1], \

f'Expected a square matrix, but got shape {weights.shape}'

self.W = weights

self.count_agents = weights.shape[0]

self.dim = init_values[0].size

self.step_functions = step_functions

self.agents_matrix_x = np.array(

[init_values[_] for _ in range(self.count_agents)])

self.agents_matrix_y = np.array(

[init_values[_] for _ in range(self.count_agents)])
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self.track_history = track_history

self.history_x = np.empty((0, self.count_agents, self.dim))

self.history_y = np.empty((0, self.count_agents, self.dim))

def agents_independent_update(self):

for i in range(self.count_agents):

self.agents_matrix_x[i], self.agents_matrix_y[i] = \

self.step_functions[i](self.agents_matrix_x[i],

self.agents_matrix_y[i])

def next_step(self):

self.agents_independent_update()

self.agents_average()

def run_update(self, count_iter):

for i in range(count_iter):

if self.track_history:

self.history_x = np.append(

self.history_x,

self.agents_matrix_x.reshape(

(1, self.count_agents, self.dim)),

axis=0)

self.history_y = np.append(

self.history_y,

self.agents_matrix_y.reshape(

(1, self.count_agents, self.dim)

), axis=0)

self.next_step()

def agents_average(self):

self.agents_matrix_x = np.dot(self.W, self.agents_matrix_x)
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Задання методу

class ExtrapolationMethod(BaseMethod):

def get_name(self):

return "'Extrapolation From the Past' method"

def step_function(self):

def step(x, G, step_size, y_prev):

y_new = x - step_size * G(y_prev)

x_new = x - step_size * G(y_new)

return x_new, y_new

return step


