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Abstract. The article deals with a parabolic model that describes
the transport of drugs into the artery. The problem of existence and
uniqueness of generalized solutions of the problem is investigated.
Proof of theorems is based on a priori estimates obtained in negative
norms. The problem of minimizing the quality functional based on
the solutions of the mathematical model equation is solved.
Keywords: parabolic equation, a priori estimates, generalized soluti-
on, quality functional, optimal control.

Анотацiя. У статтi розглянуто параболiчну модель, яка описує
транспортування лiкiв в артерiї. Дослiджується проблема iсну-
вання та єдиностi узагальнених розв’язкiв задачi. Доведення те-
орем базується на отриманих у роботi апрiорних оцiнках в нега-
тивних нормах. Розв’язано задачу мiнiмiзацiї функцiонала яко-
стi, побудованого на розв’язках рiвняння математичної моделi.
Ключовi слова: параболiчне рiвняння, апрiорнi оцiнки, уза-
гальнений розв’язок, функцiонал якостi, оптимальне керування.

Вступ
Iшемiчна хвороба серця залишається основною причиною смертей в свiтi.

Незважаючи на революцiйний винахiд стентiв у 1986 роцi, який рiзко по-
кращив ситуацiю, ускладнення пiсля операцiй знижують ефективнiсть лi-
кування. Основною загрозою є повторне звуження артерiй внаслiдок трав-
мування її стiнок та реакцiї iмунної системи. Для запобiгання цьому явищу
було запроваджено стенти, якi покритi лiками i повiльно видiляють їх у
оточуюче середовище. Отже, постала задача математичного моделювання
цього процесу та оптимального керування вивiльненням лiкiв. Цi моделi
ретельно дослiджувалися протягом двох десятилiть у роботах [1–13], але
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останнiм часом поглибленi дослiдження розподiлу лiкiв навколо стентiв
[14] продемонстрували , що вплив швидкостi течiї кровi та пульсацiя судин
мало впливають на розподiл лiкiв, i необхiдно докласти додаткових зусиль
щодо розробки бiльш точних моделей та методiв оптимiзацiї переносу лi-
кiв, зокрема, за рахунок iмпульсного та точкового керування [15–17]. Слiд
зауважити, що аналогiчний пiдхiд пропонувався в роботах [18,19] для мо-
делювання та оптимiзацiї переносу лiкiв в ракових пухлинах та дермi.

1. Математична модель

Одну iз моделей транспортування лiкiв, що вводяться за допомогою ар-
терiальних стентiв, може бути описано за допомогою наступної крайової
задачi в областi Q ≡ [0, T ]× [a, b] ⊂ R2

Lu ≡ ∂u

∂t
− ∂

∂x
A
∂u

∂x
+B

∂u

∂x
+ C(x)u = f(t, x;h), (1)

u|t=0 = 0, u|x=a = −Aux +Bu|x=b = 0, (2)

де коефiцiєнти A(x), B(x), C(x) — неперервно диференцiйовнi на [a, b] фун-
кцiї. Крiм того мають мiсце спiввiдношення

A > 0, B ≥ 0, C ≥ 0, Bx ≤ 0. (3)

Тут u — концентрацiя лiкiв у тканинi, h — керування системою. На розв’яз-
ках задачi (1), (2) задано функцiонал якостi J(h) = Φ (u(h)) , який необхi-
дно мiнiмiзувати в областi допустимих керувань U. Права частина f рiв-
няння (1) може бути узагальненою функцiєю деякого скiнченного порядку
(iмпульсне, точкове керування тощо) [15, 17–20].

2. Теорема iснування

Спряжений до оператора L оператор L∗ визначається наступною систе-
мою

L∗v ≡ ∂v

∂t
+

∂

∂x
A
∂v

∂x
+B

∂v

∂x
+ (Bx − C) v = g(t, x), (4)

v|t=T = 0, v|x=a = A
∂v

∂x
+Bv|x=b = 0. (5)

Введемо необхiднi позначення: L2(Q) — простiр вимiрних iнтегровних з
квадратом в областi Q функцiй з нормою ∥·∥L2(Q) , W

1гр(Q) — поповнення
простору неперервно диференцiйовних в Q функцiй, що задовольняють
умови (2), за нормою

∥u∥W 1гр =

(∫ (
∂u

∂t

)2

+

(
∂u

∂x

)2

+ u2dQ

)1/2

.

Аналогiчно визначається простiр W 1
гр+(Q), але функцiї задовольняють

умовам (5) спряженої задачi. Через W−1
гр (Q), W−1

гр+(Q) позначимо вiдповiднi
негативнi простори [20, 21].
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Означення 1. Нехай iснує послiдовнiсть неперервно диференцiйовних в
Q функцiй ui(t, x) ∈ W 1гр(Q)

(
vi(t, x) ∈ W 1

гр+(Q)
)

таких, що

∥ui − u∥L2
−−−→
i→∞

0, ∥Lui − f∥W−1

гр+
−−−→
i→∞

0,

(
∥vi − v∥L2

−−−→
i→∞

0, ∥L∗vi − g∥W−1
гр

−−−→
i→∞

0

)
.

Тодi u(t, x) є узагальненим розв’язком задачi (1),(2) (v(t, x) — задачi (4),
(5) вiдповiдно).

Теорема 1. Нехай стан системи визначається як розв’язок задачi (1),
(2) i мають мiсце наступнi умови: 1) функцiонал J(h) = Φ (u(t, x;h)) :
L2(Q) → R є слабко напiвнеперервним знизу за станом системи u(t, x;h)
обмеженим знизу функцiоналом; 2) множина U обмежена, замкнена та
опукла у рефлексивному банаховому просторi керувань H; 3) права части-
на рiвняння (1) f(t, x;h) ∈ W−1

гр+ — слабко неперервна по h функцiя. Тодi
iснує оптимальне керування системою (1), (2) h∗ = argmin

h∈U
J(h).

Доведення. В силу умови 1 iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть {hk}∞k=1 , hk ∈
U, тобто

J (hk) −−−→
k→∞

inf
h∈U

J(h). (6)

З умови 2 випливає, що з неї можна вилучити слабко збiжну в H до де-
якого h∗ ∈ U послiдовнiсть {hk}∞k=1 , яку перепозначимо знову як {hk}∞k=1 .
Внаслiдок слабкої неперервностi функцiї f вiд h вiдповiдна послiдовнiсть
функцiй fk = f (t, x;hk) , k = 1, 2, . . . буде слабко збiжною, а отже обмеже-
ною у просторi W−1

гр+(Q).

Доведемо обмеженiсть послiдовностi розв’язкiв uk = u (t, x;hk) , k =
1, 2, . . . задачi (1), (2), що вiдповiдають правим частинам fk у просторi
L2(Q). Для цього доведемо справедливiсть для операторiв L i L∗ вiдповiд-
них апрiорних оцiнок в негативних нормах [16, 20, 21]

∥u∥L2
≤ C ∥Lu∥W−1

гр+
≤ C1 ∥u∥W 1гр , (7)

∥v∥L2
≤ C ∥L∗v∥W−1

гр−
≤ C1 ∥v∥W 1

гр+
. (8)

Оцiнки (7), (8) доводяться спочатку для гладких функцiй з просторiв
W 1гр та W 1

гр+ з наступним застосуванням операцiї граничного переходу.
Права оцiнка в нерiвностi (7) отримується для гладких функцiй пiсля

застосування операцiї iнтегрування за частинами i iнтегральної нерiвностi
Кошi–Буняковського до скалярного добутку (Lu, v) в L2(Q), що стоїть в
чисельнику негативної норми в W−

гр+(Q). Дiйсно, нехай v(t, x) — гладка в
Q функцiя, що задовольняє умовам (5). Тодi

|(Lu, v)| =
∣∣∣∣(∂u

∂t
− ∂

∂x
A
∂u

∂x
+B

∂u

∂x
+ Cu, v

)∣∣∣∣ ≤ I1 + I2 + I3 + I4,
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де

I1 =

∣∣∣∣(∂u

∂t
, v

)∣∣∣∣ ≤ C1 ∥u∥L2
∥v∥L2

,

I2 =

∣∣∣∣(− ∂

∂x
A
∂u

∂x
, v

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− ∫Q ∂

∂x

(
A
∂u

∂x
· v
)
dQ+

∫
Q

A
∂u

∂x

∂v

∂x
dQ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C2 ∥ux∥L2

∥vx∥L2
,

I3 =

∣∣∣∣(B∂u

∂x
, v

)∣∣∣∣ ≤ C3 ∥ux∥L2
∥v∥L2

, I4 = |(Cu, v)| ≤ C4 ∥u∥L2
∥v∥L2

,

де Ci — тут i далi позитивнi константи. Враховуючи нерiвнiсть Фрiдрiхса i
вираз для негативної норми в W−

гр+(Q), отримаємо справедливiсть правої
нерiвностi в (7). Аналогiчно доводиться права нерiвнiсть спiввiдношення
(8).

Доведенi нерiвностi дозволяють розширити за неперервнiстю дiю опера-
тора L на весь простiр W 1гр(Q) (вiдповiдно оператора L∗ — на W 1

гр+(Q)), а
отже нерiвнiсть (7) є справедливою для будь-яких функцiй u(t, x) просто-
ру W 1гр(Q) (нерiвнiсть (8) є справедливою для будь-яких функцiй v(t, x) з
простору W 1

гр+(Q)).
Для доведення лiвої оцiнки в (7) для гладких функцiй u(t, x) ∈ W 1гр(Q).

використовується допомiжний iнтегральний оператор

I(u) = −
t∫

T

e−Nτu(τ, x)dτ,

де N — достатньо велике позитивне число.
Для оператора L(·) задачi (1), (2) має мiсце нерiвнiсть (ураховано умови

(3))
(Iu, Lu) ≥ α ∥Iu∥2W 1гр , α = const > 0. (9)

Використавши для лiвої частини (9) нерiвнiсть Кошi–Буняковського i
вигляд оператора I(·), отримаємо справедливiсть лiвої нерiвностi в (7).
Аналогiчно доводиться справедливiсть лiвої оцiнки в (8). Остаточна спра-
ведливiсть спiввiдношень (7), (8) отримується граничним переходом.

Iз оцiнок (7),(8) випливає iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв
задач (1), (2) i (4), (5) у розумiннi наведеного вище означення для правих
частин рiвнянь з просторiв W−1

гр+(Q) та W−1
гр (Q). Отже, послiдовностi fk,

k = 1, 2, . . . єдиним чином вiдповiдає послiдовнiсть узагальнених розв’язкiв
uk задач (1), (2) з правими частинами fk.

З оцiнок (7), (8) випливає справедливiсть нерiвностi

∥u∥L2
≤ C ∥f∥W−1

гр+
, f ∈ W−1

гр+ .

Отже, послiдовнiсть {uk} , k ∈ N є обмеженою в L2(Q), i внаслiдок тео-
реми Еберлейна–Шмуляна [22] з неї можна вилучити слабко збiжну до u∗
пiдпослiдовнiсть, яку ми знову перепозначимо через {uk} , k ∈ N.
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Враховуючи, що uk є розв’язком задачi (1), (2), що вiдповiдає керуванню
{hk} , k = 1, 2, . . . , для будь яких v(t, x) ∈ W 1

гр+(Q) маємо

(L∗v, uk) = ⟨f (t, x;hk) , v⟩ .

Оскiльки при k → ∞ hk слабко збiгається до h∗ в H, а uk — слабко
збiгається до u в L2(Q), то u(t, x;h) є узагальненим розв’язком задачi (1),
(2) з правою частиною f(t, x;h).

За умови теореми функцiонал якостi J(h) = Φ(u(h)) є слабко напiвнепе-
рервним знизу.

Маємо (урахувавши (6))

J (h∗) ≤ lim
k→∞

J (hk) = inf
h∈U

J(h),

що i доводить теорему. �
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА ТРАНСПОРТИРОВКИ
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Аннотация. В статье рассмотрена параболическая модель, опи-
сывающая транспортировку лекарств в артерии. Проведено ис-
следование проблемы существования и единственности обобщен-
ных решений задачи. Доказательства теорем основано на полу-
ченных в работе априорных оценках в негативных нормах. Реше-
на задача минимизации функционала качества, определенного на
решениях уравнения математической модели.
Ключевые слова: параболическое уравнение, априорные оцен-
ки, обобщенное решение, функционал качества, оптимальное уп-
равление.
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