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ДЕЯКІ НЕГАТИВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ДЛЯ МОНОТОННОГО НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ,  
ЩО МАЮТЬ ДРОБОВУ ПОХІДНУ КОМПЛЕКСНОГО ПОРЯДКУ 

 
Розглянуто проблеми інтерполяційного наближення функцій із класу Соболєва алгебраїчними поліномами. Питання по-

зитивної апроксимації – це питання апроксимації позитивних та r-разів неперервно диференційованих функцій позитивними 
алгебраїчними поліномами. Питання монотонної апроксимації – це питання наближення монотонних функцій з класу Собо-
лєва монотонними алгебраїчними поліномами. У попередніх роботах учені розглядали як натуральний індекс у просторі  
Соболєва, що не дорівнює одиниці, так і дійсний індекс, який строго більший за 2. Було доведено, що оцінки Гопенгауза не 
виконуються для дійсного індексу більшого за два для випадку монотонної апроксимації. В усіх попередніх дослідженнях  
розглянуто також дійсний індекс простора Соболєва.   

У пропонованій роботі розглянуто питання наближення монотонних функцій у просторі Соболєва з комплексним індек-
сом 𝒓 ∈ 𝑪,𝑹𝒆 𝒓 ∈ (𝟐,𝟑) ( 𝑹𝒆 𝒓 – дійсна частина комплексного числа 𝒓, 𝑪 − множина комплексних чисел), тому отримані резуль-
тати є актуальними. Побудовано контрприклад, який показує, що оцінка, яка узагальнює оцінку Гопенгауза, є хибною. Це 
дослідження є узагальненням  відповідного результату на випадок простору  Соболєва з комплексним індексом. Згодом пла-
нуємо одержати результати для 𝒓 ∈ 𝑪, 𝑹𝒆 𝒓 > 𝟑, а також аналогічні результати для опуклого наближення. 

 

К л ю ч о в і  с л о в а :  наближення функції, простір Соболєва з комплексним індексом, алгебраїчний поліном, монотонна 
функція, опукла функція. 
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Вступ 
Нехай 𝑊௥ , 𝑟 ∈  𝑁 клас функцій 𝑓 ∈  𝐶[0,1], таких, що мають абсолютно неперервну (r −  1)  похідну і ห𝑓(௥)(𝑥)ห ≤ 1 

майже скрізь на [0,1]. 
А. Гопенгауз для 𝑟 ∈  𝑁 (Gopengauz, 1994) посилив пряму теорему Нікольського – Тімана, довівши, що кожну  

функцію  𝑓 ∈ 𝑊௥  можна наблизити алгебраїчним многочленом  𝑝௡ степеня <  𝑛 так, що |𝑓(𝑥) − 𝑝௡(𝑥)| ≤ 𝑐(𝑟)(ඥ௫(ଵି௫)௡ )௥ ,𝑛 > 𝑟, (1) 
де с – абсолютна стала. 

Відомі фізики довели, що за  𝑟 = 1,2 оцінка (1) справедлива i за наближення монотонної функції монотонним мно-
гочленом (DeVore, & Yu, 1985). А саме, якщо монотонна функція 𝑓 ∈ 𝑊௥ , то існує монотонний многочлен  𝑝௡, такий, 
що бачимо в (1). У роботі (Gonska et al., 2000) з'ясовано, що для натурального 𝑟 >  2,  𝑟 ∈  𝑁 оцінка (1) хибна для 
монотонного наближення. Для опуклого наближення за 𝑟 >  2,  𝑟 ∈  𝑁 доведено, що оцінка (1) також є неправильною 
(Петрова, 2005). 

Для 𝑟 ∈  𝑅 уведемо клас функцій 𝑊௥[0,1], таких, що 𝐷଴ା௥ିଵ𝑓 абсолютно неперервна і |𝐷଴ା௥ 𝑓|  ≤ 1  майже скрізь на [0,1] (тут 𝐷଴ା௥ିଵ𝑓 – лівостороння дробова похідна (Samko, Kilbas, & Marichev, 1987)). Через П௡  будемо позначати мно-
жину всіх алгебраїчних поліномів степеня ≤ 𝑛 і через ∆ଵ – множину монотонних на [0,1] функцій. 

Аналогічно можна ввести клас функцій 𝑊௥[0,1] для 𝑟 ∈  С, 𝑅𝑒 𝑟 >  0 (тут 𝑅𝑒 𝑟 – дійсна частина комплексного числа r). 
Простір Соболева 𝑊௥[0,1] з 𝑟 ∈  𝑅, 𝑟 > 2   було розглянуто в роботі (Петрова, 2003) й отримано такий результат: 
Теорема 1. Нехай r > 2, r ∈ 𝑅 . Тоді для кожного 𝑛 ∈  𝑁  існує така функція 𝐹 = 𝐹௥,௡  ∈  𝑊௥[0,1] ∩ ∆ଵ, що для 

будь-якого полінома   𝑝௡ ∈  П௡ ∩ ∆ଵ справджується  одна з таких властивостей: l𝚤𝑚തതതത௫→଴ |𝐹(𝑥)  −  𝑝௡(𝑥)|(φ(𝑥)) ௥  =  + ∞ 

або l𝚤𝑚തതതത௫→ଵ |ி(௫) ି ௣೙(௫)|(஦(௫)) ೝ  =  + ∞, де φ(𝑥)  =  ඥ𝑥(1 − 𝑥). 
Вагомим здобутком цієї роботи є узагальнення результатів, отриманих у дослідженні (Петрова, 2003) на випадок  𝑟 ∈  С, 𝑟 =  α +  𝑖β, α ∈ (2,3). 
1. Основні означення та допоміжні твердження 
Спочатку нагадаємо основні означення та факти, які використовуємо в роботі. 
Означення 1. Нехай φ(𝑥) ∈  𝐿ଵ(𝑎. 𝑏). Інтеграли (𝐼௔ା஑ φ)(𝑥) ≝ 1Г(α)න φ(𝑡)(𝑥 − 𝑡)ଵି஑௫

௔ 𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎, 
(𝐼௕஑ି φ)(𝑥) ≝ 1Г(α)න φ(𝑡)(𝑥 − 𝑡)ଵି஑௕

௫ 𝑑𝑡, 𝑥 < 𝑏, 
де α >  0 є інтегралами дробового порядку 𝛼. Перший називають лівостороннім, а другий – правостороннім. Що сто-
сується дробового диференціювання, то його потрібно ввести як операцію, обернену до дробового інтегрування 
(Samko, Kilbas, & Marichev, 1987). 
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Означення 2. Для функції 𝑓(𝑥), що задана на відрізку [𝑎, 𝑏], кожен із виразів (𝐷௔ା஑ 𝑓)(𝑥) = 1Г(1 − α) 𝑑𝑑𝑥 න 𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)஑௫
௔ 𝑑𝑡, 

(𝐷௕஑ି 𝑓)(𝑥) = 1Г(1 − α) 𝑑𝑑𝑥න 𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)஑௕
௫ 𝑑𝑡 

називають дробовою похідною порядку α, 0 < 𝛼 < 1, відповідно лівосторонньою та правосторонньою. 
Перейдемо до дробових похідних порядків α ≥ 1  α =  [α] +  {α}, 

де [α]  − ціла частина числа і {α} – дробова частина числа α. Якщо α – ціле число, то під дробовою похідною порядку α будемо розуміти звичайне диференціювання: 𝐷௔ା௔ = ( 𝑑𝑑𝑥)஑,𝐷௕஑ି = (− 𝑑𝑑𝑥)஑,𝛼 =  1,2,3, . .. 
Якщо ж α – не ціле число, то правильно ввести означення дробових похідних за формулами:  𝐷௔ା஑ 𝑓 = 1Г(𝑛 − α) ( 𝑑𝑑𝑥)௡ න 𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)஑ି௡ାଵ௫

௔ 𝑑𝑡,𝑛 =  [α]  + 1, 
𝐷௕஑ି 𝑓 = (−1)௡Г(𝑛 − α) ( 𝑑𝑑𝑥)௡ න 𝑓(𝑡)(𝑡 −  𝑥)஑ି௡ାଵ௕

௫ 𝑑𝑡,𝑛 =  [α]  + 1. 
Дробові інтеграли та похідні комплексного порядку. Уведеним за дійсного α > 0 операціям дробового інтегру-

вання 𝐼௔ା஑ , 𝐼௕஑ି  та дробового диференціювання 𝐷௔ା஑ ,𝐷௕஑ି  можна надати змісту і за комплексних значень α таких, що 𝑅𝑒 α > 0.  Для цього домовимося, що надалі 𝜏஑ = 𝜏஑బ(cos(θ𝑙𝑛τ) + 𝑖sin(θ𝑙𝑛τ)),α = α଴ + 𝑖θ, τ > 0. 
Очевидно, що інтеграли (похідні) комплексного порядку α є аналітичним продовженням за параметром α дробових 

інтегралів (похідних) визначених за 𝐼𝑚 α =  0. 
Наступна теорема дає достатні умови для існування дробових похідних будь-якого порядку α,𝑅𝑒 α > 0. 
Теорема 2. (Samko,  Kilbas, & Marichev, 1987) Нехай 𝑅𝑒 α > 0,α ∉ ℤ  та функція 𝑓(𝑥) має абсолютно неперервну 

похідну порядку 𝑛 − 1, 𝑛 = [𝑅𝑒 α]  + 1.  Зважаючи на це, ∃𝐷௔ା஑ 𝑓 майже скрізь і правильне представлення є таким: 𝐷௔ା஑ 𝑓 = ∑ ௙(ೖ)(௔)Г(ଵ ା ௞ ି ஑)௡ିଵ௞ ୀ ଴ (𝑥 −  𝑎)௞ ି ஑  +  ଵГ(௡ ି ஑)׬ ௙(೙)(௧)ௗ௧(௫ ି ௧)ಉ ష ೙శభ௫௔ . (2) 
2. Основний результат 
Теорема 3. Нехай r ∈ 𝐶, Rer ∈ (2,3) , тоді для кожного 𝑛 ∈  𝑁  існує така функція 𝐹 =  𝐹௥,௡  ∈  𝑊௥[0,1] ∩ ∆ଵ, що для 

будь-якого полінома 𝑝௡ ∈  П௡ ∩ ∆ଵ справедливою є одна з таких властивостей: l𝚤𝑚തതതത௫→଴ |ி(௫) ି ௣೙(௫)|(஦(௫)) ೃ೐ೝ  =  + ∞ (3) 
або l𝚤𝑚തതതത௫→ଵ |ி(௫) ି ௣೙(௫)|(஦(௫)) ೃ೐ೝ  =  + ∞ , (4) де φ(𝑥)  =  ඥ𝑥(1 − 𝑥). 

Доведення. Нехай 𝑅𝑒 𝑟 ∈ (2,3) і 𝑚 =  [𝑅𝑒 𝑟]  +  1 =  3. 
Розглянемо функцію:  

𝑓(x) : =  ⎩⎨
⎧(𝑏 − 𝑥)ଷ3! + 𝑏ଷ(𝑥 + 7)  −  𝑏ଷ(1 + 𝑥)ି ଵ௕ +  𝑏ଷ4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ,   𝑥 ∈ [0,𝑏]𝑏ଷ(𝑥 + 7) −  𝑏ଷ(1 + 𝑥)ିଵ௕  +  𝑏ଷ4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ,                   𝑥 ∈ (𝑏, 1],  

де 𝑏 =  ଵସ଺଼௡మ. 
З огляду на це 

 𝑓ᇱ(𝑥): = ቐ− (௕ ି ௫)మଶ! + 𝑏ଷ +  𝑏ଶ(1 + 𝑥)ି భ್ ିଵ −  ௕మସ (1 − 𝑥)భ್ ି ଵ,         𝑥 ∈ [0,𝑏]𝑏ଷ  +  𝑏ଶ(1 + 𝑥)ି భ್ ିଵ  −  ௕మସ (1 −  𝑥)భ್ ିଵ,                             𝑥 ∈ (𝑏, 1], 
𝑓ᇱᇱ(𝑥): = ൞𝑏 − 𝑥 −  𝑏(𝑏 + 1)(1 + 𝑥)ି ଵ௕ ିଶ +  𝑏(1 −  𝑏)4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ି ଶ, 𝑥 ∈ [0, 𝑏]− 𝑏(𝑏 + 1)(1 + 𝑥)ି ଵ௕ ିଶ  +  𝑏(1 −  𝑏)4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ି ଶ,              𝑥 ∈ (𝑏, 1],  

𝑓ᇱᇱᇱ(𝑥): = ൞− 1 + (𝑏 + 1) (2𝑏 + 1)(1 + 𝑥)ି ଵ௕ ିଷ −  (1 −  𝑏)(1 −  2𝑏)4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ି ଷ,   𝑥 ∈ [0,𝑏](𝑏 + 1)(2𝑏 + 1)(1 + 𝑥)ି ଵ௕ ିଷ  −  (1 −  𝑏)(1 − 2𝑏)4 (1 −  𝑥)ଵ௕ ି ଷ,                 𝑥 ∈ (𝑏, 1]. 
З явного вигляду функції 𝑓(𝑥) та її похідних можна отримати нерівності: 𝑓(0) = 173 𝑏ଷ > 0, 𝑓(1) = 8𝑏ଷ − 𝑏ଷ2ି ଵ௕ < 8𝑏ଷ < 454 𝑏ଷ, 
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𝑓(𝑏) =  𝑏ଷ(𝑏 + 7) −  𝑏ଷ(1 + 𝑏)ି ଵ௕  +  𝑏ଷ4 (1 −  𝑏)ଵ௕ ~𝑏ସ +  7𝑏ଷ  −  𝑏ଷ𝑒  + 𝑏ଷ4𝑒  ~  7𝑏ଷ  −  3𝑏ଷ4𝑒  =  (28𝑒 −  3)𝑏ଷ 4𝑒 , 𝑓ᇱ(0) = −𝑏ଶ2 + 𝑏ଷ + 𝑏ଶ − 𝑏ଶ4 = 𝑏ଶ4 + 𝑏ଷ > 0, 𝑓ᇱ(1)  =  𝑏ଷ  + 𝑏ଶ2 × 2ି ଵ௕ ି ଵ~𝑏ଷ > 0, 𝑓ᇱ(𝑏) = 𝑏ଷ + 𝑏ଶ(1 + 𝑏)ି భ್ ି ଵ − ௕మସ (1 − 𝑏)భ್ିଵ ~ 𝑏ଷ + ௕మ௘ −  ௕మସ௘ =  𝑏ଷ + ଷ௕మସ௘ >  0, 𝑓ᇱᇱ(0)  =  𝑏 −  𝑏(𝑏 + 1)  +  ௕(ଵି௕)ସ  =  𝑏 − 𝑏ଶ −  𝑏 +  ௕ସ − ௕మସ  =   ௕ସ − ହ௕మସ  ~ ௕ସ  > 0, f ᇱᇱ(1) = −b(b + 1)2ିଵୠିଶ < 0, f ᇱᇱ(b) = −b(b + 1)eିଵ + ୠ(ଵିୠ)ସ eିଵ = − ୠୣ (b + 1 − ଵିୠସ ) = − ୠୣ × ଷାହୠସ < 0, f ᇱᇱᇱ(0)  =  −1 + (𝑏 + 1)(2𝑏 + 1) −  (1 − 𝑏)(1 − 2𝑏)4 = 3𝑏 +  2𝑏ଶ − 14 + 3𝑏4 − 𝑏ଶ4 = − 14 + 15𝑏4 + 7𝑏ଶ4 < 0, 𝑓ᇱᇱᇱ(1) = (𝑏 + 1)(2𝑏 + 1)2ିଵ௕ିଷ > 0, 𝑓ᇱᇱᇱ(𝑏 +) = (𝑏 + 1)(2𝑏 + 1)(1 + 𝑏)ିଵ௕ିଷ − (1 − 𝑏)(1 − 2𝑏)4 (1 − 𝑏)ିଵ௕ିଷ~(𝑏 + 1)(2𝑏 + 1)𝑒ିଵ  − (1 − 𝑏)(1 − 2𝑏)4 𝑒ିଵ > 0, 𝑓ᇱᇱᇱ(𝑏 −) = −1 + (𝑏 + 1)(2𝑏 + 1) − (1 − 𝑏)(1 − 2𝑏)4 𝑒ିଵ < 0. 
Очевидно, що ∀𝑥 ∈ [0, 𝑏): 𝑓ᇱᇱᇱ(𝑥) < 0 і ∀𝑥 ∈ (𝑏, 1]: 𝑓ᇱᇱᇱ(𝑥) > 0. 
З поданих нерівностей бачимо, що ∀ 𝑥 ∈  [0,1]: f ᇱ(𝑥)  ≥  0,   ∀ 𝑥 ∈  [0,1]: 𝑓(𝑥)  ≥  0, тобто 𝑓(𝑥) зростає.  
Далі розглянемо функцію 𝐹(𝑥)  =  𝑥ଷ𝑓(𝑥).  Доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊௥[0,1] ∩ ∆ଵ. 
Спочатку покажемо, що 𝐹 ∈ ∆ଵ. 𝐹ᇱ(𝑥) = 3𝑥ଶ𝑓(𝑥) + 𝑥ଷ𝑓ᇱ(𝑥) ≥ 0 з доведеного вище, тоді 𝐹 ∈ ∆ଵ. Тепер доведемо, що 𝐹 ∈ 𝑊௥[0,1]. За теоремою 2 маємо: 𝐷଴ା௥ 𝐹(𝑥) = ∑ ி(ೖ)(଴)Г(ଵା௞ି௥)௠ିଵ௞ୀ଴ 𝑥௞ି௥ +  ଵГ(௠ି௥)׬ ி(೘)(௧)(௫ି௧)ೝష೘శభ 𝑑𝑡 = ∑ ி(ೖ)(଴)Г(ଵା௞ି௥)ଶ௞ୀ଴ 𝑥௞ି௥ + ௫଴ ଵГ(ଷି௥)׬ ி(య)(௧)(௫ି௧)ೝషమ 𝑑𝑡௫଴   

майже скрізь на [0,1].  
Оскільки 𝐹(௞)(0) = 0 за k =  0,1,2, тоді 𝐷଴ା௥ 𝐹(𝑥) = ଵГ(ଷି௥)׬ ி(య)(௧)(௫ି௧)ೝషమ 𝑑𝑡௫଴   майже скрізь на [0,1]. 
Отже, згідно з теоремою 2  𝐷଴ା௥ 𝐹(𝑥) існує майже скрізь на [0,1] та є обмеженою. 
Очевидно, що 𝐷଴ା௥ିଵ𝐹(𝑥) = ଵГ(ଶି௥)׬ ி(మ)(௧)(௫ି௧)ೝషమ 𝑑𝑡௫଴  буде абсолютно неперервною (Samko, Kilbas, & Marichev, 1987). 
Зважаючи на це, 𝐹 ∈ 𝑊௥[0,1] ∩ ∆ଵ. 
Нехай існує многочлен 𝑞௡, що є монотонним і для якого умова (3) не виконується. Тоді для деякої сталої 𝐵 маємо: |𝐹(𝑥) − 𝑞௡(𝑥)| ≤  𝐵𝑥ோ௘௥ଶ ,         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. 
Звідси випливає, що 𝑞௡(0) = 𝐹(0) = 0 і 𝑞௡ᇱ(0) = 𝐹ᇱ(0) = 0. 
Оскільки 𝑞௡ᇱ (𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0,1] і 𝑞௡(0) = 0 зумовлює, що 𝑞௡(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0,1],  тоді многочлен 𝑞௡ має вигляд 𝑞௡(𝑥) =𝑥ଶℎ௡ଵ(𝑥), де ℎ௡ଵ многочлен степеня ≤  𝑛ଵ,𝑛ଵ ≤ 𝑛 − 2. 
Розглянемо многочлен 𝑞௡෦(𝑥) = 𝑞௡(𝑥) + 𝑓(0)𝑥 + 𝑓ᇱ(0). 𝑏ଶ18 < 𝑏ଶ4 + 𝑏ଷ  =  |𝑓ᇱ(0)|  =  |𝑞௡෦(0)| ≤ 2𝑛ଶ‖𝑞௡෦‖ 

згідно з нерівністю Маркова. За побудовою многочлена 𝑞௡෦(𝑥) бачимо, що він зростає, тоді ‖𝑞௡෦(𝑥)‖ = 𝑞௡෦(1). 
Отже, маємо  ௕మଵ଼ < 2𝑛ଶ𝑞௡෦(1)  ⇒𝑞௡෦(1)  > ௕మଷ଺௡మ  . (5) 
З іншого боку,  𝑓(1) <  ସହ௕యସ =  ସହ௕య×௕×ଷ଺௡మଷ଺௡మ×ସ = ௕మଷ଺௡మ × 45𝑛ଶ364 == ௕మଷ଺௡మ × ସହ భరలఴ೙మ௡మଷ଺ସ = ௕మଷ଺௡మ × ସ଴ହସ଺଼ <  ௕మଷ଺௡మ . (6) 
З нерівностей (5) і (6) випливає, що f(1) ≠ 𝑞௡෦(1), а саме f(1) < 𝑞௡෦(1). 
Далі розглянемо 𝑞௡෦(1) =  𝑞௡(1)  +  𝑓ᇱ(0)  +  𝑓(0). 
Припустимо, що   𝑞௡(1) = 𝑓(1), тоді 𝑞௡෦(1) = 𝑓(1) + 𝑓ᇱ(0) + 𝑓(0) ⇒ 𝑞௡෦(1) − 𝑓ᇱ(0) − 𝑓(0) = 𝑓(1). 
Вважатимемо, що 𝑞௡(1) > 0, тому що у протилежному разі твердження про те, що 𝑓(1)  ≠ 𝑞௡(1), очевидне. 
Маємо, що 8𝑏ଷ − 𝑏ଷ × 2ି భ್ =  𝑞௡෦(1) −  ௕మସ − 𝑏ଷ − ଵ଻ଷ   𝑏ଷ  =  𝑞௡෦(1) −  ௕మସ − ଶ଴ଷ   𝑏ଷ  ⇒ 𝑞௡෦(1)  =   ସସଷ   𝑏ଷ − 𝑏ଷ × 2ି భ್  + ௕మସ .  З 

огляду на це бачимо, що 𝑞௡෦(1) ~с × 𝑏ଶ, де c >  ଵସ , c =  const. З останніх міркувань випливає, що 𝑞௡(1)~с × 𝑏ଶ − ଵ଻ଷ   𝑏ଷ −−  ௕మସ − 𝑏ଷ  =  сଵ𝑏ଶ − ଵସଷ   𝑏ଷ ~ сଵ𝑏ଶ,  сଵ =  const,  сଵ > 0. 
Проте, з іншого боку, 𝑓(1) ~ 8𝑏ଷ. Отже, маємо суперечність із припущенням, що 𝑞௡(1) = 𝑓(1). Звідси 𝑞௡(1) ≠ f(1)  =  𝐹(1). 

Теорему доведено. 
Дискусія і висновки 
Побудовано контрприклад, який показує, що результат, доведений у роботі (Петрова, 2003), можна узагальнити 

на випадок простору Соболєва з комплексним індексом 𝑟 ∈ 𝐶,𝑅𝑒 𝑟 ∈ (2; 3). Актуальність результатів полягає в тому, 
що в попередніх роботах розглядали тільки дійсний індекс простору Соболєва. Надалі бажано узагальнити результат 
роботи (Петрова, 2003) для індексу 𝑟 ∈ 𝐶,𝑅𝑒 𝑟 > 2. 
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SOME NEGATIVE RESULTS FOR A MONOTONIC APPROXIMATION  

OF A FUNCTION THAT HAVE A FRACTIONAL DERIVATIVE OF A COMPLEX ORDER 
The issues of the interpolative approximation of functions from the Sobolev class by algebraic polynomials are considered. The positive 

approximation question is the question of approximating positive and r-times continuously differentiable functions by positive algebraic polynomials. The 
question of monotonic approximation is the question of approximating monotonic functions from the Sobolev class by monotonic algebraic polynomials. 
In previous works, we consider both the natural index of the Sobolev space, which is not equal to one, and the real index, which is strictly greater than 2. 
It is proved that Gopengauz estimates do not hold for a real index greater than two in the case of monotone approximation. In all previous works the real-
valued Sobolev space index is considered.   

The proposed paper examines the approximation of monotonic functions in the Sobolev space with a complex index r ∈ C, Re R ∈ (2,3) ( Re r is the 
real part of a complex number r, C is the set of complex numbers), so the result of the work is actual. A counterexample is constructed that shows that 
the estimate that generalizes the Gopengauz estimate is false. This paper is a generalization of the result for the case of a Sobolev space with a complex 
index. Subsequently, we plan to obtain results for r ∈ C, Re R>3, as well as similar results for the convex approximation. 

 
K e y w o r d s :  approximation of the function; Sobolev space with a complex index; algebraic polynomial; monotone function; convex function. 
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