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Анотацiя

Сердюк М. В. Псевдодиференцiальнi рiвняння з виродженням для радi-

альних функцiй 𝑝–адичного аргументу. — Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 Математика. — Київський нацiональний унiверситет iменi

Тараса Шевченка, Мiнiстерство освiти i науки України, Київ, 2025.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню питань про iснування

та єдинiсть, а також певнi властивостi розв’язкiв псевдодиферецiальних

рiвнянь з оператором дробового диференцiювання на неархiмедовому по-

лi 𝑝–адичних чисел, якi можуть розумiтися як аналог звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь, у тому числi зi слабким та регулярним виродже-

нням. Крiм того, дослiджується бiльш загальний тип псевдодиференцi-

ального рiвняння з 𝑝–адичними часовою та просторовою змiнними.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мова-

ми, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку вико-

ристаних джерел та додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок дисертацiй-

ної роботи з науковими програмами, планами, темами, зазначено мету i

завдання, об’єкт, предмет та методи дослiдження, наведено наукову но-

визну та практичне значення отриманих результатiв, охарактеризовано

особистий внесок здобувача, наведено список конференцiй, на яких ро-

бота пройшла апробацiю, та короткий змiст роботи.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи вводяться необхiднi поняття,

наведено огляд лiтератури за тематикою роботи та результатiв, отрима-

них iншими авторами.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджується задача Кошi для псев-

додиференцiального рiвняння зi слабким виродженням на радiальних

функцiях 𝑝–адичного аргументу. Розглянуто iнтегральне рiвняння, яке
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вiдповiдає задачi Кошi, та дослiджено питання iснування та єдиностi

його локальних м’яких розв’язкiв та зв’язку з розв’язками початкового

диференцiального рiвняння.

У третьому роздiлi вивчається випадок регулярного виродження, тоб-

то коли порядок виродження при похiднiй збiгається з порядком дифе-

ренцiювання. Для таких рiвнянь отримано умови збiжностi формальних

розв’язкiв у виглядi степеневого ряду.

У четвертому роздiлi дисертацiйного дослiдження вивчається новий

клас неархiмедових рiвнянь, який з одного боку є узагальненням рiвнянь

хвильового типу з 𝑝–адичними часовою та просторовою змiнними, а з iн-

шого боку має деякi властивостi, характернi для параболiчних рiвнянь з

дiйсним часом та 𝑝–адичною просторовою змiнною. Доведено iснування

та єдинiсть розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi. Дослiджено властивостi

розв’язкiв, такi як скiнченна область залежностi та оцiнка на фундамен-

тальний розв’язок задачi Кошi.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi науковi результати:

– отримано достатнi умови iснування та єдиностi локального м’якого

розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного псевдодиференцiального рiв-

няння зi слабким виродженням на радiальних функцiях 𝑝–адичного

аргументу;

– побудовано продовження локального м’якого розв’язку рiвняння зi слаб-

ким виродженням на весь простiр 𝑝–адичних чисел, та визначено до-

статнi умови на праву частину рiвняння, за яких це продовження буде

коректним;

– доведено, що за певних умов побудований таким чином м’який розв’язок

є розв’язком початкової задачi Кошi;

– знайдено достатнi умови iснування формального розв’язку лiнiйного

псевдодиференцiального рiвняння з регулярним виродженням у вигля-

дi степеневого ряду;
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– доведено, що формальний розв’язок такого рiвняння за певних умов є

локально абсолютно збiжним;

– дослiджено узагальнене псевдодиференцiальне рiвняння на радiальних

за часом функцiях з 𝑝–адичною часовою та просторовою змiнними, у

випадку, коли порядки похiдних за часом та за простором не спiвпа-

дають;

– отримано необхiднi та достатнi умови iснування та єдиностi фунда-

ментального розв’язку такого рiвняння та розв’язку вiдповiдної задачi

Кошi у просторi Лiзоркiна;

– побудовано оцiнку даного фундаментального розв’язку у термiнах нор-

ми вiд 𝑝–адичної змiнної. Такi оцiнки є аналогiчними до вiдповiдних

вiдомих оцiнок для параболiчних рiвнянь з дiйсною часовою та 𝑝–

адичною просторовою змiнними;

– дослiджено додатковi властивостi розв’язку вiдповiдної задачi Кошi,

зокрема доведено скiнченнiсть областi залежностi розв’язку вiд поча-

ткової умови;

– побудовано рiвномiрну по часу оцiнку даного розв’язку у просторi 𝐿1

за просторовою змiнною в термiнах початкової умови.

Дисертацiйна робота має теоретичне значення. Отриманi в роботi ре-

зультати можуть бути використанi в подальших дослiдженнях, пов’язаних

з розв’язнiстю псевдодиференцiальних рiвнянь iз виродженням при го-

ловнiй похiднiй в просторах функцiй 𝑝-адичного аргументу, а також при

побудовi теорiї регулярних i сингулярних розв’язкiв таких рiвнянь.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння, лiнiйнi оператори, оператор

дробової похiдної, параболiчне рiвняння, рiвняння в частинних похiдних,

псевдодиференцiальний оператор, м’який розв’язок, слабкий розв’язок,

формальний степеневий ряд, задача Кошi, фундаментальний розв’язок,

𝑝–адичний аналiз.
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Abstract

Serdiuk M. V. Pseudo-differential equations with degeneration for radial

functions of 𝑝-adic argument. — Manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Philosophy Degree in the speciality

111 Mathematics. — Taras Shevchenko National University of Kyiv, MES of

Ukraine, Kyiv, 2025.

The dissertation is devoted to the study of the existence, uniqueness and

also some properties of solutions of pseudo–differential equations with the

fractional differentiation operator on the non–Archimedean field of 𝑝–adic

numbers, which can be understood as an analog of ordinary differential

equations, including those with weak and regular degeneration. In additi-

on, we study a more general type of the pseudo-differential equation with

𝑝-adic time and space variables.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, an introducti-

on, four chapters of the main part, conclusions, a list of references, and an

appendix.

The introduction highlights the relevance of the topic, indicates the connecti-

on of the dissertation with scientific programs, plans, topics, states the purpose

and objectives, object, subject and methods of the study, presents the scienti-

fic novelty and practical significance of the results, characterizes the personal

contribution of the applicant, provides a list of conferences where the work

was tested, and a summary of the work.

The first chapter of the thesis introduces the necessary concepts, provides

a review of the literature on the subject matter of the work and the results

obtained by other authors.

In the second chapter of the dissertation, we study the Cauchy problem for

a pseudo–differential equation with weak degeneracy on radial functions of a

𝑝–adic argument. The integral equation corresponding to the Cauchy problem

is considered, and the existence and uniqueness of its local mild solutions
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and the connection with the solutions of the initial differential equation are

investigated.

In the third section, we study the case of regular degeneration, i.e., when

the order of degeneration in the derivative coincides with the order of di-

fferentiation. For such equations, the conditions for the convergence of formal

solutions in the form of a power series are obtained.

In the fourth chapter of the dissertation, a new class of non-Archimedean

equations is studied, which, on the one hand, is a generalization of wave-

type equations with 𝑝–adic time and space variables, and on the other hand,

has some properties characteristic of parabolic equations with real time and

𝑝–adic space variables. We prove the existence and uniqueness of solutions

to the corresponding Cauchy problem. The properties of the solutions, such

as the finite domain of dependence and the estimation on the fundamental

solution of the Cauchy problem, are investigated.

The following new scientific results were obtained in the dissertation:

– sufficient conditions for the existence and uniqueness of a local mild soluti-

on of the Cauchy problem for a nonlinear pseudo-differential equation with

weak degeneracy on radial functions of the 𝑝–adic argument are obtained;

– a continuation of the local mild solution of the equation with weak degeneracy

to the whole space of 𝑝–adic numbers is constructed, and sufficient condi-

tions on the right-hand side of the equation are determined under which

this continuation will be correct;

– it is proved that under certain conditions the mild solution constructed in

this way is a solution to the original Cauchy problem;

– sufficient conditions for the existence of a formal solution of a linear pseudo-

differential equation with regular degeneracy in the form of a power series

are found;

– it is proved that the formal solution of such an equation is locally absolutely

convergent under certain conditions;
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– generalized pseudo–differential equation on radial in time functions with

𝑝-adic time and space variables is investigated in the case when the orders

of derivatives in time and space do not coincide;

– necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness of

the fundamental solution of such an equation and the solution of the

corresponding Cauchy problem in the Lizorkin space are obtained;

– an estimate of this fundamental solution in terms of the norm of a 𝑝–adic

variable is constructed. Such estimates are similar to the corresponding

known estimates for parabolic equations with real time and 𝑝–adic spatial

variables;

– additional properties of the solution of the corresponding Cauchy problem

are investigated, in particular, the finiteness of the domain of dependence

of the solution on the initial condition is proved;

– a time-homogeneous estimate of this solution in space 𝐿1 of the functions

of 𝑝–adic argument in terms of the initial condition is constructed.

This dissertation is of theoretical importance. The results obtained in this

work can be used in further studies related to the solvability of pseudo–

differential equations with degeneracy at the main derivative in the spaces of

functions of 𝑝–adic argument, as well as in the construction of the theory of

regular and singular solutions of such equations.

Keywords : differential equations, linear operators, operator of fractional

derivative, parabolic equations, PDE, pseudodifferential operator, mild soluti-

on, weak solution, formal power series, Cauchy problem, fundamental soluti-

on, 𝑝–adic analysis.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Q𝑝 — простiр 𝑝–адичних чисел з нормою | · |𝑝.
𝐵𝛾(𝑎), 𝑆𝛾(𝑎)— куля та сфера радiуса 𝑝𝛾 з центром 𝑎 ∈ Q𝑝;𝐵𝛾 := 𝐵𝛾(0),

𝑆𝛾 := 𝑆𝛾(0).

𝑑𝛼 =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−1
.

Роздiл 4:

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝 — оператор Владiмiрова–Тейблсона порядку 𝛼 вiдносно змiнної

𝑡 ∈ Q𝑝.

𝐷𝛽
𝑥 - оператор Владiмiрова–Тейблсона порядку 𝛽 вiдносно змiнної 𝑥 ∈

Q𝑛
𝑝 .̃︀𝑢 — перетворення Фур’є функцiї 𝑢 вiдносно змiнної 𝑡 ∈ Q𝑝.̂︀𝑢 — перетворення Фур’є функцiї 𝑢 вiдносно змiнної 𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 .

Q+
𝑝 := {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 ≥ 1}.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена вивченню нових класiв псевдодиферен-

цiальних рiвнянь на радiальних функцiях 𝑝–адичного аргументу. Дослi-

джено рiвняння для функцiй 𝑝-адичної часової змiнної зi слабким та

регулярним виродженням, а також певне узагальнене псевдодиференцi-

альне рiвняння для функцiй двох змiнних з 𝑝–адичною просторовою та

часовою змiнними.

У дисертацiйнiй роботi аналiзуються питання iснування та єдиностi

розв’язкiв псевдо-диференцiальних рiвнянь з оператором дробового ди-

ференцiювання на 𝑝–адичному неархiмедовому полi. Особливу увагу при-

дiлено рiвнянням зi слабким та сингулярним виродженням i їх м’яким

розв’язкам.

Актуальнiсть теми. Протягом останнiх кiлькох сотень рокiв теоре-

тична фiзика розвивалася на основi дiйсних i, пiзнiше, комплексних чи-

сел. Проте, з кiнця минулого сторiччя поле 𝑝–адичних чисел Q𝑝 (а також

його алгебраїчнi розширення, включаючи поле комплексних 𝑝–адичних

чисел C𝑝) широко використовується в теоретичнiй та математичнiй фi-

зицi. Так, незважаючи на те, що 𝑝–адичнi числа були вiдкритi Гензелем

наприкiнцi 19 сторiччя, теорiя 𝑝–адичних чисел вже iнтенсивно проникла

в декiлька областей математики та їх застосування.

Головна iдея, покладена в основу 𝑝–адичної теоретичної фiзики, по-

лягає в тому, що проблеми поєднання квантової механiки та гравiтацiї

виникають через використання нескiнченно подiльного дiйсного конти-

нуума як основної математичної моделi фiзичного простору-часу. Нато-

мiсть, поле 𝑝–адичних чисел надає новi можливостi для математичних

моделей часу–простору та структур, визначених на ньому. Велику роль

в цьому вiдiграє той факт, що поле 𝑝-адичних чисел є невпорядкованим

та неархiмедовим.
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Пiсля вiдкриття Гензелем у 1899 р., 𝑝–адичнi числа набули важливого

значення у теорiї чисел (див. [14,33]) та теорiї зображень [25]. Неархiме-

довi аналоги були знайденi та дослiдженi для основних понять класи-

чного аналiзу [54], аналiзу Фур’є [57], функцiонального аналiзу [48, 52],

комплексного аналiзу [21, 50], аналiтичної теорiї диференцiальних рiв-

нянь [19,20,51], математичної фiзики [8,37,58], стохастики [37] та геоме-

трiї [13, 15,26].

Одна з особливостей теорiї 𝑝–адичного аналiзу полягає в тому, що

для для функцiй на неархiмедовому полi не визначена операцiя дифе-

ренцiювання. В результатi, значна кiлькiсть 𝑝-адичних моделей викори-

стовує псевдодиференцiальнi рiвняння, якi в певнiй мiрi є узагальненням

звичайних диференцiальних рiвнянь, як основний конструкт 𝑝–адичної

математичної фiзики.

В теорiї 𝑝–адичного аналiзу та його застосувань розглядаються двi

основнi моделi: вiдображення з Q𝑝 в C, де C — поле комплексних чисел,

або з Q𝑝 в Q𝑝. Елементи аналiзу, в якому розглядаються комплекснозна-

чнi вiдображення, закладенi в роботах Ф. Брюа [17] та I.М. Гельфанда i

М.I. Граєва [25]. Перший етап розвитку 𝑝–адичної математичної фiзики

для моделей з C–значними вiдображеннями було представлено М. Тей-

блсоном [57], а також В.С. Владiмiровим та iн. [58]. У монографiї А. Н.

Кочубея [37] широко викладенi застосування цiєї теорiї, особливо тi, що

охоплюють iмовiрнiснi аспекти. Елементи аналiзу, в якому розглядаю-

ться функцiї з Q𝑝 в Q𝑝, будувались у роботах ряду математикiв (див.

книги Н. Коблiца [33], Ж.-П. Серра [55], Н. Бурбакi [16]). Фiзичнi, когнi-

тивнi та психологiчнi моделi, якi використовують Q𝑝–значнi вiдображе-

ння та вiдповiдний аналiз, представленi у серiї монографiй А. Ю. Хрєн-

нiкова [30–32].

Основним лiнiйним оператором, визначеним на дiйсно– та комплексно–

значних функцiях на неархiмедових локальних полях, зокрема на полi

𝑝-адичних чисел, є псевдодиференцiальний оператор дробового диферен-
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цiювання 𝐷𝛼.

Гармонiчний аналiз на локальних полях та 𝑛–вимiрних векторних про-

сторах над ними було розвинено у роботах М. Тейблсона [56,57]. Опера-

тор дробового диференцiювання 𝐷𝛼 вперше введено в 1968 р. в [56] у

зв’язку з теорiєю дробового iнтегрування та аналiзу Фур’є на локальних

полях.

На можливiсть застосування 𝑝–адичних чисел в математичнiй фiзицi

вперше було вказано в 1984 р. в роботi В. С. Владiмiрова та I. В. Воловiча

[59]. Гiпотеза полягала в тому, що в теорiї суперструн, яка апелює до

надзвичайно малих вiдстаней порядку сталої Планка, простiр–час має

неархiмедову структуру. Застосуванню 𝑝–адичних чисел у теорiї струн

присвяченi роботи [22,64,65].

У роботах [10–12] В. А. Аветiсов та iн. ввели новий клас моделей для

комлексних систем, заснованих на 𝑝-адичному аналiзi. Такi моделi мо-

жуть бути застосованi, наприклад, до дослiдження релаксацiї певних

бiологiчних комплексних систем. З математичної точки зору, в таких

моделях часова еволюцiя комплексної системи описується за допомо-

гою 𝑝-адичного псевдодиференцiального рiвняння параболiчного типу,

яке описує часову еволюцiю перехiдної функцiї марковського процесу в

ультраметричному просторi. Цей стохастичний процес використовується

для опису динамiчної системи у просторi конфiгурацiйних станiв, який

апроксимується ультраметричним простором (Q𝑝).

А. Н. Кочубей розвинув теорiю одновимiрних псевдодиференцiаль-

них рiвнянь параболiчного типу зi змiнними коефiцiєнтами, фундамен-

тальнi розв’язки яких є функцiями щiльностi марковських процесiв на

𝑝-адичному просторi [37]. У монографiї В. А. Зунiги–Галiндо [68] вивча-

ється широкий клас псевдодиференцiальних рiвнянь типу теплопровiд-

ностi над 𝑝-адичним простором, що включає як частковi випадки окремi

типи моделей, дослiджених А. В. Аветiсовим та А. Н. Кочубеєм та iн.

Взагалi кажучи, оператор 𝐷𝛼 в просторi 𝐿2(Q𝑝) має досить складну

15



структуру. Зокрема, вiн має точковий спектр нескiнченної кратностi,

та вiдомо, що вiдповiдне еволюцiйне рiвняння для цього оператора з

𝑝-адичною просторовою змiнною 𝑡 не має фундаментального розв’язку

(див. [63]).

Вперше А. Н. Кочубеєм у роботi [40] було помiчено, що властивостi

оператора 𝐷𝛼 значно спрощуються на радiальних функцiях. У цьому ви-

падку, вiн нагадує дробову похiдну Капуто–Джрбашяна, що розглядає-

ться в дiйсному аналiзi. Зокрема, даний оператор має правий обернений

𝐼𝛼, який можна розглядати як 𝑝-адичний аналог дробового iнтеграла

Рiмана–Лiувiлля або, для 𝛼 = 1, класичну первiсну.

У роботi [41] було розглянуто нелiнiйну задачу Кошi для класу лiнiй-

них рiвнянь

𝐷𝛼𝑢 = 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 𝑡 ∈ Q𝑝,

𝑢(0) = 𝑢0.

Було показано, що для звуження оператора𝐷𝛼 на клас радiальних функ-

цiй 𝑢 = 𝑢(|𝑡|𝑝) дана задача зводиться до iнтегрального рiвняння, яке є

аналогом класичного рiвняння Вольтерри. Таким чином, в [40, 41] було

побудовано 𝑝-адичну форму звичайного диференцiального рiвняння в

контекстi псевдодиференцiального аналiзу.

Другий та третiй роздiли дисертацiї присвяченi наступному кроку в

розвитку цiєї теорiї, а саме вивченню рiвнянь зi слабкими та регулярними

сингулярностями при старшiй похiднiй.

Отриманi в дисертацiї результати стали основою для розвитку цьо-

го напрямку у роботах iнших авторiв, зокрема, у роботi Дж. Галеано–

Пеналоза та О. Ф. Каса–Санчеза [24], де було дослiджено псевдодиферен-

цiальне рiвняння з виродженням для 𝑝-адичного нелокального оператора

ультрадифузiї, який є узагальненням оператора дробового диференцiю-

вання 𝐷𝛼.

Iнший напрямок дисертацiйного дослiдження пов’язаний iз неархiме-
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довим рiвнянням, яке є узагальненням рiвняння хвильового типу, яке

вперше було введено А. Н. Кочубеєм в роботi [38]:

𝐷𝛼
𝑡 𝑢−𝐷𝛼,𝑛

𝑥 𝑢 = 0,

Там було доведено iснування та єдинiсть розв’язкiв вiдповiдної зада-

чi Кошi на класi радiальних функцiй. Крiм того, було доведено, що

розв’язки задовольняють аналог принципу Гюйгенса, що вказує на по-

ведiнку таких розв’язкiв, подiбну до поведiнки пласких хвиль, якi є

розв’язками класичного хвильового рiвняння.

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами, пла-

нами, темами. Дисертацiйне дослiдження виконане вiдповiдно до iн-

дивiдуального плану аспiрантки кафедри математичного аналiзу Київ-

ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, затверджено-

го вченою радою механiко-математичного факультету, i в рамках теми

науково-дослiдної роботи кафедри математичного аналiзу 22КФ038–01

”Оцiнювання та критерiй згоди у статистичних моделях, розв’язання сто-

хастичних рiвнянь i дослiдження модулiв гладкостi функцiй” Київського

нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Частина дослiдження проводилась в рамках проєкту “Псевдодиферен-

цiальнi рiвняння над неархiмедовими полями” за фiнансової пiдтримки

Нацiонального фонду дослiджень України (номер проєкту 2023.03/0002).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-

слiдження iснування та властивостей розв’язкiв псевдодиференцiальних

рiвнянь з виродженням на радiальних функцiях 𝑝–адичного аргументу.

Основними завданнями даної роботи є:

– отримати достатнi умови iснування та єдиностi локального м’якого

розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного псевдодиференцiального рiв-

няння зi слабким виродженням на радiальних функцiях 𝑝–aдичного
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аргументу;

– побудувати продовження локального м’якого розв’язку рiвняння зi слаб-

ким виродженням на весь простiр Q𝑝, та визначити достатнi умови на

праву частину рiвняння, за яких це продовження буде коректним;

– довести, що за певних умов побудований таким чином м’який розв’язок

є розв’язком початкової задачi Кошi;

– знайти достатнi та необхiднi умови iснування розв’язку лiнiйного псев-

додиференцiального рiвняння з регулярним виродженням у виглядi

абсолютно збiжного степеневого ряду;

– дослiдити узагальнене псевдодиференцiальне рiвняння на радiальних

за часом функцiях з 𝑝–адичною часовою та просторовою змiнними, у

випадку, коли порядки похiдним за часом та за простором не спiвпа-

дають;

– отримати необхiднi та достатнi умови iснування та єдиностi фунда-

ментального розв’язку такого рiвняння та розв’язку вiдповiдної задачi

Кошi у просторi Лiзоркiна;

– побудувати оцiнку даного фундаментального розв’язку у термiнах 𝑝–

адичної норми змiнних, що є аналогом вiдповiдних оцiнок для парабо-

лiчних рiвнянь з дiйсною часовою та 𝑝–адичною просторовою змiнни-

ми;

– дослiдити додатковi властивостi розв’язку вiдповiдної задачi Кошi, та-

кi як скiнченна область залежностi;

– побудувати оцiнку даного розв’язку у просторi 𝐿1 за просторовою змiн-

ною.

Об’єктом дослiдження є псевдодиференцiальнi рiвняння з операто-

ром Владiмiрова-Тейблсона на радiальних функцiях в просторi 𝑝–адичних

чисел зi слабкими та регулярними особливостями, а також вiдповiднi iн-

тегральнi рiвняння з оберненим до псевдодиференцiального оператором,
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у випадку слабкого виродження; узагальнене рiвняння хвильового типу

з 𝑝–адичними просторовою та часовою змiнними.

Предметом дослiдження є радiальнi розв’язки задачi Кошi для

псевдодиференцiальних рiвнянь з виродженням на полi 𝑝–адичних чи-

сел; фундаментальний розв’язок задачi Кошi для нового класу неархi-

медових рiвнянь на радiальних функцiй.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовуються

конструкцiї та методи 𝑝-адичного аналiзу, функцiонального аналiзу, те-

орiї диференцiальних рiвнянь та iнтегральних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано наступнi новi результати:

– встановлено достатнi умови iснування та єдиностi локального м’якого

розв’язку нелiнiйного псевдодиференцiального рiвняння для оператора

𝐷𝛼, 𝛼 > 0, зi слабким виродженням при похiднiй, тобто у випадку

𝛾 < min(1, 𝛼), де 𝛾 — порядок виродження та 𝛼 — порядок похiдної;

– побудовано продовження даного локального м’якого розв’язку iз кулi

|𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 на весь простiр 𝑝–адичних чисел;

– встановлено умови, за яких побудований таким чином м’який розв’язок

є розв’язком початкової задачi Кошi для диференцiального рiвняння;

– побудовано розв’язок лiнiйного псевдодиференцiального рiвняння у ви-

падку сильного виродження 𝛾 = 𝛼 за умови розкладу правої частини

у ряд за степенями |𝑡|𝑝;

– знайдено достатнi умови асолютної збiжностi розв’язку у виглядi сте-

пеневого ряду;

– дослiджено новий клас псевдодиференцiальних рiвнянь на функцiях

двох змiнних, що є узагальненням 𝑝-адичного хвильового рiвняння на
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випадок, коли порядки порядки похiдних за часом i за простором не

спiвпадають;

– знайдено достатнi умови iснування розв’язку вiдповiдної задачi Кошi

на класi радiальних за часом функцiй, що належать простору основних

функцiй Лiзоркiна за обома змiнними;

– побудовано оцiнку на фундаментальний розв’язок задачi у термiнах

змiнних |𝑡|𝑝 та |𝑥|𝑝;

– доведено, що розв’язок задачi Кошi має скiнченну область залежностi;

– встановлено, що радiальнi за часом узагальненi розв’язки рiвняння на-

лежать простору 𝑢 ∈ 𝒟(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)), де Φ(Q𝑛
𝑝) — простiр Лiзоркiна;

– доведено єдинiсть розв’язку задачi Кошi в класi обмежених локально

сталих функцiй, радiальних за змiнною 𝑡;

– побудовано рiвномiрну за часом оцiнку розв’язку задачi Кошi в про-

сторi 𝐿1 за просторовою змiнною.

Теоретичне та практичне значення отриманих результатiв.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Одержанi результа-

ти є внеском в 𝑝-адичний аналiз та теорiю псевдодиференцiальних рiв-

нянь з виродженнями. Результати роботи можуть бути використанi при

подальшому дослiдженнi розв’язностi рiвнянь з псевдодиференцiальни-

ми операторами на радiальних функцiях.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної

роботи, що виносяться на захист, отриманi автором самостiйно та опублi-

кованi в трьох роботах, з яких одна у спiвавторствi [1]. У роботi, опублi-

кованiй у спiвавторствi, внески авторiв є рiвними. Визначення основного

напрямку дослiдження та постановка задач виконанi спiльно з науковим

керiвником.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти доповiдались на наступних наукових конференцiях:

1. Всеукраїнська науково-практична конференцiя “Актуальнi пробле-

ми фiзики, математики, iнформатики та методики їх навчання”, 18–

20 сiчня, 2023, Київ, Україна;

2. Мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми механiки та

математики”, 23–25 травня, 2023, Львiв, Україна;

3. The 12th International Congress of Societas Humboldtiana Polonorum,

June 30 – July 02, 2023, Lodz, Poland;

4. Workshop “Complex Dynamical Systems: theory, mathematical modelli-

ng, computing and application”, 2–4 October, 2023, Kyiv, Ukraine,

5. International Scientific Online Conference “Algebraic and Geometric

Methods of Analysis”, 27–30 May, 2024, Odesa, Ukraine.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi у

семи наукових працях, з яких три статтi [1–3] та чотири тези у мате-

рiалах наукових конференцiй [4–7]. Статтю [1] опублiковано у мiжнаро-

дному журналi, який iндексується у наукометричнiй базi Scopus та Web

of Science та входить до квартиля Q1. Статтi [2] та [3] надруковано у

науковому фаховому виданнi України категорiї “A”, що iндексується у

наукометричнiй базi Scopus та Web of Science, англомовна версiя вида-

ння iндексована в наукометричнiй базi Scopus та входить до квартиля Q3.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

з анотацiй українською та англiйською мовами, перелiку умовних позна-

чень, вступу, чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, вступу, виснов-

ку, списку використаних джерел i додатку, який мiстить список публiка-

цiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про аробацiю результатiв.
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Повний обсяг дисертацiї становить 117 сторiнок, основний текст займає

95 сторiнок. Список використаних джерел викладений на 8-ми сторiнках

i мiстить 71 найменування.

Змiст роботи. У вступi дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми

дослiдження, вказано зв’язок з роботи з науковими програмами, плана-

ми, темами, встановлено мету i завдання, об’єкт, предмет i методи до-

слiдження, наведено наукову новизну та практичне значення отриманих

результатiв, висвiтлено особистий внесок автора, наведено список публi-

кацiй за темою дослiдження та конференцiй, на яких дисертацiйна робо-

та пройшла апробацiю, а також короткий змiст роботи.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено основнi поняття та

конструкцiї 𝑝-адичного аналiзу, необхiднi при дослiдженнi. Також цей

роздiл мiстить огляд лiтератури за тематикою роботи та результатiв,

отриманих iншими авторами.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджуються нелiнiйнi псевдодифе-

ренцiальнi рiвняння зi слабким виродженням на радiальних функцiях

𝑝-адичного аргументу.

А саме, розглядається задача Кошi

|𝑡|𝛾𝑝(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝, (0.1)

𝑢(0) = 𝑢0, (0.2)

де 𝛼 > 0, 𝛾 > 0, 𝐷𝛼 — оператор дробового диференцiювання, який,

зокрема, визначається як гiперсингулярний iнтеграл

(𝐷𝛼𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−1

∫︁
Q𝑝

|𝑦|−𝛼−1
𝑝 [𝜙(𝑥− 𝑦)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝑦.

Iз задачею (0.1)–(0.2) пов’язується iнтегральне рiвняння

𝑢(|𝑡|𝑝) = 𝑢0 + 𝐼𝛼
[︀
| · |−𝛾

𝑝 𝑓(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))
]︀
(|𝑡|𝑝), (0.3)
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де оператор 𝐼𝛼 є правим оберненим оператором до 𝐷𝛼 i визначається

формулами

(𝐼𝛼𝜙)(𝑡) =
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝≤|𝑡|𝑝

(︀
|𝑡− 𝑦|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

)︀
𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 𝛼 ̸= 1, (0.4)

(𝐼1𝜙)(𝑡) =
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤|𝑡|𝑝

(︀
log |𝑡− 𝑦|𝑝 − log |𝑦|𝑝

)︀
𝜙(𝑦)𝑑𝑦. (0.5)

Розв’язки iнтегрального рiвняння (0.3) називаються м’якими розв’язками

задачi (0.1)–(0.2). Основним результатом другого роздiлу є наступна те-

орема про iснування та єдинiсть локальних м’яких розв’язкiв рiвняння

(0.3).

Теорема 2.3. Нехай виконуються умови

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)| ≤𝑀, (0.6)

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)− 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥− 𝑦|, 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥, 𝑦 ∈ R, (0.7)

а також 𝛾 < min(1, 𝛼).

Тодi задача Кошi (0.1)–(0.2) має єдиний локальний м’який розв’язок,

тобто iнтегральне рiвняння (0.3) має розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), визначений для

всiх |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 , де 𝑁 ∈ Z достатньо вiд’ємне. Крiм того, довiльний iнший

розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), якщо вiн iснує, збiгається з 𝑢 для |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 , де 𝐾 ≤ 𝑁 .

Локальнi розв’язки, отриманi в теоремi 2.3 за допомогою методу по-

слiдовних наближень, допускають продовження на весь простiр Q𝑝, що

доведено в наступнiй теоремi.

Теорема 2.4. Нехай 𝛾 < min(1, 𝛼), функцiя 𝑓 задовольняє умову (0.6), а

також (0.7) у наступнiй формi

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)− 𝑓(𝑝ℓ, 𝑦)| ≤ 𝐿ℓ|𝑥− 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ R, ℓ ∈ Z, (0.8)

де 0 < 𝐿ℓ < 𝑝−𝛼ℓ для всiх ℓ ∈ Z.
Тодi локальний розв’язок рiвняння (0.3), визначений при |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 ,

продовжується до глобального розв’язку, визначеного для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝.
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Бiльш того, у пiдроздiлi 2.6 доводиться теорема 2.5 про достатнi умо-

ви, за яких розв’язки iнтегрального рiвняння (0.3) є розв’язками поча-

ткової задачi Кошi.

Теорема 2.5. Нехай виконуються умови (0.8) та

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)| ≤ 𝐴𝑝−𝛽ℓ, ℓ ≥ 1, ∀𝑥 ∈ R, (0.9)

для деякої сталої 𝛽 такої, що 𝛽 + 𝛾 > 𝛼.

Тодi розв’язок рiвняння (0.3), отриманий у теоремi 2.3 та продовжений

на простiр Q𝑝, задовольняє рiвняння (0.1).

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений лiнiйним псевдоди-

ференцiальним рiвнянням на радiальних функцiях для випадку регуляр-

ного виродження, тобто коли 𝛾 = 𝛼 в рiвняннi (0.1).

Тобто, розглядається рiвняння вигляду

|𝑡|𝛼𝑝 (𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝐴(|𝑡|𝑝)𝑢(|𝑡|𝑝). (0.10)

Для дослiдження використовується метод аналiтичного розкладу у

степеневий ряд. Припускається, що функцiя 𝐴 розкладається у степене-

вий ряд вигляду

𝐴(|𝑡|𝑝) =
∞∑︁

𝑁=0

𝐴𝑁 |𝑡|𝛽𝑁𝑝 ,

де 𝐴𝑁 ∈ C, 𝛽 > 0, коефiцiєнти якого задовольняють оцiнку

|𝐴𝑁 | ≤𝑀𝜇𝑁 , 𝑁 ≥ 0, (0.11)

для деяких 𝑀,𝜇 > 0.

Розв’язок рiвняння (0.10) шукається у виглядi формального степене-

вого ряду

𝑢(|𝑡|𝑝) =
∞∑︁

𝑁=0

𝑢𝑁 |𝑡|𝛽𝑁𝑝 , 𝑢𝑁 ∈ C. (0.12)
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Ряд (0.12) будемо називати формальним розв’язком рiвняння (0.10),

якщо виконуються наступнi спiввiдношення

0 = 𝐴0𝑢0, (0.13)[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑁 = −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑁 ≥ 1. (0.14)

Спочатку розглядається випадок 𝐴0 = 0, за якого рiвняння (0.13)

задовольняється для довiльної функцiї 𝑢. У цьому випадку має мiсце

наступний результат.

Теорема 3.1. Нехай 𝐴0 = 0. Якщо ряд (3.3) є формальним розв’язком

рiвняння (3.1), то ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним.

У випадку 𝐴0 ̸= 0 має мiсце наступна теорема. Ця теорема стверджує,

що у випадку, коли коефiцiєнт 𝐴0 має спецiальний вигляд

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
, 𝑚 ≥ 1,

та не дорiвнює нулю, то формальний розв’язок рiвняння (3.1) є локаль-

но абсолютно збiжним рядом. Крiм того, знайдено спiввiдношення для

коефiцiєнтiв цього ряду. В iнших випадках рiвняння (3.1) має лише ну-

льовий розв’язок.

Теорема 3.2.

1. Нехай 𝐴0 =
Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
для деякого цiлого 𝑚 ≥ 1. Якщо ряд

(3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1), то ряд (3.3) є локаль-

но абсолютно збiжним, та його коефiцiєнти 𝑢𝑁 , 𝑁 ≥ 0, задовольня-

ють спiввiдношення

𝑢0 = · · · = 𝑢𝑚−1 = 0, (0.15)

𝑢𝑁 = −
[︂

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁−𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘,

(0.16)

𝑁 ≥ 𝑚+ 1, для деякого 𝑢𝑚 ∈ C.
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2. Якщо 𝐴0 ̸= 0 та 𝐴0 ̸= Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
для жодного цiлого 𝑚 ≥ 1,

то рiвняння (3.1) має лише нульовий розв’язок 𝑢 ≡ 0.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню нового класу

псевдодиференцiальних рiвнянь для функцiй двох 𝑝-адичних змiнних,

якi при цьому є радiальними за часовою змiнною. Таке рiвняння є пев-

ним узагальненням рiвняння хвильового типу, розглянутого в роботi [39],

яке може розглядатися як бiльш широкий клас псевдодиференцiальних

операторiв в просторi функцiй багатьох 𝑝-адичних змiнних.

Нехай 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝑛 ≥ 1. Розглядається наступна задача Кошi

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥)−𝐷𝛽,𝑛

𝑥 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 , (0.17)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , (0.18)

де 𝑢 : Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 → C — радiальна функцiя вiдносно змiнної 𝑡 ∈ Q𝑝.

Розв’язки задачi (0.17)–(0.18) шукаються у просторi Лiзоркiна Φ(Q𝑛
𝑝).

За допомогою перетворення Фур’є рiвняння (0.17) зводиться до задачi

на власнi значення та власнi функцiї оператора 𝐷𝛼:

𝐷𝛼𝑢 = 𝜆𝑢, 𝜆 = 𝑝𝛽𝑁 , 𝑁 ∈ Z, (0.19)

У твердженнi 4.1 дисертацiйної роботи знайдено множину розв’язкiв

рiвняння (0.19) у просторiΦ(Q𝑝). Також показано, що узагальненi розв’язки

рiвняння (0.19) у просторi Φ′(Q𝑝) спiвпадають з класичними у сенсi ре-

гулярних узагальнених функцiй (твердження 4.2).

Основний результат даного роздiлу полягає в теоремi 4.1 про необхiднi

та достатнi умови iснування розв’язкiв задачi (0.17)–(0.18).

Теорема 4.1. Нехай 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 такi, що виконується умова

𝛽 = 𝐾𝛼 для деякого 𝐾 ∈ N. (0.20)

Припустимо, що функцiя 𝑢0 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝).
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Тодi задача Кошi (0.17)–(0.18) має розв’язок 𝑢 = 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥), радiаль-
ний за 𝑡. Бiльш того, цей розв’язок належить простору Φ(Q𝑝) для всiх

фiксованих 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , та належить простору Φ(Q𝑛

𝑝) для кожного 𝑡 ∈ Q𝑝.

Якщо умова (0.20) не виконується, то рiвняння (0.17) має лише тото-

жно нульовий розв’язок 𝑢(𝑡, 𝑥) ≡ 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 .

Розв’язок задачi (0.17)–(0.18) будується у виглядi

𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) =
(︀
ℱ−1

𝜉→𝑥̂︀𝑢)︀(|𝑡|𝑝, 𝑥)
=
(︀
(ℱ−1

𝜉→𝑥𝑏) * 𝑢0
)︀
(|𝑡|𝑝, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛

𝑝 , (0.21)

де функцiя

𝑍𝑡(𝑥) :=
(︀
ℱ−1

𝜉→𝑥̂︀𝑢)︀(|𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 ,

є фундаментальним розв’язком задачi Кошi.

Пiдроздiл 4.3 присвячений обчисленню явної формули для фундамен-

тального розв’язку та знаходженню оцiнки на нього у термiнах змiнних

|𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝. Результат представлений у наступнiй теоремi.

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови теореми 4.1, 𝑍𝑡(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×
Q𝑛

𝑝 , — фундаментальний розв’язок задачi (0.17)–(0.18), 𝐾 ≥ 2.

Якщо |𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 , то

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤ 2𝐾+𝑛𝐶|𝑡|𝑝
(︁
|𝑥|𝑝 + |𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

. (0.22)

Якщо 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 ≤ |𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 , то

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤ 𝐶1|𝑥|−𝑛
𝑝 . (0.23)

Якщо |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 , то
|𝑍𝑡(𝑥)| = 0. (0.24)

Ще одним результатом дисертацiї є доведення властивостi скiнченної

областi залежностi для розв’язку задачi (0.17)–(0.18).
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Теорема 4.3. Припустимо, що початкова функцiя 𝑢0 така, що 𝑢0(𝑡, 𝑥) = 0

зовнi деякої кулi 𝐵𝑛
𝑁 , 𝑁 ∈ Z.

Тодi розв’язок 𝑢 задачi (0.17)–(0.18) задовольняє рiвнiсть 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = 0

для 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 ∖𝐵𝑛

𝑁 , та для всiх |𝑡|𝑝 < 𝑝𝐿 для деякого 𝐿 ∈ Z.

Пiдроздiл 4.5 присвячено узагальненим розв’язкам рiвняння (0.17).

Зокрема, доведено наступну теорему.

Теорема 4.4. Нехай 𝑢 ∈ Φ′(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)) — узагальнений розв’язок рiвня-

ння (0.17), тобто

⟨⟨𝑢,𝐷𝛼
𝑡 𝜙1⟩, 𝜙2⟩ = ⟨⟨𝑢, 𝜙1⟩, 𝐷𝛽,𝑛

𝑥 𝜙2⟩,

для всiх 𝜙1 ∈ Φ(Q𝑝), 𝜙2 ∈ Φ(Q′
𝑝).

Якщо 𝑢 — радiальна функцiя за змiнною 𝑡, то 𝑢 ∈ 𝒟(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)).

Якщо, додатково, 𝑢(0, 𝑥) = 0, то 𝑢(𝑡, 𝑥) ≡ 0.

З теореми 4.2 випливає єдинiсть розв’язкiв задачi Кошi (0.17)–(0.18),

побудованих в теоремi 4.10, в класi обмежених локально сталих функцiй,

радiальних за змiнною 𝑡.

У пiдроздiлi 4.6 доведено рiвномiрну за часом оцiнку розв’язку задачi

Кошi (0.17)–(0.18) у просторi 𝐿1(Q𝑛
𝑝) за просторовою змiнною в термiнах

початкової умови.

Теорема 4.5. Припустимо, що умови теореми 4.1 виконанi.

Тодi розв’язок задачi (0.17)-(0.18), визначений формулою (0.21), задо-

вольняє оцiнку в 𝐿1(Q𝑛
𝑝) за змiнною 𝑥 для кожного 𝑡 ∈ Q+

𝑝

‖𝑢(|𝑡|𝑝, ·)‖𝐿1(Q𝑛
𝑝 )
≤ 𝑝2𝑛𝛾 ‖𝑢0‖𝐿1(Q𝑛

𝑝 )
, (0.25)

де 𝛾 ≥ 2

𝐾
— деяка додатна стала.

Подяка. Автор дисертацiї висловлює щиру подяку своїм науковим

керiвникам — доктору фiзико-математичних наук, члену-кореспонденту
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НАН України, професору Шевчуку Iгорю Олександровичу за керуван-

ня роботою та постiйну увагу, та доктору фiзико-математичних на-

ук, старшому дослiднику Антонюк Олександрi Вiкторiвнi за вiдкрит-

тя можливостей 𝑝-адичного аналiзу, постановку задач дисертацiї, та

неосяжну пiдтримку, а також доктору фiзико-математичних наук,

члену-кореспонденту НАН України, професору Кочубею Анатолiю На-

умовичу, за наукову спiвпрацю та допомогу.
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1 Огляд лiтератури за темою дисертацiї

1.1 Означення та властивостi 𝑝-адичних чисел

Поняття числа є базовим не тiльки в математицi, але i в фiзицi та ба-

гатьох iнших науках. Бiльша частина сучасної науки заснована на 𝑝–

адичному аналiзi над дiйсними та комплексними числами. Однак ви-

явилось, що для дослiджень складних iєрархiчних систем iнодi бiльш

доречно використовувати аналiз над 𝑝-адичними числами та ультраме-

тричними просторами. Вперше 𝑝–адичнi числа були введенi К. Гензелем

в роботi [29] та отримали широкi використання в математицi: в математи-

чнiй фiзицi, теорiї чисел, алгебраїчнiй геометрiї, теорiї зображень груп,

алгебраїчнiй та арифметичнiй динамiцi, та криптографiї (див. [27,33]).

Означення 1.1. Нехай 𝑝 — просте число. Визначимо норму на полi Q
рацiональних чисел за правилом

|0|𝑝 = 0, |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝛾(𝑥), 𝑥 ̸= 0,

де число 𝛾(𝑥) отримане iз розкладу

𝑥 = 𝑝𝛾
𝑚

𝑛
, 𝑚, 𝑛, 𝛾 = 𝛾(𝑥) ∈ Z,

та цiлi числа 𝑚, 𝑛 взаємно простi з 𝑝. Норма | · |𝑝 називається 𝑝–адичною
нормою.

Норма | · |𝑝 задовольняє аксiоми норми

1) ∀𝑥 ∈ Q: |𝑥|𝑝 ≥ 0, при чому |𝑥|𝑝 = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0;

2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ Q: |𝑥𝑦|𝑝 = |𝑥|𝑝|𝑦|𝑝;

3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ Q: |𝑥+ 𝑦|𝑝 ≤ |𝑥|𝑝 + |𝑦|𝑝 (нерiвнiсть трикутника),

а також сильну нерiвнiсть трикутника:

3’) |𝑥+ 𝑦|𝑝 ≤ max(|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝).
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Будь-яка норма, яка задовольняє властивiсть 3’), називається неархiме-

довою.

У випадку, коли |𝑥|𝑝 ̸= |𝑦|𝑝, має мiсце рiвнiсть

3”) |𝑥+ 𝑦|𝑝 = max(|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝).

Означення 1.2. Двi норми || · ||1 та || · ||2 на полi Q називаються еквi-

валентними, якщо вони породжують еквiвалентнi метрики.

Будемо позначати через | · | звичайну норму (абсолютне значення) на
Q. Пiд тривiальною нормою маємо на увазi таку норму || · ||, що ||0|| = 0

та ||𝑥|| = 1 для всiх 𝑥 ̸= 0. Має мiсце наступна теорема, яка стверджує,

що на Q немає iнших норм, окрiм | · |𝑝 та | · |.

Теорема 1.1 (Островський, Теорема 1 [33]). Довiльна нетривiальна

норма || · || на полi Q еквiвалентна або абсолютному значенню | · |,
або 𝑝-адичнiй нормi | · |𝑝 для деякого простого 𝑝.

Означення 1.3. Поповнення поля Q вiдносно 𝑝-адичної норми | · |𝑝 на-
зивається полем 𝑝-адичних чисел Q𝑝.

Елементами Q𝑝 є класи еквiвалентностi фундаментальних послiдов-

ностей в Q вiдносно 𝑝-адичної норми. При цьому iз означення 1.1 та

сильної нерiвностi трикутника випливає, що норма | · |𝑝 може приймати
лише злiченну кiлькiсть значень

{|𝑥|𝑝 : 𝑥 ∈ Q} = {|𝑥|𝑝 : 𝑥 ∈ Q} = {𝑝−𝛾 : 𝛾 ∈ Z} ∪ {0}.

Довiльне 𝑝-адичне число 𝑥 ̸= 0 має єдине канонiчне зображення

𝑥 = 𝑝𝛾(𝑥0 + 𝑥1𝑝+ 𝑥2𝑝
2 + . . . ), (1.1)

де 𝛾 = 𝛾(𝑥) ∈ Z, 𝑥𝑗 цiлi числа такi, що 0 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑝−1, 𝑥0 > 0, 𝑗 = 0, 1, . . . .

При цьому |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝛾.
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Зображення (1.1) означає, що довiльне 𝑝–адичне число 𝑥 є границею

в 𝑝–адичнiй нормi послiдовностi рацiональних чисел

{𝑝𝛾(𝑥0 + 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑝
𝑛) : 𝑛 ≥ 0} .

Зображення (1.1) задає рацiональне число тодi й лише тодi, коли по-

чинаючи з деякого номера, числа 𝑥𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , утворюють перiодичну

послiдовнiсть.

Означення 1.4. Дробова частина 𝑝–адичного числа 𝑥 ∈ Q𝑝 з канонi-

чним зображенням (1.1) визначається як

{𝑥}𝑝 =

{︃
0, якщо 𝛾(𝑥) ≥ 0 або 𝑥 = 0;

𝑝𝛾(𝑥0 + 𝑥1𝑝+ · · ·+ 𝑥|𝛾|−1𝑝
|𝛾−1|), якщо 𝛾(𝑥) < 0.

(1.2)

ПолеQ𝑝 є комутативною та асоцiативною групою за додаванням. Мно-

жина Q×
𝑝 = Q𝑝 ∖ {0} є комутативною та асоцiативною групою за множе-

нням, яка називається мультиплiкативною групою поля Q𝑝.

У просторi Q𝑝 можна ввести метрику за правилом 𝜌𝑝(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|𝑝,
𝑥, 𝑦 ∈ Q𝑝. Таким чином, Q𝑝 є повним метричним простором. Оскiльки

норма | · |𝑝 є неархiмедовою, вiдповiдна метрика 𝜌𝑝 задовольняє сильну
нерiвнiсть трикутника. Така метрика називається ультраметрикою. Iз

зображення (1.1) випливає сепарабельнiсть Q𝑝.

Позначимо через 𝐵𝛾(𝑎) кулю радiуса 𝑝𝛾 з центром в точцi 𝑎 ∈ Q𝑝, а

через 𝑆𝛾(𝑎) — його межу (сферу)

𝐵𝛾(𝑎) = {𝑥 : |𝑥− 𝑎|𝑝 ≤ 𝑝𝛾}, 𝑆𝛾(𝑎) = {𝑥 : |𝑥− 𝑎|𝑝 = 𝑝𝛾}.

Покладемо 𝐵𝛾(0) = 𝐵𝛾, 𝑆𝛾(0) = 𝑆𝛾.

Тодi 𝐵𝛾(𝑎) є абелевою групою за додаванням та мають мiсце рiвностi⋃︁
𝛾

𝐵𝛾(𝑎) =
⋃︁
𝛾

𝑆𝛾(𝑎) = Q𝑝.
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Довiльна куля та сфера є вiдкрито-замкненими множинами в Q𝑝. Про-

стiр Q𝑝 є цiлком незв’язним. Множина 𝐾 ⊂ Q𝑝 є компактом тодi й лише

тодi, коли вона замкнена i обмежена (див. [58], I.1).

Означення 1.5. Нехай 𝑛 ≥ 2. Простiр Q𝑛
𝑝 = Q𝑝 × · · · ×Q𝑝 складається

з точок 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑥𝑗 ∈ Q𝑝. Визначимо 𝑝-адичну норму в Q𝑛
𝑝

наступним чином

|𝑥|𝑝 = max
1≤𝑗≤𝑛

|𝑥𝑗|𝑝, 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 .

Ця норма є неархiмедовою. Простiр Q𝑛
𝑝 є повним метричним локально

компактним i цiлком незв’язним простором.

Для векторiв 𝑥, 𝑦 ∈ Q𝑛
𝑝 скалярний добуток визначається як

𝑥 · 𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗.

Має мiсце нерiвнiсть

|𝑥 · 𝑦|𝑝 ≤ |𝑥|𝑝|𝑦|𝑝, 𝑥, 𝑦 ∈ Q𝑛
𝑝 .

Нехай 𝛾 ∈ Z. Позначимо 𝐵𝑛
𝛾 (𝑎) := {𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 : |𝑥 − 𝑎|𝑝 ≤ 𝑝𝛾} — куля

радiуса 𝑝𝛾 з центром в точцi 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ Q𝑛
𝑝 , 𝑆

𝑛
𝛾 := {𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 : |𝑥−
𝑎|𝑝 = 𝑝𝛾} — вiдповiдна сфера. Зауважимо, що 𝑆𝑛

𝛾 (𝑎) = 𝐵𝑛
𝛾 (𝑎) ∖ 𝐵𝑛

𝛾−1(𝑎).

При 𝑎 = 0 будемо позначати 𝐵𝑛
𝛾 (0) = 𝐵𝑛

𝛾 , 𝑆
𝑛
𝛾 (0) = 𝑆𝑛

𝛾 . Має мiсце рiвнiсть

𝐵𝑛
𝛾 (𝑎) = 𝐵𝛾(𝑎1)× · · · ×𝐵𝛾(𝑎𝑛).

Багато одновимiрних результатiв мають мiсце в одновимiрному ви-

падку, зокрема, теорема Островського 1.1.

Означення 1.6. Адитивним характером поляQ𝑝 називається характер

адитивної групи Q𝑝, тобто неперервна функцiя 𝜒 : Q𝑝 → C така, що

|𝜒(𝑥)| = 1, 𝜒(𝑥+ 𝑦) = 𝜒(𝑥)𝜒(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ Q𝑝.
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Нехай 𝜉 ∈ Q𝑝 фiксоване. Функцiя

𝜒𝑝(𝜉𝑥) = exp(2𝜋𝑖{𝜉𝑥}𝑝) (1.3)

є адитивним характером поляQ𝑝 та абелевої групи 𝐵𝛾, де {𝑥}𝑝 — дробова

частина числа 𝑥 ∈ Q𝑝, визначена формулою (1.2).

Лема 1.1 ( [8], Лема 2.3.4). Довiльний адитивний характер поля Q𝑝

має вигляд (1.3) для деякого 𝜉 ∈ Q𝑝.

Оскiльки поле Q𝑝 утворює локально компактну комутативну групу

за додаванням, то в Q𝑝 iснує мiра Хаара — додатна мiра 𝑑𝑥, iнварiантна

вiдносно зсувiв, тобто 𝑑(𝑥+ 𝑎) = 𝑑𝑥. Нормуємо цю мiру так, щоб∫︁
|𝑥|𝑝≤1

𝑑𝑥 = 1.

Тодi така мiра 𝑑𝑥 буде єдиною.

Нехай 𝐴 — вимiрна множина в Q𝑛
𝑝 , 𝜌 ≥ 1. Позначимо через 𝐿𝜌(𝐴)

множину всiх вимiрних функцiй 𝑓 : 𝐴→ C, 𝐴 ⊂ Q𝑛
𝑝 , таких, що∫︁

𝐴

|𝑓(𝑥)|𝜌𝑑𝑛𝑥 <∞,

ототожнюючи при цьому функцiї, рiвнi майже скрiзь. Для функцiї 𝑓 ∈
𝐿𝜌(𝐴) норма визначається як

||𝑓 ||𝜌 =

⎛⎝∫︁
𝐴

|𝑓(𝑥)|𝜌𝑑𝑛𝑥

⎞⎠1/𝜌

.

Нехай 𝑂 ⊂ Q𝑛
𝑝 — вiдкрита множина. Позначимо через 𝐿𝜌

𝑙𝑜𝑐(𝑂) множи-

ну функцiй 𝑓 : 𝑂 → C таких, що 𝑓 ∈ 𝐿𝜌(𝐾) для будь-якого компакта

𝐾 ⊂ 𝑂. Очевидно, що 𝐿𝜌(𝑂) ⊂ 𝐿𝜌. Якщо 𝑂 — вiдкритий компакт, то

𝐿𝜌(𝑂) = 𝐿𝜌
𝑙𝑜𝑐(𝑂).

34



Означення 1.7. Функцiя 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Q𝑛

𝑝) називається iнтегровною на Q𝑛
𝑝

в невласному сенсi, якщо iснує

lim
𝑁→∞

∫︁
𝐵𝑛

𝑁

𝑓(𝑥)𝑑𝑛𝑥.

Цю границю будемо називати (невласним) iнтегралом i позначати
∫︀
Q𝑛

𝑝

𝑑𝑛𝑥.

Зокрема, при 𝑛 = 1 має мiсце рiвнiсть∫︁
Q𝑝

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝛾=−∞

∫︁
𝑆𝛾

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Сформулюємо теорему Фубiнi для 𝑝–адичного випадку.

Теорема 1.2 (Теорема 3.2.3 [8]). Якщо функцiя 𝑓 : Q𝑛+𝑚
𝑝 → C така, що

повторний iнтеграл

∫︁
Q𝑛

𝑝

⎛⎜⎝∫︁
Q𝑚

𝑝

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑚𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑛𝑥

iснує, то 𝑓 ∈ 𝐿1(Q𝑛+𝑚
𝑝 ) та виконуються наступнi рiвностi:

∫︁
Q𝑛

𝑝

⎛⎜⎝∫︁
Q𝑚

𝑝

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑚𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑛𝑥 =

∫︁
Q𝑛+𝑚

𝑝

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑚𝑦𝑑𝑛𝑥 =

=

∫︁
Q𝑚

𝑝

⎛⎜⎝∫︁
Q𝑛

𝑝

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑛𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑚𝑥.

Надалi будемо використовувати наступнi простi iнтегральнi формули,
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доведенi в [58]:∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝑑𝑛𝑥 = 𝑝𝑛𝛾, (1.4)

∫︁
𝑆𝑛
𝛾

𝑑𝑥 =
(︀
1− 𝑝−𝑛

)︀
𝑝𝑛𝛾, (1.5)

∫︁
𝐵𝛾

|𝑥|𝛼−1
𝑝 𝑑𝑥 =

1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼
𝑝𝛼𝛾, 𝛼 > 0, (1.6)

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(𝜉𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
𝑝𝑛𝛾, |𝜉|𝑝 ≤ 𝑝−𝛾;

0, |𝜉|𝑝 ≥ 𝑝−𝛾+1.
(1.7)

∫︁
𝑆𝑛
𝛾

𝜒𝑝(𝜉𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝𝑛𝛾(1− 𝑝−𝑛), |𝜉|𝑝 ≤ 𝑝−𝛾;

−𝑝𝑛(𝛾−1), |𝜉|𝑝 = 𝑝−𝛾+1;

0, |𝜉|𝑝 ≥ 𝑝−𝛾+2,

(1.8)

1.2 Простори основних та узагальнених функцiй Брюа-Шварца

Комплекснозначна функцiя 𝜓, визначена на вiдкритiй множинi 𝒪 ⊂ Q𝑛
𝑝

називається локально сталою на 𝒪, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ 𝒪 iснує

таке цiле число ℓ(𝑥) ∈ Z, що

𝜓(𝑥+ 𝑥′) = 𝜓(𝑥), 𝑥′ ∈ 𝐵𝑛
ℓ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒪.

Позначимо через ℰ(𝒪) лiнiйний простiр всiх локально сталих компле-

кснозначних функцiй на 𝒪(Q𝑛
𝑝). Будь-яка функцiя з ℰ(𝒪) є неперервною

на множинi 𝒪.

Лема 1.2 ( [58], VI.1, Лема 1). Нехай 𝜓 ∈ ℰ(Q𝑛
𝑝) i нехай 𝐾 — компакт

в Q𝑛
𝑝 . Тодi iснує таке число ℓ ∈ Z, що

𝜓(𝑥+ 𝑥′) = 𝜓(𝑥), 𝑥′ ∈ 𝐵𝑛
ℓ , 𝑥 ∈ 𝐾.

Позначимо через 𝒟(Q𝑛
𝑝) простiр основних функцiй Брюа–Шварца в

Q𝑛
𝑝 , який складається з усiх функцiй 𝜙 ∈ ℰ(Q𝑛

𝑝) з компактними носiями
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(див. [8]). Якщо 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝), то згiдно з лемою 1.2, iснує ℓ ∈ Z таке, що

𝜙(𝑥+ 𝑥′) = 𝜙(𝑥), 𝑥′ ∈ 𝐵𝑛
ℓ , 𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 . (1.9)

Найбiльше з таких чисел ℓ = ℓ(𝜙) називається показником локальної

сталостi функцiї 𝜙.

Позначимо через 𝒟ℓ
𝑁(Q𝑛

𝑝) скiнченно-вимiрний простiр основних фун-

кцiй з 𝒟(Q𝑛
𝑝) з носiями в кулi 𝐵𝑛

𝑁 та з показниками локальної сталостi

≥ ℓ. Має мiсце наступне вкладення:

𝒟ℓ
𝑁(Q𝑛

𝑝) ⊂ 𝒟ℓ′

𝑁 ′(Q𝑛
𝑝), 𝑁 ≤ 𝑁 ′, ℓ ≥ ℓ′.

Збiжнiсть в 𝒟(Q𝑛
𝑝) визначається наступним чином: 𝜙𝑘 → 0, 𝑘 → ∞, в

𝒟(Q𝑛
𝑝) тодi й лише тодi, коли

1. 𝜙𝑘 ∈ 𝒟ℓ
𝑁(Q𝑛

𝑝), де 𝑁 та ℓ не залежать вiд 𝑘;

2. 𝜙𝑘

𝑥∈Q𝑛
𝑝

⇒ 0, 𝑘 → ∞, де символ ⇒ позначає рiвномiрну збiжнiсть.

Тут

𝒟(Q𝑛
𝑝) = lim

𝑁→∞
ind𝒟𝑁(Q𝑛

𝑝), 𝒟𝑁(Q𝑛
𝑝) = lim

ℓ→−∞
ind𝒟ℓ

𝑁(Q𝑛
𝑝).

Простiр 𝒟(Q𝑛
𝑝) є повним топологiчним векторним простором.

Означення 1.8. Позначимо через 𝒟′(Q𝑛
𝑝) простiр всiх лiнiйних фун-

кцiоналiв на 𝒟(Q𝑛
𝑝), який називається простором узагальнених функцiй

Брюа–Шварца на Q𝑛
𝑝 .

Збiжнiсть в 𝒟′(Q𝑛
𝑝) визначається як слабка збiжнiсть: 𝑓𝑘 → 0, 𝑘 → ∞,

в 𝒟′(Q𝑛
𝑝), якщо

⟨𝑓𝑘, 𝜙⟩ → 0, 𝑘 → ∞, для всiх 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝),

де ⟨·, ·⟩ позначає дiю функцiонала.

Лема 1.3 ( [58], VI.3, Лема). Якщо 𝐴 — лiнiйний оператор з 𝒟(Q𝑛
𝑝) в

лiнiйний топологiчний простiр 𝑀 , то 𝐴 — неперервний з 𝒟(Q𝑛
𝑝) в 𝑀 .

37



Наслiдок 1.1 ( [8], Наслiдок 4.4.2). Простiр 𝒟′(Q𝑛
𝑝) є простором лi-

нiйних неперервних функцiоналiв на просторi основних функцiй 𝒟(Q𝑛
𝑝),

тобто простiр 𝒟′(Q𝑛
𝑝) є сильно спряженим до простору 𝒟(Q𝑛

𝑝).

Простiр 𝒟′(Q𝑛
𝑝) є повним (див. [8], Тв. 4.4.3).

Кожна функцiя 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Q𝑛

𝑝) визначає узагальнену функцiю 𝑓 ∈
𝒟′(Q𝑛

𝑝) за правилом

⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︁
Q𝑛

𝑝

𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑛𝑥, 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝).

Такi узагальненi функцiї називаються регулярними узагальненими фун-

кцiями.

𝛿–функцiя Дiрака визначаться за правилом

⟨𝛿, 𝜙⟩ = 𝜙(0), 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝). (1.10)

Тодi 𝛿 ∈ 𝒟′(Q𝑛
𝑝) та supp 𝛿 = {0}.

1.3 Перетворення Фур’є

Нехай 𝜒𝑝(𝜉𝑥) = exp(2𝜋𝑖{𝜉𝑥}𝑝), де 𝜉 ∈ Q𝑝 — адитивний характер Q𝑝.

Перетворення Фур’є функцiї 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝) визначається як

̃︀𝜙(𝜉) = ℱ𝑥→𝜉[𝜙](𝜉) =

∫︁
Q𝑝

𝜒𝑝(𝜉𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥, 𝜉 ∈ Q𝑝,

де iнтегрування вiдбувається вiдносно стандартної мiри Хаара 𝑑𝑥 на Q𝑝,

тобто iнварiантної вiдносно зсувiв додатньої мiри 𝑑𝑥 такої, що∫︁
|𝑥|𝑝≤1

𝑑𝑥 = 1.

Для 𝑛 ≥ 1, перетворення Фур’є основної функцiї 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝) визнача-

ється як

̃︀𝜙(𝜉) = ℱ𝑥→𝜉[𝜙](𝜉) =

∫︁
Q𝑛

𝑝

𝜒𝑝(𝜉 · 𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥, 𝜉 ∈ Q𝑛
𝑝 ,
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де 𝜒𝑝(𝜉 · 𝑥) = 𝜒𝑝(𝜉1𝑥1) · · ·𝜒𝑝(𝜉𝑛𝑥𝑛) = exp

(︃
2𝜋𝑖

𝑛∑︀
𝑗=1

{𝜉𝑗𝑥𝑗}𝑝

)︃
, 𝜉 · 𝑥 — ска-

лярний добуток векторiв 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) та 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), та функцiя

𝜒𝑝(𝜉𝑗𝑥𝑗) = exp (2𝜋𝑖{𝜉𝑗𝑥𝑗}𝑝) для кожного фiксованого 𝜉𝑗 ∈ Q𝑝 є адитив-

ним характером поля Q𝑝, {𝜉𝑗𝑥𝑗}𝑝 — дробова частина числа 𝜉𝑗𝑥𝑗, визна-

чена в (1.2), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1.3 ( [58] §7.2 ). Перетворення Фур’є 𝜙 ↦→ ̃︀𝜙 є лiнiйним iзо-

морфiзмом 𝒟(Q𝑝) на 𝒟(Q𝑝), причому справедлива формула обернення

𝜙(𝑥) =

∫︁
Q𝑝

𝜒𝑝(−𝑥𝜉)̃︀𝜙(𝜉)𝑑𝜉 = ℱ [̃︀𝜙(−𝑥)] , 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝), (1.11)

та рiвнiсть Парсеваля∫︁
Q𝑝

𝜙(𝑥)𝜓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Q𝑝

̃︀𝜙(𝜉) ̃︀𝜓(𝜉)𝑑𝜉, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝒟(Q𝑝), (1.12)

а також еквiвалентна їй рiвнiсть∫︁
Q𝑝

𝜙(𝑥) ̃︀𝜓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Q𝑝

̃︀𝜑(𝜉)𝜓(𝜉)𝑑𝜉, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝒟(Q𝑝). (1.13)

Для узагальненої функцiї 𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑝) її перетворення Фур’є визнача-

ється формулою

( ̃︀𝑓, 𝜙) = (𝑓, ̃︀𝜙), 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝), (1.14)

Оскiльки оператор 𝜙 ↦→ ̃︀𝜙 лiнiйний iз 𝒟(Q𝑝) в 𝒟(Q𝑝), то функцiонал

у правiй частинi (1.14) лiнiйний на 𝒟(Q𝑝), тому ̃︀𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑝) та оператор

𝑓 ↦→ ̃︀𝑓 є неперервним з 𝒟′(Q𝑝) в 𝒟(Q𝑝).

Має мiсце формула обернення

𝑓 = ℱ
[︁ ̃︀𝑓(−𝜉)]︁ , 𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑝), (1.15)

так що перетворення Фур’є 𝑓 ↦→ ̃︀𝑓 є лiнiйним iзоморфiзмом з 𝒟′(Q𝑝) на

𝒟′(Q𝑝).
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Аналогiчно, для 𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑛
𝑝), 𝑛 > 1,

⟨ ̃︀𝑓, 𝜙⟩ = ⟨𝑓, ̃︀𝜙⟩, 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝),

та має мiсце формула обернення.

1.4 Простори Лiзоркiна

Вiдомо, що дробовi оператори вiдiграють ключову роль в застосуван-

нях 𝑝—адичного аналiзу. Однак простiр узагальнених функцiй Брюа–

Шварца 𝒟′(Q𝑝) не є iнварiантним вiдносно дробових операторiв. Тому

пiд час операцiй з дробовими операторами необхiдно ввести природнi для

них областi визначення. Подiбнi проблеми виникають також при засто-

суваннi дробових операторiв на функцiях з R𝑛 в C: в загальному випад-
ку, простiр Шварца основних функцiй 𝒮(R) не є iнварiантним вiдносно

дробових операторiв. Рiшення цiєї проблеми (в дiйсному випадку) було

запропоновано Лiзоркiним у роботах [45–47], де було введено новий тип

просторiв, iнварiантних вiдносно дробових операторiв.

У 𝑝-адичному випадку класичнi iдеї Лiзоркiна були узагальненi Аль-

беверiо та iн. у роботi [9].

Розглянемо простiр

Ψ(Q𝑛
𝑝) = {𝜓(𝜉) ∈ 𝒟(Q𝑛

𝑝) : 𝜓(0) = 0}.

Вiн є непорожнiм: Ψ(Q𝑛
𝑝) ̸= ∅.

Простiр

Φ(Q𝑛
𝑝) = {𝜙 : 𝜙 = ℱ [𝜓], 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛

𝑝)}

називається простором Лiзоркiна основних функцiй другого роду.

Вiн також є непорожнiм: Φ(Q𝑛
𝑝) ̸= ∅, крiм того, Φ(Q𝑛

𝑝) ⊂ 𝒟(Q𝑛
𝑝).

Простiр Φ(Q𝑛
𝑝) можна надiлити топологiєю простору 𝒟(Q𝑛

𝑝), що робить

Φ(Q𝑛
𝑝) повним простором, як замкнена пiдмножина повного простору.

Оскiльки перетворення Фур’є є автоморфiзмом лiнiйного простору

𝒟(Q𝑛
𝑝), простiр Φ допускає наступну характеризацiю.
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Лема 1.4 (Лема 7.3.3 [8]). 1. 𝜙 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝) тодi й лише тодi, коли 𝜙 ∈

𝒟(Q𝑛
𝑝) та ∫︁

Q𝑛
𝑝

𝜙(𝑥)𝑑𝑛𝑥 = 0. (1.16)

2. 𝜙 ∈ 𝒟ℓ
𝑁(Q𝑛

𝑝), тобто ∫︁
𝐵𝑛

𝑁

𝜙(𝑥)𝑑𝑛𝑥 = 0

тодi й лише тодi, коли

𝜓 = ℱ−1[𝜙] ∈ 𝒟−𝑁
−ℓ (Q

𝑛
𝑝) ∩Ψ(Q𝑛

𝑝),

тобто 𝜓(𝜉) = 0 для 𝜉 /∈ 𝐵𝑛
−ℓ ∖𝐵𝑛

−𝑁 .

Позначимо черезΦ′ = Φ′(Q𝑛
𝑝) топологiчно спряжений простiр доΦ(Q𝑛

𝑝).

Будемо називати його 𝑝–адичним простором Лiзоркiна узагальнених фун-

кцiй другого типу.

ЧерезΨ⊥(Q𝑛
𝑝) таΦ

⊥(Q𝑛
𝑝) позначимо пiдпростори функцiоналiв в𝒟′(Q𝑛

𝑝),

ортогональнi до Ψ(Q𝑛
𝑝) та Φ(Q𝑛

𝑝) вiдповiдно. Отже,

Ψ⊥(Q𝑛
𝑝) = {𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑛

𝑝) : 𝑓 = 𝐶𝛿, 𝐶 ∈ C}

та

Φ⊥(Q𝑛
𝑝) = {𝑓 ∈ 𝒟′(Q𝑛

𝑝) : 𝑓 = 𝐶, 𝐶 ∈ C}.

Теорема 1.4 (Теорема 7.3.4 [8]).

Φ′(Q𝑛
𝑝) = 𝒟′(Q𝑛

𝑝)/Φ
⊥(Q𝑛

𝑝), Ψ
′(Q𝑛

𝑝) = 𝒟′(Q𝑛
𝑝)/Ψ

⊥(Q𝑛
𝑝).

Отже, двi узагальнених функцiї в 𝒟′(Q𝑛
𝑝), якi вiдрiзняються на сталу,

є одним i тим самим елементом в Φ′(Q𝑛
𝑝).

Перетворення Фур’є узагальнених функцiй 𝑓 ∈ Φ′(Q𝑛
𝑝) та 𝑔 ∈ Ψ′(Q𝑛

𝑝)

вводиться аналогiчно до формули (1.14):

⟨ℱ [𝑓 ], 𝜓⟩ = ⟨𝑓,ℱ [𝜓]⟩, 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛
𝑝),
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⟨ℱ [𝑔], 𝜑⟩ = ⟨𝑔,ℱ [𝜑]⟩, 𝜑 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝).

Очевидно, що

ℱ [Φ′(Q𝑛
𝑝)] = Ψ′(Q𝑛

𝑝), ℱ [Ψ′(Q𝑛
𝑝)] = Φ′(Q𝑛

𝑝).

Таким чином, перетворення Фур’є ℱ є лiнiйним iзоморфiзмом з Ψ(Q𝑛
𝑝)

на Φ(Q𝑛
𝑝), а також iз Φ′(Q𝑛

𝑝) наΨ
′(Q𝑛

𝑝). В той же час, ℱ можна розглядати

як лiнiйний iзоморфiзм з Φ(Q𝑛
𝑝) на Ψ(Q𝑛

𝑝).

1.5 Псевдодиференцiальнi оператори та оператор 𝐷𝛼

Вiдомо, що операцiя диференцiювання є невизначеною у 𝑝-адичному ана-

лiзi комплекснозначних функцiй, визначених на Q𝑝. В результатi, значна

кiлькiсть 𝑝–адичних моделей використовують псевдодиференцiальнi рiв-

няння замiсть диференцiальних рiвнянь. Таким чином, псевдодиференцi-

альнi оператори (зокрема, дробовi оператори) вiдiграють важливу роль

у 𝑝–адичнiй математичнiй фiзицi.

Багатовимiрний 𝑝-адичний дробовий оператор 𝐷𝛼 був введений М.

Тейблсоном [56] (див. також [57]) у просторi узагальнених функцiй𝒟′(Q𝑛
𝑝).

Спектральна теорiя одновимiрного варiанта цього дробового операто-

ра була розвинена у роботi [61], зокрема, було знайдено явнi формули

для власних функцiй цього оператора. Поняття псевдодиференцiальних

операторiв над полем Q𝑛
𝑝 було введено у роботi [62]. Спектральна тео-

рiя одновимiрного варiанта цього дробового оператора була розвинена

у роботi [61], зокрема, було побудовано явнi формули для власних фун-

кцiй цього оператора (див. також [58]). Владiмiров В. С. побудував спе-

ктральну теорiю оператора типу Шредiнгера 𝐷𝛼 + 𝑉 (𝑥), яка була далi

розвинена у роботах [34] та [35]. У монографiї [37] та статтi [36], А. Н.

Кочубей вивчав псевдодиференцiальнi оператори з символами вигляду

𝐴𝜉 = |𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)|𝛼𝑝 , 𝛼 > 0, де 𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) — квадратична форма така,

що 𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ̸= 0 при |𝜉1|𝑝 + · · · + |𝜉𝑛|𝑝 ̸= 0. В роботах [66] та [67],
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В. Зунiга-Галiндо розглядав псевдодиференцiальнi оператори з символа-

ми вигляду 𝐴(𝜉) = |𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)|𝛼𝑝 , 𝛼 > 0, де 𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) — не тотожно

сталий многочлен.

Означення 1.9. Псевдодиференцiальним оператором над простором 𝑝-

адичних чисел у вiдкритiй множинi 𝒪 ⊂ Q𝑛
𝑝 називається оператор 𝐴

вигляду

(𝐴𝜓)(𝑥) =

∫︁
Q𝑛

𝑝

𝑎(𝜉, 𝑥) ̃︀𝜓(𝜉)𝜒𝑝(−(𝜉, 𝑥))𝑑𝜉, 𝑥 ∈ 𝒪,

який дiє на комплекснозначнi функцiї 𝜓(𝑥) 𝑝-адичних аргументiв 𝑥 ∈ 𝒪.
Тут функцiя 𝜓 припускається заданою на всьому просторi Q𝑛

𝑝 та продов-

женою нулем за 𝒪, ̃︀𝜓 — її перетворення Фур’є.

Функцiя 𝑎(𝜉, 𝑥), 𝜉 ∈ Q𝑛
𝑝 , 𝑥 ∈ C, називається символом оператора 𝐴.

𝑝–адична Γ–функцiя задається наступним iнтегралом [58]

Γ𝑝(𝛼) = Γ𝑝(|𝑥|𝛼−1
𝑝 ) =

∫︁
Q𝑝

|𝑥|𝛼−1
𝑝 𝜒𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =

1− 𝑝𝛼−1

1− 𝑝−𝛼
. (1.17)

В 𝑛-вимiрному випадку перетворення Фур’є узагальненої функцiї

|𝑥|𝛼−𝑛
𝑝 задається формулою (див. [56] Теорема 2, [57] III, Теорема (4.5),

[58], VIII, (4.3))

ℱ [|𝑥|𝛼−𝑛
𝑝 ] = Γ(𝑛)

𝑝 (𝛼)|𝜉|−𝛼
𝑝 , 𝛼 ̸= 0, 𝑛, (1.18)

де Γ(𝑛)
𝑝 (𝛼) — 𝑛-вимiрна Γ-функцiя, задана формулою (див. [56] Теорема

1, [57] III, Теорема (4.2), [58], VIII, (4.4))

Γ(𝑛)
𝑝 (𝛼) = lim

𝑘→∞

∫︁
𝑝−𝑘≤|𝑥|𝑝≤𝑝𝑘

|𝑥|𝛼−𝑛
𝑝 𝜒𝑝(𝑢 · 𝑥)𝑑𝑛𝑥 =

=

∫︁
Q𝑛

𝑝

|𝑥|𝛼−𝑛
𝑝 𝜒𝑝(𝑥1)𝑑

𝑛𝑥 =
1− 𝑝𝛼−𝑛

1− 𝑝−𝛼
,

(1.19)

в сенсi головного значення iнтеграла, де |𝑢|𝑝 = 1. Тут Γ
(1)
𝑝 (𝛼) = Γ𝑝(𝛼).
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Введемо узагальнену функцiю з простору 𝒟′(Q𝑝) за правилом

𝑓𝛼(𝑧) =
|𝑧|𝛼−1

𝑝

Γ𝑝(𝛼)
, 𝛼 ̸= 0, 1, 𝛼 ∈ C, 𝑧 ∈ Q𝑝, (1.20)

яка називається ядром Рiсса [58], де |𝑧|𝛼−1
𝑝 — однорiдна узагальнена фун-

кцiя степеня 𝜋𝛼(𝑧) = |𝑧|𝛼−1
𝑝 . Узагальнена функцiя 𝑓𝛼(𝑧) є мероморфною

на всiх комплекснiй площинi 𝛼, i має простi полюси в точках 𝛼 = 0, 1.

Визначимо 𝑓0(·) як узагальнену функцiю з 𝒟′(Q𝑝) (див. [58], VIII, (2.20))

𝑓0(𝑧) = lim
𝛼→0

𝑓𝛼(𝑧) = 𝛿(𝑧), 𝑧 ∈ Q𝑝, (1.21)

де границя розумiється в слабкому сенсi.

Означення 1.10. Одновимiрний дробовий оператор 𝐷𝛼 : 𝜙 → 𝐷𝛼𝜙

визначається на Q𝑝 як оператор згортки

(𝐷𝛼𝜙)(𝑥) = 𝑓−𝛼(𝑥) * 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ Q𝑝, Re𝛼 ̸= −1. (1.22)

Оператор 𝐷𝛼 називається оператором (дробового) диференцiювання по-

рядку 𝛼 для Re𝛼 > 0; оператором (дробового) iнтегрування порядку 𝛼

для Re𝛼 < 0, Re𝛼 ̸= 1.

Для 𝛼 = 0,

𝐷0𝜙(𝑥) = 𝛿(𝑥) * 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥)

є одиничним оператором.

У випадку Re𝛼 > 0, спiввiдношення (1.22) можна переписати еквiва-

лентним чином (див. [58], IX, (1.1)), як

(𝐷𝛼𝜙)(𝑥) =
𝑝𝛼 − 1

1− 𝑝−𝛼−1

∫︁
Q𝑝

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝜉)

|𝑥− 𝜉|𝛼+1
𝑝

𝑑𝜉 =

=

∫︁
Q𝑝

|𝜉|𝛼𝑝ℱ [𝜙](𝜉)𝜒𝑝(−𝜉𝑥)𝑑𝜉, 𝑥 ∈ Q𝑝.

(1.23)
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Якщо Re𝛼 < 0, Re𝛼 ̸= −1, то iз спiввiдношення (1.22) випливає, що

(див. [58], IX, (1.3), (1.4))

(𝐷𝛼𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−1

∫︁
Q𝑝

|𝑥− 𝜉|−𝛼
𝑝 𝜙(𝜉)𝑑𝜉 =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︀
Q𝑝

|𝜉|𝛼𝑗
𝑝 ℱ [𝜙](𝜉)𝜒𝑝(−𝜉𝑥)𝑑𝜉, Re𝛼 > −1;∫︀

Q𝑝

|𝜉|𝛼𝑝 (ℱ [𝜙](𝜉)𝜒𝑝(−𝜉𝑥)ℱ [𝜙](0)) 𝑑𝜉, Re𝛼 < −1.

(1.24)

Визначимо 𝑓1(·) як узагальнену функцiю з Φ′(Q𝑝):

𝑓1(𝑧) = lim
𝛼→1

𝑓𝛼(𝑧) = −𝑝− 1

log 𝑝
log |𝑧|𝑝, 𝑧 ∈ Q𝑝, (1.25)

де границя розумiється в слабкому сенсi.

Вiдомо, що ( [58], VIII, (2.20), (3.8), (3.9))

𝑓𝛼(𝑧) * 𝑓𝛽(𝑧) = 𝑓𝛼+𝛽(𝑧), 𝛼, 𝛽, 𝛼+ 𝛽 ̸= 1, (1.26)

в сенсi простору 𝒟′(Q𝑝). Iз формул (1.26), (1.25) випливає, що

𝑓𝛼(𝑧) * 𝑓𝛽(𝑧) = 𝑓𝛼+𝛽(𝑧), 𝛼, 𝛽 ∈ C, (1.27)

в сенсi узгальнених функцiй з Φ′(Q𝑝).

Нехай 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ C𝑛, 𝛼𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1, 2, . . . , та |𝛼| = 𝛼1+· · ·+𝛼𝑛.

Позначимо через

𝑓𝛼(𝑥) = 𝑓𝛼1
(𝑥1)× · · · × 𝑓𝛼𝑛

(𝑥𝑛), (1.28)

багатовимiрне ядро Рiсса, де одновимiрнi ядра Рiсса 𝑓𝛼𝑗
(𝑥𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

визначенi формулами (1.20), (1.21) та (1.25).

Лема 1.5 (Лема 9.2.1 [8]). Сiм’я ядер Рiсса {𝑓𝛼(𝑥) : 𝛼 ∈ C𝑛} утво-

рює абелеву групу з операцiєю згортки (в сенсi простору узагальнених

функцiй Φ′
×(Q𝑛

𝑝)), яка є iзоморфною адитивнiй групi C𝑛:

𝑓𝛼(𝑥) * 𝑓𝛼+𝛽(𝑥), 𝛼, 𝛽 ∈ C𝑛, 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 . (1.29)
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Оператор𝐷𝛼 можна також розглядати як гiперсингулярний iнтеграль-

ний оператор. Для функцiї 𝑢 ∈ 𝒟(Q𝑝), визначимо

(𝐷𝛼𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−1

∫︁
Q𝑝

|𝑦|−𝛼−1
𝑝 [𝜙(𝑥− 𝑦)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝑦. (1.30)

Аналогiчно, якщо 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑛
𝑝), то

(𝐷𝛼,𝑛𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−𝑛

∫︁
Q𝑛

𝑝

|𝑦|−𝛼−𝑛
𝑝 [𝜙(𝑥− 𝑦)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝑦.

Вираз в (1.30) є згорткою 𝑓−𝛼 * 𝜙, де 𝑓𝑠, 𝑠 ∈ C, 𝑠 ̸≡ 1 ( mod
2𝜋𝑖

log 𝑝
Z),

— ядро Рiсса, визначене спочатку для Re 𝑠 > 0, 𝑠 ̸= 1, як

𝑓𝑠(𝑥) =
|𝑥|𝑠−1

𝑝

Γ𝑝(𝑠)
, Γ𝑝(𝑠) =

1− 𝑝𝑠−1

1− 𝑝−𝑠
,

а потiм продовжене мероморфно, як узагальнена функцiя в 𝒟′(Q𝑝), за-

дана виразом

(𝑓𝑠, 𝜙) =
1− 𝑝−1

1− 𝑝𝑠−1
𝜙(0)+

1− 𝑝−𝑠

1− 𝑝𝑠−1

[︂ ∫︁
|𝑥|𝑝>1

𝜙(𝑥)
𝑑𝑥

|𝑥|1−𝑠
𝑝

+

∫︁
|𝑥|𝑝≤1

(𝜙(𝑥)−𝜙(0)) 𝑑𝑥

|𝑥|1−𝑠
𝑝

]︂
,

𝑠 ̸= 0, 𝑠 ̸≡ 1 ( mod
2𝜋𝑖

log 𝑝
Z). Для 𝑠 = 0, 𝑓0(𝑥) = 𝛿(𝑥). Для 𝑠 ≡ 1 (

mod
2𝜋𝑖

log 𝑝
Z), визначимо

𝑓𝑠(𝑥) =
1− 𝑝

log 𝑝
log |𝑥|𝑝.

Вiдомо, що 𝑓𝑠 * 𝑓𝑡 = 𝑓𝑠+𝑡 в сенсi узагальнених функцiй з 𝒟′(Q𝑝), якщо

𝑠, 𝑡, 𝑠+ 𝑡 ̸≡ 1 ( mod 2𝜋𝑖
log 𝑝). Якщо цi ядра розглядати як узагальненi фун-

кцiї з Φ′(Q𝑝), то 𝑓𝑠 * 𝑓𝑡 = 𝑓𝑠+𝑡 для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ C ( [8]). Дивлячись на цю

тотожнiсть, природно визначити оператор 𝐷−𝛼, 𝛼 > 0, покладаючи

(𝐷−𝛼𝜙)(𝑥) = (𝑓𝛼*𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝−𝛼−1

∫︁
Q𝑝

|𝑥−𝑦|𝛼−1
𝑝 𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝), 𝛼 ̸= 1,

(1.31)
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та

(𝐷−1𝜙)(𝑥) =
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
Q𝑝

log |𝑥− 𝑦|𝑝𝜙(𝑦)𝑑𝑦. (1.32)

Тодi 𝐷𝛼𝐷−𝛼 = 𝐼 на 𝒟(Q𝑝), якщо 𝛼 ̸= 1. Ця властивiсть залишається

справедливою на Φ(Q𝑝) i для 𝛼 = 1.

Вiдомо ( [43]), що

𝐷𝛼(| · |𝛽𝑝 ) =
Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
| · |𝛽−𝛼

𝑝 , 𝛽 ̸= 𝛼, (1.33)

де

Γ𝑝(𝑧) =
1− 𝑝𝑧−1

1− 𝑝−𝑧
(1.34)

𝑝-адичний аналог гамма-функцiї.

1.6 Висновки до роздiлу 1

Цей роздiл є допомiжним i не мiстить нових результатiв.

У ньому викладено основнi означення та поняття i сформульовано

вiдомi результати, якi стосуються тематики дисертацiї та використовую-

ться при дослiдженнi.
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2 Псевдодиференцiальнi рiвняння зi слабким виро-

дженням для радiальних функцiй

𝑝–адичного аргументу

У цьому роздiлi дослiджується питання iснування та єдиностi розв’язку

задачi Кошi для псевдодиференцiального рiвняння з оператором 𝐷𝛼,

𝛼 > 0, в просторi радiальних функцiй на полi Q𝑝, у випадку слабко-

го виродження.

2.1 Лiнiйнi псевдодиференцiальнi рiвняння на радiальних

функцiях

Оператор 𝐷𝛼, 𝛼 > 0, на полi Q𝑝, є найпростiшим прикладом операто-

ра дробового диференцiювання. При цьому, як вперше було показано

Владiмiровим (див. [58]), властивостi 𝑝-адичного псевдодиференцiально-

го оператора є набагато складнiшими, нiж у його класичного аналога.

Наприклад, як оператор в 𝐿2(Q𝑝), вiн має точковий спектр нескiнчен-

ної кратностi. Розглядаючи просте “формальне” еволюцiйне рiвняння з

оператором 𝐷𝛼 у випадку 𝑝–адичної часової змiнної 𝑡, В. С. Владiмiров

(див. [63]) помiтив, що таке рiвняння не має фундаментального розв’язку.

В той же час, А. Н. Кочубей в [38] вперше помiтив, що деякi еволю-

цiйнi рiвняння зазначеного типу поводяться прийнятно, якщо розглядати

лише розв’язки, якi залежать вiд |𝑡|𝑝. Це спостереження привело до поня-
ття неархiмедового хвильвого рiвняння, яке має рiзноманiтнi властиво-

стi, що нагадують класичнi гiперболiчнi рiвняння. (Детальнiше 𝑝–адичне

хвильове рiвняння розглянемо у роздiлi 4).

У роботi [40] було розглянуто задачу Кошi для класу лiнiйних рiвнянь

типу

𝐷𝛼𝑢+ 𝑎(|𝑡|𝑝)𝑢 = 𝑔(|𝑡|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.1)

припускаючи, що розв’язок шукається у класi радiальних функцiй, 𝑢 =
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𝑢(|𝑡|𝑝). Задача Кошi зводиться до iнтегрального рiвняння, яке нагадує

класичнi рiвняння Вольтерри. Виявляється, що рiвняння (2.1) та його

узагальнення на радiальних функцiях являють собою 𝑝-адичнi аналоги

звичайних диференцiальних рiвнянь.

Наступна лема надає достатнi умовi, за яких оператор 𝐷𝛼 на радiаль-

нiй функцiї 𝑢 = 𝑢(|𝑡|𝑝) є визначеним, а також надає явний вираз його дiї

на цю функцiю. Позначимо 𝑑𝛼 =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−1
.

Лема 2.1 (Лема 1, [40]). Якщо функцiя 𝑢 = 𝑢(|𝑡|𝑝) така, що
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝑘|𝑢(𝑝𝑘)| <∞, (2.2)

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑢(𝑝ℓ)| <∞, (2.3)

для деякого 𝑚 ∈ Z, то для будь-якого 𝑛 ∈ Z оператор (𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) ви-
значений в (1.30) iснує для |𝑡|𝑝 = 𝑝𝑛, залежить тiльки вiд |𝑡|𝑝, та

(𝐷𝛼𝑢)(𝑝𝑛) = 𝑑𝛼

(︂
1− 1

𝑝

)︂
𝑝−(𝛼+1)𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=−∞

𝑝𝑘𝑢(𝑝𝑘) + 𝑝−𝛼𝑛−1𝑝
𝛼 + 𝑝− 2

1− 𝑝−𝛼−1
𝑢(𝑝𝑛)+

+ 𝑑𝛼

(︂
1− 1

𝑝

)︂ ∞∑︁
ℓ=𝑛+1

𝑝−𝛼ℓ𝑢(𝑝ℓ).

В [40] було введено аналог iнтеграла зi змiнною верхньою межею, що

дозволило розглядати рiвняння (2.1) як 𝑝–адичний аналог звичайного

диференцiального рiвняння.

Iз означення оператора 𝐷𝛼 (1.30) очевидно, що 𝐷𝛼 дорiвнює нулю на

сталих функцiях. Отже,𝐷−𝛼 є не єдиним можливим вибором для правого

оберненого оператора до 𝐷𝛼. Зокрема,

Означення 2.1 ( [40]). 𝑝-адичний дробовий iнтеграл 𝐼𝛼, 𝛼 > 0, визна-

чається для довiльної функцiї 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝) наступним чином:

(𝐼𝛼𝜙)(𝑡) = (𝐷−𝛼𝜙)(𝑡)− (𝐷−𝛼𝜙)(0). (2.4)
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Спочатку цей вираз є визначеним для 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝). Iз (1.31), (1.32) та

ультраметричної властивостi норми випливає, що

(𝐼𝛼𝜙)(𝑡) =
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝≤|𝑡|𝑝

(︀
|𝑡− 𝑦|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

)︀
𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 𝛼 ̸= 1, (2.5)

(𝐼1𝜙)(𝑡) =
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤|𝑡|𝑝

(︀
log |𝑡− 𝑦|𝑝 − log |𝑦|𝑝

)︀
𝜙(𝑦)𝑑𝑦. (2.6)

Навiдмiну вiд (1.31), (1.32), iнтеграли в (2.5) та (2.6) беруться, для до-

вiльного фiксованого 𝑥 ∈ Q𝑝, по фiксованих множинах.

Наступна лема надає явну формулу для 𝐼𝛼 на радiальнiй функцiї 𝑢 =

𝑢(|𝑡|𝑝). Очевидно, (𝐼𝛼𝑢)(0) = 0 усюди, де 𝐼𝛼 визначений.

Лема 2.2 (Lemma 2, [40]). Припустимо, що

𝑚∑︁
𝑘=−∞

max(𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘)|𝑢(𝑝𝑘)| <∞, якщо 𝛼 ̸= 1, (2.7)

𝑚∑︁
𝑘=−∞

|𝑘| 𝑝𝑘|𝑢(𝑝𝑘)| <∞, якщо 𝛼 = 1, (2.8)

для деякого 𝑚 ∈ Z. Тодi 𝐼𝛼𝑢 iснує, є радiальною функцiєю, та для до-

вiльного 𝑡 ̸= 0:

(𝐼𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝑝−𝛼|𝑡|𝛼𝑝𝑢(|𝑡|𝑝) +
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(|𝑡|𝛼−1
𝑝 − |𝑦|𝛼−1

𝑝 )𝑢(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦, 𝛼 ̸= 1,

(𝐼1𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝑝−1|𝑡|𝑝𝑢(|𝑡|𝑝) +
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(log |𝑡|𝑝 − log |𝑦|𝑝)𝑢(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦.

Iз леми 2.2 випливає, що функцiя 𝐼𝛼𝑢 буде неперервною, якщо, на-

приклад, 𝑢 обмежена навколо нуля. Якщо |𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶|𝑡|−𝜀
𝑝 при |𝑡|𝑝 ≥ 1,

то (𝐼𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) ≤ 𝐶|𝑡|𝛼−𝜀
𝑝 при |𝑡|𝑝 ≥ 1, де 𝐶 — деяка додатна стала.

Очевидно, 𝐷𝛼𝐼𝛼 = 𝐼 на 𝒟(Q𝑝), якщо 𝛼 ̸= 1, та на Φ(Q𝑝), якщо 𝛼 = 1

(тут 𝐼 — одиничний оператор). Оскiльки за лемою 2.1 та лемою 2.2, цi
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оператори визначенi явно на ширшому класi радiальних функцiй, приро-

дно визначити достатнi умови, коли оператор 𝐼𝛼 дiє як правий обернений

до оператора 𝐷𝛼.

Лема 2.3 (Lemma 3, [41]). Припустимо, що 𝑚 ∈ Z,
𝑚∑︁

𝑘=−∞

max(𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘)|𝑣(𝑝𝑘)| <∞,
∞∑︁

ℓ=𝑚

|𝑣(𝑝ℓ)| <∞, (2.9)

якщо 𝛼 ̸= 1, та

𝑚∑︁
𝑘=−∞

|𝑘| 𝑝𝑘|𝑣(𝑝𝑘)| <∞,
∞∑︁

ℓ=𝑚

ℓ|𝑣(𝑝ℓ)| <∞, (2.10)

якщо 𝛼 = 1. Тодi iснує (𝐷𝛼𝐼𝛼𝑣)(|𝑡|𝑝) = 𝑣(|𝑡|𝑝) для довiльного 𝑡 ̸= 0.

Розглянемо задачу Кошi

𝐷𝛼𝑢+ 𝑎(|𝑡|𝑝)𝑢 = 𝑔(|𝑡|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.11)

𝑢(0) = 0. (2.12)

Розв’язок задачi Кошi (2.11)–(2.12) шукається у виглядi 𝑢 = 𝐼𝛼𝑣, де

𝑣 = 𝑣(|𝑡|𝑝) — радiальна функцiя. Тодi дана задачi Кошi еквiвалентна

формальному iнтегральному рiвнянню

𝑣(|𝑡|𝑝) + 𝑎(|𝑡|𝑝)(𝐼𝛼𝑣)(|𝑡|𝑝) = 𝑔(|𝑡|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.13)

Теорема 2.1 (Kochubei 2014 [40]). Нехай 𝛼 > 0, 𝑎, 𝑔 : Q𝑝 → R — непе-

рервнi радiальнi функцiї, 𝑁 ∈ Z таке, що

𝑝−𝛼𝑎(|𝑡|𝑝)|𝑡|𝛼𝑝 < 1 для |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 .

Припустимо, що

𝑎(|𝑡|𝑝) ̸= −𝑝𝛼𝑚 для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑚 ∈ Z.

Тодi iнтегральне рiвняння (2.13) має єдиний неперервний розв’язок на

кулi 𝐵𝑁 = {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁}.
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Нехай додатково

|𝑎(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶|𝑡|−𝛼−𝜀
𝑝 ,

|𝑔(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶|𝑡|−𝜀
𝑝 , 𝜀 > 0, 𝐶 > 0,

при |𝑡|𝑝 > 1.

Тодi 𝑢 = 𝐼𝛼𝑣 є сильним розв’язком задачi Кошi (2.11)–(2.12).

В роботi [41] Кочубей розглядав нелiнiйну задачу Кошi

(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.14)

з початковою умовою

𝑢(0) = 𝑢0. (2.15)

Iз задачею(2.14)–(2.15) пов’язане iнтегральне рiвняння

𝑢(|𝑡|𝑝) = 𝑢0 + 𝐼𝛼𝑓(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝). (2.16)

Теорема 2.2 (Кочубей 2020, [41]). Нехай функцiя 𝑓 : 𝑝Z × R → R задо-

вольняє умови

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)| ≤𝑀, 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥 ∈ R,

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)− 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑦)| ≤ 𝐹 |𝑥− 𝑦|, 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Тодi задача (2.14)–(2.15) має єдиний локальний м’який розв’язок, тобто

iнтегральне рiвняння (2.16) має розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), визначений для |𝑡|𝑝 ≤
𝑝𝑁 , де 𝑁 ∈ Z достатньо мале, та будь-який iнший розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝),
якщо вiн iснує, збiгається з 𝑢 для |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 , де 𝑁 ≤ 𝑁 .

Нехай додатково виконується наступна умова Лiпшиця:

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)− 𝑓(𝑝ℓ, 𝑦)| ≤ 𝐹ℓ|𝑥− 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ R, ℓ ∈ Z,

де 0 < 𝐹ℓ < 𝑝−𝛼ℓ для кожного ℓ ∈ Z.
Тодi локальний розв’язок рiвняння (2.16) допускає продовження до

глобального розв’язку, визначеного для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝.

52



Якщо додатково припустити, що

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)| ≤ 𝐶𝑝−𝛽ℓ, ℓ ≥ 1, для всiх 𝑥 ∈ R,

де 𝛽 > 𝛼, то даний м’який розв’язок задовольняє рiвняння (2.14).

2.2 Постановка задачi

Нехай 𝛼 > 0, 𝛾 > 0. Розглянемо задачу Кошi

|𝑡|𝛾𝑝(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.17)

з початковою умовою

𝑢(0) = 𝑢0. (2.18)

Припустимо, що функцiя 𝑓 : 𝑝Z × R → R задовольняє умови

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)| ≤𝑀, (2.19)

|𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑥)− 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥− 𝑦|, (2.20)

для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥, 𝑦 ∈ R та деяких сталих 𝑀,𝐿, незалежних вiд 𝑡, 𝑥, 𝑦.

Пов’яжемо iз задачею (2.17)–(2.18) iнтегральне рiвняння

𝑢(|𝑡|𝑝) = 𝑢0 + 𝐼𝛼
[︀
| · |−𝛾

𝑝 𝑓(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))
]︀
(|𝑡|𝑝), (2.21)

де оператор 𝐼𝛼 визначений в 2.1.

Означення 2.2. Будемо називати розв’язок 𝑢 iнтегрального рiвняння

(2.21), якщо вiн iснує, м’яким розв’язком задачi Кошi (2.17)–(2.18).

2.3 Допомiжнi результати

Наступна лема надає оцiнки величин, якi будуть використовуватись для

доведення основної теореми.
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Лема 2.4. Позначимо

𝐼𝛼,𝜎 =

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

⃒⃒⃒⃒
|𝑡|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

⃒⃒⃒⃒
|𝑦|𝛼𝜎𝑝 𝑑𝑦, 𝛼 ̸= 1,

𝐼1,𝜎 =

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

⃒⃒⃒⃒
log |𝑡|𝑝 − log |𝑦|𝑝

⃒⃒⃒⃒
|𝑦|𝜎𝑝𝑑𝑦.

Тодi для довiльного числа 𝜎 > max(− 1

𝛼
,−1) (не обов’язково цiлого):

𝐼𝛼,𝜎 = 𝑑𝛼,𝜎|𝑡|𝛼(𝜎+1)
𝑝 ,

де сталi 𝑑𝛼,𝜎 не залежить вiд 𝑡. Крiм того, для будь-якого 𝜀 > 0 iснує

стала 𝐴 > 0, незалежна вiд 𝜎, така, що

0 < 𝑑𝛼,𝜎 ≤ 𝐴𝑞−𝛼𝜎, (2.22)

для довiльного 𝜎 ≥ max(− 1

𝛼
,−1) + 𝜀.

Доведення. Розглянемо випадок 𝛼 > 1. Для |𝑡|𝑝 = 𝑝𝑛 з урахуванням

формули (1.6) маємо

𝐼𝛼,𝜎 = |𝑡|𝛼−1
𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤𝑝𝑛−1

|𝑦|𝛼𝜎𝑝 𝑑𝑦 −
∫︁

|𝑦|𝑝≤𝑝𝑛−1

|𝑦|𝛼(𝜎+1)−1
𝑝 𝑑𝑦 =

= 𝑝𝑛(𝛼−1) 1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼𝜎−1
𝑝(𝛼𝜎+1)(𝑛−1) − 1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼(𝜎+1)
𝑝𝛼(𝜎+1)(𝑛−1) =

= 𝑑𝛼,𝜎𝑝
𝑛𝛼(𝜎+1),

де перший iнтеграл збiгається за умови 𝛼𝜎 + 1 > 0, тобто 𝜎 > − 1

𝛼
, а

другий — за умови 𝛼(𝜎 + 1) > 0, тобто 𝜎 > −1, та

𝑑𝛼,𝜎 =
1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼𝜎−1
𝑝−𝛼𝜎−1 − 1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼𝜎−𝛼
𝑝−𝛼𝜎−𝛼 =

= (1− 𝑝−1)
𝑝𝛼−1 − 1

(1− 𝑝−𝛼𝜎−1)(𝑝𝛼 − 𝑝−𝛼𝜎)
𝑝−𝛼𝜎.
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Якщо для деякого 𝜀 > 0 виконується 𝜎 ≥ max(− 1

𝛼
,−1) + 𝜀 =: 𝜃, то

𝑑𝛼,𝜎 ≤ (1− 𝑝−1)
𝑝𝛼−1 − 1

(1− 𝑝−𝛼𝜃−1)(𝑝𝛼 − 𝑝−𝛼𝜃)
𝑝−𝛼𝜎 =: 𝐴𝑝−𝛼𝜎.

Аналогiчно, для 0 < 𝛼 < 1 маємо

𝐼𝛼,𝜎 =

∫︁
|𝑦|𝑝≤𝑝𝑛−1

|𝑦|𝛼(𝜎+1)−1
𝑝 𝑑𝑦 − |𝑡|𝛼−1

𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤𝑝𝑛−1

|𝑦|𝛼𝜎𝑝 𝑑𝑦 = 𝑑𝛼,𝜎|𝑡|𝛼(𝜎+1)
𝑝 ,

де

𝑑𝛼,𝜎 = (1− 𝑝−1)
1− 𝑝𝛼−1

(1− 𝑝−𝛼𝜎−1)(𝑝𝛼 − 𝑝−𝛼𝜎)
𝑝−𝛼𝜎 ≤ 𝐴𝑝−𝛼𝜎,

причому

𝜎 ≥ max(− 1

𝛼
,−1) + 𝜀.

У випадку 𝛼 = 1 маємо

𝐼1,𝜎 =
𝑛−1∑︁

𝑘=−∞

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑝𝑘

(log |𝑡|𝑝 − log |𝑦|𝑝) |𝑦|𝜎𝑝𝑑𝑦 =

=
𝑛−1∑︁

𝑘=−∞

{︂
𝑛 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑝𝑘

𝑞𝑘𝜎𝑑𝑦 −
∫︁

|𝑦|𝑝=𝑝𝑘

𝑘(log 𝑝)𝑝𝑘𝜎𝑑𝑦

}︂
=

= (1− 𝑝−1) log 𝑝
𝑛−1∑︁

𝑘=−∞

(𝑛− 𝑘)𝑝𝑘(𝜎+1) =

= (1− 𝑝−1) log 𝑝
∞∑︁
𝜈=1

𝜈𝑝(𝑛−𝑘)(𝜎+1) = 𝑑1,𝜎𝑝
𝑛𝛼(𝜎+1),

де 𝜎 > −1,

𝑑1,𝜎 = (1− 𝑝−1) log 𝑝
∞∑︁
𝜈=1

𝜈𝑝−𝜈(𝜎+1) = (1− 𝑝−1) log 𝑝
𝑝−𝜎−1

(1− 𝑝−𝜎−1)2
,

i для 𝜎 ≥ −1 + 𝜀 =: 𝜃 має мiсце оцiнка

𝑑1,𝜎 ≤ (1− 𝑝−1) log 𝑝
𝑝−1

(1− 𝑝−𝜃−1)2
𝑝−𝜎 =: 𝐴𝑝−𝜎.
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Наступнi три Твердження мiстять оцiнки на 𝐼𝛼𝜙 для радiальної фун-

кцiї 𝜙.

Твердження 2.1. Нехай 𝛾 < min(1, 𝛼) i 𝜙 = 𝜙(|𝑡|𝑝) — радiальна фун-

кцiя така, що для всiх 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝:

|𝜙(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝜇|𝑡|−𝛾
𝑝 . (2.23)

де 𝜇 > 0 — деяка стала.

Тодi функцiя 𝜙 задовольняє умови (2.7)–(2.8), iснує iнтеграл 𝐼𝛼𝜙,

який є радiальною функцiєю. Крiм того, iснує стала 𝐶0 така, що

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶0𝜇|𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 . (2.24)

Доведення. Перевiримо умови леми 2.2 для функцiї 𝜙. Нехай 𝛼 > 1. Для

будь-якого 𝑚 ≤ 0 маємо

𝑚∑︁
𝑘=−∞

max (𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘) |𝜙(𝑝𝑘)| =
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝑘|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇

𝑚∑︁
𝑘=−∞

𝑝(1−𝛾)𝑘 < +∞,

оскiльки 𝛾 < 1.

У випадку 0 < 𝛼 < 1 маємо

𝑚∑︁
𝑘=−∞

max (𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘)|𝜙(𝑝𝑘)| =
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝛼𝑘|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝(𝛼−𝛾)𝑘 < +∞,

оскiльки 𝛾 < 𝛼.

Якщо ж 𝛼 = 1, то

𝑚∑︁
𝑘=−∞

|𝑘| 𝑝𝑘|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

|𝑘|𝑝(1−𝛾)𝑘 < +∞.

Тому iз леми 2.2 випливає, що 𝐼𝛼𝜙 iснує.
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Крiм того, для 𝛼 ̸= 1 маємо

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑝−𝛼|𝑡|𝛼𝑝𝜙(|𝑡|𝑝) +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(︀
|𝑡|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

)︀
𝜙(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝−𝛼𝜇|𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝜇

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

⃒⃒
|𝑡|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

⃒⃒
|𝑦|−𝛾

𝑝 𝑑𝑦 =

= 𝑝−𝛼𝜇|𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝜇𝐼𝛼,− 𝛾

𝛼
.

Тепер застосуємо лему 2.4 з 𝜎 = −𝛾
𝛼
, тодi для 𝛾 < min(1, 𝛼) отримаємо

𝜎 > max(− 1

𝛼
,−1). Тому

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶0𝜇|𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 ,

де

𝐶0 = 𝑝−𝛼 +
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝑑𝛼,− 𝛾

𝛼
.

У випадку 𝛼 = 1 маємо⃒⃒
(𝐼1𝜙)(|𝑡|𝑝)

⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑝−1|𝑡|𝑝𝜙(|𝑡|𝑝) +

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(log |𝑡|𝑝 − log |𝑦|𝑝)𝜙(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝−1𝜇|𝑡|1−𝛾
𝑝 +

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝜇𝐼1,−𝛾.

Для 𝛾 < 1 застосуємо лему 2.4 з 𝜎 = −𝛾 i отримаємо⃒⃒
(𝐼1𝜙)(|𝑡|𝑝)

⃒⃒
≤ 𝐶0𝜇|𝑡|1−𝛾

𝑝 ,

де

𝐶0 = 𝑝−1 +
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝑑1,−𝛾,

що завершує доведення.
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Твердження 2.2. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾 < min(1, 𝛼) i 𝜙 = 𝜙(|𝑡|𝑝) — радiальна

функцiя така, що для всiх 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝 виконується

|𝜙(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝜇|𝑡|𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾
𝑝 . (2.25)

Тодi iснує iнтеграл 𝐼𝛼𝜙, який є радiальною функцiєю. Крiм того, iснує

стала 𝐶𝑛 така, що

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶𝑛𝜇|𝑡|(𝑛+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 . (2.26)

Доведення. У випадку 𝛼 > 1 маємо

𝑚∑︁
𝑘=−∞

max (𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘)|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝑘𝑝[𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾]𝑘 < +∞,

оскiльки 𝛾 < 1 =
𝑛+ 1

𝑛+ 1
<
𝑛𝛼 + 1

𝑛+ 1
, i тому 1 + 𝑛𝛼 − (𝑛 + 1)𝛾 > 0. Якщо

0 < 𝛼 < 1, то маємо

𝑚∑︁
𝑘=−∞

max (𝑝𝑘, 𝑝𝛼𝑘)|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝛼𝑘𝑝[𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾]𝑘 < +∞,

оскiльки 𝛼 > 𝛾, i отже (𝑛+ 1)𝛼− (𝑛+ 1)𝛾 > 0.

Якщо 𝛼 = 1, то

𝑚∑︁
𝑘=−∞

|𝑘|𝑝𝑘|𝜙(𝑝𝑘)| ≤ 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

|𝑘|𝑝𝑘𝑝[𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾]𝑘 =

= 𝜇
𝑚∑︁

𝑘=−∞

|𝑘| 𝑝[1+𝑛−(𝑛+1)𝛾]𝑘 < +∞,

оскiльки 𝛾 < 1.

Отже, умови (2.7)–(2.8) виконуються та iз леми 2.2 випливає, що iн-

теграл 𝐼𝛼𝜙 iснує.
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Для 𝛼 ̸= 1 маємо

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑝−𝛼|𝑡|𝛼𝑝𝜙(|𝑡|𝑝) +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(︀
|𝑡|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

)︀
𝜙(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝−𝛼𝜇|𝑡|𝛼𝑝 |𝑡|𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾
𝑝 +

+
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝜇

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

⃒⃒
|𝑡|𝛼−1

𝑝 − |𝑦|𝛼−1
𝑝

⃒⃒
|𝑦|𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾

𝑝 𝑑𝑦 =

= 𝑝−𝛼𝜇|𝑡|(𝑛+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝜇𝐼

𝛼,𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾
𝛼

.

Щоб застосувати лему 2.4 з 𝜎 =
𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾

𝛼
, спочатку перевiримо, що

𝜎 > max(− 1

𝛼
,−1). Дiйсно, (𝑛+ 1)(𝛼− 𝛾) > 0, тому 𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾 > −1,

тобто
𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾

𝛼
> −1. Якщо 𝛼 > 1, маємо 𝛾 < 1 =

𝑛+ 1

𝑛+ 1
<
𝑛𝛼 + 1

𝑛+ 1
,

а якщо 0 < 𝛼 < 1, то 𝛾 < 𝛼 =
𝑛𝛼 + 𝛼

𝑛+ 1
<
𝑛𝛼 + 1

𝑛+ 1
, тому в обох випадках

𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾

𝛼
> − 1

𝛼
. Звiдси

|(𝐼𝛼𝜙)(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶𝑛𝜇|𝑡|(𝑛+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 ,

де 𝐶𝑛 = 𝑝−𝛼 +
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝑑
𝛼,𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾

𝛼
.

У випадку 𝛼 = 1 маємо (𝑛+ 1)(1− 𝛾) > 0, тому 𝑛− (𝑛+ 1)𝛾 > −1, i

для 𝜎 = 𝑛− (𝑛+ 1)𝛾 iз леми 2.4 випливає наступна оцiнка⃒⃒
(𝐼1𝜙)(|𝑡|𝑝)

⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑝−1|𝑡|𝑝𝜙(|𝑡|𝑝) +

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝<|𝑡|𝑝

(log |𝑡|𝑝 − log |𝑦|𝑝)𝜙(|𝑦|𝑝)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝−1𝜇|𝑡|(𝑛+1)(1−𝛾)
𝑝 +

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝜇𝐼1,𝑛−(𝑛+1)𝛾 = 𝐶𝑛𝜇|𝑡|1−𝛾

𝑝 ,
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де

𝐶𝑛 = 𝑝−1 +
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝑑1,𝑛−(𝑛+1)𝛾.

Твердження 2.3. Нехай 𝛾 < min(1, 𝛼).

Тодi послiдовнiсть сталих {𝐶𝑛 : 𝑛 ≥ 1}, визначених в (2.26), є

обмеженою деякою сталою 𝐶 > 0, при чому 𝐶 не залежить вiд вибору

функцiї 𝜙.

Доведення. Оскiльки для всiх 𝑛 ≥ 0 виконується

𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾

𝛼
=
𝑛(𝛼− 𝛾)− 𝛾

𝛼
≥ −𝛾

𝛼
> max(− 1

𝛼
,−1),

то для всiх 𝛼 ̸= 1 можна застосувати лему 2.4. Тодi з оцiнки (2.22) для

𝜎 =
𝑛𝛼− (𝑛+ 1)𝛾

𝛼
отримаємо для будь-якого 𝑛 ≥ 0

𝐶𝑛 = 𝑝−𝛼 +
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝑑
𝛼,𝑛𝛼−(𝑛+1)𝛾

𝛼
≤ 𝑝−𝛼 +

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝐴𝑝𝑛(𝛾−𝛼)+𝛾 ≤

≤ 𝑝−𝛼 +
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1
𝐴𝑝𝛾 =: 𝐶.

У випадку 𝛼 = 1 маємо

𝐶𝑛 = 𝑝−1 +
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝑑1,𝑛−(𝑛+1)𝛾 ≤ 𝑝−1 +

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝐴𝑝𝑛(𝛾−1)+𝛾 ≤

≤ 𝑝−1 +
1− 𝑝

𝑝 log 𝑝
𝐴𝑝𝛾 =: 𝐶.

2.4 Iснування та єдинiсть локальних м’яких розв’язкiв

У даному роздiлi дослiджується iснування та єдинiсть локальних м’яких

розв’язкiв задачi Кошi (2.17)–(2.18).

Для зручностi введемо позначення

ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)) = |𝑡|−𝛾
𝑝 𝑓(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝. (2.27)
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Тодi функцiя ℎ задовольняє оцiнки

|ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑥)| ≤𝑀 |𝑡|−𝛾
𝑝 , для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥 ∈ R, (2.28)

|ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑥)− ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥− 𝑦||𝑡|−𝛾
𝑝 , для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥, 𝑦 ∈ R, (2.29)

i рiвняння (2.17) еквiвалентне наступному рiвнянню

(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)), 0 ̸= 𝑡 ∈ Q𝑝, (2.30)

Теорема 2.3. Нехай виконуються умови (2.19), (2.20), а також 𝛾 <

min(1, 𝛼).

Тодi задача Кошi (2.17)–(2.18) має єдиний локальний м’який розв’язок,

тобто iнтегральне рiвняння (2.21) має розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), визначений
для всiх |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 , де 𝑁 ∈ Z достатньо вiд’ємне. Крiм того, довiльний

iнший розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), якщо вiн iснує, збiгається з 𝑢 для |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾, де

𝐾 ≤ 𝑁 .

Доведення. Будемо шукати розв’язок рiвняння (2.21) як границю послi-

довностi {𝑢𝑘 : 𝑘 ≥ 0}, де початкове значення 𝑢0 визначене в (2.21):

𝑢𝑘(|𝑡|𝑝) = 𝑢0 + 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘−1(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝), 𝑘 ≥ 1. (2.31)

Доведемо за iндукцiєю, що для всiх 𝑘 ≥ 0:

|𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝)− 𝑢𝑘(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶𝑘+1𝑀𝐿𝑘|𝑡|(𝑘+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 , (2.32)

де 𝐶 > 0 — стала iз доведення Твердження 2.3.

Дiйсно, для 𝑘 = 0 iз умови (2.28), Твердження 2.1 з 𝜙 = ℎ, 𝜇 =𝑀 та

Твердження 2.3 випливає, що

|𝑢1(|𝑡|𝑝)− 𝑢0| = |𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢0)(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶0𝑀 |𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 ≤ 𝐶𝑀 |𝑡|𝛼−𝛾

𝑝 . (2.33)

Для 𝑘 = 1 iз лiнiйностi оператора 𝐼𝛼 маємо

|𝑢2(|𝑡|𝑝)− 𝑢1(|𝑡|𝑝)| = |𝑢0 + 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢1(| · |𝑝))− 𝑢0 − 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢0)| =

= |𝐼𝛼 [ℎ(| · |𝑝, 𝑢1(| · |𝑝))− ℎ(| · |𝑝, 𝑢0)] (|𝑡|𝑝)|.
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Iз умови (2.29) та оцiнки (2.33) випливає, що

|ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢1(|𝑡|𝑝))− ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢0)| ≤ 𝐿|𝑡|−𝛾
𝑝 |𝑢1(|𝑡|𝑝)− 𝑢0| ≤ 𝐶𝑀𝐿|𝑡|𝛼−2𝛾

𝑝 .

Далi iз Твердження 2.2 для 𝑛 = 1, 𝜙 = ℎ(| · |𝑝, 𝑢1(| · |𝑝)) − ℎ(| · |𝑝, 𝑢0),
𝜇 = 𝐶𝑀𝐹 випливає, що

|𝑢2(|𝑡|𝑝)− 𝑢1(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶1𝐶𝑀𝐿|𝑡|2(𝛼−𝛾)
𝑝 ≤ 𝐶2𝑀𝐿|𝑡|2(𝛼−𝛾)

𝑝 .

Припустимо, що (2.32) виконується для |𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝)− 𝑢𝑘(|𝑡|𝑝)|. Тодi

|𝑢𝑘+2(|𝑡|𝑝)− 𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝)| = |𝐼𝛼 [ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘+1(| · |𝑝))− ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘(| · |𝑝))] (|𝑡|𝑝)|,

та iз (2.29) та гiпотези iндукцiї випливає, що

|ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝))− ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢𝑘(|𝑡|𝑝))| ≤ 𝐹 |𝑡|−𝛾
𝑝 |𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝)− 𝑢𝑘(|𝑡|𝑝)| ≤

≤ 𝐶𝑘+1𝑀𝐹 𝑘+1|𝑡|(𝑘+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 |𝑡|−𝛾

𝑝 = 𝐶𝑘+1𝑀𝐿𝑘+1|𝑡|(𝑘+1)𝛼−(𝑘+2)𝛾
𝑝 .

Отже, за Твердженням 2.2, застосованим до функцiї

𝜙 = ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘+1(| · |𝑝))− ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘(| · |𝑝)),

маємо

|𝑢𝑘+2(|𝑡|𝑝)− 𝑢𝑘+1(|𝑡|𝑝)| ≤ 𝐶𝑘+2𝑀𝐿𝑘+1|𝑡|(𝑘+2)(𝛼−𝛾)
𝑝 .

Таким чином, оцiнка (2.32) виконується для будь-якого 𝑘 ≥ 0.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть функцiй {𝑢𝑘 : 𝑘 ≥ 0} збiгається

рiвномiрно у кулi {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁}, для деякого 𝑁 ∈ Z такого, що

𝑝𝑁 < (𝐶𝐿)−
1

𝛼−𝛾 , до границi, яку позначимо 𝑢(|𝑡|𝑝), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 .

Iз умов (2.7), (2.8) випливає, що

𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢𝑘(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝) → 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 ,

тому 𝑢 є локальним розв’язком рiвняння (2.21).

Доведемо єдинiсть цього розв’язку. Припустимо, що iснує iнший ло-

кальний розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 , рiвняння (2.21), де 𝐾 ≤ 𝑁 . Тодi за

Твердженням 2.1 маємо

|𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤ 2𝑀𝐶|𝑡|𝛼−𝛾
𝑝 , |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 .
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З iншого боку,

𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝) = 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝)− 𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝) =

= 𝐼𝛼 [ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))− ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))] (|𝑡|𝑝),

i з умови (2.29) та твердження 2.2 слiдує, що

|𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤ 2𝑀𝐶2𝐿|𝑡|𝑝𝐼2(𝛼−𝛾), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 .

Покажемо за допомогою iндукцiї, що

|𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤ 2𝑀𝐶𝑚𝐿𝑚−1|𝑡|𝑚(𝛼−𝛾)
𝑝 , |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 .

Припустимо, що твердження виконується для деякого натурального 𝑚.

Iз умови (2.29) маємо

|ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)− ℎ(|𝑡|𝑝, 𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤

≤ |𝑡|−𝛾
𝑝 𝐿

⃒⃒
𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝)

⃒⃒
≤ 2𝐿𝑚𝑀𝐶𝑚|𝑡|𝑚𝛼−(𝑚+1)𝛾

𝑝 , |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 ,

i тому з тверження 2.2 випливає, що

|𝑢(|𝑡|𝑝)− 𝑢(|𝑡|𝑝)| ≤ 2𝑀𝐶𝑚+1𝐿𝑚|𝑡|(𝑚+1)(𝛼−𝛾)
𝑝 , |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 .

Оскiльки 𝑝𝐾 ≤ 𝑝𝑁 < (𝐶𝐿)−
1

𝛼−𝛾 , то спрямовуючи 𝑚 → ∞, отримаємо,

що 𝑢(|𝑡|𝑝) = 𝑢(|𝑡|𝑝), тобто розв’язки 𝑢 та 𝑢 спiвпадають при |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐾 .

2.5 Продовження розв’язкiв

Припустимо, що 𝛾 < min(1, 𝛼), функцiя 𝑓 задовольняє умови (2.19),

(2.20), та функцiя ℎ визначена в (2.27). Тодi за теоремою 2.3 ми можемо

побудувати локальний розв’язок 𝑢(|𝑡|𝑝), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 , 𝑁 ∈ Z, iнтегрального
рiвняння (2.21).

Нехай 𝛼 ̸= 1. Застосуємо лему 2.2 до функцiї ℎ та пiдставимо явний

вираз для 𝐼𝛼ℎ у рiвняння (2.21). Таким чином, щоб знайти розв’язок для

|𝑡|𝑝 = 𝑝𝑁+1, достатньо розв’язати рiвняння

𝑢(𝑝𝑁+1) = 𝑢0 + 𝑣
(𝑁)
0 + 𝑝𝛼𝑁ℎ(𝑝𝑁+1, 𝑢(𝑝𝑁+1)), (2.34)
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де число

𝑣
(𝑁)
0 =

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝≤𝑝𝑁

(︁
𝑝(𝑁+1)(𝛼−1) − |𝑦|𝛼−1

𝑝

)︁
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦 (2.35)

є вiдомою сталою.

Аналогiчно, у випадку 𝛼 = 1 отримаємо рiвняння

𝑢(𝑝𝑁+1) = 𝑢0 + 𝑣
(𝑁)
0 + 𝑝𝑁ℎ(𝑝𝑁+1, 𝑢(𝑝𝑁+1)), (2.36)

𝑣
(𝑁)
0 =

1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤𝑝𝑁

(︀
log 𝑝𝑁+1 − log |𝑦|𝑝

)︀
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦. (2.37)

Наступна теорема стверджує, що побудоване таким чином продовже-

ння локального розв’язку рiвняння (2.21) є коректним.

Теорема 2.4. Нехай 𝛾 < min(1, 𝛼), функцiя 𝑓 задовольняє умову (2.19),

а також (2.20) у наступнiй формi

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)− 𝑓(𝑝ℓ, 𝑦)| ≤ 𝐿ℓ|𝑥− 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ R, ℓ ∈ Z, (2.38)

де 0 < 𝐿ℓ < 𝑝−𝛼ℓ для всiх ℓ ∈ Z.
Тодi локальний розв’язок рiвняння (2.21), визначений при |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 ,

можна продовжити до глобального розв’язку, визначеного для кожного

𝑡 ∈ Q𝑝.

Доведення. Для всiх ℓ ∈ Z маємо

𝑝𝛼ℓ
⃒⃒
ℎ(𝑝ℓ+1, 𝑥)− ℎ(𝑝ℓ+1, 𝑦)

⃒⃒
≤ 𝑝𝛼ℓ𝑝−𝛼(ℓ+1)𝑝𝛾|𝑥− 𝑦| = 𝑝𝛾−𝛼|𝑥− 𝑦|,

де 𝑝𝛾−𝛼 < 1, оскiльки 𝛾 < 𝛼, i тому оператор 𝑢0 + 𝑣
(ℓ)
0 + 𝑝𝛼ℓℎ(𝑝ℓ+1, ·)

є стискаючим вiдображенням на банаховому просторi всiх неперервних

функцiй на кулi {|𝑡|𝑝 ≤ 𝑝ℓ+1}, i з теореми Банаха про нерухому точку

випливає, що iснує єдина нерухома точка цього оператора 𝑢(𝑝ℓ+1):

𝑢(𝑝ℓ+1) = 𝑢0 + 𝑣
(ℓ)
0 + 𝑝𝛼ℓℎ(𝑝ℓ+1, 𝑢(𝑝ℓ+1)).

Таким чином, рiвняння (2.34) у випадку 𝛼 ̸= 1 та (2.36) у випадку 𝛼 = 1

мають єдиний розв’язок для кожного ℓ ≥ 𝑁 , тобто функцiю 𝑢 можна

визначити для всiх 𝑡 ∈ Q𝑝.
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2.6 Перехiд вiд iнтегрального рiвняння до диференцiального

Тепер можемо повернемося до диференцiальної форми початкового рiв-

няння (2.17).

Припустимо, що функцiя 𝑓 задовольняє умови (2.19) та (2.38). Нехай

𝑢(|𝑡|𝑝) — розв’язок рiвняння (2.21), отриманий за допомогою послiдовних

наближень в доведеннi теореми 2.3 у кулi |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑁 i продовжений на Q𝑝

згiдно зi спiввiдношенням (2.34) або (2.36). Тодi для всiх ℓ ≥ 𝑁 маємо

𝑢(𝑝ℓ+1) = 𝑢0 + 𝑣
(ℓ)
0 + 𝑝𝛼ℓℎ(𝑝ℓ+1, 𝑢(𝑝ℓ+1)), (2.39)

де стала 𝑣(ℓ)0 визначена у (2.35) (у випадку 𝛼 ̸= 1), (2.37) (у випадку

𝛼 = 1).

Твердження 2.4. Нехай функцiя 𝑓 задовольняє умови (2.38) та

|𝑓(𝑝ℓ, 𝑥)| ≤ 𝐴𝑝−𝛽ℓ, ℓ ≥ 1, ∀𝑥 ∈ R, (2.40)

для деякої сталої 𝛽 такої, що 𝛽 + 𝛾 > 𝛼.

Тодi функцiя 𝑢(|𝑡|𝑝), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝ℓ+1, яка є розв’язком рiвняння (2.21), за-

довольняє умову (2.2), а для функцiї ℎ виконуються умови (2.9)–(2.10).

Доведення. Розглянемо випадок 𝛼 ̸= 1. Для ℓ ≥ 1 позначимо

𝑣
(ℓ)
0 = 𝑣

(ℓ)
0,1 + 𝑣

(ℓ)
0,2,

де

𝑣
(ℓ)
0,1 =

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

(︁
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1) − |𝑦|𝛼−1

𝑝

)︁
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦,

𝑣
(ℓ)
0,2 =

1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

∫︁
𝑝≤|𝑦|𝑝≤𝑝ℓ

(︁
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1) − |𝑦|𝛼−1

𝑝

)︁
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦.
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Тодi iз умови (2.19) випливає, що

|𝑣(ℓ)0,1| ≤
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝑀

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

⃒⃒⃒
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1) − |𝑦|𝛼−1

𝑝

⃒⃒⃒
|𝑦|−𝛾

𝑝 𝑑𝑦 ≤

≤
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝑀

{︂
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

|𝑦|−𝛾
𝑝 𝑑𝑦 +

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

|𝑦|𝛼−1−𝛾
𝑝 𝑑𝑦

}︂
=

=

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝑀

{︂
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)𝑝

1− 𝑝−1

1− 𝑝𝛾−1
+

1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼+𝛾

}︂
≤

≤ 𝐶1

{︁
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1) + 1

}︁
,

(2.41)

де

𝐶1 =

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝑀 max

(︂
1− 𝑝−1

1− 𝑝𝛾−1
,

1− 𝑝−1

1− 𝑝−𝛼+𝛾

)︂
.

Iз оцiнки (2.40) маємо

|𝑣(ℓ)0,2| ≤

≤
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝐴

{︂
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)

∫︁
𝑝≤|𝑦|𝑝≤𝑝ℓ

|𝑦|−(𝛽+𝛾)
𝑝 𝑑𝑦 +

∫︁
𝑝≤|𝑦|𝑝≤𝑝ℓ

|𝑦|𝛼−1−(𝛽+𝛾)
𝑝 𝑑𝑦

}︂
=

=

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝐴

{︂
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)

ℓ∑︁
𝑗=1

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑝𝑗

|𝑦|−(𝛽+𝛾)
𝑝 𝑑𝑦 +

ℓ∑︁
𝑗=1

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑞𝑗

|𝑦|𝛼−1−(𝛽+𝛾)
𝑝 𝑑𝑦

}︂
=

=

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝐴

{︂
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝−𝑗(𝛽+𝛾)(1− 1

𝑝
)𝑝𝑗 +

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗(𝛼−1−𝛽−𝛾)(1− 1

𝑝
)𝑝𝑗
}︂

=

= 𝐶2𝑝
(ℓ+1)(𝛼−1)

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝(1−𝛽−𝛾)𝑗 + 𝐶2

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝(𝛼−𝛽−𝛾)𝑗,

де

𝐶2 =

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑝−𝛼

1− 𝑝𝛼−1

⃒⃒⃒⃒
𝐴(1− 1

𝑝
).

Припустимо додатково, що 𝛼 > 1. Тодi, за припущенням Твердження,

𝛽 + 𝛾 > 𝛼 > 1, i звiдси
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𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)
ℓ∑︁

𝑗=1

𝑝(1−𝛽−𝛾)𝑗 =
𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)𝑝1−𝛽−𝛾

(︀
1− 𝑝ℓ(1−𝛽−𝛾)

)︀
1− 𝑝1−𝛽−𝛾

≤

≤ 𝐶3𝑝
(ℓ+1)(𝛼−1),

(2.42)

де

𝐶3 =
𝑝1−𝛽−𝛾

1− 𝑝1−𝛽−𝛾
.

Нехай тепер 0 < 𝛼 < 1. Якщо при цьому 𝛽 + 𝛾 > 1, то подiбно до

(2.42) отримаємо

𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)
ℓ∑︁

𝑗=1

𝑝(1−𝛽−𝛾)𝑗 ≤ 𝐶3𝑝
(ℓ+1)(𝛼−1),

а якщо 𝛽 + 𝛾 ≤ 1, то оцiнка отримується наступним чином

𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)
ℓ∑︁

𝑗=1

𝑝(1−𝛽−𝛾)𝑗 = 𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)𝑝
1−𝛽−𝛾

(︀
𝑝ℓ(1−𝛽−𝛾) − 1

)︀
𝑝1−𝛽−𝛾 − 1

=

= 𝐶4

[︁
𝑝(ℓ+1)(𝛼−𝛽−𝛾) − 𝑝(ℓ+1)(𝛼−1)+1−𝛽−𝛾

]︁
≤ 𝐶4𝑝

(ℓ+1)(𝛼−𝛽−𝛾),

де

𝐶4 =
1

𝑝1−𝛽−𝛾 − 1
.

Крiм того, для всiх 𝛼 ̸= 1 маємо

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝(𝛼−𝛽−𝛾)𝑗 =
𝑝𝛼−𝛽−𝛾

(︀
1− 𝑝ℓ(𝛼−𝛽−𝛾)

)︀
1− 𝑝𝛼−𝛽−𝛾

≤ 𝑝𝛼−𝛽−𝛾

1− 𝑝𝛼−𝛽−𝛾
= 𝐶5.

У випадку 𝛼 = 1, для всiх ℓ ≥ 1 маємо

𝑢(𝑝ℓ+1) = 𝑢0 + 𝑣
(ℓ)
0 + 𝑝ℓℎ(𝑝ℓ+1, 𝑢(𝑝ℓ+1)),
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i з (2.19) випливає, що

|𝑣(ℓ)0,1| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

(︀
log 𝑝ℓ+1 − log |𝑦|𝑝

)︀
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
𝑀

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

|𝑦|−𝛾
𝑝

⃒⃒
log 𝑝ℓ+1 − log |𝑦|𝑝

⃒⃒
𝑑𝑦 ≤

≤ 𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
𝑀

{︂
log 𝑝ℓ+1

∫︁
|𝑦|𝑝≤1

|𝑦|−𝛾
𝑝 𝑑𝑦 −

0∑︁
𝑛=−∞

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑝𝑛

|𝑦|−𝛾
𝑝 log |𝑦|𝑝𝑑𝑦

}︂
=

=
𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
𝑀

{︂
log 𝑝ℓ+1 1− 𝑝−1

1− 𝑝𝛾−1
−

0∑︁
𝑛=−∞

𝑝−𝛾𝑛(1− 𝑝−1)𝑝𝑛 log 𝑝𝑛
}︂

=

=
𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
(1− 𝑝−1)𝑀 log 𝑝

{︂
(ℓ+ 1)

1

1− 𝑝𝛾−1
+

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑝−(1−𝛾)𝑛

}︂
=

=
𝑝− 1

𝑝
(1− 𝑝−1)𝑀

{︂
ℓ+ 1

1− 𝑝𝛾−1
+

𝑝𝛾−1

(1− 𝑝𝛾−1)2

}︂
≤ 𝐶7(ℓ+ 1),

де для обчислення суми використана формула
∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑝−(1−𝛾)𝑛 =
𝑝−(1−𝛾)

(1− 𝑝−(1−𝛾))2

(див. тотожнiсть 0.231.2 в [69]).

Далi,

|𝑣(ℓ)0,2| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1− 𝑝

𝑝 log 𝑝

∫︁
𝑝≤|𝑦|𝑝≤𝑝ℓ

(︀
log 𝑝ℓ+1 − log |𝑦|𝑝

)︀
ℎ(|𝑦|𝑝, 𝑢(|𝑦|𝑝))𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
𝑀

{︂ 𝑙∑︁
𝑗=1

∫︁
|𝑦|𝑝=𝑝𝑗

|𝑦|−𝛾
𝑝 log 𝑝ℓ+1𝑑𝑦 +

ℓ∑︁
𝑗=1

|𝑦|−𝛾
𝑝 log |𝑦|𝑝

}︂

≤ 𝑝− 1

𝑝 log 𝑝
𝑀 log 𝑝

{︂
(ℓ+ 1)(1− 𝑝−1)

ℓ∑︁
𝑗=1

𝑝(1−𝛾)𝑗 +
ℓ∑︁

𝑗=1

𝑗𝑝(1−𝛾)𝑗

}︂
≤

≤ 𝐶8(ℓ+ 1)𝑝𝑙(1−𝛾).

68



Припустимо, що розв’язок 𝑢 отриманий в кулi 𝐵𝑁 за допомогою по-

слiдовних наближень з теореми 2.3. Тодi для всiх 𝑚 ≥ 𝑁 маємо

𝑚∑︁
𝑘=−∞

𝑝𝑘|𝑢(𝑝𝑘)| ≤ max
𝑡∈𝐵𝑁

|𝑢(|𝑡|𝑝)|
𝑁∑︁

𝑘=−∞

𝑝𝑘 +
𝑚∑︁

𝑘=𝑁+1

𝑝𝑘|𝑢(𝑝𝑘)| <∞,

оскiльки функцiя 𝑢 неперервна на 𝐵𝑁 як рiвномiрна границя неперерв-

них функцiй 𝑢𝑘, 𝑘 ≥ 0. Перевiримо умову (2.3) для кожного доданку в

(2.39) окремо.

Нехай спочатку 𝛼 ̸= 1. Тодi для всiх 𝑚 ≥ 1 маємо

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑢0(𝑝ℓ)| = |𝑢0|
∞∑︁

ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ <∞,

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑣(ℓ)0,1| ≤ 𝐶1

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ+(ℓ+1)(𝛼−1) + 𝐶1

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ =

= 𝐶1𝑝
𝛼−1

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−ℓ + 𝐶1

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ <∞.

Нехай тепер 𝛼 > 1. Тодi

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑣(ℓ)0,2| ≤ 𝐶2𝐶3

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ𝑝(ℓ+1)(𝛼−1) + 𝐶2𝐶5

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ <∞.

Якщо 0 < 𝛼 < 1 та додатково 𝛽 + 𝛾 > 1, то виконується подiбна оцiнка,

а якщо 𝛽 + 𝛾 ≤ 1, то

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑣(ℓ)0,2| ≤ 𝐶2𝐶4

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ𝑝(ℓ+1)(𝛼−𝛽−𝛾) + 𝐶2𝐶5

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ =

= 𝐶2𝐶4𝑝
𝛼−𝛽−𝛾

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−(𝛽+𝛾)ℓ + 𝐶2𝐶5

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ <∞.

У випадку 𝛼 = 1 маємо

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑣(ℓ)0,1| ≤ 𝐶7

∞∑︁
ℓ=𝑚

(ℓ+ 1)𝑝−ℓ <∞,
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∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑣(ℓ)0,2| ≤ 𝐶8

∞∑︁
ℓ=𝑚

(ℓ+ 1)𝑝−𝛼ℓ𝑝(1−𝛾)ℓ = 𝐶8

∞∑︁
ℓ=𝑚

(ℓ+ 1)𝑝−𝛾ℓ <∞.

Далi iз умови (2.40) випливає, що

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−𝛼ℓ|𝑓(𝑝ℓ+1, 𝑢(𝑝ℓ+1))| ≤ 𝐴
∞∑︁

ℓ=𝑚

𝑝(𝛼−(𝛽+𝛾))(ℓ+1) <∞.

Отже, функцiя 𝑢 задовольняє умову (2.2).

Розглянемо тепер функцiю ℎ. За Твердженням 2.1, враховуючи умо-

ви(2.28), (2.29), отримаємо, що функцiя ℎ задовольняє першу умову в

(2.9)–(2.10). Якщо 𝛼 ̸= 1, для 𝑚 > 0 маємо

∞∑︁
ℓ=𝑚

|ℎ(𝑝ℓ, 𝑢(𝑝ℓ))| ≤ 𝐴

∞∑︁
ℓ=𝑚

𝑝−(𝛽+𝛾)ℓ <∞,

а для 𝛼 = 1:

∞∑︁
ℓ=𝑚

ℓ|ℎ(𝑝ℓ, 𝑢(𝑝ℓ))| ≤ 𝐴

∞∑︁
ℓ=𝑚

ℓ𝑝−(𝛽+𝛾)ℓ <∞.

Теорема 2.5. За виконання умов (2.38), (2.40), розв’язок рiвняння (2.21),

отриманий за допомогою послiдовних наближень з подальшим продов-

женням, задовольняє рiвняння (2.17).

Доведення. Iз твердження 2.4, леми 2.1, та леми 2.3 випливає, що 𝐷𝛼𝑢

iснує, 𝐷𝛼𝐼𝛼ℎ iснує та 𝐷𝛼𝐼𝛼ℎ = ℎ. Тому можемо подiяти оператором 𝐷𝛼

на рiвняння (2.21) i отримати

(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝐷𝛼𝑢0 +𝐷𝛼𝐼𝛼ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝),

що еквiвалентно рiвнянню

(𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = ℎ(| · |𝑝, 𝑢(| · |𝑝))(|𝑡|𝑝),

оскiльки 𝐷𝛼 дорiвнює нулю на сталих функцiях.
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2.7 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було дослiджено питання розв’язностi задачi Кошi (2.17)–

(2.18) у випадку слабкого виродження, тобто за умови 𝛾 < min(1, 𝛼). Для

цього було дослiджено вiдповiдне iнтегральне рiвняння з оберненим до

псевдодиференцiального оператора 𝐷𝛼 оператором 𝐼𝛼 та доведено iсну-

вання та єдинiсть його локального розв’язку за допомогою методу по-

слiдовних наближень. Також було доведено, що за вiдповiдних умов на

нелiнiйну частину 𝑓 рiвняння (2.17), даний локальний м’який розв’язок

можна продовжити на весь простiр Q𝑝. Врештi було встановлено, що за

певних умов розв’язок iнтегрального рiвняння (2.21) розв’язує початкове

псевдодиференцiальне рiвняння (2.17), а також задовольняє початкову

умову (2.18).

За результатами цього роздiлу було опублiковано статтю [1] та тези

мiжнародних конференцiй [4, 5].
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3 Псевдодиференцiальнi рiвняння з регулярною осо-

бливiстю

В теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь для розв’язання рiвнянь

з виродженням часто застосовують метод розкладу аналiтичних фун-

кцiй в степеневий ряд в деякому околi нуля (див., наприклад, моногра-

фiї [18, 28]). Такий пiдхiд було започатковано Б. Рiманом (див. [49]) та

незалежно вiд нього Л. Фуксом в роботi [23]. При цьому окремо видiля-

ють випадок регулярної особливостi, коли порядок виродження збiгає-

ться з порядком диференцiювання. Класичний результат про iснування

аналiтичних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь у кратному випадку,

коли точка 𝑡 = 0 є особливою, але не обов’язково простою, належить Ф.

Леттенмейеру [44].

З iншого боку, оператор 𝐷𝛼 є певним 𝑝-адичним аналогом дробової

похiдної Рiмана–Лiувiлля та Капуто–Джрбашяна (див. [53]). Аналiтичнi

розв’язки дробово-диференцiальних рiвнянь з регулярною сингулярнi-

стю були дослiдженi у роботi А. Н. Кочубея [39].

Таким чином, природним наступним кроком дослiдження є вивчення

псевдодиференцiальних рiвнянь з регулярним виродженням за припуще-

ння розкладу функцiй в степеневi ряди, чому i присвячений даний роздiл

дисертацiї.

У даному роздiлi розглядаються лiнiйнi рiвняння вигляду

|𝑡|𝛼𝑝 (𝐷𝛼𝑢)(|𝑡|𝑝) = 𝐴(|𝑡|𝑝)𝑢(|𝑡|𝑝), (3.1)

де функцiя 𝐴 розкладається у ряд вигляду

𝐴(|𝑡|𝑝) =
∞∑︁

𝑁=0

𝐴𝑁 |𝑡|𝛽𝑁𝑝 ,

𝐴𝑁 ∈ C, 𝛽 > 0, i для деяких 𝑀,𝜇 > 0 має мiсце оцiнка:

|𝐴𝑁 | ≤𝑀𝜇𝑁 , 𝑁 ≥ 0. (3.2)
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Припустимо, що функцiя 𝑢 розкладається у формальний ряд вигляду

𝑢(|𝑡|𝑝) =
∞∑︁

𝑁=0

𝑢𝑁 |𝑡|𝛽𝑁𝑝 , 𝑢𝑁 ∈ C. (3.3)

Пiдставляючи ряд (3.3) формально у рiвняння (3.1), з урахуванням

формули (1.33), у випадку 𝛼 ̸= 𝛽𝑁 , 𝑁 ≥ 0, отримаємо

|𝑡|𝛼𝑝
∞∑︁

𝑁=0

𝑢𝑁𝐷
𝛼(|𝑡|𝛽𝑁𝑝 ) =

(︂ ∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘|𝑡|𝛽𝑘𝑝
)︂(︂ ∞∑︁

𝑁=0

𝑢𝑁 |𝑡|𝛽𝑁𝑝
)︂
,

∞∑︁
𝑁=0

𝑢𝑁
Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)
|𝑡|𝛽𝑁𝑝 =

∞∑︁
𝑁=0

(︂ 𝑁∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘

)︂
|𝑡|𝛽𝑁𝑝 .

Прирiвнюючи коефiцiєнти при |𝑡|𝑁𝑝 , маємо

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)
𝑢𝑁 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑁 ≥ 0,

або еквiвалентно, оскiльки при 𝑁 = 0 маємо Γ𝑝(1) =
1− 𝑝0

1− 𝑝−1
= 0,

0 = 𝐴0𝑢0, (3.4)[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑁 = −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑁 ≥ 1. (3.5)

Означення 3.1. Будемо називати ряд (3.3) формальним розв’язком рiв-

няння (3.1), якщо виконуються спiввiдношення (3.4), (3.5).

Розглянемо спочатку випадок, коли у розкладi правої частини рiвня-

ння (3.1) виконується 𝐴0 = 0.

Теорема 3.1. Нехай 𝐴0 = 0. Якщо ряд (3.3) є формальним розв’язком

рiвняння (3.1), то ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним.

Доведення. Нехай 𝐴0 = 0. Тодi рiвняння (3.4) виконується для будь-

якого 𝑢0 ∈ C.
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Iз рiвняння (1.34) маємо

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)
=

1− 𝑝𝛽𝑁

1− 𝑝−(𝛽𝑁+1)
· 1− 𝑝−(𝛽𝑁−𝛼+1)

1− 𝑝𝛽𝑁−𝛼
=

=
𝑝𝛽𝑁(𝑝−𝛽𝑁 − 1)

1− 𝑝−(𝛽𝑁+1)
· 1− 𝑝−(𝛽𝑁−𝛼+1)

𝑝𝛽𝑁(𝑝−𝛽𝑁 − 𝑝−𝛼)
=

=
𝑝−𝛽𝑁 − 1

1− 𝑝−(𝛽𝑁+1)
· 1− 𝑝−(𝛽𝑁−𝛼+1)

𝑝−𝛽𝑁 − 𝑝−𝛼
∼ −1

−𝑝−𝛼
= 𝑝𝛼,

при 𝑁 → ∞.

Тому iснує 𝑁0 ∈ N таке, що для деякого 𝐶 > 0 виконується⃒⃒⃒⃒
⃒
[︂

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶𝑝−𝛼, 𝑁 ≥ 𝑁0. (3.6)

Розглядаючи, якщо необхiдно, 𝜆𝑢(|𝑡|𝑝) замiсть 𝑢(|𝑡|𝑝), при достатньо ма-
лому |𝜆|, можна припустити, що |𝑢0| ≤ 1.

Виберемо 𝑟 > 0 настiльки великим, щоб виконувалось |𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁 для

𝑁 ≤ 𝑁0 та

𝐶𝑀𝑝−𝛼
∞∑︁
𝑘=1

(
𝜇

𝑟
)𝑘 ≤ 1. (3.7)

Тодi за iндукцiєю маємо

|𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁 , 𝑁 ≥ 0. (3.8)

Дiйсно, припустимо, що (3.8) виконується для деякого 𝑁 ≥ 𝑁0. Iз рiвня-

ння (3.5) для 𝑁 + 1 маємо спiввiдношення

𝑢𝑁+1 = −
[︂

Γ𝑝(𝛽(𝑁 + 1) + 1)

Γ𝑝(𝛽(𝑁 + 1)− 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁+1−𝑘.

Тодi iз (3.2), (3.6) та (3.7) випливає оцiнка

|𝑢𝑁+1| ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒
[︂

Γ𝑝(𝛽(𝑁 + 1) + 1)

Γ𝑝(𝛽(𝑁 + 1)− 𝛼 + 1)

]︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁+1−𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝐶𝑀𝑝−𝛼
𝑁+1∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑟𝑁+1−𝑘 = 𝐶𝑀𝑝−𝛼𝑟𝑁+1
𝑙+1∑︁
𝑘=1

(
𝜇

𝑟
)𝑘 ≤ 𝑟𝑁+1.
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Оскiльки радiус збiжностi 𝑅 степеневого ряду (3.3) дорiвнює (див.

[50], твердження 6.1)

𝑅−1 = lim sup
𝑁→∞

|𝑢𝑁 |1/𝑁 ,

то iз (3.8) випливає, що ряд (3.3) збiгається абсолютно при |𝑡|𝑝 ≤ 𝑟−1.

Припустимо, що ряд (3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1).

Проаналiзуємо систему (3.4)–(3.5).

Iз рiвняння (3.4) випливає, що або 𝐴0 = 0, або 𝑢0 = 0, тому потрiбно

розглянути два випадки.

Випадок (1).Якщо𝐴0 = 𝐴
(1)
0 = 0, то 𝑢0 можемо вибрати довiльне. Тодi

iз рiвняння (3.5) випливає, що коефiцiєнти 𝑢𝑁 , 𝑁 ≥ 1, задовольняють

спiввiдношення

𝑢𝑁 = 𝑢
(1)
𝑁 = −

[︂
Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑁 ≥ 1,

i за Теоремою 3.1 ряд (3.3) є локально абсолютно збiжним.

Випадок (2). Якщо 𝑢0 = 0, то 𝐴0 ̸= 0 можемо вибрати довiльне. Тодi

iз рiвняння (3.5) для 𝑁 = 1 маємо[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢1 = −𝐴1𝑢0 = 0.

Отже, випадок (2) розпадається на два варiанти: або[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
= 0,

або

𝑢1 = 0.

Варiант (21). Якщо 𝐴0 = 𝐴
(21)
0 =

Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
, та 𝑢0 = 0 (що ви-

пливає з попереднiх умов), тодi 𝑢1 довiльне. У цьому випадку рiвняння

(3.5) при 𝑁 = 1 має вигляд тотожностi, а рiвняння (3.5) для 𝑁 ≥ 2
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записуються у виглядi[︂
Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑁 =

𝑁−1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘.

Звiдси коефiцiєнти 𝑢𝑁 ряду (3.3) задовольняють спiввiдношення

𝑢
(21)
𝑁 = −

[︂
Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁−1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑁 ≥ 2.

Оскiльки
Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)
∼ 𝑝𝛼, 𝑁 → ∞ (див. (3.6)), то iснує 𝑁0 ∈ N

таке, що для деякого 𝐶 > 0 виконується оцiнка⃒⃒⃒⃒
⃒
[︂

Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
− 𝑝𝛼

⃒⃒⃒⃒−1

,

при 𝑁 ≥ 𝑁0.

Тодi, аналогiчно до доведення теореми 3.1, можна обрати 𝑟 > 0 таке,

що |𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁 для 𝑁 ≤ 𝑁0 та

𝐶𝑀

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)
− 𝑝𝛼

⃒⃒⃒⃒−1 ∞∑︁
𝑘=1

(
𝜇

𝑟
)𝑘 ≤ 1.

Тодi за iндукцiєю доводиться, що

|𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁 , 𝑁 ≥ 0,

i звiдси випливає, що формальний ряд (3.3) є абсолютно збiжним для

|𝑡|𝑝 ≤ 𝑟−1.

Варiант (22). Якщо 𝐴0 /∈ {𝐴(1)
0 , 𝐴

(21)
0 } довiльне, то 𝑢0 = 𝑢1 = 0. Тодi

iз рiвняння (3.5) для 𝑁 = 2 маємо[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(2𝛽 + 1)

Γ𝑝(2𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢2 = −𝐴1𝑢0 − 𝐴2𝑢0 = 0.

Отже, цей варiант розбивається ще на два варiанти: або[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(2𝛽 + 1)

Γ𝑝(2𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
= 0,
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або

𝑢2 = 0.

Випадок (221). Якщо 𝐴0 = 𝐴
(221)
0 =

Γ𝑝(2𝛽 + 1)

Γ𝑝(2𝛽 − 𝛼 + 1)
, та з попереднiх

умов 𝑢0 = 𝑢1 = 0, тодi 𝑢2 довiльне. У цьому випадку iз рiвнянь (3.5)

отримаємо, що коефiцiєнти 𝑢𝑁 задовольняють спiввiдношення

𝑢𝑁 = 𝑢
(221)
𝑁 = −

[︂
Γ𝑝(2𝛽 + 1)

Γ𝑝(2𝛽 − 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁−2∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘,

𝑁 ≥ 3.

Випадок (222). 𝐴0 /∈ {𝐴(1)
0 , 𝐴

(21)
0 , 𝐴

(221)
0 } довiльне, 𝑢0 = 𝑢1 = 𝑢2 = 0.

Тодi iз рiвняння (3.5) для 𝑁 = 3 випливає спiввiдношення[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(3𝛽 + 1)

Γ𝑝(3𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢3 = −𝐴1𝑢2 − 𝐴2𝑢1 − 𝐴3𝑢0 = 0.

Тодi або [︂
𝐴0 −

Γ𝑝(3𝛽 + 1)

Γ𝑝(3𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
= 0,

або

𝑢3 = 0.

Продовжуючи цю процедуру, на 𝑚-му кроцi отримаємо наступнi два

варiанти.

Варiант (2· · · 21). (Тут в iндексi стоять𝑚 двiйок, та одиниця на𝑚+1-

му мiсцi).

𝐴
(2···21)
0 =

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
, 𝑢0 = · · · = 𝑢𝑚−1 = 0, 𝑢𝑚 довiльне. Тодi iз

(3.5) маємо

𝑢𝑁 = 𝑢
(2···21)
𝑁 = −

[︂
Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁−𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘,

𝑁 ≥ 𝑚+ 1.

Варiант (2· · · 22). (Тут в iндексi стоять 𝑚+ 1 двiйка).
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𝐴0 /∈ {𝐴(1)
0 , 𝐴

(21)
0 , . . . , 𝐴

(2...21)
0 } довiльне, 𝑢0 = · · · = 𝑢𝑚 = 0. Iз рiвняння

(3.5) для 𝑁 = 𝑚+ 1 маємо[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑚+1 = 0.

Продовжуючи цю процедуру, отримаємо наступний результат.

Теорема 3.2. 1. Нехай 𝐴0 =
Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
для деякого цiлого 𝑚 ≥

1. Якщо ряд (3.3) є формальним розв’язком рiвняння (3.1), то ряд

(3.3) є локально абсолютно збiжним, та його коефiцiєнти 𝑢𝑁 , 𝑁 ≥
0, задовольняють спiввiдношення

𝑢0 = · · · = 𝑢𝑚−1 = 0, (3.9)

𝑢𝑁 = −
[︂

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1 𝑁−𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘,

(3.10)

𝑁 ≥ 𝑚+ 1, для деякого 𝑢𝑚 ∈ C.

2. Якщо 𝐴0 ̸= 0 та 𝐴0 ̸=
Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
для жодного цiлого 𝑚 ≥ 1,

то рiвняння (3.1) має лише нульовий розв’язок 𝑢 ≡ 0.

Доведення. 1. Iз рiвняння (3.4) випливає, що 𝑢0 = 0. Виписуючи по-

слiдовно рiвняння (3.5) для 𝑁 ≥ 1, отримаємо[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽 + 1)

Γ𝑝(𝛽 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢1 = −𝐴1𝑢0 = 0,

. . .[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽(𝑚− 1) + 1)

Γ𝑝(𝛽(𝑚− 1)− 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑚−1 =

= −𝐴1𝑢𝑚−2 − 𝐴2𝑢𝑚−3 − · · · − 𝐴𝑚−1𝑢0 = 0,

0 · 𝑢𝑚 = −𝐴1𝑢𝑚−1 − 𝐴2𝑢𝑚−2 − · · · − 𝐴𝑚𝑢0 = 0,[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑁 = −

𝑁−𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑁−𝑘, 𝑛 ≥ 𝑚+ 1.
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Звiдси випливають спiввiдношення (3.9), (3.10).

Оскiльки
Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)
∼ 𝑝𝛼,𝑁 → ∞ (див. (3.6)), то iснує𝑁0 ∈ N

таке, що для деякого 𝐶 > 0 виконується оцiнка⃒⃒⃒⃒
⃒
[︂

Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
− Γ𝑝(𝛽𝑁 + 1)

Γ𝑝(𝛽𝑁 − 𝛼 + 1)

]︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶𝐶1(𝑚),

при 𝑁 ≥ 𝑁0, де

𝐶1(𝑚) =

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑝(𝛽𝑚+ 1)

Γ𝑝(𝛽𝑚− 𝛼 + 1)
− 𝑝𝛼

⃒⃒⃒⃒−1

.

Припустимо, що |𝑢0| ≤ 1.

Виберемо 𝑟 > 0 настiльки великим, щоб виконувалось |𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁

для 𝑁 ≤ 𝑁0 та

𝐶1(𝑚)𝑀
∞∑︁
𝑘=1

(
𝜇

𝑟
)𝑘 ≤ 1.

Тодi за iндукцiєю маємо

|𝑢𝑁 | ≤ 𝑟𝑁 , 𝑁 ≥ 𝑚+ 1.

Звiдси випливає, що ряд (3.3) збiгається абсолютно при |𝑡|𝑝 ≤ 𝑟−1.

2. Доведемо за iндукцiєю, що 𝑢𝑁 = 0 для будь-якого 𝑁 ≥ 0.

При 𝑁 = 0 рiвнiсть випливає iз рiвняння (3.4), оскiльки 𝐴0 ̸= 0.

Припустимо, що 𝑢0 = 𝑢1 = · · · = 𝑢𝑖 = 0 для деякого 𝑖 ≥ 1. Запишемо

рiвняння (3.5) для 𝑁 = 𝑖+ 1.[︂
𝐴0 −

Γ𝑝(𝛽(𝑖+ 1) + 1)

Γ𝑝(𝛽(𝑖+ 1)− 𝛼 + 1)

]︂
𝑢𝑖+1 = −

𝑖+1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑢𝑖+1−𝑘.

Оскiльки сума в правiй частинi дорiвнює нулю, та

𝐴0 ̸=
Γ𝑝(𝛽(𝑖+ 1) + 1)

Γ𝑝(𝛽(𝑖+ 1)− 𝛼 + 1)
,

звiдси випливає, що 𝑢𝑖+1 = 0.
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3.1 Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi було розглянуто випадок псевдодиференцiального лi-

нiйного рiвняння з сильнiшою особливiстю, нiж у роздiлi 2, а саме у

випадку 𝛾 = 𝛼. За припущень, що права частина 𝐴 рiвняння (3.1) допу-

скає розклад у ряд за степенями |𝑡|𝑝, було знайдено розв’язок у виглядi

формального степеневого ряду та доведено його локальну абсолютну збi-

жнiсть за певних умов на коефiцiєнти ряду (3.2).

Даний результат було опублiковано у роботi [2] та тезах конференцiї

[6].
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4 Фундаментальний Розв’язок Нового Класу Нархi-

медових Псевдодиференцiальних Рiвнянь

Важливим напрямком 𝑝–адичної математичної фiзики є побудова анало-

гу теорiї диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних в 𝑝-адичному

випадку.

Перший крок було зроблено в роботi А. Н. Кочубея [38], де було роз-

глянуто 𝑝-адичний аналог рiвняння хвильового типу iз 𝑝-адичними як

просторовою, так i часовою змiнними

𝐷𝛼
𝑡 𝑢−𝐷𝛼,𝑛

𝑥 𝑢 = 0, (4.1)

де було доведено iснування та єдинiсть розв’язку, скiнченнiсть областi

залежностi вiд просторової змiнної, а також принцип Гюйгенса.

З iншого боку, для параболiчної задачi Кошi з оператором 𝐷𝛼,𝑛 у ви-

падку дiйсного часу вперше А. Н. Кочубеєм (див., наприклад [37, лема

4.1]), а пiзнiше й iншими авторами [68, теорема 32] було доведено оцiнку

на фундаментальний розв’язок параболiчного рiвняння вигляду:

|𝑍(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝑡
(︁
|𝑥|𝑝 + 𝑡

1
𝛼

)︁−𝛼−𝑛

, (4.2)

що має степеневу поведiнку.

У даному роздiлi розглянуто бiльш загальне рiвняння iз 𝑝-адичним

часом

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝𝑢(𝑡, 𝑥)−𝐷𝛽,𝑛

𝑥 𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, 𝛽 = 𝐾𝛼 для деякого 𝐾 ∈ N.

Використовуючи деякi методи [38,40], зокрема iдею радiальної залежно-

стi часової змiнної, а також простори Лiзоркiна основних та узагальнених

функцiй, доведено iснування та єдинiсть розв’язкiв вiдповiдної задачi

Кошi, а також знайдено оцiнку на фундаментальний розв’язок вiдповiд-

ного рiвняння (теорема 4.2), яка є аналогом оцiнки (4.2), але при цьому

часова змiнна є 𝑝-адичною. Крiм того, доведено властивiсть скiнченної

залежностi та 𝐿1-оцiнку розв’язку задачi Кошi.
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4.1 Радiальнi власнi функцiї оператора 𝐷𝛼

Нехай 𝛼 > 0, 𝛽 > 0. Розглянемо задачу на власнi значення та власнi

функцiї

𝐷𝛼𝑢 = 𝜆𝑢, 𝜆 = 𝑝𝛽𝑁 , 𝑁 ∈ Z, (4.3)

де 𝑢 : Q𝑝 → C не тотожньо нульова.

Будемо також припускати, що

𝛽 = 𝐾𝛼 для деякого 𝐾 ∈ N. (4.4)

Твердження 4.1. Якщо умова (4.4) виконується, то рiвняння (4.3)

має множину розв’язкiв в просторi Φ(Q𝑝) наступного вигляду для ко-

жного 𝑁 ∈ Z:

𝑢𝑁(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐶𝑁𝑝

𝐾𝑁(1− 1

𝑝
), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

−𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁−1, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2.

(4.5)

Доведення. Застосуємо перетворення Фур’є до обох сторiн рiвняння (4.3)

i отримаємо

(|𝜂|𝛼𝑝 − 𝑝𝛽𝑁)(ℱ𝑡→𝜂𝑢)(𝜂) = 0, для всiх 𝜂 ∈ Q𝑝. (4.6)

Введемо позначення

̃︀𝑢(𝜂) = (ℱ𝑡→𝜂𝑢)(𝜂), 𝜂 ∈ Q𝑝.

Iз спiввiдношення (4.6) випливає, що рiвнiсть ̃︀𝑢(𝜂) ≡ 0 не буде виконува-

тись лише у тому випадку, коли умова |𝜂|𝛼𝑝 = 𝑝𝛽𝑁 виконується. Осiльки

𝑝-адична норма |𝜂|𝑝 може приймати лише злiченну кiлькiсть значень 𝑝𝐾 ,
то ця умова еквiвалентна |𝜂|𝑝 = 𝑝𝐾𝑁 , де 𝐾 ∈ N таке, що 𝛽 = 𝐾𝛼. Ця

умова виконується за припущенням (4.4).

Зауважимо, що якщо умова (4.4) не виконується, то рiвняння (4.3)

має лише тотожно нульовий розв’язок.
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Оскiльки 𝑢 є радiальною функцiєю вiдносно змiнної 𝑡, то ̃︀𝑢 теж є

радiальною функцiєю вiдносно 𝜂 (див. [37] формула (1.28), ст.15). Звiдси

маємо ̃︀𝑢𝑁(|𝜂|𝑝) = {︃ 𝐶𝑁 , |𝜂| = 𝑝𝐾𝑁 ;

0, |𝜂| ≠ 𝑝𝐾𝑁 ,
𝐶𝑁 ̸= 0. (4.7)

За формулою обернення для перетворення Фур’є (1.11), а також вiдомою

формулою iнтегрування (3.2), маємо

𝑢𝑁(|𝑡|𝑝) = (ℱ−1
𝜂→𝑡̃︀𝑢𝑁)(𝑡) = ∫︁

Q𝑝

𝜒𝑝(−𝑡𝜂)̃︀𝑢𝑁(𝜂)𝑑𝜂 =

∫︁
𝑆𝐾𝑁

𝜒𝑝(−𝑡𝜂)𝐶𝑁𝑑𝜂 =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐶𝑁𝑝

𝐾𝑁(1− 1

𝑝
), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

−𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁−1, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2.

(4.8)

Iз (4.8) випливає, що функцiя 𝑢𝑁 належить простору Φ(Q𝑝) для всiх

𝑁 ∈ Z. Дiйсно, для будь-якого 𝑁 функцiя 𝑢𝑁 є локально сталою з

показником локальної сталостi ℓ = −𝐾𝑁 . Крiм того, носiй supp𝑢𝑁 =

𝐵−𝐾𝑁+1 є компактною множиною. Отже, 𝑢 ∈ 𝒟(Q𝑝).

Використовуючи формули iнтегрування (1.4), (1.5), маємо∫︁
Q𝑝

𝑢𝑁(|𝑡|𝑝)𝑑𝑡 =
∫︁

𝐵−𝐾𝑁

𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁(1− 1

𝑝
)𝑑𝑡−

∫︁
𝑆−𝐾𝑁+1

𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁−1𝑑𝑡 =

= 𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁(1− 1

𝑝
)𝑝−𝐾𝑁 − 𝐶𝑁𝑝

𝐾𝑁−1(1− 1

𝑝
)𝑝−𝐾𝑁−1 = 0.

Тому iз леми 1.4 випливає, що 𝑢𝑁 ∈ Φ(Q𝑝).

Зауваження 4.1. Якщо 𝜆 ̸= 𝑝𝛽𝑁 для жодного 𝑁 ∈ Z, то iз спiввiдношен-
ня (4.8) випливає, що функцiя 𝑢 є тотожньо нульовою. Звiдси випливає,

що всi власнi числа оператора 𝐷𝛼 мають вигляд 𝜆 ̸= 𝑝𝛽𝑁 .

Означення 4.1. Узагальненим розв’язком рiвняння (4.3) будемо нази-

вати таку узагальнену функцiю 𝑢 ∈ 𝒟′(Q𝑝), що для будь-якої основної
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функцiї 𝜙 ∈ 𝒟(Q𝑝) виконується

⟨𝑢,𝐷𝛼𝜙⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝜙⟩,

де ⟨·, ·⟩ розумiється в сенсi означення 1.8. (Загальне означення та вла-

стивостi узагальнених розв’язкiв див. в [60], III.11.1).

Твердження 4.2. Якщо радiальна функцiя 𝑢 ∈ Φ′(Q𝑝) задовольняє рiв-

няння (4.3), то вона спiвпадає, для деякого 𝐶𝑁 ∈ C, iз функцiєю (4.40).

Доведення. Доведення проводиться аналогiчно доведенню твердження 1

iз [38].

За означенням узагальненого розв’язку, маємо

⟨𝑢,𝐷𝛼𝜙⟩ = 𝜆⟨𝑢, 𝜙⟩ для всiх 𝜙 ∈ Φ(Q𝑝).

За означенням простору Лiзоркiна, функцiя 𝜙 має зображення 𝜙 = ℱ−1𝜓

для деякої основної функцiї 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑝). Звiдси маємо

(𝐷𝛼𝜙)(𝑡) = ℱ−1
𝜂→𝑡(|𝜂|𝛼𝑝𝜓(𝜂)).

Функцiя 𝜂 → |𝜂|𝛼𝑝𝜓(𝜂) належить простору Ψ(Q𝑝). Отже, розглядаючи

перетворення Фур’є ℱ як оператор з Φ′(Q𝑝) в Ψ′(Q𝑝), отримаємо

⟨𝑢,𝐷𝛼𝜙⟩ = ⟨(ℱ𝑢)(𝜂), |𝜂|𝛼𝜓𝜂)⟩ = ⟨|𝜂|𝛼𝑝 (ℱ𝑢)(𝜂), 𝜓(𝜂)⟩,

тому маємо рiвнiсть (4.6), у якiй ̃︀𝑢 = ℱ𝑡→𝜂(𝑢) ∈ Ψ′(Q𝑝), та множення на

|𝜂|𝛼𝑝−𝑝𝛽𝑁 розумiються у сенсi узагальнених функцiй. Отже, для будь-якої

функцiї 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑝), ⟨︀
(̃︀𝑢)(𝜂), (|𝜂|𝛼𝑝 − 𝑝𝛽𝑁)𝜓(𝜂)

⟩︀
= 0.

На сферi 𝑆𝐿 = {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 = 𝑝𝐿}, 𝐿 ̸= 𝐾𝑁 , множина функцiй

𝜂 ↦→ (|𝜂|𝛼𝑝 − 𝑝𝛽𝑁)𝜓(𝜂) проходить множину звужень всiх функцiй Ψ(Q𝑝).

Отже, звуження узагальненої функцiї ̃︀𝑢 на таку сферу дорiвнює нулю,

так що ̃︀𝑢 сконцентрована на сферi 𝑆𝐾𝑁 .
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Множина звужень на сферi 𝑆𝐾𝑁 функцiй з Ψ(𝐾) збiгається з

𝒟(𝑆𝐾𝑁) = lim
ℓ→∞

𝒟ℓ(𝑆𝐾𝑁),

де простiр 𝒟ℓ(𝑆𝐾𝑁) скiнченно-вимiрний; його базис можна побудувати з

функцiй 𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1
(𝑡) (𝜎0, . . . , 𝜎𝐾𝑁+ℓ−1) ∈ 𝑆, 𝜎0 /∈ 𝑃 , якi дорiвнюють 1

на елементах 𝑡 ∈ 𝑆𝐾𝑁 з канонiчними зображеннями

𝑡 = 𝑝−𝐾𝑁(𝜎0 + 𝜎1𝑝+ · · ·+ 𝜎𝐾𝑁+ℓ−1) +𝑂(𝑝ℓ),

та дорiвнюють 0 на всiх iнших 𝑡 ∈ 𝑆𝐾𝑁 .

Позначимо

𝐶𝜎0,...,𝜎𝑁+ℓ−1
= ⟨̃︀𝑢, 𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1

⟩.

Вiдношення довiльних двох елементiв

𝑝−𝐾𝑁(𝜎0 + 𝜎1𝑝+ · · ·+ 𝜎𝐾𝑁+ℓ−1)

належить групi одиниць 𝑈 = {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 = 1}. Перетворення однi-

єї з функцiй 𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1
в iншу (з таким самим показником сталостi ℓ)

реалiзовується за допомогою множення аргументу на вiдповiдне вiдно-

шення. Оскiльки ̃︀𝑢 є радiальною узагальненою функцiєю, отримаємо, що

𝐶𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1
залежить тiльки вiд ℓ, тобто

𝐶𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1
= 𝐶 ′

ℓ−1.

В той же час, ∑︁
𝜎𝐾𝑁+ℓ

𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1
= 𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ−1

,

звiдки 𝐶 ′
ℓ−1 = 𝑝𝐶 ′

ℓ та 𝐶
′
ℓ = 𝐶 ′

0𝑝
−ℓ, 𝐶0 ∈ C. Отже,

⟨̃︀𝑢, 𝛿𝜎0,...,𝜎𝐾𝑁+ℓ
⟩ = 𝐶 ′

0𝑝
−ℓ (4.9)

для всiх ℓ.

Водночас, iнтеграл ∫︁
𝑆𝐾𝑁

𝛿𝜎0,...,𝜎𝑁+ℓ
(𝑡)𝑑𝑡
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дорiвнює 𝑝𝐾𝑁−(𝐾𝑁+1)−1 = 𝑝−ℓ−1. Враховуючи рiвнiсть (4.9), звiдси ви-

пливає, що звуження узагальненої функцiї ̃︀𝑢 на сферу 𝑆𝐾𝑁 є сталою

функцiєю, а за межами сфери 𝑆𝐾𝑁 , ̃︀𝑢 дорiвнює нулю. Отже, функцiя ̃︀𝑢
має вигляд (4.7), тому 𝑢 збiгається з функцiєю (4.40).

4.2 Iснування розв’язкiв задачi Кошi

Нехай 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝑛 ≥ 1. Будемо розглядати задачу Кошi

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥)−𝐷𝛽,𝑛

𝑥 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 , (4.10)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , (4.11)

де 𝑢 : Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 → C — радiальна функцiя вiдносно 𝑡 ∈ Q𝑝.

Теорема 4.1. Нехай 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 такi, що умова (4.4) виконується.

Припустимо, що функцiя 𝑢0 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝).

Тодi задача Кошi (4.10)–(4.11) має розв’язок 𝑢 = 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥), радiальний
за 𝑡. Бiльш того, цей розв’язок належить простору Φ(Q𝑝) для всiх

фiксованих 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , та належить простору Φ(Q𝑛

𝑝) для кожного 𝑡 ∈ Q𝑝.

Якщо умова (4.4) не виконується, то рiвняння (4.10) має лише то-

тожно нульовий розв’язок 𝑢(𝑡, 𝑥) ≡ 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 .

Доведення. Припустимо, що 𝑢0 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝). Будемо шукати розв’язок зада-

чi, який належить Φ(Q𝑝) i є радiальним по 𝑡, для кожного фiксованого

𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , i належить Φ(Q𝑛

𝑝) по 𝑥, для кожного фiксованого 𝑡 ∈ Q𝑝.

Розглянемо задачу Кошi (4.10)–(4.11). Застосуємо перетворення Фур’є

вiдносно змiнної 𝑥 до обох сторiн (4.10) i отримаємо

ℱ𝑥→𝜉𝐷
𝛼
|𝑡|𝑝𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉)− |𝜉|𝛽𝑝ℱ𝑥→𝜉𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉) = 0, (𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛

𝑝 . (4.12)

Приписутимо, що функцiя 𝑣(|𝑡|𝑝, 𝜉), (𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 є розв’язком рiв-

няння (4.12). Тодi функцiя 𝑢 = ℱ−1
𝜉→𝑥𝑣 розв’язує (4.10). Отже, ми будемо

шукати розв’язок рiвняння (4.12).
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Введемо позначення

̂︀𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉) := ℱ𝑥→𝜉𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉), (𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑝.

Тодi рiвняння (4.12) можна переписати у виглядi

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝̂︀𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉) = |𝜉|𝛽𝑝̂︀𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉), (𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛

𝑝 . (4.13)

Задача (4.13) є задачею на радiальнi власнi функцiї оператора 𝐷𝛼
|𝑡|𝑝.

Позначимо |𝜉|𝑝 = 𝑝𝑁 ,𝑁 ∈ Z. Iз твердження 4.1 випливає, що всi розв’язки
рiвняння (4.13) мають вигляд

̂︀𝑢𝑁(|𝑡|𝑝, 𝜉) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐶𝑁(𝜉)𝑝

𝐾𝑁(1− 1

𝑝
), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

−𝐶𝑁(𝜉)𝑝
𝐾𝑁−1, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2.

(4.14)

Iз початкової умови (4.11) випливає, що

̂︀𝑢𝑁(0, 𝜉) = ̂︀𝑢0(𝜉), 𝜉 ∈ Q𝑛
𝑝 , (4.15)

де ̂︀𝑢0(|𝑡|𝑝, 𝜉) := ℱ𝑥→𝜉𝑢0(|𝑡|𝑝, 𝜉), (𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑝.

Пiдставляючи (4.14) в (4.15), отримаємо

̂︀𝑢𝑁(0, 𝜉) = 𝐶𝑁(𝜉)𝑝
𝐾𝑁(1− 1

𝑝
) = ̂︀𝑢0(𝜉), 𝜉 ∈ Q𝑛

𝑝 .

Отже,

𝐶𝑁(𝜉) = 𝑝−𝐾𝑁(1− 1

𝑝
)−1̂︀𝑢0(𝜉), 𝜉 ∈ Q𝑛

𝑝 .

Врештi отримаємо наступний розв’язок рiвняння (4.13)

̂︀𝑢𝑁(|𝑡|𝑝, 𝜉) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
̂︀𝑢0(𝜉), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

− 1

𝑝− 1
𝑢̂0(𝜉), |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2,

(𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝×Q𝑛
𝑝 , |𝜉|𝑝 = 𝑝𝑁 .

(4.16)
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Позначимо

𝑏𝑁(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

− 1

𝑝− 1
, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2,

(𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 , |𝜉|𝑝 = 𝑝𝑁 .

(4.17)

або, еквiвалентно,

𝑏𝑁(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑡|𝑝 ≤ |𝜉|−𝐾

𝑝 ;

− 1

𝑝− 1
, |𝑡|𝑝 = 𝑝|𝜉|−𝐾

𝑝 ;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝2|𝜉|−𝐾
𝑝 ,

(𝑡, 𝜉) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛
𝑝 , |𝜉|𝑝 = 𝑝𝑁 .

(4.18)

Оскiльки ми визначили фукнцiї ̂︀𝑢𝑁 та 𝑏𝑁 на кожнiй зi сфер 𝑆𝑛
𝑁 ,𝑁 ∈ Z,

та вони є радiальними за обома аргументами, то ми можемо визначити

𝑢̂ та 𝑏 всьому просторi Q𝑛
𝑝 наступним чином:

̂︀𝑢(|𝑡|𝑝, 𝜉) �𝑆𝑛
𝑁
= 𝑏𝑁(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑢̂0(𝜉), 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝜉 ∈ 𝑆𝑛

𝑁 , (4.19)

𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝) �𝑆𝑛
𝑁
= 𝑏𝑁(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝜉 ∈ 𝑆𝑛

𝑁 . (4.20)

Оскiльки 𝑢0 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝), то ̂︀𝑢0 ∈ Ψ(Q𝑛

𝑝) за означенням просторiв Лi-

зоркiна. Тому ̂︀𝑢(0) = 0, i з локальної сталостi функцiї ̂︀𝑢0 випливає, що
вона дорiвнює нулю на деякому околi початку координат. Тодi iз (4.19)

випливає, що ̂︀𝑢(𝜉) = 0

на деякому околi нуля, а також функцiя ̂︀𝑢 є локально сталою. Отже,̂︀𝑢 ∈ Ψ(Q𝑛
𝑝) за змiнною 𝜉, i звiдси 𝑢 ∈ Φ(Q𝑛

𝑝) за змiнною 𝑥. Крiм того,

функцiї 𝑢, ̂︀𝑢 належать простору 𝒟(Q𝑝) рiвномiрно в сенсi носiя та ло-

кальної сталостi вiдносно 𝑥. Тому змiна порядку операцiй є коректною

(зокрема, операцiї застосування перетворення Фур’є ℱ𝜉→𝑥 та оператора

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝 у рiвняннi (4.12) можна робити у зворотному порядку. Це випливає

з 𝑝–адичного аналогу теореми Фубiнi 1.2).
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Використовуючи зворотне перетворення Фур’є та враховуючи, що пе-

ретворення Фур’є вiд добутку двох функцiй дорiвнює згортцi вiдповiд-

них перетворень Фур’є (див. [58], I.7.5, Теорема), отримаємо наступний

розв’язок рiвняння (4.10)

𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = (ℱ−1
𝜉→𝑥̂︀𝑢)(|𝑡|𝑝, 𝑥) =

=
(︁
(ℱ−1

𝜉→𝑥𝑏) * 𝑢0
)︁
(|𝑡|𝑝, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q𝑛

𝑝 ,
(4.21)

який належить простору Φ(Q𝑛
𝑝) вiдносно змiнної 𝑥 для кожного 𝑡 ∈ Q𝑝,

i задовольняє початкову умову (4.11).

Iз твердження 4.1 та твердження 4.2 випливає, що якщо умова (4.4)

не виконується, то рiвняння (4.10) має тiльки нульовий розв’язок, тому

якщо початкова функцiя 𝑢0 в (4.11) не тотожньо нульова, то задача Кошi

(4.10)-(4.11) не має розв’язкiв.

4.3 Явна формула та оцiнка фундаментального розв’язку

Даний пiдроздiл присвячений побудовi явного виразу для фундаменталь-

ного розв’язку задачi (4.10)–(4.11)

𝑍𝑡(𝑥) := (ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝), 𝑡 ∈ Q𝑝, 𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 ,

знайденого в доведеннi теореми 4.1, та знаходження його оцiнки в тер-

мiнах змiнних |𝑡|𝑝, 𝑥.
За означенням оберненого перетворення Фур’є маємо

(ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝) =

∫︁
Q𝑛

𝑝

𝜒𝑝(−𝜉 · 𝑥)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 =

=
∞∑︁

𝑗=−∞
𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝𝑗)

∫︁
𝑆𝑛
𝑗

𝜒𝑝(−𝜉 · 𝑥)𝑑𝜉.
(4.22)

Позначимо |𝑥|𝑝 = 𝑝𝑚0 для деякого 𝑚0 ∈ Z i застосуємо формулу (1.8),
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тодi

(ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝) = (1− 𝑝−𝑛)

−𝑚0∑︁
𝑗=−∞

𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝𝑗)𝑝𝑗𝑛 − 𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑚0+1)𝑝−𝑚0𝑛 =

= (1− 𝑝−𝑛)
∞∑︁
𝑗=0

𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗−𝑚0)𝑝(−𝑗−𝑚0)𝑛 − 𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑚0+1)𝑝−𝑚0𝑛 =

= (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=0

𝑝−𝑗𝑛𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 )− |𝑥|−𝑛

𝑝 𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝|𝑥|−1
𝑝 ).

(4.23)

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови теореми 4.1, 𝑍𝑡(𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈
Q𝑝 ×Q𝑛

𝑝 , — фундаментальний розв’язок задачi (4.10)–(4.11), 𝐾 ≥ 2.

Якщо |𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 , то

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤ 2𝐾+𝑛𝐶|𝑡|𝑝
(︁
|𝑥|𝑝 + |𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

. (4.24)

Якщо 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 ≤ |𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 , то

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤ 𝐶1|𝑥|−𝑛
𝑝 . (4.25)

Якщо |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 , то
𝑍𝑡(𝑥) = 0. (4.26)

Доведення. Iз (4.23) маємо

𝑍𝑡(𝑥) = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=0

𝑝−𝑗𝑛𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 )−

− |𝑥|−𝑛
𝑝 𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝|𝑥|−1

𝑝 ) =: 𝐼1 − 𝐼2.

(4.27)

Iз вигляду (4.18) для функцiї 𝑏 випливає, що

𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 ) = 𝑏(|𝑡|𝑝, |𝑝𝑗𝑥−1|𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝑗𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 , (4.28)

− 1

𝑝− 1
, |𝑡|𝑝 = 𝑝𝑗𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 , (4.29)

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝𝑗𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 . (4.30)
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Тобто, ми маємо декiлька рiзних випадкiв, для яких будемо шукати

оцiнку на фундаментальний розв’язок 𝑍𝑡(𝑥) в термiнах змiнних |𝑥|𝑝 та
|𝑡|𝑝 та вiдповiдних спiввiдношень мiж ними.

Позначимо

|𝑡|𝑝 = 𝑝𝑛0, |𝑥|𝑝 = 𝑝𝑚0,

для деяких 𝑛0,𝑚0 ∈ Z. Тодi подальшi випадки будуть формулюватися в
термiнах спiввiдношень мiж 𝑛0 та 𝑚0.

Спочатку знайдемо вираз для доданку 𝐼1.

Умова (4.28) вiдповiдає нерiвностi

𝑝𝑛0 ≤ 𝑝𝑗𝐾𝑝𝑚0𝐾 ,

з якої випливає
𝑛0
𝐾

−𝑚0 ≤ 𝑗. (4.31)

Умова (4.29) переписується наступним чином

𝑝𝑛0 = 𝑝𝑗𝐾+1𝑝𝑘𝑚0,

що вiдповiдає
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0 = 𝑗. (4.32)

Таке спiввiдношення можливе лише у випадку виконання умови

𝑛0 − 1

𝐾
цiле. (4.33)

Iз умови (4.30) випливає, що кожен доданок в сумi 𝐼1 буде дорiвнювати

нулю, якщо

|𝑡|𝑝 ≥ 𝑝𝑗𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто виконується умова

𝑛0 − 2

𝐾
−𝑚0 ≥ 𝑗. (4.34)

Позначимо 𝛾 =
[︁𝑛0
𝐾

]︁
— цiла частина числа.
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Розглянемо всi можливi випадки, враховуючи умову 𝑗 ≥ 0.

1 вип. Нехай
𝑛0
𝐾

−𝑚0 < 0.

Тодi для всiх 𝑗 ≥ 0 буде виконуватись умова (4.31), тобто кожне зна-

чення 𝑏𝑗 := 𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 ) буде дорiвнювати 1. Також, оскiльки умова

(4.32) в цьому випадку не має мiсця, то в сумi (4.27) будуть вiдсутнi

доданки, що вiдповiдають цiй умовi. Отже, маємо

𝐼1 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=0

𝑝−𝑗𝑛𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 ) = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛

𝑝

+∞∑︁
𝑗=0

𝑝−𝑗𝑛 =

= (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

1

1− 𝑝−𝑛
= |𝑥|−𝑛

𝑝 .

2 вип. Нехай
𝑛0
𝐾

−𝑚0 = 0.

Тодi в сумi (4.27) будуть тiльки тi члени, в яких 𝑗 ≥ 𝑛0
𝐾

− 𝑚0 ≥ 0,

тобто

𝐼1 = |𝑥|−𝑛
𝑝 .

3 вип. Нехай
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0 < 0 <

𝑛0
𝐾

−𝑚0.

Тодi умова (4.31) буде виконуватись для 𝑗 ≥ 𝑛0
𝐾

−𝑚0, але оскiльки 𝑗

розглядаються цiлi, то конкретнiше для 𝑗 ≥
[︁𝑛0
𝐾

]︁
+1−𝑚0 = 𝛾+1−𝑚0.

Тодi для всiх таких значеннь 𝑗 буде 𝑏𝑗 = 1 i маємо

𝐼1 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=𝛾+1−𝑚0

𝑝−𝑗𝑛𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝−𝑗|𝑥|−1
𝑝 )

= (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=𝛾+1−𝑚0

𝑝−𝑗𝑛 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

𝑝−(𝛾+1−𝑚0)𝑛

1− 𝑝−𝑛
=

= |𝑥|−𝑛
𝑝 𝑝−(𝛾+1)𝑛𝑝𝑚0𝑛 = |𝑥|−𝑛

𝑝 𝑝−(𝛾+1)𝑛|𝑥|𝑛𝑝 = 𝑝−(𝛾+1).

4 вип. Нехай
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0 = 0.

Тодi 𝑗 ≥ 𝑛0 − 1

𝐾
≥ 0, i буде виконуватись умова (4.32) (оскiльки в

цьому випадку виконується умова (4.33)), тобто 𝑏0 = 𝑏𝑛0−1
𝐾

= − 1

𝑝− 1
та

92



𝑏𝑗 = 1, 𝑗 ≥ 1. Маємо

𝐼1 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

∞∑︁
𝑗=1

𝑝−𝑗𝑛 − (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

1

𝑝− 1
𝑝0 =

= (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

𝑝−𝑛

1− 𝑝−𝑛
− 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 =

= 𝑝−𝑛|𝑥|−𝑛
𝑝 − 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 =
𝑝−𝑛+1 − 𝑝−𝑛 − 1 + 𝑝−𝑛

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝

=
𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 . (4.35)

5 вип. Нехай 0 <
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0.

Тодi або всi ненульовi 𝑏𝑗 будуть одиницями (що випливає iз умови

(4.36)), або перше з них буде − 1

𝑝− 1
(iз умови (4.37)), а далi одиницi,

i це залежить вiд виконання умови (4.33). Тому доречно цей випадок

подiлити на два.

5.a) вип. Нехай 0 <
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0, умова (4.33) виконується.

Зауважимо, що оскiльки
𝑛0 − 1

𝐾
цiле, то

𝛾 =
[︁𝑛0
𝐾

]︁
=

[︂
𝑛0 − 1

𝐾
+

1

𝐾

]︂
=
𝑛0 − 1

𝐾
.

Тодi маємо

𝐼1 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=𝛾+1−𝑚0

𝑝−𝑗𝑛 − (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

1

𝑝− 1
𝑝−(

𝑛0−1
𝐾 −𝑚0)𝑛 =

= 𝑝−(𝛾+1)𝑛 − 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 𝑝−(𝛾−𝑚0)𝑛 = 𝑝−(𝛾+1)𝑛 − 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 𝑝−𝛾𝑛|𝑥|𝑛𝑝 =

= 𝑝−(𝛾+1)𝑛 − 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1
𝑝−𝛾𝑛 =

(︂
𝑝−𝑛 − 1− 𝑝−𝑛

𝑝− 1

)︂
𝑝−𝛾𝑛 =

𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1
𝑝−𝛾𝑛.

5.b) вип. Нехай 0 <
𝑛0 − 1

𝐾
−𝑚0, умова (4.33) не виконується. Тодi

𝐼1 = (1− 𝑝−𝑛)|𝑥|−𝑛
𝑝

+∞∑︁
𝑗=𝛾+1−𝑚0

𝑝−𝑗𝑛 = 𝑝−(𝛾+1)𝑛.
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Остаточно маємо три рiзнi можливi значення для суми 𝐼1, якi можна

об’єднати у наступнi випадки.

Випадок 1. Якщо
𝑛0
𝐾

−𝑚0 > 0 та умова (4.33) виконується, то

𝐼1 =
𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1
𝑝−𝛾𝑛.

Випадок 2. Якщо
𝑛0
𝐾

−𝑚0 ≤ 0, то

𝐼1 = |𝑥|−𝑛
𝑝 .

Випадок 3. Якщо
𝑛0
𝐾

−𝑚0 > 0 та умова (4.33) не виконується, то

𝐼1 = 𝑝−(𝛾+1)𝑛.

Далi знайдемо явний вираз для доданку 𝐼2.

Iз вигляду (4.18) функцiї 𝑏 маємо

𝑏(|𝑡|𝑝, 𝑝|𝑥|−1
𝑝 ) = 𝑏(|𝑡|𝑝, |𝑝−1𝑥−1|𝑝) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 , (4.36)

− 1

𝑝− 1
, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 , (4.37)

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 . (4.38)

Умова (4.36) вiдповiдає нерiвностi

𝑝𝑛0 ≤ 𝑝−𝐾𝑝𝑚0𝐾 ,

з якої випливає
𝑛0
𝐾

+ 1 ≤ 𝑚0.

Умова (4.37) записується у виглядi

𝑝𝑛0 = 𝑝−𝐾+1𝑝𝑚0𝐾 ,

тобто
𝑛0 − 1

𝐾
+ 1 = 𝑚0.

Ця умова можлива лише якщо
𝑛0 − 1

𝐾
, тобто за виконання умови (4.33).
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Умова (4.38) еквiвалетна нерiвностi

𝑝𝑛0 ≥ 𝑝−𝐾+2𝑝𝑚0𝐾 ,

тобто
𝑛0 − 2

𝐾
+ 1 ≥ 𝑚0.

Звiдси випливає, що для доданку 𝐼2 можливi наступнi випадки.

Випадок I. Нехай
𝑛0
𝐾

+ 1 ≤ 𝑚0. Тодi

𝐼2 = |𝑥|−𝑛
𝑝 .

Випадок II. Нехай
𝑛0 − 1

𝐾
+ 1 = 𝑚0 та виконується умова (4.33) (що

випливає з попереднiх мiркувань). Тодi

𝐼2 = − 1

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 .

Випадок III. Нехай
𝑛0 − 2

𝐾
+ 1 ≥ 𝑚0. Тодi

𝐼2 = 0.

Далi поєднаємо випадки 1-3 для доданку 𝐼1 та випадки I-III для до-

данку 𝐼2 та знайдемо вираз для фундаментального розв’язку 𝑍𝑡(𝑥) у

кожному випадку.

Випадок 1.I. означає, що
𝑛0
𝐾

> 0 та виконуються умови (4.33), (4.36).

Тодi

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑥|𝐾𝑝 < |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 ,

що неможливо, оскiльки 𝐾 ∈ N. Тобто, такi спiввiдношення мiж 𝑥 та

𝑡 неможливi, i цей випадок не дає виразу для (4.27) в представленнi

фундаментального розв’язку.
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Випадок 1.II означає, що
𝑛0
𝐾

> 0 та виконуються умови (4.33), (4.37).

Тодi

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 < |𝑥|𝐾𝑝 ,

що неможливо, оскiльки 𝐾 ∈ N. Тобто, цей випадок також не входить у

вираз (4.27) для фундаментального розв’язку.

Випадок 1.III означає, що
𝑛0
𝐾

> 0 та виконуються умови (4.33), (4.38).

Тодi

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 .

У цьому випадку

𝑍𝑡(𝑥) =
𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1
𝑝−𝛾𝑛.

Зауважимо, що 𝛾 =
[︁𝑛0
𝐾

]︁
≥ 𝑛0
𝐾

−1, тому−𝛾 ≤ −𝑛0
𝐾

+1, а також−(𝛾+1) ≤
𝑛0
𝐾
. Звiдси випливає наступна оцiнка.

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1

⃒⃒⃒⃒
𝑝(−

𝑛0
𝐾 +1)𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
𝑝−𝑛+1 − 1

𝑝− 1

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑛|𝑡|−

𝑛
𝐾

𝑝 =

=
𝑝𝑛 − 𝑝

𝑝− 1
|𝑡|−

𝑛
𝐾

𝑝 = 𝐶|𝑡|−
𝑛
𝐾

𝑝 .

Маємо |𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 , тому |𝑥|𝑝 < |𝑡|
1
𝐾
𝑝 . Звiдси

|𝑥|𝑝 + |𝑡|
1
𝐾
𝑝 < 2|𝑡|

1
𝐾
𝑝 ,(︁

|𝑥|𝑝 + |𝑡|
1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

>
(︁
2|𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

,

Далi отримаємо (︁
|𝑥|𝑝 + |𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

> 2−𝐾−𝑛|𝑡|−1− 𝑛
𝐾

𝑝 ,

2𝐾+𝑛|𝑡|𝑝
(︁
|𝑥|𝑝 + |𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

> |𝑡|
𝑛
𝐾
𝑝 .
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Отже,

|𝑍𝑡(𝑥)| ≤ 𝐶|𝑡|−
𝑛
𝐾

𝑝 ≤ 2𝐾+𝑛𝐶|𝑡|𝑝
(︁
|𝑥|𝑝 + |𝑡|

1
𝐾
𝑝

)︁−𝐾−𝑛

,

тобто виконується оцiнка (4.24).

Випадок 2.I означає, що
𝑛0
𝐾

− 𝑚0 ≤ 0 та виконуються умови (4.33),

(4.36). Тодi

|𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 .

У цьому випадку

𝑍𝑡(𝑥) = 0,

що доводить рiвнiсть (4.26).

Випадок 2.II означає, що
𝑛0
𝐾

−𝑚0 ≤ 0 та виконуються умови (4.33),

(4.37). Тодi

|𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾+1|𝑥|𝐾𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 .

У цьому випадку

𝑍𝑡(𝑥) = |𝑥|−𝑛
𝑝 +

1

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 =
𝑝

𝑝− 1
|𝑥|−𝑛

𝑝 ≤ 𝐶1|𝑥|−𝑛
𝑝 .

Випадок 2.III означає, що
𝑛0
𝐾

−𝑚0 ≤ 0 та виконуються умови (4.33),

(4.38), тобто

|𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 ,

що еквiвалентно умовi

𝑝−𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 ≤ |𝑡|𝑝 ≤ |𝑥|𝐾𝑝 .

У цьому випадку

𝑍𝑡(𝑥) = |𝑥|−𝑛
𝑝 = 𝐶1|𝑥|−𝑛

𝑝 .
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Отже, оцiнка (4.25) доведена.

Випадок 3.I. означає, що
𝑛0
𝐾

−𝑚0 > 0, не виконується умова (4.33), та

виконується умова (4.36). Тодi

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑥|𝐾𝑝 < |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 ,

що неможливо, оскiльки 𝐾 ∈ N.
Випадок 3.II. означає, що

𝑛0
𝐾

−𝑚0 > 0, не виконується умова (4.33), та

виконується умова (4.37). Але оскiльки умова (4.33) випливає iз умови

(4.37), цей випадок неможливий.

Випадок 3.III. означає, що
𝑛0
𝐾

−𝑚0 > 0, не виконується умова (4.33),

та виконується умова (4.38). Тодi

|𝑡|𝑝 > |𝑥|𝐾𝑝 та |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾+2|𝑥|𝐾𝑝 ,

тобто

|𝑡|𝑝 > 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 .

У цьому випадку

𝑍𝑡(𝑥) = 𝑝−(𝛾+1)𝑛 ≤ |𝑡|−
𝑛
𝑘

𝑝 .

Аналогiчно до випадку 1.III, виконується оцiнка (4.24).

4.4 Скiнченна область залежностi

Наступна теорема доводить властивiсть обмеженостi областi залежностi

розв’язку задачi Кошi (4.10)–(4.11) вiдносно просторової змiнної. Така

поведiнка є характерною для 𝑝–адичного хвильового рiвняння (див. [38],

твердження 3).

Теорема 4.3. Припустимо, що початкова функцiя 𝑢0 така, що 𝑢0(𝑡, 𝑥) =

0 зовнi деякої кулi 𝐵𝑛
𝑁 , 𝑁 ∈ Z.

Тодi розв’язок 𝑢 задачi (4.10)–(4.11) задовольняє рiвнiсть 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) =
0 для 𝑥 ∈ Q𝑛

𝑝 ∖𝐵𝑛
𝑁 , та для всiх |𝑡|𝑝 < 𝑝𝐿 для деякого 𝐿 ∈ Z.
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Доведення. Iз формули розв’язку (4.21) маємо

𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) =
(︁
(ℱ−1

𝜉→𝑥𝑏) * 𝑢0
)︁
(|𝑡|𝑝, 𝑥) =

∫︁
Q𝑛

𝑝

(ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥− 𝑦|𝑝)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝐵𝑛

𝑁

(ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥− 𝑦|𝑝)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦.

Розглянемо |𝑥|𝑝 > 𝑝𝑁 . Тодi для 𝑦 ∈ 𝐵𝑛
𝑁 за нерiвнiстю трикутника (яка є

рiвнiстю в цьому випадку, оскiльки |𝑥|𝑝 ̸= |𝑦|𝑝) маємо

|𝑥− 𝑦|𝑝 = max(|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝) = |𝑥|𝑝.

Тодi

𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 > 𝑝−𝐾𝑝𝑁𝐾 .

Якщо вибрати 𝐿 = 𝑝𝑁𝐾−𝐾 , то для всiх 𝑡, |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐿 отримаємо

|𝑡|𝑝 ≤ 𝑝𝐿 ≤ 𝑝𝑁𝐾−𝐾 = 𝑝−𝐾 |𝑥|𝐾𝑝 .

Тодi iз рiвностi (4.24) випливає, що для таких 𝑥 i 𝑡

(ℱ−1
𝜉→𝑥𝑏)(|𝑡|𝑝, |𝑥− 𝑦|𝑝) = 0,

при 𝑦 ∈ 𝐵𝑛
𝑁 . Отже, 𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = 0.

4.5 Узагальненi розв’язки та єдинiсть

Надалi будемо використовувати наступну властивiсть оператора𝐷𝛼,𝑛 вiд

узагальненої функцiї, яка вiдповiдає обмеженiй локально сталiй функцiї

(в сенсi регулярних узагальнених функцiй), доведену в [38].

Лема 4.1 (Lemma 1, [38]). Якщо 𝑢 — обмежена локально стала фун-

кцiя на Q𝑛
𝑝 зi значеннями в C, то узагальнена функцiя 𝐷𝛼,𝑛𝑢 ∈ Φ(Q𝑛

𝑝)

збiгається з функцiєю

(𝐷𝛼,𝑛𝑢)(𝑥) =
1− 𝑝𝛼

1− 𝑝−𝛼−𝑛

∫︁
Q𝑝

|𝑦|−𝛼−𝑛
𝑝 [𝑢(𝑥− 𝑦)− 𝑢(𝑥)] 𝑑𝑦. (4.39)

99



Будемо розглядати задачу (4.10)–(4.11) на класi узагальнених фун-

кцiй, радiальних за 𝑡.

Позначимо через Φ′(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)) множину всiх узагальнених функцiй

на просторi основних функцiй Φ(Q𝑝), зi значеннями в Φ′(Q𝑛
𝑝).

Теорема 4.4. Нехай 𝑢 ∈ Φ′(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)) — узагальнений розв’язок рiв-

няння (4.10), тобто

⟨⟨𝑢,𝐷𝛼
𝑡 𝜙1⟩, 𝜙2⟩ = ⟨⟨𝑢, 𝜙1⟩, 𝐷𝛽,𝑛

𝑥 𝜙2⟩,

для всiх 𝜙1 ∈ Φ(Q𝑝), 𝜙2 ∈ Φ(Q′
𝑝).

Якщо 𝑢 — радiальна функцiя за змiнною 𝑡, то 𝑢 ∈ 𝒟(Q𝑝,Φ
′(Q𝑛

𝑝)).

Якщо, додатково, 𝑢(0, 𝑥) = 0, то 𝑢(𝑡, 𝑥) ≡ 0.

Доведення. Позначимо через ̂︀𝑢(𝑡, ·) перетворення Фур’є функцiї 𝑢 за змiн-
ною 𝑥. Для будь-якої основної функцiї 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛

𝑝) маємо

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ = ⟨|𝜉|𝛽𝑝̂︀𝑢(𝑡, 𝜉), 𝜓(𝜉)⟩.

Якщо supp𝜓 ⊂ 𝑆𝑁 , 𝑁 ∈ N, то

𝐷𝛼
|𝑡|𝑝⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ = 𝑝𝛽𝑁⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓(·)⟩.

За твердженням 4.2, функцiя ⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ має вигляд
⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐶𝑁𝑝

𝐾𝑁(1− 1

𝑝
), |𝑡|𝑝 ≤ 𝑝−𝐾𝑁 ;

−𝐶𝑁𝑝
𝐾𝑁−1, |𝑡|𝑝 = 𝑝−𝐾𝑁+1;

0, |𝑡|𝑝 ≥ 𝑝−𝐾𝑁+2.

(4.40)

для деяких 𝐶𝑁 ∈ C та 𝑁 ∈ N.
Якщо 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛

𝑝), то 𝜓 є сумою скiнченної кiлькостi функцiй, носiї

яких лежать в сферах 𝑆𝑛
𝑁 . Зокрема, якщо взяти 𝜓 = ̂︀𝜙, 𝜙 ∈ Φ(Q𝑛

𝑝), то

отримаємо, що функцiя ⟨𝑢(𝑡, ·), 𝜙⟩ належить простору 𝒟(Q𝑝) за змiнною

𝑡, для всiх 𝜙 ∈ Φ(Q𝑛
𝑝).
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Якщо 𝑢(0, ·) = 0, то також ̂︀𝑢(0, ·) = 0. Якщо 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛
𝑝), supp𝜓 ⊂ 𝑆𝑛

𝑁 ,

то функцiя ⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ має вигляд (4.40), та iз припущення ̂︀𝑢(0, ·) = 0

випливає рiвнiсть 𝐶𝑁 = 0, а отже

⟨̂︀𝑢(𝑡, ·), 𝜓⟩ = 0,

для будь-якої 𝜓 ∈ Ψ(Q𝑛
𝑝).

Оскiльки радiус сфери𝑁 довiльний, то звiдси випливає, що ̂︀𝑢(𝑡, ·) = 0,

та 𝑢(𝑡, ·) = 0.

Зауваження 4.2. Iз леми 4.1 випливає, що обмеженi локально сталi роз-

в’язки рiвняння (4.10) є узагальненими розв’язками iз класу функцiй, що

розвглядався в теоремi 4.4. Отже, розв’язки задачi Кошi (4.10)–(4.11),

побудованi в теоремi 4.1, є єдиними в класi обмежених локально сталих

функцiй, радiальних за змiнною 𝑡.

4.6 𝐿1-оцiнка розв’язку

Позначимо

Q+
𝑝 := {𝑡 ∈ Q𝑝 : |𝑡|𝑝 ≥ 1}.

Наступна теорема доводить рiвномiрну за часом оцiнку на розв’язок

задачi (4.10)–(4.11) у просторi 𝐿1(Q𝑛
𝑝) у термiнах початкової умови.

Теорема 4.5. Припустимо, що умови теореми 4.1 виконанi.

Тодi розв’язок задачi (4.10)–(4.11), визначений формулою (4.21), за-

довольняє оцiнку в 𝐿1(Q𝑛
𝑝) за змiнною 𝑥 для кожного 𝑡 ∈ Q+

𝑝

‖𝑢(|𝑡|𝑝, ·)‖𝐿1(Q𝑛
𝑝 )
≤ 𝑝2𝑛𝛾 ‖𝑢0‖𝐿1(Q𝑛

𝑝 )
, (4.41)

де 𝛾 ≥ 2

𝐾
— деяка додатна стала.

Доведення. Нагадаємо, що розв’язок задачi (4.10)–(4.11), знайдений в те-

оремi 4.1, визначається формулою

𝑢(|𝑡|𝑝, 𝑥) = (ℱ−1
𝜉→𝑥̂︀𝑢)(|𝑡|𝑝, 𝑥) =

=
(︁
(ℱ−1

𝜉→𝑥𝑏) * 𝑢0
)︁
(|𝑡|𝑝, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ Q𝑝 ×Q.
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Для будь-якого 𝑡 ∈ Q+
𝑝 маємо⃦⃦⃦

ℱ−1
𝜉→𝑥[𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)](|𝑡|𝑝, ·)

⃦⃦⃦
𝐿1(Q𝑛

𝑝 )
=

∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒
ℱ−1

𝜉→𝑥[𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝))](|𝑡|𝑝, ·)
⃒⃒⃒
𝑑𝑥 =

=

∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
Q𝑛

𝑝

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝))𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 =

=

∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝))𝑑𝜉 +
∫︁

Q𝑛
𝑝∖𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝))𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 ≤

≤
∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝))𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥+ ∫︁

Q𝑛
𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
Q𝑛

𝑝∖𝐵𝑛
𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥,

(4.42)

де стала 𝛾 ∈ Z буде вибрана пiзнiше.

Для iнтеграла
∫︀

Q𝑛
𝑝∖𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 маємо

∫︁
Q𝑛

𝑝∖𝐵𝑛
𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 =
+∞∑︁

𝑁=𝛾+1

∫︁
𝑆𝑛
𝑁

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉.

Iз формули (4.18) випливає, що 𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝) = 0, якщо |𝜉|𝐾𝑝 ≥ 𝑝2

|𝑡|𝑝
.

Нехай |𝑡|𝑝 = 𝑝𝐿, 𝐿 ≥ 0, тодi |𝑡|𝑝 ≥ 1. Тому якщо 𝛾 ≥ 2

𝐾
, то для 𝜉 ∈ 𝑆𝑛

𝑁 ,

𝑁 ≥ 𝛾 + 1, одержимо |𝜉|𝑝 ≥ 𝑝𝛾+1 = 𝑝
2
𝐾+1 ≥ 𝑝

2
𝐾 , тодi

|𝜉|𝐾𝑝 ≥ 𝑝2 ≥ 𝑝2

|𝑡|𝑝
,

i отже ∫︁
𝑆𝑛
𝑁

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 = 0.
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Врештi, для вибраного 𝛾 отримаємо∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
Q𝑛

𝑝∖𝐵𝑛
𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 = 0.

Тепер оцiнимо перший iнтеграл в (4.42). Маємо∫︁
Q𝑛

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 =

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥+

+

∫︁
Q𝑛

𝑝∖𝐵𝑛
𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥,

де∫︁
𝐵𝑛

𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

|𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)| · |𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)|𝑑𝜉𝑑𝑥 ≤

≤
∫︁
𝐵𝑛

𝛾

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝑑𝜉𝑑𝑥 = 𝑝2𝑛𝛾,

оскiльки |𝜒𝑝(−𝑥·𝜉)| = 1 для будь-яких 𝑥, 𝜉 ∈ Q𝑛
𝑝 за означенням характеру

𝜒𝑝, та |𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)| ≤ 1 для всiх (𝑡, 𝜉) ∈ Q+
𝑝 ×Q𝑛

𝑝 за визначенням функцiї

𝑏 в (4.18).

Далi iз формули (1.7) маємо∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 ≤
∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑑𝜉 =

{︃
𝑝𝑛𝛾, |𝑥|𝑝 ≤ 𝑝−𝛾;

0, |𝑥|𝑝 ≥ 𝑝−𝛾+1,

та∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉 ≥ − 1

𝑝− 1

∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑑𝜉 =

=

⎧⎨⎩ − 1

𝑝− 1
𝑝𝑛𝛾, |𝑥|𝑝 ≤ 𝑝−𝛾;

0, |𝑥|𝑝 ≥ 𝑝−𝛾+1.
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Оскiльки стала 𝛾 ≥ 2

𝐾
додатна, то в зовнiшньому iнтегралi справедлива

нерiвнiсть |𝑥|𝑝 ≥ 𝑝𝛾+1 ≥ 𝑝−𝛾+1, тому отримаємо

∫︁
Q𝑛

𝑝∖𝐵𝑛
𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝐵𝑛

𝛾

𝜒𝑝(−𝑥 · 𝜉)𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑑𝑥 = 0.

Зрештою, об’єднуючи оцiнки для всiх iнтегралiв в (4.42), одержимо⃦⃦⃦
ℱ−1

𝜉→𝑥[𝑏(|𝑡|𝑝, |𝜉|𝑝)](|𝑡|𝑝, ·)
⃦⃦⃦
𝐿1(Q𝑛

𝑝 )
≤ 𝑝2𝑛𝛾. (4.43)

Iз нерiвностi Юнга для згорток (див. [71]) отримаємо оцiнку для норми

розв’язку

‖𝑢(|𝑡|𝑝, ·)‖𝐿1(Q𝑛
𝑝 )
≤ 𝑝2𝑛𝛾 ‖𝑢0‖𝐿1(Q𝑛

𝑝 )
. (4.44)

4.7 Висновки до роздiлу 4

Даний роздiл присвячений вивченню узагальнення псевдодиференцiаль-

ного рiвняння хвильового типу iз 𝑝-адичними часовою та просторовою

змiнними на випадок, коли порядки похiдних за часом та за простором

не спiвпадають.

Доведено iснування розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi (4.10)–(4.11) на

класi функцiй, радiальних за часовою змiнною. Бiльш того, доведено, що

за певних умов цей розв’язок належить простору Лiзоркiна Φ(Q𝑝) для

всiх фiксованих 𝑥 ∈ Q𝑛
𝑝 , а також належить простору Φ(Q𝑛

𝑝) для кожного

𝑡 ∈ Q𝑝.

Знайдено оцiнку на фундаментальний розв’язок рiвняння (4.10) у тер-

мiнах змiнних |𝑡|𝑝, |𝑥|𝑝, яка є аналогом подiбних оцiнок для параболiчних

рiвнянь з дiйсним часом та 𝑝-адичною просторовою змiнною. Крiм то-

го, доведено властивiсть скiнченної областi залежностi розв’язку задачi

(4.10)–(4.11), яка є характерною для 𝑝–адичного хвильового рiвняння.
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Дослiджено узагальненi розв’язки рiвняння (4.10) та доведено єди-

нiсть розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi в класi обмежених локально

сталих функцiй, радiальних за змiнною 𝑡. Крiм того, доведено оцiнку

розв’язку задачi у просторi 𝐿1(Q𝑛
𝑝) за просторовою змiнною в термiнах

початкової умови, рiвномiрну за часом.

Основнi результати даного роздiлу було опублiковано в статтi [3], а

також в тезах конференцiї [7].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню питань про iснування та єди-

нiсть розв’язкiв псевдодиферецiальних рiвнянь з оператором дробово-

го диференцiювання 𝐷𝛼 на неархiмедовому полi 𝑝–адичних чисел, якi

можуть розглядатися як узагальнення звичайних диференцiальних рiв-

нянь, у тому числi зi слабким та регулярним виродженням.

Крiм того, дослiджується узагальнене псевдодиференцiальне рiвнян-

ня з 𝑝–адичними часовою та просторовою змiнними на функцiях, ра-

дiальних за часом. Таке рiвняння з одного боку є узагальненням 𝑝–

адичного рiвняння хвильового типу на випадок, коли порядки похiдних

за простором i часом не спiвпадають, а з iншого боку має властивостi, по-

дiбнi до параболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь (зокрема, оцiнку

на фундаментальний розв’язок).

Основними результатами дисертацiйної роботи є:

– отримано достатнi умови iснування та єдиностi локального м’якого

розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного псевдодиференцiального рiв-

няння зi слабким виродженням на радiальних функцiях 𝑝–адичного

аргументу;

– побудовано продовження локального м’якого розв’язку рiвняння зi слаб-

ким виродженням на весь простiр 𝑝–адичних чисел, та визначено до-

статнi умови на праву частину рiвняння, за яких це продовження буде

коректним;

– доведено, що за певних умов побудований таким чином м’який розв’язок

є розв’язком початкової задачi Кошi;

– знайдено достатнi умови iснування формального розв’язку лiнiйного

псевдодиференцiального рiвняння з регулярним виродженням у вигля-

дi степеневого ряду;

– доведено, що формальний розв’язок такого рiвняння за певних умов є
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локально абсолютно збiжним;

– дослiджено узагальнене псевдодиференцiальне рiвняння на радiальних

за часом функцiях з 𝑝–адичною часовою та просторовою змiнними, у

випадку, коли порядки похiдних за часом та за простором не спiвпа-

дають;

– отримано необхiднi та достатнi умови iснування та єдиностi фунда-

ментального розв’язку такого рiвняння та розв’язку вiдповiдної задачi

Кошi у просторi Лiзоркiна;

– побудовано оцiнку даного фундаментального розв’язку у термiнах нор-

ми вiд 𝑝–адичної змiнної. Такi оцiнки є аналогiчними до вiдповiдних

вiдомих оцiнок для параболiчних рiвнянь з дiйсною часовою та p-

адичною просторовою змiнними;

– дослiджено додатковi властивостi розв’язку вiдповiдної задачi Кошi,

зокрема доведено скiнченнiсть областi залежностi розв’язку вiд поча-

ткової умови;

– побудовано рiвномiрну по часу оцiнку даного розв’язку у просторi 𝐿1

за просторовою змiнною в термiнах початкової умови.
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