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Об’єктом роботи є проєкцiйнi алгоритми (такi як екстраградiєн-
тний метод Корпелевич, алгоритм екстраполяцiї з минулого, вiдбиваю-
чий проєкцiйний алгоритм та метод градiєнтного спуску).

Предмет застосування проєкцiйних методiв для розв’язання мере-
жевих агрегативних iгор.

Мета роботи вивчення та аналiз класичних проєкцiйних методiв
для знаходження рiвноваги Неша мережевої агрегативної гри.

Завдання:

1. Охарактеризувати специфiку проєкцiйних методiв для розв’язання
мережевих агрегативних iгор.

2. Розробка програмної бiблiотеки для знаходження рiвноваги Неша
мережевої агрегативної гри.

3. Дослiдження збiжностi проєкцiйних алгоритимiв для розв’язання
поставленої задачi теорiї iгор.

Результати роботи: розроблено набiр розподiлених проєкцiйних
алгоритмiв для розв’язування задачi мережевих агрегативних iгор, з ви-
користанням ексраградiєнтного методу Корпелевич, методу екстраполя-
цiї з минулого, та вiдбиваючого градiєнтного методу Малiцького, прове-
дено тестування описаних методiв на класичнiй задачi мережевих агре-
гативних iгор, з подальшою оцiнкою i аналiзом результатiв

Апробацiя результатiв. Результати роботи було представлено на
мiжнароднiй науковiй конференцiї молодих вчених "Шевченкiвська ве-
сна – 2023"(14 квiтня 2023 р.) та на мiжнароднiй науково-практичнiй



3

конференцiї "Сучаснi проблеми математики та її застосування у приро-
дничих науках та iнформацiйних технологiях"(12-13 травня 2023 р.).
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ВСТУП

Агрегативна гра � це набiр взаємозалежних задач оптимiзацiї, що
пов’язанi iз особами, що приймають рiшення, або агентами, якi не спiв-
працюють, де на кожного агента впливає певний сукупний ефект усiх
агентiв. Особливiсть агрегативних iгор у тому, що вони виникають у рi-
зних сферах, таких як управлiння попитом в iнтелектуальнiй мережi,
наприклад, для заряджання/розряджання електромобiлiв, регулювання
попиту на конкурентних ринках, контролю заторiв у мережах дорожньо-
го руху та зв’язку. Спiльним знаменником є наявнiсть великої кiлькостi
"егоїстичних"агентiв, чиї сукупнi дiї можуть порушити спiльну iнфра-
структуру, наприклад, електромережу або транспортну мережу, якщо
залишити їх без контролю. Бiльш широке застосування агрегативних
iгор для вирiшення рiзних задач у своїй роботi "Агрегативнi iгри"описав
Луiс Коршон [1].

Агрегативнi iгри спочатку розглядалися в економiцi, завдяки на-
працюванням Курно. А першим, хто розглянув концепцiю агрегатнивних
iгор, був Рейнхард Зельтен, у своїй монографiї вiн описує клас агрега-
тивних iгор та доводить для них iснування рiвноваги Неша. Вiн показав,
що у фiксованих точках задачi агрегативної гри досягається рiвновага
за Нешем. Вiн був першим, хто показав, що агрегативна структура гри
спрощує обчислення рiвноваги Неша.

Розробка методiв для вирiшення мультиагентних задач рiвноваги
в некооперативних iграх нещодавно привернула великий дослiдницький
iнтерес. Зокрема, було розроблено, напiвдецентралiзованi та розподiленi
алгоритми пошуку рiвноваги для iгор без обмежень зв’язку i, нещодавно,
для iгор iз обмеженнями зв’язку.

У цiй роботi розглянемо постановку задачi знаходження рiвнова-
ги Неша мережевої агрегативної гри, як задачi варiацiйної нерiвностi
з використанням проєкцiйних алгоритмiв. Тобто необхiдно буде знайти
фiксованi точки задачi варiацiйної нерiвностi.

Пiд агрегативною грою розумiємо некооперативну гру Неша, де
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функцiя вартостi кожного гравця залежить вiд його дiї та сукупностi дiй
усiх гравцiв. Основним застосування iгор такого виду є задачi з розподiлу
ресурсiв, реагування на попит тощо. У данiй роботi розглядаються мере-
жевi агрегативнi iгри, де гравцi розподiляються по одноранговiй (P2P)
комунiкацiйнiй мережi без центрального координатора. Щоб досягти рiв-
новаги Неша у мережевiй агрегативниiй грi, гравцi спiлкуються лише зi
сiсiднiми агентами даної мережi, якi визначенi в мережi.

Розподiлений пошук рiвноваги Неша широко вивчався в останнi
роки. Для iгор, де функцiї вартостi гравцiв залежать вiд дiй iнших у
загальному порядку, було запропонували повнiстю розподiленi алгори-
тми. У цих алгоритмах гравцi використовують локальнi комунiкацiї для
оцiнки дiй iнших, а рiвновагу Неша знаходять шляхом вирiшення еквi-
валентних задач варiацiйної нерiвностi [2]. Для цих алгоритмiв доведено
лiнiйну збiжнiсть до рiвноваги Неша, коли iгри мають сильно монотоннi
псевдоградiєнтнi вiдображення, що збiгається з результатами централi-
зованих алгоритмiв [2].
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1 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

У даному роздiлi розглядаються постановка задачi мережевої агре-
гативної гри з пiдходом варiацiйних нерiвностей.

1.1 Теорiя мережевої агрегативної гри

Мережева агрегативна гра � модель теорiї iгор, яка описує соцiаль-
ну або мережеву структуру взаємодiї мiж гравцями. У мережевiй агре-
гатнiй грi кожен гравець пов’язаний з iншими гравцями через мережу
або граф, i їх виграш залежить не лише вiд їх власних дiй, але й вiд дiй
гравцiв у графi.

Мережевi агрегативнi iгри використовуються для моделювання рi-
зноманiтних соцiальних та економiчних явищ, наприклад динамiку ду-
мок, проблеми координацiї та поширення iнформацiї через мережу. Стру-
ктура моделi має вплив на результат гри, бо на стратегiї гравцiв може
впливати поведiнка їхнiх сусiдiв.

Формально, мережева агрегативна гра може бути представлена ве-
ктором (G,S, u), де G – граф, що вiдображає мережу гравцiв, S � набiр
стратегiй, що доступнi гравцю, i u � функцiя виграшу.

Розв’язком задачi є знаходження рiвновагу Неша, за якої жоден
гравець не може збiльшити свiй виграш шляхом односторонньої змiни
своєї стратегiї, враховуючи стратегiї сусiдiв у мережi.

Рис. 1: Приклад мережi для агрегативної гри

Розлянемо типовi приклади задач, що вiдносяться до мережевих



8

агрегативних iгор.

1. Задача динамiки думок у мережi з "впертими"гравцями. Розгляне-
мо задачу моделювання того, як iдеї, iнновацiї чи поведiнка поши-
рюються в соцiальнiй мережi з кiлькiстю агентiв N . Припускаємо,
що кожен агент має множину думок з n тем. Щоб описати динамiку
думок, ми розглянемо гру, де гравець i спiлкується один раз зi свої-
ми сусiдами i оновлює свою думку. Дану функцiю можна подати як
суму двох доданкiв: перший моделює вплив сусiдiв на нову думку
агента i, другий моделює "впертiсть"агента i щодо його початкової
думки.

2. Iгри функцiї пропозицiї: розглянемо гру функцiї пропозицiї, яку
вивчали Клемперер i Мейєр [5]. Припустимо, що кожна з n фiрм
обирає функцiю пропозицiї як свою стратегiю, де стратегiя є обме-
женою функцiєю в областi невiд’ємних цiн, яка вiдображає кiль-
кiсть одиниць, якi фiрма i зобов’язується пропонувати за цiною p.
Кожна фiрма обирає свою функцiю пропозицiї, перш нiж дiзнати-
ся про стан попиту. Пiсля вибору функцiй пропозицiї та реалiзацiї
фiрма оновлює цiну, щоб прирiвняти пропозицiю до попиту.
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1.2 Постановка задачi мережевої агрегативної гри

Розглянемо мережеву агрегативну гру як мульти-агентну мережу,
а також представимо мережеву агрегативну гру як варiацiйну нерiвнiсть,
що дозводить застосувати до неї рiзнi проєкцiнi алгоритми.

Для початку розглянемо множину з n гравцiв з iндексом N =

{1, 2, · · · , n}. У агрегативних iграх функцiя втрат гравця i fi (xi,x) зале-

жить вiд його власної дiї xi 2 Xi i сукупної дiї iнших гравцiв x = 1
n

nX

i=1

xi.

Метою кожного гравця в агрегативнiй грi є мiнiмiзацiя його витрат,
тобто необхiдно мiнiмiзувати функцiю:

fi (xi,x) ! min, де xi 2 Xi, (1.1)

де точки xj, j 6= i, j 2 N є фiксованими, та в яких досягається
рiвновага Неша серед усiх гравцiв, тобто:

Визначення 1 (Рiвновага Неша). Множину дiй x⇤ = [x⇤
1;x

⇤
2; · · · ;x⇤

n]

називатимемо рiвновагою Неша агрегативної гри (1.1), якщо для всiх
i 2 N i xi 2 Xi виконується,

fi (x
⇤
i ,x

⇤)  fi

0

@xi,
1

n
xi +

1

n

nX

j 6=i

x⇤
j

1

A .

Далi ми розглянемо задачу мережевої агрегативної гри, у якiй
гравцi розподiленi по одноранговiй мережi (peer-to-peer) i не мають пря-
мого доступу до сукупної дiї, а можуть лише спiлкуватися з сусiднiми
гравцями у мережi.

Модель даної P2P мережi складається з неорiєнтованого графа
G(N , E) i вагової матрицi W , де N � набiр гравцiв.

Введемо позначення вагової матрицi W = {wij}n⇥n, яка задоволь-
няє, що wij > 0, якщо (i, j) 2 E або i = j, i wij = 0 в iнших випадках.

Представимо задачу у виглядi задачi варiацiйної нерiвностi.
Рiвновагу Неша для мережевої агрегативної гри можна отримати

шляхом розв’язання варiацiйної нерiвностi, яка полягає у знаходженнi
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точки x⇤ 2 X такої, що

(x� x⇤)> � (x⇤) � 0, 8x 2 X

де X =
Qn

i=1Xi i �(x) � псевдо-градiєнтне вiдображення, визна-
чене як

�(x) = [rx1f1 (x1,x) ;rx2f2 (x2,x) ; · · · ;rxnfn (xn,x)]

Щоб видiлити координату псевдоградiєнта, визначаємо вiдображе-
ння

F (x, z) = [F1 (x1, z) ;F2 (x2, z) ; · · · ;Fn (xn, z)] ,

де Fi (xi, z) = rxifi (xi, z) +
1

n
rzfi (xi, z)

Звiдси, отримаємо �(x) = F (x,x).
У подальшiй роботi нам знадобиться припущення щодо множини

дiй i функцiй втрат гравцiв.

Припущення 1. Для кожного гравця i 2 N множина дiй Xi є компа-
ктною i опуклою.

Кожна локальна функцiя втрат fi (xi, z) неперервно диференцi-
йовною в (xi, z) над деякою вiдкритою множиною, що мiстить Xi⇥X,
де

X =

(
1

n

nX

i=1

xi | xi 2 Xi

)
.

Крiм того, функцiя xi ! fi
�
xi,

1
nxi + x�i

�
є опуклою у Xi для

будь-якої фiксованої x�i.

Введемо ще два припущення щодо псевдо-градiєнтного вiдображе-
ння, якi необхiднi для лiнiйної збiжностi проєкцiйних алгоритмiв:

Припущення 2 (Сильна монотоннiсть). Псевдо-градiєнт � є сильно мо-
нотонним над X, тобто iснує константа µ > 0 така, що

(x� x0)> (�(x)� � (x0)) � µ kx� x0k2 , 8x,x0 2 X.
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Припущення 3 (Неперервнiсть за Лiпшицем). Будь-яке вiдображен-
ня Fi є рiвномiрно неперервним за Лiпшицем у Xi ⇥ X, тобто iснує
константа L > 0 така, що для 8xi,x0

i 2 Xi i z, z0 2 X, випливає:

kFi (xi, z)� Fi (x
0
i, z

0)k  L k[x; z]� [x0; z0]k

Завдяки сформульованим припущенням, у [2] було виведено лему
про iснування та єдинiсть розв’язку:

Лема 1. Згiдно з припущеннями 1 та 2, задача 1.1 має єдину рiвновагу
за Нешем.

Розглянемо наступне припущення щодо мережi зв’язку гри.

Припущення 4 (Мережа зв’язку). Припустимо, що

1. Граф G є зв’язним, тобто iснує послiдовнiсть послiдовних ребер
для з’єднання будь-якої пари вершин (гравцiв).

2. Вагова матриця W є двiчi стохастичною, тобто W1 =W>1 = 1,
де 1 позначає одиничний вектор.

Перша частина даного припущення гарантує, що дiя кожного грав-
ця може зрештою вплинути на кожного iншого гравця, що є необхiдним
для задачi, що використовує розподiленi методи. Друга частина посилює
властивiсть усереднення вагової матрицi i є загальною для розв’язування
задач з розподiленими методами.

У [11], з використанням припущення 4, було сформулювано лему
про властивостi вагової матрицi:

Лема 2. Згiдно з припущеннями 4, iснує константа � 2 (0, 1), що є
спектральною нормою W � 1

n11
>, або другим найбiльшим сингулярним

значенням матрицi W , таке що для будь-якого w 2 Rn,

kWw � 1w̄k =

����

✓
W � 1

n
11T

◆
(w � 1w̄)

����  �kw � 1w̄k,

де w̄ = 1
n1

>w.
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Також у [4] було описано наступну властивiсть проєкцiйного опе-
ратора

Лема 3. Нехай X ⇢ Rp - непорожня, замкнена, опукла множина. Тодi
для будь-якого x,y 2 Rp, маємо kPX [x]� PX [y]k  kx� yk.

1.3 Розподiлена постановка задачi

Розглянемо систему з m агентами, де агент i асоцiюється з фун-
кцiєю компоненти fi : Rn ! R i вiдображенням Fi : Rn ! Rn.

Розглянемо наступну задачу оптимiзацiї з розподiленими обмеже-
ннями:

mX

i=1

fi(x) ! min, (1.2)

де x 2 S
 
X,

mX

i=1

Fi

!
,

де X ✓ Rn � множина, а S
 
X,

mX

i=1

Fi

!
� множина розв’язкiв

варiацiйної нерiвностi

 
X,

mX

i=1

Fi

!
визначено таким чином:

x 2 X є розв’язком

 
X,

mX

i=1

Fi

!
, якщо (y � x)T

mX

i=1

Fi(x) � 0

для всiх y 2 X .
Задача 1.2 представляє задачу розподiленої оптимiзацiї у розумiн-

нi, що iнформацiя про fi i Fi локально вiдома гравцю i , а множина X

вiдома всiм гравцям. Модель 1.2 є можифiкацiєю канонiчного формулю-
вання задачi розподiленої оптимiзацiї:

mX

i=1

fi(x) ! min, (1.3)

де x 2 X,
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Даний тип задачi є добре дослiдженим. Насправдi, якщо покласти
Fi(x) = 0 для всiх i, задача 1.2 еквiвалентна до задачi 1.3.

Зараз ми розглянемо припущення для задачi 1.2.

Позначимо f(x) =
mX

i=1

fi(x) i F (x) =
mX

i=1

Fi(x) як глобальну мету i

глобальне вiдображення вiдповiдно.

Припущення 5. Задача 1.2 має наступнi властивостi

1. Функцiя fi : Rn ! R дiйснозначна та є опуклою у своїй областi
визначення для всiх i;

2. Вiдображення Fi : Rn ! Rn є дiйсним, неперервним i монотонним
у своїй областi визначення для всiх i;

3. Множина X ✓ int(dom(f) \ dom(F )) є непорожньою, опуклою
та компактною, де dom(·) - область визначення вiдображення, а
int(·) - внутрiшнiсть.

Зауваження 1. З припущення 5 випливає наступне. З [2] та [10] S(X,F )

є непорожньою, опуклою i компактною. Для всiх i непорожня множи-
на @fi(x) для будь-якого x 2 int (dom (fi)). Крiм того, fi має обмеженi
субградiєнти над компактною множиною X. А також, вiдображення
Fi є обмеженим над множиною X.

З огляду на компактнiсть множини X i неперервнiсть f , введемо
позитивнi константи MX < 1 i Mf < 1 визначати як MX = supx2X kxk
та Mf = supx2X |f(x)| вiдповiдно.

Ми також позначаємо f ⇤ 2 R оптимальне цiльове значення задачi
1.2.

З огляду на зауваження 1, визначаємо константи CF > 0 i Cf > 0

визначити так, що для всiх i i для всiх x 2 X ми маємо kFi(x)k  CF

m i
krfi(x)k  Cf

m для всiх rfi(x) 2 @fi(x).
Далi наведемо припущення для про неперервнiсть за Лiпщицем

функцiї fi.
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Припущення 6. За припущення 5 i з теореми 3.61 у [10] функцiя fi є
неперервною за Лiпшицем з параметром Cf

m на множинi X, тобто для
всiх i 2 [m] маємо |fi(x)� fi(y)|  Cf

m kx� yk для всiх x, y 2 X. Також
маємо krf(x)k  Cf для всiх x 2 X i всiх rf(x) 2 @f(x).

Це означає, що |f(x)� f(y)|  Cfkx� yk для всiх x, y 2 X.
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2 АЛГОРИТМИ ДЛЯ МЕРЕЖЕВИХ АГРЕ-
ГАТИВНИХ IГОР

У цьому роздiлi будуть розглянутi алгоритми знаходження рiвно-
ваги Неша для мережевих агрегатитвних iгор.

Розглянемо крок централiзованого алгоритму, отриманий на iтера-
цiї фiксованої точки

xk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
xk
i ,x

k
��

, 8i 2 N .

Якщо крок ↵ вибрано достатньо малим, тодi послiдовнiсть
�
xk
 
k2N

збiгатиметься до фiксованої точки вiдображення

x 7! PX(x� ↵�(x)), що i є x⇤.

Оскiльки, гравцi у мережевiй агрегативнiй грi не мають прямого
доступу до сукупної дiї x, тодi гравець i отримує вектор vi для всiх i 2 N
vi i обмiнюється ним зi своїми сусiдами, щоб оцiнити сукупну дiю. Потiм
вони використовують оцiнену сукупну дiю для локального оновлення
своїх рiшень. Позначимо ↵ > 0 як фiксований крок.

Наступним кроком алгоритму буде знаходження можливого на-
прямку градiєнта bxk+1

i � xk
i та з фiксованим кроком � 2 (0, 1].

Подiбно до iнших алгоритмiв на основi згоди, розподiлене середнє
використовується у bvi, так i vi до сукупної дiї x. Для bxi виконується
проєкцiйний крок градiєнта для обчислення можливого напрямку bxk+1

i �
xk
i .

Зауважимо, що якщо � = 1 i ↵ замiнюється послiдовнiстю крокiв,
що зменшуються; тодi наведений алгоритм зводиться до алгоритму в [12].
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2.1 Розподiлений градiєнтний метод

Розподiлений алгоритм з проєкцiйним кроком
для МАГ
Вхiд: 8i 2 N ,x0

i 2 Xi та v0
i = x0

i

for 8i 2 N do

bvk+1
i =

nX

j=1

wijv
k
j

bxk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
xk
i , bvk+1

i

��

xk+1
i = xk

i + �
�
bxk+1
i � xk

i

�

vk+1
i = bvk+1

i + xk+1
i � xk

i

end for

Проєкцiйний метод записаний для оператора F , що дiє над допу-
стимою множиною Xi для даної задачi. Тут i далi PXi позначимо опера-
тор метричної проекцiї над множиною Xi.

2.2 Збiжнiсть розподiленого градiєнтного метода на

основi проєкцiї

Оцiнка збiжностi проєкцiйного методу наведена у роботi [3].

Теорема 1 (Про збiжнiсть розподiленого градiєнтного методу). Нехай
nX

i=1

vk
i =

nX

i=1

xk
i для всiх k. З припущення 3, псевдо-градiєнт � - непе-

рервний за Лiпшицем над множиною X з коєфiцiєнтом L̄ =
p
2L.

З припущень 1-4, коли ↵, � достатньо малi так, що матриця

M =

"
1� ↵�

�
µ� 2↵L̄2

�
↵�L2(1/µ+ 2↵)

8�2�4↵�3(µ�2↵L̄2)
1��2

4↵�3L2(1/µ+2↵)
1��2 + 2�2

1+�2

#

має спектральний радiус ⇢(M) < 1
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Тодi послiдовнiсть xk
i що утворена у алгоритмi 2.1 збiгається до

розв’язку (1.1):

lim
k!1

kxk+1
i � x⇤k = 0 для деякого x⇤ 2 X ⇤

А також

lim
k!1

kvk
i � xk

i k = 0

Розглянемо кiлька класичних алгоритмiв для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей та запишемо для них розподiленi аналоги.

2.3 Екстраградiєнтний метод Корпелевич

Перший алгоритм – екстраградiєнтний метод Корпелевич. Це ал-
горитм є один з найбiльш використовуваних методiв. Був описаний у
роботi [15]. Вiн має наступний вигляд:

Екстраградiєнтний метод Корпелевич
Вхiд: x0 2 X,↵ 2 (0, 1

L)

for k = 0, .., t� 1 do

yk = PX(x
k � ↵F (xk))

xk+1 = PX(x
k � ↵F (yk))

end for

Основною перевагою, цього метода можна вважати, можливiсть
застосування для монотонних операторiв. Проте, необхiднiсть знаходи-
ти двiчi проєкцiю на множину Xi, можна вважати недолiком, що може
знижувати швидкiсть обчислень методу.

Його розподiлений аналог може бути записаний у виглядi



18

Розподiлений екстраградiєнтний метод
Вхiд: 8i 2 N ,x0

i 2 Xi та v0
i = x0

i

for 8i 2 N do

bvk+1
i =

nX

j=1

wijv
k
j

xk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
xk
i , bvk

i

��

bxk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
xk+1
i , bvk+1

i

��

xk+1
i = xk

i + �
�
bxk+1
i � xk

i

�

vk+1
i = bvk+1

i + xk+1
i � xk

i

end for
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2.4 Метод екстраполяцiї з минулого

Даний метод є модифiкацiєю попереднього, екстраградiєнтного ме-
тоду Корпелевич.

Основною особливiстю метода Попова [16] є можливiсть викори-
стовувати значення з попереднього кроку. Ця вiдмiннiсть мiж методами
може вплинути на динамiку алгоритму та його збiжнiсть. Використання
попереднього елемента може потенцiйно вплинути на швидкiсть збiжно-
стi.

Звичайний крок даного методу матиме вигляд:
Метод екстраполяцiї з минулого
Вхiд: x0, y0 2 X,↵ 2 (0, 1

L)

for k = 0, .., t� 1 do

yi = PX(xi � ↵F (yi�1))

xi+1 = PX(xi � ↵F (yi))

end for

Запишемо розподiлений метод для методу екстраполяцiї з минуло-
го:

Розподiлений метод екстраполяцiї з минулого
Вхiд: 8i 2 N ,x0

i ,y
0
i 2 Xi та v0

i = x0
i

for 8i 2 N do

bvk+1
i =

nX

j=1

wijv
k
j

yk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
yk�1
i , bvk

i

��

bxk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
yk
i , bvk+1

i

��

xk+1
i = xk

i + �
�
bxk+1
i � xk

i

�

vk+1
i = bvk+1

i + xk+1
i � xk

i

end for
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2.5 Вiдбиваючий проєкцiйний метод

Метод Малiцького [17] є модифiкацiємю метода Семенова-Малiцького
[18], що в свою чергу є оптимiзацiєю метода Попова. Серед основних пе-
реваг методу є необхiднiсть знаходити проєкцiю на множину X лише
один раз та тiльки одне значення F на кожнiй iтерацiю. Ця iдея стає у
нагодi, коли обчислення оператора F є дорогим, наприклад для масшта-
бних задач варiацiйних нерiвностей.

Основний крок методу може бути представлений у виглядi:
Вiдбиваючий проєкцiйний метод

Вхiд: z0 2 X,↵ 2 (0,

p
2� 1

L
)

for k = 0, .., t� 1 do

xi+1 = PX(xi � ↵F (2xi � xi�1))

end for

Варiант розподiленого аналог алгоритму описаний нижче:
Розподiлений алгоритм вiдбиваючого проєкцiй-
ного метода
Вхiд: 8i 2 N ,x0

i 2 Xi та v0
i = x0

i

for 8i 2 N do

bvk+1
i =

nX

j=1

wijv
k
j

bxk+1
i = PXi

�
xk
i � ↵Fi

�
xk
i � xk

i�1, bvk+1
i

��

xk+1
i = xk

i + �
�
bxk+1
i � xk

i

�

vk+1
i = bvk+1

i + xk+1
i � xk

i

end for
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3 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

3.1 Приклади задачi мережевої агрегативної гри

Розглянемо стандартний приклад задачi мережевої агрегативної
гри з [9].

3.1.1 Багатовимiрна обмежена динамiка "думок"у соцiальних
мережах з упертими агентами

Розглянемо задачу моделювання того, як iдеї, iнновацiї чи пове-
дiнка поширюються в соцiальнiй мережi з кiлькiстю агентiв N 2 N.
Припускаємо, що кожен агент i 2 Z[1, N ] має вектор xi 2 [0, 1]n з думок
щодо n 2 N тем.

Кожен компонент xis 2 [0, 1] представляє думку агента i щодо теми
s 2 Z[1, n], де 0 означає вкрай негативну, а 1 � надзвичайно позитивна
думка. Позначимо через xi(0) 2 [0, 1]n початкову думку агента i. Крiм
того, ми визначемо соцiальну мережу за допомогою зваженої матрицi
сумiжностi P 2 RN⇥N , де елемент Pij 2 [0, 1] позначає релевантнiсть
думки агента j до рiшення агента i. Далi ми без обмеження загальностi
припускаємо, що

P
j Pij = 1 для всiх i 2 Z[1, N ].

Щоб описати динамiку думок, ми розглянемо гру, де на кожнiй
iтерацiї k кожен агент i спiлкується один раз зi своїми сусiдами N i :=

{j 2 Z[1, N ] | Pij > 0} i оновлює свою думку, що можна описати у вигля-
дi задачi оптимiзацiї:

xi?
⇣
xN

i
⌘
= argmin

xi2Rn

NX

j 6=i

⇣
Pij

��xi � xj
��2
⌘
+ ✓i

���xi � xi(0)

���
2

(3.1)

де xi 2 X i.

Функцiя втрат в (3.1) складається з двох частин: перший моделює
вплив сусiдiв на нову думку агента i, другий моделює "впертiсть"агента
i щодо його початкової думки. Додатковi обмеження щодо думок агентiв
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щодо n тем, як, наприклад, той факт, що думки щодо двох тем не повиннi
вiдрiзнятися бiльше, нiж заданий порiг, i щодо їхньої впертостi, можуть
бути закодованi за допомогою набору обмежень X i ✓ [0, 1]n.

Вважається, що агенти неоднорiднi в тому сенсi, що параметр упер-
тостi ✓i � 0, набiр обмежень X i i ваги {Pij}Nj 6=i може вiдрiзнятися для

кожного агента. Визначимо агентiв, для яких X i =
n
xi(0)

o
, тобто аген-

тiв, якi не пiд впливом сусiдiв, як повнiстю впертих, до агентiв, для яких
✓i = 0 i X i = [0, 1]n як послiдовникiв, i до всiх iнших агентiв як частково
впертих.

Для задачi (3.1) можна вважати n = 1 без втрати загальностi.
Розв’язок в цьому випадку виглядає як:

xi?
⇣
xN

i
⌘
=

1

1 + ✓i

X

j 6=i

Pijx
j +

✓i
1 + ✓i

xi(0),

Звiдси випливає, що проблему можна розглядати як стандартну модель
Фрiдкiн-Джонсена [13]. Для випадку, коли є принаймнi один частково
впертий агент, можна показати, що жоден з агентiв не має намiру змi-
нювати свою думку з огляду на думки своїх сусiдiв. З iншого боку, якщо
всi агенти є послiдовниками, тодi модель можна розглядати як модель
DeGroot [14].

Як наслiдок, що функцiю втрат в (3.1) можна переписати з точнi-
стю до постiйних членiв, якi не залежать вiд xi, як

F i = (1 + ✓i)
��xi

��2 � 2
⇣
�i + ✓ix

i
(0)

⌘>
xi, (3.2)

де �i =
NX

j 6=i

Pijx
j � середня думка сусiдiв агента i. Таким чином,

гру в (3.1) можна розглядати як гру, де кожен агент намагається мiнi-
мiзувати функцiю втрат, яка залежить вiд його власної стратегiї xi i вiд
опуклої комбiнацiї стратегiй його сусiдiв �i, що призводить до мережевої
агрегативної гри.
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3.2 Додатковi вiдомостi для алгоритмiв

Для роботи з розподiленими алгоритмами нам необхiдно визначити
вагову матрицю.

Можна модифiкувати основний спосiб завдання вагової матрицi
W = {wij} як:

1. У разi якщо неможливо здiйснити перехiд з вершини i до вершини
j покладемо:

wij = 0, (i, j) /2 E.

2. В iнших випадках, значення wij можна визначити як:

wij =

8
<

:
�, якщо (i, j) 2 E та i 6= j,

1� � · d(i), якщо i = j,

де d(i) - число гравцiв, що спiлкуютьтся з гравцем i, а � =
0.5

maxi{d(i)}
.

3.3 Тестування алгоритмiв та обчислювальнi експе-

рименти

Розглянемо ефективнiсть роботи отриманих методiв для мереж зi
змiнним вибором параметрiв. Для обчислювальних експериментiв обере-
мо змiнну кiлькiсть агентiв, кiлькiсть впертих агетнiв та рiзну кiлькiсть
думок. Вагову матрицу W задамо описаним вище способом.

3.3.1 Робота алгоритмiв з початковими даними

Обчислювальний експеримент 1. Для початкового експерименту
вiзьмемо наступнi параметри:
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n = 10 - кiлькiсть агентiв

s = 3 - кiлькiсть "впертих"агентiв

o = 5 - кiлькiсть думок

↵ = 0.01 - розмiр кроку ↵

� = 1 - розмiр кроку �

t = 500 - обмеження за кiлькiстю iтерацiй

Данi про думки агентiв та порядковi номери "впертих"агентiв ге-
нерувалися випадковим чином, на основi заданих параметрiв.

Рис. 2: Робота методiв для обчислювального експерименту 1

Обчислювальний експеримент 2. Для наступного експерименту вi-
зьмемо такi параметри:
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n = 20 - кiлькiсть агентiв

s = 10 - кiлькiсть "впертих"агентiв

o = 10 - кiлькiсть думок

↵ = 0.02 - розмiр кроку ↵

� = 1 - розмiр кроку �

t = 2500 - обмеження за кiлькiстю iтерацiй

Рис. 3: Робота методiв для обчислювального експерименту 2

Розглянемо роботу методiв для iнших даних, та спробуємо пiдiбра-
ти оптимальний крок для методiв.

Для цих експериментiв задамо обмеження за кiлькiстю iтерацiй -
10 000 iтерацiй та похибку обчислень |xi � xi�1| < " = 10�6.
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3.3.2 Розподiлений екстраградiєнтний метод

n - к-сть агентiв
m - впертi агенти ↵ = 0.03, � = 0.9 ↵ = 0.5, � = 0.9

o - к-сть думок
1 (100, 10, 50) 2128 1053
2 (250, 30, 100) 3302 1540
3 (250, 50, 200) 3231 1741
4 (500, 50, 200) 4241 2179
5 (500, 100, 200) 5123 2691

Табл. 1: Робота методу Корпелевич, для множин з рiзною кiлькiстю аген-
тiв

3.3.3 Розподiлений метод екстраполяцiї з минулого

n - к-сть агентiв
m - впертi агенти ↵ = 0.02, � = 0.95 ↵ = 0.5, � = 0.9

o - к-сть думок
1 (100, 10, 50) 2317 1482
2 (250, 30, 100) 2546 1643
3 (250, 50, 200) 3264 1778
4 (500, 50, 200) 3975 2451
5 (500, 100, 200) 4987 2794

Табл. 2: Результати методу екстраполяцiї з минулого, для множин з рi-
зною кiлькiстю агентiв
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3.3.4 Розподiлений метод вiдбиваючого градiєнта

n - к-сть агентiв
m - впертi агенти ↵ = 0.02, � = 0.95 ↵ = 0.33, � = 0.9

o - к-сть думок
1 (100, 10, 50) 2712 1768
2 (250, 30, 100) 2787 1745
3 (250, 50, 200) 4604 2891
4 (500, 50, 200) 5060 3205
5 (500, 100, 200) 5125 3413

Табл. 3: Результати методу вiдбиваючого градiєнта, для множин з рiзною
кiлькiстю агентiв
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4 ВИСНОВКИ

У роботi було розглянуто мережевi агрегативнi iгри, постановку за-
дач для iгор цього типу. Було описано розподiленi градiєнтнi методи, що
побудованi на основi класичних проєкцiйних методiв. Для проведення об-
числювальних експериментiв було розглянуто задачу динамiки "думок"у
соцiальних мережах з впертими агентами.

Для розв’язання описаних задач було розглянуто наступнi методи:
розподiлений екстраградiєнтний метод, розподiлений метод екстраполя-
цiї з минулого та розподiлений вiдбиваючий проєкцiйний метод.

Розв’язання поставленого завдання уможливило сформулювати на-
ступнi висновки.

1. Для наборiв невеликих даних найкращi результати показали метод
Корпелевич та вiдбиваючий проєкцiйний метод.

2. У той же час для бiльших даних, з пiдiбраними параметрами кроку,
краще використовувати метод Корпелевич та варiювати параметри
розмiру кроку.

3. Оскiльки, наразi вiдсунi теоретичне доведення збiжностi для запро-
понованих розподiлених методiв, тому вибiр оптимальних параме-
трiв для задання розмiру кроку, ґрунтується суто на практичних
дослiдах та експериментах.

Можна зробити висновок, що продуктивнiсть дослiджених алгори-
тмiв є досить перспективною, проте потребує подальшого теоретичного
аналiзу.
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