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Розглянуто задачу пружної рівноваги ортотропної неоднорідної прямокутної пластини на 

пружній основі, шарнірно закріпленої з усіх сторін. Проаналізовано придатність методу 

послідовних наближень та методу збурень для чисельного розв’язання задачі визначення 

напружено-деформованого стану такої пластини. Встановлені залежності прогину від 

механічних і геометричних параметрів пластини і основи. В роботі використовується метод 

Нав’є для знаходження функції прогинів на кожному кроці ітераційного процесу та методи 

збурень та послідовних наближень як ітераційні методи розв’язання задачі. 

Ключові слова: метод послідовних наближень, метод збурень, ортотропна неоднорідна 

пластина. 

 

The problem of elastic equilibrium of an orthotropic nonhomogeneous rectangular plate on an elastic 

basis (one-parameter Winkler model) is considered, hingedly fixed from all sides. 

We use the Navier method for finding the deflection function at each step of the iterative process and 

perturbation methods and successive approximations as iterative methods for solving the problem. 

The suitability of the method of successive approximations and the method of perturbations for the numerical 

solution of the problem of determining the stress-strain state of such a plate, the limits of the applicability of 

these methods, their accuracy and convergence of the iterative process in solving the deformation problems 

of heterogeneous orthotropic plates have been analyzed. 

The dependence of the deflection on the mechanical and geometric parameters of the plate and the base is 

established. It was found that the Poisson ratio practically does not affect the stress state of the plate (when 

the Poisson ratio is changed two times, the difference between the intensities of the shear stresses does not 

exceed 10%), it is possible to consider it as a constant using the methods of successive approximations and 

disturbances. It is also established that the method of successive approximations and the method of 

perturbations has a limit on the nature of inhomogeneity, the convergence essentially depends on the nature 

of the heterogeneity. 

Key Words: method of successive approximations, perturbation method, orthotropic inhomogeneous 

plate. 

 

Статтю представив д.техн.н., проф. Лимарченко О.С. 

 
 

В останні роки все ширше використовуються 

композитні матеріали, особливо в аерокосмічній, 

автомобільній та судноплавній галузях. 

Композити зазвичай складаються з двох або 

більше матеріалів, які поєднують для утворення 

нового матеріалу з потрібними властивостями. 

Такі композити часто представлені у вигляді 

пластин, що мають складну неоднорідну 

структуру.  

Зокрема, прямокутна, поперечно навантажена 

пластина зі змінними геометричними і 

механічними параметрами може спиратися на 

пружну основу, як, наприклад, в покриттях 

автомобільних доріг, мостів або злітно-

посадкових смуг аеродромів. Для аналізу 
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міцності і надійності таких конструкцій потрібно 

знати їх напружено-деформований стан. 

Задача згину неоднорідних анізотропних 

пластин на пружній основі є однією з актуальних 

задач теорії пружності. В замкнутій аналітичній 

формі розв’язок цієї задачі можна побудувати 

лише для деяких крайових задач  1     3]. 

Альтернативним підходом є пошук 

наближеного розв’язання цієї задачі [4     6] є 

представлення розв’язку у вигляді рядів. Також, 

можна використовуючи варіаційні методи, звести 

вихідні рівняння в частинних похідних до 

системи звичайних диференціальних рівнянь. 

Недоліком цих методів є їх явна залежність від 

способів задання крайових умов і видів 

навантаження. Застосування скінченно-

різницевого підходу призводить до труднощів 

задання граничних умов та задовільної точності 

одержаних чисельних розв’язків. 

У даній роботі для чисельного розв’язання 

задачі про згин пластини застосовується 

комбінований чисельно-аналітичний підхід. У 

якості ітераційних методів розв’язання задачі 

використовуються методи збурень та послідовних 

наближень, а для знаходження функції прогинів 

на кожному кроці ітераційного процесу    метод 

Нав’є. 

Також в роботі проаналізовано придатність 

методу послідовних наближень та методу 

збурень для чисельного розв’язання задачі 

визначення напружено-деформованого стану 

пружної неоднорідної ортотропної пластини на 

пружній основі, межі застосування цих методів, 

їх точність та збіжність ітераційного процесу при 

розв’язанні задач деформації неоднорідних 

ортотропних пластин. 

Розглянемо пружну неоднорідну ортотропну 

тонку прямокутну пластину на пружній 

вінклерівській основі. На пластину діє 

розподілене поперечне навантаження, а краї 

пластини шарнірно закріплені. Рівняння 

рівноваги в прогинах для пружної неоднорідної 

ортотропної пластини на пружній вінклерівській 

основі запишемо у вигляді: 
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Граничні умови на контурі x const запишуться: 
2 2
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а на контурі y const : 
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  x     параметри пружності,  

1C      модуль зсуву. 

Розглянемо метод послідовних наближень для 

нашої задачі. Рівняння рівноваги можна 

переписати у наступному вигляді: 
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Для к-го кроку методу одержимо наступну 

крайову задачу: 
Рівняння рівноваги 
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та граничні умови на контурі x const : 
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а на контурі y const : 
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Розглянемо тепер визначальні співвідошення 

методу збурень для нашої задачі. Визначальні 

співвідношення методу збурень [7] для k -го 

кроку записуються у вигляді: 
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Як і для методу послідовних наближень, граничні 

умови автоматично задовольняються на кожному 

кроці ітерації. 

Ітераційний процес триває доти, доки 
 

0

0

max
k

x a

y b

w 
 

 

 , де     задана наперед точність 

обчислень. 

Коефіцієнт основи для моделі Вінклера брався 

рівним 7

1 5 10c   . Геометричні характеристики 

пластини: 0.3 ; 0.3 ; 0.02 .a м b м h м    

Для ізотропного матеріалу модуль Юнга 

задавався лінійною функцією координат, а 

коефіцієнт Пуасона та товщина плаcтини – 

постійними. Для анізотропного матеріалу xD  і 

yD  задавалися лінійними функціями координат, 

а xyD  та 1D  – постійними. Розглядалися пластини 

з фанери ( 9

11 1.18 10s   м
2
/Н, 9

22 2.37 10s    

м
2
/Н, 10

12 0.852 10s     м
2
/Н, 8

66 2.03 10s    м
2
/Н, 

88.497 10x   Н/м
2
, 

84.230 10y    Н/м
2
, 

73.055 10xy    Н/м2, 
74.926 10xyG    Н/м2) та з 

гіпотетичного крихкого ізотропного матеріалу, 

близького по модулю Юнга до текстоліту (для 

порівняння брався матеріал із коефіцієнтом Пуа- 

сона як середнє між коефіцієнтами Пуасона 

вздовж (0.085) та поперек (0.065) волокон 

зовнішніх шарів фанери. і модулем Юнга як 

середнє між x  та y ). 

 
 

Рис. 2 Прогин однорідної та неоднорідної 

анізотропних пластин 

 
 

Рис. 1 Прогин однорідної та лінійно-

неоднорідних пластин 
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На рисунку 1 наведено величини прогину 

вздовж осі симетрії однорідної та неоднорідної 

ізотропних пластин. На рисунку 2 наведено 

величини прогину вздовж осі симетрії однорідної 

та неоднорідних ізотропних пластин з лінійним 

розподілом величини модуля Юнга. На рисунку 3 

наведено величини прогину вздовж осі симетрії 

однорідних ізотропних пластин для різних 

значень коефіцієнта Пуасона. Коефіцієнт 

Пуасона для всіх пластин брався рівним 0.075.  

На основі проведених чисельних розрахунків 

можна зробити наступні висновки: 

1) коефіцієнт Пуасона практично не впливає на 

напружений стан пластини (при зміні коефіцієнт 

Пуассона в два рази, різниця між 

інтенсивностями дотичних напружень не 

перевищує 10%), тому можна при використаннi 

методу послідовних наближень вважати його 

постійним, що суттєво спрощує алгоритм 

розв’язання задачі; 

2) метод послідовних наближень, як і метод 

збурень, допускають відхилення 

 1 , ,D x y  ,xD x y ,  ,yD x y ,  ,xyD x y  від їх 

відповідних осереднених значень 1D , xD , 

yD , xyD  не більше ніж на 10%; 

3) метод послідовних наближень, як і метод 

збурень, доволі чутливі до характеру 

неоднорідності пружних характеристик 

пластини. 
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