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Розглянуто оцiнку коефiцiєнтiв нелiнiйної регресiї за спостереженнями з сумiшi зi скiнче-
ною кiлькiстю компонент. Концентрацiї компонент у сумiшi є рiзними для рiзних спостере-
жень. Для побудови оцiнок регресiї використовується узагальнений метод найменших квадра-
тiв Побудованi оцiнки використанi для оцiнки функцiй розподiлу i дисперсiй залишкiв рiзних
компонент. Оцiнки перевiренi симуляцiйним моделюванням i використанi для аналiзу соцiоло-
гiчних даних. Побудованi дiаграми типу квантиль проти квантиля для вiзуального порiвняння
розподiлу залишкiв.

Ключовi слова: асимптотична поведiнка, метод оцiнюючих рiвнянь, модель сумiшi, нелi-
нiйна регресiя, мiнiмакснi ваги, оцiнка дисперсiї.

We consider data in which each observed subject belongs to one of different subpopulations (components).
The true number of component which a subject belongs to is unknown, but the researcher knows the
probabilities that a subject belongs to a given component (concentration of the component in the mi-
xture). The concentrations are different for different observations. So the distribution of the observed
data is a mixture of components’ distributions with varying concentrations. A set of variables is observed
for each subject. Dependence between these variables is described by a nonlinear regression model. The
coefficients of this model are different for different components. An estimator is proposed for these
regression coefficients estimation based on the least squares and generalized estimating equations. Consi-
stency of this estimator is demonstrated under general assumptions. A mixture of logistic regression
models with continuous response is considered as an example. It is shown that the general consistency
conditions are satisfied for this model under very mild assumptions. Performance of the estimator is
assessed by simulations and applied for sociological data analysis. Q-Q diagrams are built for visual
comparison of residuals’ distributions.

Key Words: asymptotic behavior, generalized estimation equations, mixture model, non-linear regressi-
on, minimax weights, variance estimator.
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1 Вступ

Моделi регресiйних сумiшей широко використо-
вуються для опису прикладних статистичних
даних. Як правило, на основi цих моделей бу-
дують оцiнки невiдомих параметрiв [3], [6] i до-
вiрчi множини для них [9],[13]. Важливим еле-
ментом статистичного дослiдження є також дi-
агностика моделi, тобто перевiрка її вiдповiд-
ностi реальним даним. Для регресiйних моде-
лей однорiдних спостережень така дiагности-
ка зазвичай спирається на аналiз залишкiв, що
визначаються як вiдхилення спостережуваних
значень вiдгуку вiд результатiв прогнозування
на основi моделi [4]. У випадку регресiйної су-

мiшi дослiдник працює не з одним прогнозом,
а з набором кiлькох прогнозованих значень, що
вiдповiдають рiзним компонентам сумiшi. Тому
модифiкацiя стандартних технiк аналiзу зали-
шкiв на випадок регресiйних сумiшей являє со-
бою нетривiальну задачу.

У данiй роботi для нелiнiйних моделей ре-
гресiйних сумiшей розглядаються двi задачi
аналiзу залишкiв: оцiнювання дисперсiй похи-
бок i вiзуальна перевiрка припущень про роз-
подiл похибок за допомогою модифiкованої дi-
аграми квантиль-квантиль (QQ-дiаграма). Для
розв’язання цих задач використовуються за-
гальнi методи статистики сумiшей [1], [2] [7].

c⃝ В.О. Мiрошниченко, 2019
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Опис моделi нелiнiйної регресiйної сумiшi
наведено у роздiлi 1. У роздiлi 2 описанi мiнiма-
кснi коефiцiєнти, якi використовуються у роздi-
лi 3 для отримання оцiнок коефiцiєнтiв регресiї.
Використання параметрiв регресiї для аналiзу
залишкiв описано у роздiлi 4. У роздiлi 5 до-
ведена консистентнiсть оцiнок дисперсiй похи-
бок регресiї для рiзних компонентiв сумiшi. По-
ведiнки оцiнок для вибiрок фiксованого обсягу
дослiджено на модельованих даних i застосова-
но для аналiзу соцiологiчних даних у роздiлi 6
i роздiлi 7.

2 Модель сумiшi

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концен-
трацiями. Кожен дослiджуваний об’єкт O нале-
жить одному iз M класiв (компонентiв сумiшi).
Номер компонента, якому належить об’єкт, по-
значимо κ(O) ∈ 1, ...,M . Ця характеристика не
спостерiгається. Вектор спостережуваних змiн-
них об’єкта O позначимо ξ(O). Будемо вважа-
ти, що розподiл спостережуваних змiнних для
кожного компонента описується моделлю нелi-
нiйної структурної регресiї.

Таким чином

ξ(O) = (Y (O), X1(O), ..., Xd(O))T ,

де Y (O) – вiдгук, X(O) = (X1(O), ..., Xd(O)) –
регресори у моделi.

Y (O) = g(X(O), b(κ(O))) + ε(O)

де g – деяка вiдома функцiя g : χd × Θ → R,
b(κ) = (b

(κ)
1 , ..., b

(κ)
d )T ∈ Θ ⊆ Rd, κ = 1, ...,M –

невiдомi коефiцiєнти регресiї для κ-ї компонен-
ти сумiшi, ε(O) – випадкова похибка. Припуска-
ємо, що ε(O):

E[ε(O)|κ(O) = m] = 0,m = 1, ...,M,

та
σ2
m = Var[ε(O)|κ(O) = m] < ∞.

(σ2
m невiдомi).
Fε,m(A) = P(ε(O) ∈ A|κ(O) = m) для до-

вiльної вимiрної A ⊆ R – розподiл випадкової
похибки.

Вектори регресорiв

X(O) = (X1(O), ..., Xd(O))

вважаємо випадковими з розподiлом, що зале-
жить вiд κ(O). Додатково ми припускаємо, що

регресори X(O) та ε(O) – незалежнi при фiксо-
ваному κ(O) = m, m = 1, ...,M . Позначимо
невiдому функцiю розподiлу спостережуваних
змiнних X(O)

FX,m(A) = P(X(O) ∈ A|κ(O) = m)

для довiльної вимiрної A ⊆ Rd.
Вибiрка Ξn, що спостерiгається, складає-

ться зi значень ξi = (Yi, X
T
i )

T = ξ(Oi), j =
i, ..., n, де O1, ..., On - незалежнi об’єкти, якi мо-
жуть належати до рiзних компонентiв з ймовiр-
ностями

pmi = P(κ(Oi) = m),m = ¯1,M ; i = ¯1, n.

(цi ймовiрностi змiшування вiдомi для кожного
об’єкту)

3 Мiнiмакснi емпiричнi навантаження

Нехай далi k – фiксований номер компонента,
для якого оцiнюються параметри b(k). Для оцiн-
ки функцiй розподiлу i FX,k можна використати
навантажену емпiричну функцю розподiлу, як
це зроблено у [8]:

F̂
(k)
X,n(x) =

∑n
i=1 a

(k)
i:nI[Xi < x]

Мiнiмакснi ваги a
(k)
i:n , якi визначенi [10] i якi ма-

ють вигляд

a
(k)
i:n =

1

det Γn

M∑
m=1

(−1)m+kγkm:np
m
i ,

де i – номер об’єкту у вибiрцi, a γkm:n – km-й
мiнор матрицi Грамма Γn = (⟨pk, pm⟩)Mk,m=1, де
pk = (pki )

n
i=1.

4 Оцiнки параметрiв, що отриманi за до-
помогою оцiночних рiвнянь

Для оцiнювання невiдомих параметрiв регре-
сiї природно використати навантажений метод
найменших квадратiв. Для цього складається
функцiонал МНК

Gk
n(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n (Yi − g(Xi, γ))

2

Оцiнки параметрiв регресiї є розв’язком
оцiночного рiвняння, яке отримується шля-
хом диференцiювання наведеного функцiоналу

9



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Gk
n(b

(k)):

∇Gk
n(γ) =

n∑
j=1

∇(a
(k)
j:n(Yj − g(Xj , γ))

2) =

=
n∑

j=1

(−2)a
(k)
j:ns(ξi, γ) = 0, (1)

де

s(z, γ) = (y − g(x, γ))∇g(x, γ), z = (x, y)

Вектор оцiнок буде стацiонарною точкою
функцiоналу але не завжди буде точкою мi-
нiмуму. У деяких випадках розв’язком рiвня-
ння (1) буде множина точок. У такому випадку
як оцiнку можна обрати будь-який елемент цiєї
множини, але ми вимагаємо, щоб оцiнка була
вимiрною функцiєю вiд даних.

Позначимо Jk
n(γ) =

def ∇Gk
n(γ).

Означення: b̂
(k)
n – розв’язок оцiночного

рiвняння (1), тобто така вимiрна функцiя вiд
даних Ξn, що Jk

n(b̂
(k)
n ) = 0 м.н., називається

оцiнкою методу найменших квадратiв.
Введемо наступне позначення:

Γ∞ = lim
n→∞

n−1Γn = lim
n→∞

n−1(

n∑
j=1

pijp
k
j )

M
i,k=1

Далi X(m)
. , Y (m)

. , ε(m)
. – випадковi величини

iз розподiлами:

X(m)
. ∼ FX,m, ε(m)

. ∼ Fε,m – незалежнi,

та

Y (m)
. = g(X(m)

. , b(m)) + ε(m)
. .

5 Застосування до дiаграми квантиль
проти квантиля i оцiнки дисперсiї за-
лишкiв

У роздiлi 3 були побудованi оцiнки b̂
(k)
n , k =

1, ...,M . Їх можна використати для оцiнки фун-
кцiї розподiлу похибок рiзних компонент. Для
цього розглянемо залишки, що вiдповiдають k-
тому компоненту: ui = Yi−g(Xi, b̂

(k)
n ). Оскiльки

у сумiшi присутнi об’єкти, що належать рiзним
компонентам, для оцiнювання функцiї розподi-
лу похибок, що вiдповiдає k-тiй компонентi, ви-
користаємо навантажену ф.р. залишкiв з мiнi-
максними коефiцiєнтами: a(k)i:n :

F̂ε,k(u) =

n∑
i=1

a
(k)
i:nI[ui < u] (2)

Оцiнка (2) може бути використана для по-
будови дiаграми типу квантиль проти квантиля
i для оцiнки моментiв залишкiв, в тому числi i
дисперсiї.

Для вiзуальної перевiрки гiпотез про розпо-
дiл похибок за однорiдними даними використо-
вують дiаграми квантиль проти квантиля (QQ
дiаграма).

Щоб побудувати аналогiчну дiаграму для
залишкiв у моделi сумiшi, розглянемо оцiнки
квантилiв на основi навантажених ф.р., запро-
понованi у [6].

QF̂ε,k(α) =
1

2
(Q

(k)
+ (α) +Q

(k)
− (α)),

тут

Q
(k)
+ (α) = sup (x ∈ R : F̂ε,k(x) 6 α),

Q
(k)
− (α) = inf (x ∈ R : F̂ε,k(x) > α).

Якщо потрiбно перевiрити, що ф.р. зали-
шкiв належить сiм’ї розподiлiв Fε,k, задаємо на-
бiр рiвнiв α1, ..., αN ∈ [0, 1]. На дiаграмi вiдобра-
жаються точки з координатами QF̂ε,k(αi) по го-
ризонталi, i QFε,k(αi) по вертикалi, i ∈ 1, ..., N .
Тут QFε,k(α) - квантиль розподiлу Fε,k iз рiвнем
α. Додатково на дiаграмi проводиться пряма зi
змiщенням 0 i коефiцiєнтом нахилу 1.

На основi (2) можна також побудувати
оцiнку для дисперсiї похибки регресiї k-того
компонента сумiшi.

σ̂2
k(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:n [Yi − g(Xi, γ)]

2.

Тодi статистика σ̂2
k(b̂

(k)
n ) - оцiнка дисперсiї зали-

шкiв k-го компонента.

6 Консистентнiсть оцiнки дисперсiї за-
лишкiв

Для доведення консистентностi σ̂2
k(b̂

(k)
n ) буде ви-

користане наступне твердження з [9]:
Твердження 1
Припустимо що det Γ∞ > 0. Тодi

1 . supj= ¯1,n,k= ¯1,M |a(k)j:n| = O(n−1)

2 . supi,j= ¯1,n,k= ¯1,M,i̸=j |a
(k)
j:n − a

(k)
j:i−| = O(n−2)

10
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Твередження 1 з [12] дає приклади умов
консистентностi оцiнок b̂

(k)
n . Наступна теорема

доводить консистенту збiжнiсть оцiнок σ̂2
k(b̂

(k)
n )

до параметрiв σ2
k.

Теорема
Нехай b̂

(k)
n →P b(k), i ∀γ ∈ Θ ∃E[ε(k). ]4 < ∞

та ∃Eg(X(k)
. , γ)4 < ∞. Тодi ∀α > 0 має мiсце

мiсце вiдношення:

σ̂2
k(b̂

(k)
n )− σ2

k−

Ek[g(X
(k)
. , γ)− g(X(k)

. , b(k))]2|
γ=b̂

(k)
n

= oP (n
−1/2+α)

(3)

Якщо додатково припустити рiвноступене-
ву неперервнiсть g(x, γ) у деякому околi точки
γ = bk i неперервнiсть по x, то:

σ̂2
k(b̂

(k)
n )− σ2

k = oP (1) (4)

Доведення. Для доведення буде використано
наступне твердження з [11].

Твердження 2
Нехай ξn - послiдовнiсть випадкових вели-

чин, для якої iснує перший момент Eξn i дода-
тна дисперсiя D ξn. Тодi:

ξn − Eξn = OP ([D ξn]
1/2).

Щоб довести рiвнiсть (3) знайдемо мате-
матичне сподiвання Eσ̂2

k(γ), оцiнимо дисперсiю
D σ̂2

k(γ), i застосуємо Твердження 2.
Запишемо перший момент оцiнки дисперсiї

похибок в iншому виглядi:

Eσ̂2
k(γ) =

n∑
i=1

a
(k)
i:nE[Yi − g(Xi, γ)]

2 =

n∑
i=1

a
(k)
i:n

M∑
t=1

ptiEt[Y
(t)
. − g(X(k)

. , γ)]2 =

M∑
t=1

Et[Y
(t)
. − g(X(k)

. , γ)]2
n∑

i=1

a
(k)
i:np

t
i =

Ek[Y
(k)
. − g(X(k)

. , γ)]2 (5)

Остання рiвнiсть випливє з iз властивостi
незмiщеностi коефiцiєнтiв a

(k)
i:n :∑n

i=1 a
(k)
i:np

t
i = I[k = t],

що детальнiше описана у [10]. З виразу (5)
можна виокремити параметр дисперсiї зали-
шкiв σ2

k, якщо згадати про центрованiсть по-
хибки ε(k). i, що Y (k)

. = g(X(k)
. , b(k)) + ε(k). . Тодi:

Eσ̂2
k(γ) = Ek[Y

(k)
. − g(X(k)

. , γ)]2 =

σ2
k + Ek[g(X

(k)
. , b(k))− g(X(k)

. , γ)]2

Далi оцiнимо дисперсiю статистики σ̂2
k(γ).

Якщо винести суму i навантаження зi знаку
дисперсiї, то

D σ̂2
k(γ) =

∑n
i |a

(k)
i:n |2D[Yi − g(Xi, γ)]

2.

За припущенням теореми усi дисперсiї iсну-
ють i скiнченнi. Зауважимо, що використання
Твердження 1 для мiнiмаксних коефiцiєнтiв дає
вiдношення

∑n
i |a

(k)
i:n |2 = O(n−1). Це означати-

ме, що D σ̂2
k(γ) = O(n−1) = o(n2α−1),∀α > 0.

У результатi застосування Твердження 2,
маємо ∀γ ∈ Θ,∀α > 0:

σ̂k
2(γ)−σ2

k−Ek[g(X
(k)
. , γ)−g(X(k)

. , b(k))]2 = oP (n
α−1/2)),

i це доводить вiдношення (3) при пiдставленнi
γ = b̂

(k)
n .

Доведемо вiдношення (4). Для цього пока-
жемо, що R(γ) = Ek[g(X

(k)
. , γ) − g(X(k)

. , b(k))]2

неперервна у b(k). З рiвноступеневої неперерв-
ностi g(x, γ) у точцi γ = bk:

Для довiльного λ > 0, iснує δ > 0, для
всiх x ∈ Rd i для всiх γ iз околу b(k) таких,
що |γ − b(k)| < δ, випливає:

|g(x, γ)− g(x, b(k))| < λ (6)

Отже, з (6) отримуємо

|R(γ)| = |Ek[g(X
(k)
. , γ)− g(X(k)

. , b(k))]2| =

|
∫
Rd

[g(x, γ)−g(x, b(k))]2dFk(x)| < ε2
∫
Rd

dFk(x) = ε2

Тобто R(γ) є неперервною у точцi b(k). За при-
пущенням консистентностi оцiнок b̂

(k)
n →P b(k),

R(b̂
(k)
n ) →P R(b(k)) = 0. Тому з (3) випливає

(4).
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7 Моделювання

Було проведено серiю iз H = 1000 експеримен-
тiв для рiзних розмiрiв вибiрки. Цими експе-
риментами перевiрялася консистентнiсть оцiн-
ки σ̂2

k(b̂
(k)
n ) у рiвностi (4) та її уточнення у рiв-

ностi (3). Для цього було пораховано середнє
абсолютне змiщення справжнiх параметрiв вiд
їх оцiнок у (4) i окремо з уточненням (3). Дода-
тково рахувалася i дисперсiя отриманих оцiнок
для рiвностi (4).

Номера компонент генерованих об’єктiв
κi = κ(Oi), i = 1, ..., n обиралися вiдповiдно
до векторiв розподiлу (p1i , ..., p

M
i )ni=1. Тут pki -

ймовiрностi, що згенерованi наступною проце-
дурою:

pki =
uk
i∑M

t=1 u
t
i

;uti ∼ U [0, 1]

Для моделювання регресiї використовува-
лась логiстична модель.

g(X, γ) = 1
1+e−γ0−γ1X1

. Характеристики, якi спостерiгаються для m-
го компонента сумiшi ξ(m)

i = (Y
(m)
i , X

(m)
i ) гене-

рувалися наступним чином:

Y m
i = g(Xm

i , b(m)) + ε
(m)
i

X
(m)
i ≃ N(µ(m),Σ(m)).

ε
(m)
i ≃ N(0, σ2

k)

Параметри розподiлiв та регресiї наведенi у
Таблицi 1.

компонент
1 2

µ(m) 0.0 1.0
Σ(m) 2.0 2.0
b
(m)
0 0.5 0.5
b
(m)
1 2 -1/3
σ2
k 0.05 0.05

Таблиця 1

Результати моделювання для рiвностi (3)
при α = 0.25 i рiвностi (3) наведено у таблицi 2.

Дисперсiї оцiнок σ̂2
k(b̂

(k)
n ) наведенi у таблицi 3.

рiвнiсть (3), α = 0.25 рiвнiсть (4)
n\Компонент 1 2 1 2
100 0.039 0.050 0.01615 0.0099
500 0.0268 0.0191 0.0058 0.0044
1000 0.0145 0.0152 0.0027 0.0028
5000 0.0090 0.0101 0.00099 0.00122
7500 0.0077 0.0097 0.00092 0.00091
10000 0.0073 0.0089 0.00068 0.00076

Таблиця 2. Змiщення
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n\Компонент 1 2
100 0.0048 0.00021
500 1.88e-3 4.31e-5
1000 3.005e-5 2.17e-5
5000 3.61e-6 5.03e-6
7500 2.89e-6 3.02e-6
10000 1.68e-6 2.15e-6

Таблиця 3. Дисперсiї оцiнок

8 Застосування до соцiологiчних даних

Для демонстрацiї дiаграми квантиль проти
квантиля i оцiнки дисперсiї залишкiв було обра-
но соцiологiчнi данi. У нашому прикладi це - ре-
зультати зовнiшнього незалежного оцiнювання
(ЗНО) за 2016 рiк (див [13]), яке складають абi-
турiєнти у вишi. Спостережуванi характеристи-
ки: результати iспитiв iз математики (регресор)
та української мови i лiтератури (вiдгук). Абi-
турiєнтiв, якi подолали мiнiмальний порiг усьо-
го 94 тисячi особи. Ми розглянули випадок, ко-
ли функцiя залежностi - логiстична:

g(X, γ) = 1
1+e−γ0−γ1X1

Оскiльки результати iспитiв - це числа в iнтер-
валi вiд 100 до 200, то вони були переведенi в
iнтервал вiд 0 до 1 вiднiманням i дiленням на
100.

Додатково для кожного абiтурiєнта спосте-
рiгається область, у якiй вiн складав iспит. Це
знання необхiдне для побудови концентрацiй
компонент. Кожна з компонент у сумiшi - це
українськi полiтичнi течiї 2014 року, що об’єд-
нанi у 3 групи:

1 Коалiцiя (проукраїнськi): БПП, Народний
Фронт, Батькiвщина, Радикальна партiя,
Самопомiч.

2 Опозицiя (контрукраїнськi): Опозицiйний
блок, маленькi партiї, проти всiх.

3 Не зацiкавленi у полiтицi, - громадяни, що
не проголосували.

Частку отриманих голосiв пiд час парла-
ментських виборiв 2014 року по рiзних областях
вважатимемо концентрацiями компонент. Далi
кожному абiтурiєнту поставили у вiдповiднiсть
концентрацiї течiй по назвi областi в якiй вони
складали iспити.

Наведеної iнформацiї достатньо, щоб побу-
дувати мiнiмакснi навантаження, i оцiнити па-
раметри регресi. Оцiнки параметрiв регресiї i
оцiнка дисперсiї залишкiв наведенi у Таблицi 3.
За цими параметрами та мiнiмаксними наван-
таженнями були оцiненi функцiї розподiлу за-
лишкiв i побудованi дiаграми квантиль проти
квантиля у припущеннi що апрiорний розподiл
залишкiв має гаусiв розподiл.

Графiки першої колонки - порiвняння оцiн-
ки функцiї розподiлу компонент (суцiльна лi-
нiя) i нормального розподiлу (пунктиром) iз
вiдповiдною дисперсiєю σ2

k. У другiй колонцi зо-
браженi дiаграми квантиль проти квантиля для
оцiнок розподiлiв i нормального розподiлу.

Як видно з дiаграми, квантилi гаусової
функцiї розподiлу з оцiненою дисперсiєю схожi
на квантилi оцiнених розподiлiв. Це каже нам
про те, що при припущенiй логiстичнiй зале-
жностi, залишки можеть бути розподiленi нор-
мально. Для впевненостi слiд розробити стати-
стичний тест перевiрки гiпотез про рiвнiсть роз-
подiлiв.
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9 Висновки

У результатi були побудованi оцiнки розподiлу
залишкiв у регресiйнiй сумiшi. Це наближен-
ня було використано для побудови дiаграм ти-
пу квантиль проти квантиля i оцiнки дисперсiї
залишкiв. Для оцiнки дисперсiї залишкiв дове-
дено теорему про консистентнiсть i результати
перевiренi iмiтацiйним моделюванням. Його ре-

зультати показують що якiсть оцiнок для вибi-
рок понал 5 000 спостережень не дуже сильно
вiдрiзняються вiд результатiв на 5 000. Знайде-
нi оцiнки застосованi для аналiзу даних ЗНО та
виборiв 2014 року. Побудованi дiаграми кван-
тиль проти квантиля показують, розподiли за-
лишкiв для логiстичної функцiї досить близь-
кi до нормальних розподiлiв. Точний результат
можуть дати статистичнi тести.
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