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Анотацiя

У квалiфiкацiйнiй роботi на здобуття ступеня бакалавра висвiтленi вла-
стивостi розв’язкiв диференцiальних включень та проведений аналiз умов
стiйкостi розв’язкiв на основi другого методу Ляпунова. Обгрунтованi тео-
реми про умови стiйкостi та теореми про умови стiйкостi за напрямком для
розв’язкiв диференцiальних включень. Розглянутi в роботi теореми i алгори-
тми можуть бути застосованими при доведеннi теорем iснування розв’язкiв
задач керування, при аналiзi розв’язкiв систем за умов детермiнованої неви-
значеностi.
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Вступ

Виникнення та розвиток теорiї диференцiальних рiвнянь та включень має
як математичне пiдґрунтя – прагнення до узагальнення, так i прикладне –
такi рiвняння та включення використовують для опису реальних фiзичних
систем, з метою аналiзу систем автоматичного керування.

Теорiя диференцiальних включень була заснована в 30-х роках Зарем-
бою С. та Маршо. Її призначенням є дослiдження математичними методами
властивостей розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з розривною правою ча-
стиною, що не залежить вiд розмiщення поверхонь розриву i досить точно
описують рух для широкого класу реальних задач [1].

Новий поштовх до розвитку теорiя диференцiальних включень отримала
пiсля вiдкриття принципу максимуму Понтрягiна та пов’язаним з ним iнтен-
сивним розвитком теорiї керування системами, а саме теорiї оптимального
керування [4].

Диференцiальнi включення є узагальненням для поняття звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь, тому всi питання, що виникають при роботi з дифе-
ренцiальними рiвняннями, зокрема iснування розв’язку, його неперервнiсть,
залежнiсть вiд початкових умов та параметрiв, присутнi також i для дифе-
ренцiальних включень. Оскiльки диференцiальне включення iз заданою по-
чатковою умовою, зазвичай, має багато розв’язкiв, виникають новi задачi,
пов’язанi з дослiдженням множини розв’язкiв, вибором розв‘язкiв iз задани-
ми властивостями, визначенням множини досяжностi, тощо [6].

Актуальнiсть роботи: на теперiшнiй момент теорiя диференцiальних вклю-
чень розвинена досить добре та має перспективи для подальшого розвитку в
зв’язку з великою кiлькiстю сфер застосування диференцiальних включень,
наприклад економiчна, соцiальна, бiологiчна, адже для опису динамiки ма-
кросистем в даних сферах використовують багатозначнi функцiї. Тому при-
родньо використовувати диференцiальнi включення як моделi цих макроси-
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стем. Їх також використовують для опису деяких систем, що неоднозначно
залежать вiд змiни фiзичної величини, яка характеризує стан або властивiсть
тiла, вiд змiни фiзичної величини, що характеризує зовнiшнi умови. Диферен-
цiальнi включення використовують для доведення iснуючих теорем в теорiї
оптимального керування, визначення достатнiх умов оптимального значення,
також вони грають важливу роль в теорiї керування за невизначених умов.

Мета роботи: дослiдити умови стiйкостi розв’язку диференцiального вклю-
чення ẋ ∈ F (t, x). Для досягнення поставленої цiлi були сформульованi на-
ступнi завдання:

1. Ознайомитись з основними поняттями з багатозначного аналiзу: метри-
ка Хаусдорфа, багатозначне вiдображення, iнтегральна лiйка та опорна
функцiя.

2. Розглянути диференцiальнi включення та властивостi їх розв’язкiв.

3. Опрацювати алгоритм побудови множини досяжностi для лiнiйних ди-
ференцiальних включень.

4. Виконати обчислювальний експеримент та побудувати множину дося-
жностi для лiнiйних диференцiальних включень.

5. Опрацювати теореми про стiйкiсть розв’язкiв, якi визначають умови
слабкої та сильної стiйкостi для автономних диференцiальних включень
ẋ ∈ F (x).

6. Обгрунтувати теореми про стiйкiсть розв’язкiв за напрямком l, якi ви-
значають умови слабкої та сильної стiйкостi для диференцiальних вклю-
чень ẋ ∈ F (t, x).

Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв i списку лiтерату-
ри.

У першому роздiлi розглянутi необхiднi для подальшої роботи вiдомостi
з багатозначного аналiзу: абсолютно непепервна фунцiя, її властивостi, те-
орема Арцела, метрика Хаусдорфа, багатозначне вiдображення, iнтегральна
лiйка та опорна функцiя.
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У другому роздiлi були опрацьованi властивостi розв’язкiв диференцiаль-
них включень, а саме: визначення та види розв’язку диференцiального вклю-
чення та теореми iснування розв’язку, властивiсть компактностi та зв’язностi
множини розв’язкiв, залежнiсть розв’язку вiд початкових умов i вiд правої
частини включення, зв’язок мiж множинами розв’язкiв включень ẋ ∈ F (t, x)

i ẋ ∈ coF (t, x), R-розв’язки. Також окремо були розглянутi лiнiйнi дифе-
ренцiальнi включення та описаний алгоритм побудови множини досяжностi
i представлений результат його застосування.

У третьому роздiлi були розглянутi та доведенi теореми, якi визначають
умови слабкої та сильної стiйкостi для автономних диференцiальних вклю-
чень ẋ ∈ F (x) та теореми, якi визначають умови слабкої та сильної стiйкостi
за напрямком l для диференцiальних включень ẋ ∈ F (t, x).
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Роздiл 1

Багатозначнi вiдображення

1.1 Абсолютно непепервна фунцiя, її властиво-
стi

Розглянемо визначення абсолютно неперервної функцiї [2].

Означення 1.1. Функцiя f , задана на деякому вiдрiзку [a, b], називається
абсолютно неперервною на ньому, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться
таке δ > 0, що, якою б не була скiнчена система iнтервалiв, що попарно не
перетинаються

(ak, bk), k = 1, 2, . . . , n

сума довжин яких менша за δ,

n∑
k=1

(bk − ak) < δ

виконується нерiвнiсть

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Властивостi абсолютно неперервних функцiй [2].

1. В означеннi 1.1, замiсть будь-якої скiнченної системи iнтервалiв, сума
довжин яких < δ, можна розглядати будь-яку скiнчену або злiчену
систему iнтервалiв, сума довжин яких < δ. Нехай для даного ε > 0
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вибрали δ > 0 таке, що

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε

для будь-якої скiнченної системи iнтервалiв (ak, bk), що задовольняють

n∑
k=1

(bk − ak) < δ

i нехай (αk, βk) – злiченна система iнтервалiв сума довжин яких не пе-
ревищує δ. Тодi для будь-якого маємо

n∑
k=1

|f(βk)− f(αk)| < ε

при n→∞ отримаємо

∞∑
k=1

|f(βk)− f(αk)| ≤ ε

.

2. Будь-яка абсолютно неперервна функцiя має обмежену варiацiю.

3. Сума абсолютно неперервних функцiй є абсолютно неперервною фун-
кцiєю.

4. Добуток абсолютно неперервної функцiї i числа є абсолютно неперерв-
ною функцiєю.

5. Будь-яка абсолютно неперервна функцiя може бути представлена як
рiзниця двох абсолютно неперервних неспадних функцiй.

1.2 Теорема Арцела

Для вирiшення питання компактностi метричного простору, розглянемо
критерiй компактностi – теорему Арцела [2].
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Теорема 1.1 (Арцела). Для того щоб сiм’я Φ неперервних функцiй, ви-
значена на вiдрiзку [a, b], була вiдносно компактною в C[a, b], необхiдно i
достатньо, щоб ця сiм’я була рiвномiрно обмежена i одностайно неперерв-
на.

1.3 Вiдомостi з багатозначного аналiзу

1.3.1 Метрика Хаусдорфа

Позначимо comp(Rn)– сукупнiсть непорожнiх компактiв з Rn. Якщо B ⊂
Rn – компакт, то вiдстань вiд точки a ∈ Rn до множини B – найменша
вiдстань вiд точок множини B до точки a:

ρ(a,B) = minb∈B‖a− b‖.

Використовуючи вiдстань можна визначити функцiю вiдхилення. Нехай A ∈
comp(Rn), B ∈ comp(Rn). Вiдхиленням множини вiд множини називається [5]

β(A,B) = maxa∈Aρ(a,B).

Властивостi вiдхилення такi [5]:

1. β(A,B) > 0;

2. A ⊆ B ⇔ β(A,B) = 0;

3. не завжди β(A,B) = β(B,A).

Означення 1.2. Метрика Хаусдорфа визначається наступним чином

α(A,B) = max{β(A,B), β(B,A)},

A ∈ comp(Rn), B ∈ comp(Rn) [5].

Метрика Хаусдорфа мiж множинами A,B та найбiльше вiдхилення мiж A,B

спiвпадають. Властивостi метрики Хаусдорфа [5]:

1. α(A,B) > 0;

2. α(A,B) = 0⇔ A = B.
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1.3.2 Багатозначне вiдображення

Багатозначне вiдображення – це довiльна функцiя F : Rm → comp(Rn)

тобто функцiя аргументами якої є вектори x ∈ Rm, а значеннями – елемен-
ти простору comp(Rn), тобто непорожнi компактнi множини з простору (Rn).
Оскiльки простори Rm, comp(Rn) метричнi можна дати визначення неперерв-
ностi для багатозначного вiдображення [5].

Багатозначне вiдображення F (x) неперервне в точцi x0, якщо для будь-
якого ε > 0 знайдеться δ > 0, що нерiвнiсть α(F (x), F (x0)) ≤ ε виконується
коли |x− x0| ≤ δ, тобто α(F (x), F (x0))→ 0 при |x− x0| → 0 [4].

Функцiя F (x) напiвнеперервна зверху (напiвнеперервнi знизу) в точцi x0,
якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться δ > 0 що нерiвнiсть β(F (x), F (x0)) ≤ ε

(β(F (x0), F (x)) ≤ ε) виконується коли |x−x0| ≤ δ, тобто β(F (x), F (x0))→ 0

(β(F (x), F (x0))→ 0) при |x− x0| → 0 [4].
Функцiя неперервна (напiвнеперервна зверху, напiвнеперервна знизу) на

множинi, якщо вона неперервна (напiвнеперервна зверху, напiвнеперервна
знизу) в кожнiй точцi цiєї множини.

Багатозначне вiдображення F : Rm → comp(Rn) є лiпшицевим зi сталою
l, якщо для будь-яких двох точок x1, x2 ∈ Rm виконується

α(F (x1), F (x2)) ≤ l|x1 − x2|

[5].

1.3.3 Iнтегральна лiйка

Розглянемо визначення iнтегральної лiйки та множини досяжностi.

Означення 1.3. Iнтегральною лiйкою задачi (2.1) називається множина
V (t0, x0) всiх точок з D(F ), якi належать графiкам розв’язкiв цiєї задачi
[7].

Означення 1.4. Множиною досяжностi задачi (2.2) в момент часу t1 на-
зивається множина

S(t1, t0, x0) = {x ∈ Rm : (t1, x) ∈ V (K)}.
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Тобто це проекцiя перерiзу iнтегральної лiйки гiперплощиною t = t1 на
фазовий простiр Rn [7].

1.3.4 Опорна функцiя

Опорна функцiя непорожньої компактної множини F ⊂ Rn – це скалярна
функцiя c(F, ψ), що визначається спiввiдношенням

c(F, ψ) = maxf∈F 〈f, ψ〉. (1.1)

[5]
Нехай ψ0 ∈ Rn – деякий фiксований вектор, f0 ∈ F – один з векторiв на

якому досягається максимум в формулi(1.1) для ψ = ψ0 тобто

c(F, ψ) = 〈f0, ψ0〉. (1.2)

Тодi ψ0 – опорний вектор до множини F в точцi f0, сукупнiсть всiх таких
точок U(F, ψ0), що задовольняють рiвнiсть (1.2) називається опорною мно-
жиною до множини F в напрямку ψ0. Гiперплощина Γψ0

в просторi Rn задана
спiввiдношенням

Γψ0
= {x ∈ Rn : 〈x, ψ0〉 = 〈f, ψ0〉},

називається опорною гiперплощиною до множини в напрямку ψ0.

Означення 1.5. Функцiя F : [a, b] × D → comp(Rn), (t, x) → F (t, x), де
[a, b] ⊂ R – промiжок D ⊂ Rn – область, називається вiдображенням типу
Каратеодорi, якщо:

• для будь-якого x ∈ D функцiя F (·, x) – вимiрна;

• майже всюди t ∈ [a, b] функцiя F (t, ·) – неперервна;

• iснує локально iнтегрована функцiя λ : [a, b]→ R така, що ‖F (t, x)‖ ≤
λ(t) для довiльних (t, x) ∈ [a, b]×D.

[7]
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Роздiл 2

Диференцiальнi включення.
Властивостi розв’язкiв

2.1 Iснування розв’язку

Диференцiальне включення – це спiввiдношення

dx

dt
∈ F (t, x) (2.1)

де x = x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) – шукана вектор-функцiя, F – багатозна-
чна функцiя, що ставить у вiдповiднiсть кожнiй точцi з областi D, множину
F (x, t) ⊂ Rn.

Диференцiальне включення (2.1) можна розглядати як узагальнення зви-
чайного диференцiального рiвняння ẋ = f(t, x), у випадку, коли функцiя
f(t, x) неоднозначна. В теорiї диференцiальних включень виникають такi ж
проблеми, якi властивi звичайним диференцiальним рiвнянням. Це теореми
iснування та продовжуваностi розв’язку, обмеженостi, неперервної залежно-
стi вiд початкових умов та параметрiв i т.п. Одночасно, в диференцiального
включення, з кожної початкової точки x0 виходить цiле сiмейство траєкторiй.
У зв’язку з цiєю багатозначнiсть постають питання замкнутостi, опуклостi
сiмейства розв’язкiв, iснування граничних розв’язкiв, видiлення розв’язкiв з
заданими властивостями та багато iнших [1].

Теорiя диференцiальних включення дозволяє вивчати, математичними
методами, властивостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, оскiльки є озна-
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ченням загального розв’язку диференцiального рiвняння з розривною пра-
вою частиною, що не залежить вiд розмiщення поверхнi розриву, i описує
рух для досить широкого класу реальних задач. Наразi теорiя диференцi-
альних включень розвинена досить добре. Вона зародилась в тридцятi роки
минулого столiття, але застосування для неї знайшлося лише пiсля вiдкрит-
тя максимуму Понтрягiна. Виявилося, що в теорiї керування, припущення на
керування, iнодi зручно записувати через багатозначну функцiю f(x, U) [4].

Диференцiальнi включення виникають в деяких математичних i прикла-
дних задачах. Якщо права частина рiвняння x′ = f(t, x) вiдома з похибкою
не бiльше ε, то його розв’язок задовольняє нерiвнiсть |x′− f(t, x)| ≤ ε. Тобто
x′ ∈ F (t, x), де F (t, x) – замкнений ε-окiл точки f(t, x) [4]. До диферен-
цiального включення (2.1) можна звести i бiльш загальну диференцiальну
нерiвнiсть ϕ(t, x, x′) ≤ 0, якщо позначити через F (t, x) множину тих значень
v, для яких ϕ(t, x, v) ≤ 0. Диференцiальнi рiвняння ẋ = f(t, x) з розривними
правими частинами зводяться до диференцiальних включень (2.1), де мно-
жина F (t, x) будується певним чином за заданою вектор-функцiєю f(t, x) [5].

Означення 2.1. Розв’язком диференцiального включення (2.1) називається
абсолютно неперервне багатозначне вiдображення X(·), похiдна якого май-
же всюди задовольняє включення (2.1) [4].

В залежностi вiд властивостей багатозначного вiдображення F (t, x), розв’язок
диференцiального включення має рiзнi диференцiальнi властивостi. Найча-
стiше розглядають клас таких розв’язкiв. Вектор-функцiя x(t), визначена на
iнтервалi або вiдрiзку J [5],

є розв’язком, якщо на J вона абсолютно неперервна i майже всюди
задовольняє включення (2.1);

є правильним розв’язком, якщо вона є розв’язком, а її похiдна непе-
рервна або має розриви лише першого роду;

є класичним розв’язком, якщо на всьому J вона має неперервну похiдну
i задовольняє включення (2.1).

В теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь iнтегральну криву задачi
Кошi можна апроксимувати на скiнченному промiжку ламаною Ейлера, яка
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є графiком наближеного розв’язку даного диференцiального рiвняння. То-
чнiсть наближення залежить вiд кроку h, при цьому, якщо h → 0, то послi-
довнiсть ламаних Ейлера збiгається до iнтегральної кривої диференцiального
рiвняння [7].

Теорема 2.1. Нехай F (t, x) задовольняє основним умовам в G i всi розв’язки,
що проходять через точку p = (t0, x0) ∈ G (або через точки компакту
K ⊂ G ∩ {t0 ≤ t ≤ t1}) на вiдрiзку [t0, t1] iснують i їх графiки мiстяться
в G. Тодi вiдрiзок t0 ≤ t ≤ t1 лунки точки p(або лунки компакту K) i його
перерiз A(t, p) (або A(t,K)) будь-якою площиною t = const є напiвнеперерв-
ними зверху функцiями точки p (або компакту K) [4].

2.2 Теореми iснування розв’язку

Насамперед розглянемо теореми, що визначають умови iснування розв’язку
диференцiального включення (2.1) [5].

Теорема 2.2. Нехай майже при всiх t ∈ [t0, t0 +a] для |x−x0| < b множина
F (t, x) ∈ conv(Rn), багатозначне вiдображення F напiвнеперервне зверху
по x; нехай iснує однозначна вектор-функцiя f(t, x) ∈ F (t, x), яка при будь-
якому x вимiрна по t, i така сумована функцiя m(t), що

|f(t, x)| ≤ m(t)

∫ t0+a

t0

m(t)dt ≤ b. (2.2)

Тодi на вiдрiзку t0 ≤ t ≤ t0 + a iснує розв’язок задачi

ẋ ∈ F (t, x) x(t0) = x0. (2.3)

Теорема 2.3. Нехай майже при всiх t ∈ [t0, t0 +a] для |x−x0| ≤ b множина
F (t, x) ∈ comp(Rn), вiдображення F вимiрне i напiвнеперервне зверху по x,
при x, при яких множина F (t, x) неопукла, вiдображення F неперервне по
x. Нехай |F (t, x)| ≤ m(t) i виконується

∫ t0+a

t0
m(t)dt ≤ b. Тодi на вiдрiзку

[t0, t0 + a] iснує розв’язок задачi 2.3 [5].

Теорема 2.4. Нехай при |t − t0| ≤ a, |x − x0| ≤ b, множина F (t, x) не-
порожня, замкнена, |F (t, x)| ≤ m i багатозначне вiдображення F напiвне-
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перервне знизу по t, x. Тодi на вiдрiзку |t − t0| ≤ d, d > 0 iснує розв’язок
2.3 [5].

Теорема 2.5. Нехай виконуються наступнi умови:

1. вiдображення F з (2.1) задовольняє умовам Каратеодорi;

2. вiдображення F (t, ·) є лiпшецевим зi сталою l;

3. абсолютно неперервна функцiя y : [0,∆]→ D ⊂ Rm задовольняє нерiв-
ностi ρ(ẋ(t), F (t, y(t))) ≤ η(t) майже всюди на t ∈ [0,∆], де функцiя
η ∈ L1([0,∆], R);

4. B̄(x0, ρ0) ⊂ D, де ρ0 =
∫ ∆

0 λ(s)ds, функцiя λ з 1.5 для вiдображення F .

Тодi на вiдрiзку [0,∆] iснує розв’язок x(t) задачi (2.1) такий, що ‖x(t) −
y(t)‖ ≤ r(t), де функцiя r – розв’язок задачi Кошi

ṙ = lr + η(t), r(0) = ‖x(0)− y(0)‖, (2.4)

тобто

r(t) = r0e
lt +

∫ t

0

el(t−s)η(s)ds, r0 = r(0). (2.5)

[7]

Теорема 2.6. Нехай виконуються умови 1), 2), 4) теореми 2.5 i для вiд-
ображень F,G виконується нерiвнiсть

β(G(t, y), F (t, y)) ≤ η(t),

де η ∈ L1([0,∆], R). Тодi для довiльного розв’язку y : [0,∆]→ Rm задачi

ẏ ∈ G(t, y), y(0) = y0 (2.6)

iснує розв’язок задачi (2.1) таке, що виконується

‖x(t)− y(t)‖ ≤ r(t),

де функцiя r(t) визначається спiввiдношенням (2.5) [7].
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Нехай в деякiй областi D для всiх t, x виконуються наступнi умови

1. множина F (t, x) непорожня, замкнена;

2. |F (t, x)| ≤ m(t), функцiя m(t)сумована;

3. функцiя F (t, x) напiвнеперервна зверху по x;

4. функцiя F (t, x) вимiрна по t;

5. множина F (t, x) опукла.

За даних умов справедливi теореми про iснування та продовження розв’язкi.

2.3 Компактнiсть та зв’язнiсть

Розглянево властивiсть компактностi та зв’язностi множини розв’язкiв ди-
ференцiального включення. Має мiсце наступна лема [5].

Лема 2.1. Нехай в замкненiй областi виконуються умови 1)-3). Тодi грани-
ця збiжної послiдовностi розв’язкiв включення (2.1) є розв’язком включення

ẋ ∈ coF (t, x). (2.7)

Така границя може не бути розв’язком включення (2.1) якщо множина
F (t, x) неопукла

Теорема 2.7. Нехай в обмеженiй замкненiй областi D виконанi умови 1)-
5). Якщо всi розв’язки включення (2.1) з початковою умовою x(t0) = x0

на вiдрiзку [a, b] iснують та належать D, то множина HF (t0, x0) таких
розв’зкiв є компактом в метрицi C[a, b]. Ту ж властивiсть має множина
HF (K) всiх розв’язкiв з довiльними початковими умовами (t0, x0) ∈ K, K
– компакт, K ⊂ D. Якщо K – зв’язний компакт ( якщо K – точка), то
множина HF (K) зв’язна [5].

У випадку виконання умов 1)-5) з теореми 2.7 слiдує компактнiсть (у ви-
падку зв’язностi K, слiдує також зв’язнiсть) вiдрiзку a ≤ t ≤ b лiйки то-
чки або компактної множини K i перерiзу цiєї лiйки довiльною площиною
t = t1 ∈ [a, b] [5].
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Якщо множина F (t, x) неопукла, то лiйка i множина досяжностi можуть
бути незамкненi.

Теорема 2.8. За умов 1)-5) для будь-якої точки (t1, x1) границi перезiзу t =

t1 лiйки iснує розв’язок xΓ(t), що проходять через цю точку, i що проходять
при t0 ≤ t ≤ t1 по межi лiйки. Якщо, крiм того, F (t, x) неперервна по x,то
ẋΓ(t) ∈ ∂F (t, xΓ(t)) майже при всiх t ∈ [t0, t1] [5].

2.4 Залежнiсть вiд початкових умов i вiд пра-
вої частини включення

Наближеним розв’язком з точнiстю до δ (δ-розв’язком) включення(2.1) на
вдрiзку a ≤ t ≤ b називається така абсолютно неперервна функцiя x(t), що
для неї та деякої функцiї y(t) майже всюди на [a, b] маємо |y(t)− x(t)| < δ,

ρ(ẋ(t), F (t, y(t))) ≤ η(t),

∫ b

a

η(t)dt ≤ (b− a)δ. (2.8)

Лема 2.2. Нехай F (t, x) задовольняє умови 1)-3) в обмеженiй замкненiй
областi D, графiки δk-розв’язкiв xk(t) включення (2.1) при a ≤ t ≤ b мiсти-
ться в D, δk → 0, k → ∞. Тодi з послiдовностi {xk(t)} можна видiлити
пiдпослiдовнiсть, що збiгається рiвномiрно на [a, b]; границя будь-якої пiд-
послiдовностi δk-розв’язкiв (δk → 0, k → ∞) включення (2.1) є розв’язком
включення (2.7) [5].

Якщо множина F неопукла, то не завжди границя послiдовностi δk-розв’язкiв
(квазiтраєкторiя включення (2.1)) є границею послiдовностi розв’язкiв вклю-
чення (2.1).

Умови, при яких множина розв’язкiв i вiдрiзок лiйки неперервно зале-
жать вiд початкових умов i правої частини включення. Припускається, що
всi розв’язки, якi розглядаються, проходять всерединi D.

Теорема 2.9. Нехай F (t, x) в областi D задовольняє умовам 1), 4), 5), i для
довiльного r > 0 при |x− y| ≤ r для майже всiх t маємо

α(F (t, x), F (t, y)) ≤ ω(t, r); (2.9)
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функцiя ω(t, r) вимiрна по t, неперервна по r, ω(t, r) ≤ m0(t),m0(t) ∈ L1

(тобто m0(t) сумована), ω(t, 0) = 0. Нехай при t0 ≤ t ≤ t1 функцiя y(t)

абсолютно неперервна, її графiк мiститься в D, y(t0) = y0 i майже при
всiх t ∈ [t0, t1]

ρ(ẏ(t), F (t, y(t)) ≤ η(t), η(t) ∈ L1. (2.10)

Тодi при (t0, x0) ∈ D знайдеться такий розв’язок x(t) задачi (2.3) що

|x(t)− y(t)| ≤ r(t), |ẋ(t)− ẏ(t)| ≤ ω(t, r(t)) + η(t) (2.11)

при майже всiх t ∈ [t0, t
∗].r(t) – верхнiй розв’язок задачi

ṙ(t) = ω(t, r) + η(t), r(t0) = |x0 − y0|, (2.12)

t∗ – довiльне таке, що (t, x(t)) ∈ D при t0 ≤ t ≤ t∗ [5].

Наслiдок 2.1. Будь-який перерiз t = t′ (t′ ∈ [t0, t
∗]) лiйки точки (t0, y0) для

включення ẏ ∈ G(t, y) мiститься в замкненому околi радiуса r(t′) перерiзу
t = t′ лiйки точки (t0, x0) для включення (2.1), r(t) визначено в теоремi
2.9 [5].

Наслiдок 2.2. Якщо верхнiй розв’язок задачi ṙ(t) = ω(t, r), r(t0) = 0 рiвний
нулю при t0 ≤ t ≤ t1, то на вiдрiзку [t0, t1] множина розв’язкiв HF (t0, x0) i
вiдрiзок лiйки точки (t0, x0) для включення (2.7) неперервно залежать вiд
x0 i вiд функцiї F [5].

Наслiдок 2.2 справедливий коли, наприклад, функцiя F (t, x) задовольняє
умовi Лiпшиця по x:

α(F (t, x), F (t, y)) ≤ k(t)|x− y|, k(t) ∈ L1. (2.13)

2.5 Зв’язок мiж множинами розв’язкi включень
ẋ ∈ F (t, x) i ẋ ∈ coF (t, x)

Функцiя ω(t, r) ≥ 0 (t ≥ t0, 0 ≤ r ≤ b) є функцiєю Камке, якщо вона
неперервна по r, вимiрна по t, ω(t, r) ≤ m0(t), m0(t) ∈ L1[0, c] для будь-якого
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c i при t ≥ t0 єдиним розв’язком задачi ṙ = ω(t, r), r(t0) = 0 є функцiя
r(t) ≡ 0 [5].

Теорема 2.10. Нехай F (t, x) задовольняє умови 1), 2), 4) i (2.9), де ω –
функцiя Камке. Тодi кожен розв’язок включення (2.7) з початковою умо-
вою x(t0) = x0 є границею для рiвномiрно збiжної послiдовностiрозв’язкiв
включення (2.1) з тою ж початковою умовою. Цi розв’язки можна вибра-
ти правильними або класичними, якщо виконанi умови iснування таких
розв’язкiв [5].

2.6 R-розв’язки

Нехай маємо включення (2.1) i виконуються умови 1), 2), 4), 5). Нехай
функцiя F неперервна по x, Перерiз iнтегральної лiйки площиною t = const

буде замкненою множиною R0(t), що залежжть вiд t. Отже лiйка є графiком
багатозначної функцiї R0(t) [5].

Багатозначна функцiя R0(t) (t0 ≤ t ≤ t1) називається R-розв’язком, що
породжений диференцiальним включенням (2.1), якщо для кожного t множи-
на R(t) замкнен, функцiя R(t) абсолютно неперервна (тобто для будь-якого
ε > 0 знайдеться таке δ > 0, що для довiльних iнтервалiв, що не пертинаю-
ться, (ai, bi) ⊂ [t0, t1] сума довжин яких

∑
(bi−ai) маємо

∑
α(R(bi), R(ai)) <

ε) i для майже всiх t

1

h
α(R(t+ h),

⋃
x∈R(t)

(x+ hF (t, x)))→ 0, (h→ +0). (2.14)

Теорема 2.11. Для довiльного компакту R ⊂ Rn iснує R-розв’язок з поча-
тковою умовою R(t0) = K. Iнтегральна лiйка є графiком R-розв’язку R0(t).
Якщо виконана умова (2.9) з функцiєю Камке ω(t, r), то R-розв’язок з по-
чатковою умовою R(t0) = K єдиний, неперервно залежить вiд K i графiк
R(t) є iнтегральною лiйкою [5].

Теорема 2.12 (Фiлiппова-Кастена). Нехай n ∈ N , V – вiдкрита пiдмножи-
на з Rn, v0 ∈ V i функцiя f : T × V ×R→ Rn вимiрна по v, r,неперервна по
t для всiх (t, v, r) ∈ T × V × R. Бiльш того, нехай функцiя y : T → V аб-
солютно неперервна, y(t0) = v0 i множина Rb(t) замкнена майже для всiх
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t ∈ T . Тодi

1. ẏ(t) = f(t, y(t), ρ(t)) майже всюди в T для деякого ρ ∈ Rb тодi i тiльки
тодi, коли

ẏ(t) = f(t, y(t), Rb(t))

майже всюди в T .

2. Бiльш того, якщо вiдображення Γ : T → comp(X) вимiрне, i функцiя
ϕ : T × V ×X → Rn вимiрна по v, x,неперервна по t i

f(t, v, Rb(t)) = ϕ(t, v,Γ(t))

для всiх (t, v, r) ∈ T × V ×X, то

ẏ(t) = f(t, y(t), ρ(t))

майже всюди в T для деякого ρ ∈ Rb (тобо для деякої однозначної
вiтки ρ з Rb) тодi i тiльки тодi, коли

ẏ(t) = ϕ(t, y(t), ξ(t))

майже всюди в T для деякой однозначної вiтки ξ з Γ

[3].

2.7 Лiнiйнi диференцiальнi включення

Лiнiйне диференцiальне включення – це включення виду

ẋ ∈ A(t)x(t) +B(t)U(t) (2.15)

Множина досяжностi для лiнiйного диференцiального включення (2.15)
шукається за наступною формулою

X (t,M0) = Θ(t, t0)M0 +

∫ t

t0

Θ(t, s)B(s)U (s)ds, (2.16)

де Θ(t, t0) – фундаментальна матриця системи нормована за моментом t0,
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Θ(t, s) – фундаментальна матриця системи нормована за моментом s, U (t) –
клас допустимих керувань, M0 – множина початкових умов, t0 – початковий
момент часу.

Приклад 2.1. Знайти множину досяжностi для лiнiйного диференцiального
включення

ẋ ∈ ax+ U ,

де a – довiльна стала, U (t) = [−b, b] – клас допустимих керувань, b > 0,
M0 = [−1, 1], t0 = 0 – початковий момент часу.

Розв’язання. Знайдемо фундаментальну матрицю: Θ(t, 0) = Θ(t) = eat та
матрицю нормовану за моментом s: Θ(t, s) = ea(t−s). Для знаходження мно-
жини досяжностi, пiдставимо у формулу (2.16) вiдомi значення, отримаємо

X (t, [−1, 1]) = eat[−1, 1] +

∫ t

0

ea(t−s)[−b, b]ds =
[
−eat, eat

]
+

+ [−b, b]
(
−ea(t−s)

a

)∣∣∣∣t
0

=
[
−eat, eat

]
+

[
− b
a

(eat − 1),
b

a
(eat − 1)

]
=

=

[
−eat

(
b

a
+ 1

)
+
b

a
, eat

(
b

a
+ 1

)
− b

a

]
.

Розглянемо випадок коли a = 0.0025 та b = 0.00125, t ∈ [0, 800]. Тодi
множина досяжностi матиме вигляд:

X (t, [−1, 1]) =
[
−1.5e0.0025t + 0.5, 1.5e0.0025t − 0.5

]
.

На графiку 2.1 можемо бачити, множину досяжностi що знаходиться мiж
кривими −1.5e0.0025t + 0.5 та 1.5e0.0025t − 0.5.

Приклад 2.2. Знайти опорну функцiю множини досяжностi для системи

ẋ(t) ∈ A(t)x(t) + Kr(0),

де A(t) =

(
0 1

−1 0

)
, x(t) =

(
x1(t)

x2(t)

)
, t ≥ 0, t0 = 0,

U (t) = Kr(0) = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ r2},
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Рис. 2.1. Приклад 2.1

x(0) ∈M0,
M0 = K1(0) = {(x1, x2) : x2

1 + x2
2 ≤ 1}.

Розв’яжемо систему диференцiальних рiвнянь{
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −x1(t).

Тодi фундаментальна матриця, для даної системи, матиме наступний вигляд

Θ(t) =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
.

I вiдповiдно фундаментальна матриця нормована за моментом s

Θ(t, s) =

(
cos(t− s) sin(t− s)
− sin(t− s) cos(t− s)

)
.

Запишемо загальну формулу для знахоження опорної функцiї множини дося-
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жностi для системи

c(X (t,M0), ψ) = c(M0,Θ
∗(t, t0)ψ) +

∫ t

t0

c(U (t),Θ∗(t, s)ψ)ds. (2.17)

Виконаємо деякi попереднi розрахунки i знайдемо опорну функцiю для M0

c

(
M0,

(
ψ1

ψ2

))
= ‖ψ1‖+ ‖ψ2‖

та для U

c

(
U (t),

(
ψ1

ψ2

))
= r‖ψ1‖+ r‖ψ2‖.

Пiдставивши всi отриманi значення в формулу для знаходження опорної фун-
кцiї (2.17), отримаємо

c(X (t), ψ) = ‖ψ1 cos t− ψ2 sin t‖+ ‖ψ1 sin t+ ψ2 cos t‖+

+ r

∫ t

0

‖ψ1 cos(t− s)− ψ2 sin(t− s)‖ds+

+ r

∫ t

0

‖ψ1 sin(t− s) + ψ2 cos(t− s)‖ds. (2.18)

Розглянемо лiнiйне диференцiальне включення де x = (x1, x2, . . . , xn) –
вектор, тодi практично неможливо знайти аналiтичну форму множини дося-
жностi, лише в окремих випадках, наприклад коли матриця системи нульова.
Нехай x = (x1, x2), маємо формулу

X (t) = {x1, x2 : ψ1x1 + ψ2x2 ≤ c(ψ1, ψ2), ∀ψ1, ψ2 ψ2
1 + ψ2

2 = 1}, (2.19)

зазвичай ψ1 та ψ2 вибирають з деякої замкненої поверхнi, яка охоплює точку
0, наприклад з одиничної сфери. Якщо зафiксувати ψ1, ψ2, то c(ψ1, ψ2) =

const i (2.19) описує деяку множину що знаходиться мiж прямими

ψ1x1 + ψ2x2 = c(ψ1, ψ2)

де ψ1 = const, ψ2 = const. Щоб знайти множину X (t), знаходимо опорну
функцiю, перебираємо всi ψ1, ψ2, що належать одиничнiй сферi та будуємо
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прямi що задовольняють

ψ1x1 + ψ2x2 = c(ψ1, ψ2).

Оскiльки ψ1, ψ2 нескiнченна кiлькiсть, отримаємо нескiнченну систему лiнiй-
них нерiвностей. Формула (2.19) – аналiтичний вигляд множини досяжностi
для x = (x1, x2). Щоб графiчно зобразити множину досяжностi, потрiбно роз-
бити одиничну сферу на вiдрiзки i, для кожної точки, що розбиває сферу, по-
будувати опорну гiперплощину (2.19). Будуючи кожну наступну гiперплощи-
ну, шукаємо пертин даної множини з множиною, отриманою на попередньому
кроцi. Процес продовжується доки не перетнемо першу гiперплощину. Щоб
побудувати сiтку розбиття для кола скористаємось сферичними координата-
ми {

ψ1 = cos p,

ψ2 = sin p,

де p ∈ [0, 2π). Для рiвномiрної сiтки p = p0 + kh де h = 2π
n , n ∈ N .

Алгоритм наближеної графiчної побудови множини досяжностi перетину
iнтегральної лiйки лiнiйного диференцiального включення

1. Знаходимо опорну функцiю множини досяжностi.

2. Для кожного p знаходимо ψ1, ψ2.

3. Для кожного ψ1, ψ2 з (2.19) знаходимо множину X (t).

4. Обходячи кожен вузол сiтки, розв’язуємо систему рiвнянь, додаючи на
кожному кроцi наступне рiвняння до системи.

Покладемо в прикладi 2.2 r2 = 1, тобто

U (t) = K1(0) = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ 1},
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тодi отримаємо наступну опорну функцiю

c(X (t), ψ) = ‖ψ1 cos t− ψ2 sin t‖+ ‖ψ1 sin t+ ψ2 cos t‖+

+

∫ t

0

‖ψ1 cos(t− s)− ψ2 sin(t− s)‖ds+

+

∫ t

0

‖ψ1 sin(t− s) + ψ2 cos(t− s)‖ds. (2.20)

За наведеним алгоритмом побудуємо множини досяжностi, з рiзними значе-
ннями T , x1(0) та x2(0). Отримаємо наступнi результати (Рисунки: 2.2, 2.3,
2.4, 2.5, 2.6):

Рис. 2.2. T = 10 x1(0) = 0, x2(0) = 1
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Рис. 2.3. T = 11 x1(0) = 0.5, x2(0) = 0.7

Рис. 2.4. T = 45 x1(0) = −0.4, x2(0) = −0.9
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Рис. 2.5. T = 48 x1(0) = 0.8, x2(0) = 0.6

Рис. 2.6. T = 106 x1(0) = 0.4, x2(0) = −0.8
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Роздiл 3

Стiйкiсть диференцiального
включення

3.1 Теореми Ляпунова про стiйкiсть для дифе-
ренцiальних включень

Розглянемо автономне диференцiальне включення

ẋ ∈ F (x). (3.1)

Оскiльки диференцiальнi включення не мають єдиного розв’язку, для них
розглядається слабка та сильна стiйкiсть.

Означення 3.1. Розв’язок диференцiального включення x(t) є сильно стiй-
ким, якщо ∀ε ∃δ таке, що всi розв’язки, що виходять з δ-околу нульового
розв’язку x(t) = 0, лежать на вiдстанi, що не перевищує ε, до незбуреного
роз’язку.

Означення 3.2. Розв’язок диференцiального включення є слабко стiйким,
якщо ∀ε ∃δ i iснує хоча б один розв’язок, що належить δ-околу нульового
розв’язку x(t) = 0, лежить на вiдстанi, що не перевищує ε до незбуреного
роз’язку.

Для функцiї V (x) ∈ C1 введемо поняття верхньої та нижньої похiдної в
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силу диференцiального включення

V̇ ∗ = sup
y∈F (x)

(∇V ) · y, V̇∗ = inf
y∈F (x)

(∇V ) · y, (3.2)

де ∇V ≡ gradxV . Для будь-якого розв’язку x(t) за майже всiх t виконується

V̇ = (∇V ) · ẋ, V̇∗ ≤ V̇ ≤ V̇ ∗.

Теорема 3.1. Нехай на множинi D(|x| < ρ0) для правої частини диферен-
цiального включення (3.1) виконуються умови: F (x) ∈ conv(Rn), F (x) –
напiвнеперервна зверху за x, 0 ∈ F (0) i iснують функцiї V (x) ∈ C1, V0 ∈ C,
для яких

V (0) = 0, V (x) ≥ V0(x) > 0 (0 < |x| < ε0). (3.3)

Тодi, якщо V̇ ∗ ≤ 0 в D, то розв’язок x(t) ≡ 0 сильно стiйкий [6], [4].

Доведення. Нехай ε > 0, ε < ρ. Розглянемо множину

Ω = {|x| = ε},

V (x) – неперервна функцiя тому, ∃x∗ ∈ Ω, minx∈Ω V (x) = V (x∗) = C.
Оскiльки V (x) – додатновизначена функцiя C > 0. Нехай δ > 0 таке що,
V (x) < C для всiх |x| < δ. Розглянемо розв’язок x(·) автономного диферен-
цiального включення (3.1) де |x(0)| < δ. Розв’язок iснує на деякому промiжку
[0, T ].

Покажемо що |x(t)| < ε при t ≥ 0. Оскiльки V (x) ∈ C1 можемо записати

V (x(t))− V (x(0)) =

∫ t

0

V̇ (x(s))ds ≤
∫ t

0

V̇ ∗(x(s))ds ≤ 0 ∀t ∈ [0, T ].

Отже V (x(t)) ≤ V (x(0)). Оскiльки |x(0)| < δ то V (x(t)) ≤ V (x(0)) < C.
Отже як тiльки |x(0)| < δ виконується |x(t)| < ε ∀t ∈ [0, T ]. З чого слiдує,
що розв’язок x(t) ≡ 0 сильно стiйкий.

Теорема 3.2. Нехай на множинi D(|x| < ρ0) диференцiальне включення
(3.1) задоволяє умовам довiльної теореми про iснування розв’язкiв, 0 ∈ F (0)
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i iснують функцiї V (x) ∈ C1, V0 ∈ C, для яких

V (0) = 0, V (x) ≥ V0(x) > 0 (0 < |x| < ε0). (3.4)

Тодi, якщо V̇∗ ≤ 0 в D, то розв’язок x(t) ≡ 0 слабко стiйкий [6], [4].

Доведення. Нехай ε > 0, ε < ρ. Розглянемо множину

Ω = {|x| = ε},

V (x) – неперервна функцiя тому, ∃x∗ ∈ Ω, minx∈Ω V (x) = V (x∗) = C.
Оскiльки V (x) – додатновизначена функцiя C > 0. Розглянемо множину
ξ = {|x| ≤ ε|V (x) ≤ C}. Нехай δ > 0 таке що, V (x) < C для всiх |x| < δ. F (x)

задовольняє умовам довiльної теореми про iснування розв’язкiв, тому може-
мо сказати, що F (x) – напiвнеперервна зверху функцiя, F (x) ∈ comp(Rn). З
умови iснує функцiя V0(x) така, що V0(x) > 0. Для довiльної точки x ∈ Ω

виконується V̇∗ ≤ −V0(x), що, для даного випадку, еквiвалентно ∀x0 ∈ ξ iснує
розв’язок x(·), що задовольняє

V (x(t))− V (x(0)) ≤ −
∫ t

0

V0(x(s)) ≤ 0.

З чого слiдує V (x(t)) ≤ V (x(0)) < C. Отже, як тiльки |x(0)| < δ знайдеться
|x(t)| < ε ∀t ∈ [0, T ]. З чого слiдує, що розв’язок x(t) ≡ 0 слабко стiйкий.

3.2 Стiйкiсть за напрямком

Нехай маємо систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= F (t, x), t ≥ t0, (3.5)

де: x – вектор стану розмiрностi n; F (t, x) – вектор-функцiя, що задовольня-
єумови теореми iснування та єдиностi розв’язку та F (0, t) = 0 для довiльного
t ≥ t0. Припустимо, в n-мiрному просторi заданий вектор l, норма якого рiвна
1. Маємо означення стiйкостi за напрямком l.

Означення 3.3. Незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.5) є стiйким за
напрямком l, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що ‖x(t)‖ < ε
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для довiльних початкових умов x(t0) = kl, 0 < k ≤ δ. Якщо крiм умов
означення 3.4 виконується умова ‖x(t)‖ → 0 при t → ∞, то незбурений
розв’язок x(t) ≡ 0 системи 3.4 називається асимптотично стiйким за
напрямком l [8].

Важливо зазначити, що зi стiйкостi за Ляпуновим слiдує стiйкiсть за будь-
яким напрямком але не навпаки. Так система може бути стiйка за певними
напрямками, але нестiйка за Ляпуновим.

Приклад 3.1. Наприклад для системи диференцiальних рiвнянь

ẋ1(t) = −x1(t) + x2(t)

ẋ2(t) = x2(t)

маємо характеристичне рiвняння λ2 − 1 = 0, коренями якого є λ1 = 1, λ2 =

−1. За таких значень система буде нестiйка за Ляпуновим, але вона буде

асимптотично стiйка за напрямком l =

(
1

0

)
, тобто в напрямку власного

вектора, що вiдповiдає кореню λ2 = −1 [8].

Позначимо Mtl множина всiх точок в момент часу t, якi мiстять перетво-
рення вiдрiзку початкових умов x(t0) = k1l, 0 ≤ k1 ≤ k, системою диферен-
цiальних рiвнянь (3.5) за напрямком l [8].

Означення 3.4. Незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.5) є стiйким за
Ляпуновим за напрямком l, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ(ε) > 0,
що розв’язок ‖x(t)‖ < ε, t ≥ t0, для всiх початкових умов x(t0) = kl, 0 ≤ k <

δ. Якщо крiм того ‖x(t)‖ → 0 при t→∞, то незбурений розв’язок x(t) ≡ 0

системи 3.4 називається асимптотично стiйким за Ляпуновим [8].

Виконується наступна теорема.

Теорема 3.3. Якщо для системи (3.5) знайдеться додатновизначена наMtl

функцiя Ляпунова V (t, x), повна похiдна в силу системи (3.5) якої на цiй
множинi недодатна,

(
dV (t,x)
dt

)
(3.6)
≤ 0, тодi розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.5)

стiйкий за Ляпуновим в напрямку l [8].

Доведення. Розглянемо множину

Ω = {x ∈Mtl|‖x(t)‖ = ε}.
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Оскiльки V (t, x) – додатновизначена на Mtl то V (t, x) додатновизначена та-
кож на Ω, та iснує неперервна i додатновизначена функцiя W (x) така, що

V (t, x) ≥ W (x), x ∈ Ω.

Ω – компактна множина, тому за теоремою Вейєрштрасса знайдеться точка
x∗ ∈ Ω, що

min
x∈Ω

W (x) = W (x∗) = C,

отже V (x∗, t) ≥ C ≥ 0. Вiд супротивного. Припустимо iснує момент часу
t1 > t0 що ‖x(t1)‖ = ε. Оскiльки V (0, t) = 0 то знайдеться δ > 0, що ‖x‖ ≤ δ

(‖x0‖ ≤ δ) тодi V (t, x) < C. За умовою теореми маємо(
dV (t, x)

dt

)
(3.6)
≤ 0.

Проiнтегруємо останню нерiвнiсть, отримаємо∫ t1

t0

(
dV (t, x)

dt

)
(3.6)

= V (x(t1))− V (x0) ≤ 0,

маємо наступне спiввiдношення

C ≤ V (t, x1) ≤ V (x0) < C.

Отримана нерiвнiсть не виконується. Отже припущення, що знайдеться таке
t1 > t0, що ‖x(t1)‖ = ε, невiрне. Теорему доведено.

Розглянемо аналогiчнi означення для диференцiальних включень

ẋ ∈ F (t, x). (3.6)

Множина Mtl для диференцiальних включень визначається аналогiчно,
як i для системи диференцiальних рiвнять, а саме це множина всiх точок в
момент часу t, якi мiстять перетворення вiдрiзку початкових умов x(t0) = k1l,
0 ≤ k1 ≤ k, системою диференцiальних рiвнянь (3.6) за напрямком l.

Для функцiї V (t, x) ∈ C1 верхня та нижня похiдна в силу диференцiаль-
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ного включення визначаються як

V̇ ∗ = sup
y∈F (x)

(Vt +∇V · y), V̇∗ = inf
y∈F (x)

(Vt +∇V · y), (3.7)

де ∇V ≡ gradxV . Для довiльного розв’язку x(t), за майже всiх t виконується

V̇ = Vt +∇V · ẋ, V̇∗ ≤ V̇ ≤ V̇ ∗.

Означення 3.5. Розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.6) сильно стiйкий за на-
прямком l, якщо для кожного ε > 0 iснує таке δ > 0, що всi розв’язки
‖x(t)‖ < ε , t ≥ t0, для всiх початкових умов x(t0) = kl, 0 ≤ k ≤ δ.

Означення 3.6. Розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.6) слабко стiйкий за на-
прямком l, якщо для кожного ε > 0 iснує таке δ > 0, що хоча б один
розв’язок ‖x(t)‖ < ε , t ≥ t0, для всiх початкових умов x(t0) = kl, 0 < k ≤ δ.

Виконується наступна теорема.

Теорема 3.4. Якщо для включення (3.6) знайдеться додатновизначена на
Mtl функцiя Ляпунова V (t, x), верхня похiдна якої на цiй множинi недо-
датна V̇ ∗ ≤ 0, тодi розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.6) сильно стiйкий за
Ляпуновим в напрямку l.

Доведення. Розглянемо множину

Ω = {x ∈Mtl|‖x(t)‖ = ε}.

Оскiльки V (t, x) – додатновизначена на Mtl то V (t, x) додатновизначена та-
кож на Ω, та iснує неперервна i додатновизначена функцiя W (x) така, що

V (t, x) ≥ W (x), x ∈ Ω.

Ω – компактна множина, тому за теоремою Вейєрштрасса знайдеться точка
x∗ ∈ Ω, що

min
x∈Ω

W (x) = W (x∗) = C,

отже V (x∗, t) ≥ C ≥ 0. Вiд супротивного. Припустимо iснує момент часу
t1 > t0 що ‖x(t1)‖ = ε. Оскiльки V (0, t) = 0 то знайдеться δ > 0, що ‖x‖ ≤ δ
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(‖x0‖ ≤ δ) тодi V (t, x) < C. За умовою теореми маємо

V̇ ∗ ≤ 0.

Оскiльки V (x) ∈ C1 можемо записати

V (x(t1))− V (x(t0)) =

∫ t1

t0

V̇ (x(s))ds ≤
∫ t1

t0

V̇ ∗(x(s))ds ≤ 0.

Отримаємо наступне
C ≤ V (t, x1) ≤ V (x0) < C.

Отримана нерiвнiсть не виконується. Отже припущення, що знайдеться таке
t1 > t0, що ‖x(t1)‖ = ε, невiрне. Тобто якщо ‖x0‖ ≤ δ то для всiх розв’язкiв
‖x(t)‖ < ε, виконується означення сильної стiйкостi. Теорему доведено.

Теорема 3.5. Якщо для включення (3.6) знайдеться додатновизначена на
Mtl функцiя Ляпунова V (t, x), нижня похiдна якої на цiй множинi недо-
датна V̇∗ ≤ 0, тодi розв’язок x(t) ≡ 0 системи (3.6) слабко стiйкий за
Ляпуновим в напрямку l.

Доведення. Як i для доведення попередньої теореми розглядаємо множину

Ω = {x ∈Mtl|‖x(t)‖ = ε}.

Оскiльки V (t, x) – додатновизначена на Ω, та iснує неперервна i додатнови-
значена функцiя W (x) така, що

V (t, x) ≥ W (x), x ∈ Ω.

Оскiльки Ω – компактна множина, то за теоремою Вейєрштрасса знайдеться
точка x∗ ∈ Ω, що

min
x∈Ω

W (x) = W (x∗) = C,

отже V (x∗, t) ≥ C ≥ 0. Вiд супротивного. Припустимо iснує момент часу
t1 > t0 що ‖x(t1)‖ = ε. Оскiльки V (0, t) = 0 то знайдеться δ > 0, що ‖x‖ ≤ δ

(‖x0‖ ≤ δ) тодi V (t, x) < C. За умовою теореми маємо

V̇∗ ≤ 0.
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Iснує розв’язок x(t) ∈ Ω для якого виконується

V (x(t1))− V (x(t0)) =

∫ t1

t0

V̇ (x(s))ds ≤
∫ t1

t0

V̇ ∗(x(s))ds ≤ 0.

Отримаємо наступне
C ≤ V (t, x1) ≤ V (x0) < C.

Отримана нерiвнiсть не виконується. Отже припущення, що знайдеться таке
t1 > t0, що ‖x(t1)‖ = ε, невiрне. Тобто якщо ‖x0‖ ≤ δ то знайдеться хоча б
один розв’язок, такий що ‖x(t)‖ < ε, виконується означення слабкої стiйкостi.
Теорему доведено.
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Висновки

У квалiфiкацiйнiй роботi на здобуття ступеня бакалавра висвiтленi вла-
стивостi розв’язкiв диференцiальних включень та проведений аналiз умов
стiйкостi розв’язкiв на основi другого методу Ляпунова. Основнi результати
такi:

1. Проаналiзовано властивостi розв’язкiв диференцiальних включень.

2. Реалiзовано алгоритм побудови множини досяжностi лiнiйних диферен-
цiальних включень. Проведенi обчислювальнi експерименти.

3. Розглянуто теореми про умови слабкої та сильної стiйкостi розв’язкiв
автономних диференцiальних включень на основi другого методу Ля-
пунова.

4. Обгрунтовано теореми про умови слабкої i сильної стiйкостi розв’язкiв
диференцiальних включень за напрямком.

Розглянутi в роботi теореми i алгоритми можуть бути застосованими при
доведеннi теорем iснування розв’язкiв задач керування, при аналiзi розв’язкiв
систем за умов детермiнованої невизначеностi.
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