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ESTIMATION OF THE NON-GRAVITATIONAL EFFECTS ON THE CENTAURS ORBITS EVOLUTION 

 
In this work the orbital evolution of some active Centaurs is considered for one thousand years with  and without nongravitational accelerations. An impact 

assessment of nongravitational effects on Centaurs' orbits is made. It is shown that a shift in the date of perihelion passage for Centaurs population objects 
under consideration ranges from 1 second to 79 seconds for one orbit period and from 1 sec to 0.72 days for the entire period of integration (a thousand years). 
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ НЕГРАВИТАЦИОННЫХ ЭФФЕКТОВ НА ЭВОЛЮЦИЮ ОРБИТ КЕНТАВРОВ 

 
В роботе рассмотрена орбитальная эволюция некоторых активных Кентавров на одну тысячу лет с учётом и без учета негравитационных уско-

рений. Получена оценка влияния негравитационных эффектов на эволюцию орбит Кентавров. Показано, что смещение по дате прохождения периге-
лия для рассмотренных объектов популяции Кентавров достигает от 1 до 79 сек за один оборот и от 1 до 0,72 сут. за весь период интегрирования 
(около тысячи лет). 
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РУХ ПРОБНИХ ТІЛ У СТАТИЧНОМУ ГРАВІТАЦІЙНОМУ ПОЛІ СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОЇ  
СКАЛЯРНО-ПОЛЬОВОЇ КОНФІГУРАЦІЇ В ЗАГАЛЬНІЙ ТЕОРІЇ ВІДНОСНОСТІ 

 
Досліджено часткові точні розв'язки спільної системи рівнянь Ейнштейна та рівнянь скалярного поля з мінімаль-

ним зв'язком та ненульовим потенціалом самодії, які описують сферично-симетричні статичні конфігурації у випад-
ку асимптотично-плоского простору-часу за наявності голої сингулярності у центрі. Для цих розв'язків проаналізо-
вано рух пробних тіл, що взаємодіють тільки гравітаційно. Знайдено умови, за яких існують незв'язні області стій-
ких колових орбіт. Показано існування траєкторій з нульовим кутовим моментом, коли частинки "зависають" на 
певній відстані від центру.  

 
1. Вступ та базові співвідношення. Скалярні поля використовують в моделях динамічної темної енергії, де їхня 

присутність забезпечує вирішення відомих проблем горизонту та площинності (див., напр., [1–3]). Зазвичай вважа-
ють, що ці поля відігравали важливу роль на дуже ранніх стадіях еволюції Всесвіту, але в сучасну епоху їх вплив на 
будову релятивістських астрофізичних об'єктів є нехтовно малим. Разом із тим добре відомо, що наявність малого 
скалярного поля в загальній теорії відносності (ЗТВ) може кардинально міняти топологічну структуру простору-часу 
гравітуючої конфігурації [3–5] – зокрема, призводити до появи голої сингулярності (ГС). Втім, це не завжди може 
бути помітним з точки зору віддаленого спостерігача. Індикатором наявності (або відсутності) ефектів скалярного 
поля може бути структура розподілу колових орбіт. Зокрема, у випадку розв'язку [4, 5] з безмасовим скалярним по-
лем виникають області стійких колових орбіт, що не перетинаються [6]. 

Ми розглядаємо це питання на прикладі часткових розв'язків спільної системи рівнянь Ейнштейна та рівнянь 
скалярного поля з ненульовим потенціалом самодії, що описують сферично-симетричну статичну конфігурацію з 
асимптотично-плоским простором-часом та голою сингулярністю у центрі. Обговорення голих сингулярностей у ЗТВ 
має тривалу історію. За гіпотезою Пенроуза ГС не виникають в реальних астрофізичних системах, але ця гіпотеза 
наразі не є ні строго доведеною, ані спростованою (див., напр., обговорення у книзі [3]).  

Функціонал дії за наявності самогравітуючого скалярного поля φ  є 

 μν
μ ν

⎡ ⎤= + φ φ − φ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ 4
, ,

1| | ( )
2GRS S d x g g V ,                              (1) 

де GRS  – стандартна гравітаційна дія загальної теорії відносності (див., напр., [2, 3]), φ( )V –потенціал самодії скаля-
рного поля, який буде уточнено нижче. Метрика статичного сферично-симетричного простору-часу в "квазіглобаль-
них" координатах [7,8] має вигляд 

( )= − − θ + θ ϕ2 2 2 2 2 2 21( ) ( ) sin ( )
( )

ds A x dt dx r x d d
A x

.                                                        (2) 
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Нетривіальні рівняння Ейнштейна, що випливають з (1) для метрики (2), мають такий вигляд: 

 ⎛ ⎞ = − φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 22 ( )d dA r r V
dx dx
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До цих рівнянь можна додати рівняння для скалярного поля, але воно не є незалежним. З рівнянь (3) виплива-
ють еквівалентні ним співвідношення  

∞ ′ − ′=
′∫2

4( ) 2(
)(

)
x

x CA x r dx
r x

x   ,                                                                        (4) 

де C  – стала інтегрування,  
∞
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2
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d rx
r dx
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Звідси випливає один з методів побудови часткових розв'язків системи (3) (див., напр., [7]), який інколи називають 
"методом оберненої задачі". Замість того, щоб для заданого потенціалу φ( )V  шукати  функції φ( ), , (( ))xA x r x , можна 
задати одну з цих функцій, наприклад, ( )r x , і підбирати φ( ), ( )A x x  та φ( )V . У цьому разі задача вирішується у квадра-
турах згідно (4,5), причому дві залежності (5) визначають φ( )V  у параметричному вигляді за умови − <1 2 2/ 0r d r dx . Цей 
підхід було використано для розв'язання різних задач у багатьох роботах [7-10]. 

2. Розв'язки рівнянь поля. Покладемо  
⎡ ⎤⎛ ⎞= − >⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

0( ) 1 , 1.
Nxr x x N

x
                                                                   (6) 

Очевидно, за > 0x x  маємо > 0r , <2 2/ 0d r dx , тобто виконано умови застосовності методу оберненої задачі. 
Нас цікавлять розв'язки, що описують конфігурацію з масою > 0m , тобто з асимптотикою на великих відстанях від 
центру −= − +( ) 1 2 / ( )NA x m x O x . За допомогою розкладу формули (4) по −1x  отримуємо = 6C m . Обчислення інтег-
ралів в (4,5) дає за > 0x x     

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

2

0 0 02 2 3 3( ) 1 4, ,1 , 4, ,1 ,
3

N N Nx x xCA x F F
x N N x x N N x

,                                (7) 
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                                                           (8) 

Потенціал ( )V x  отримуємо прямою підстановкою функцій ( ), ( )A x r x  в (5), а потім φ( )V за допомогою формули 
−

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= φ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟−⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

2/

0 sin
8( 1)

N
Nx x

N
. 

Далі зосередимося на конфігураціях з голою сингулярністю у центрі  = 0x x , яка, згідно з [12], має місце за умови 

>02x C . З урахуванням (4) та явного вигляду функції ( )r x  (6) маємо таку асимптотику в околі 0x : 
−

= →0
0

2( 3 ) 1( ) ,
3 ( )

x mA x x x
N r x

,                                                               (9) 

таким чином, ця функція спочатку спадає, а при →∞x  зростає. Тому вона обов'язково має точку мінімуму. Мож-
на показати, що φ → −∞ φ → π −( ) , 2(1 1/ )V N , тобто потенціал скалярного поля є необмеженим знизу. Зауважимо, 
що потенціали, які не є додатно визначеними, вже давно не є екзотикою у космології [7,11]. 

3. Траєкторії руху пробних тіл. У випадку метрики (2) cтандартний розгляд інтегралів руху пробних тіл для гео-
дезичних у сферично-симетричному просторі-часі 

ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = θ = π⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2( ) , ( ) , / 2t

dt dA x p r x L
d d

 

( τ – канонічний параметр на часоподібних геодезичних) та інтегралу нормування приводить до рівняння першого порядку 

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟τ⎝ ⎠

2
2 ( ),t eff

dx p V x
d

                                                                          (10) 

яке формально має вид рівняння руху нерелятивістської частинки у полі з ефективним потенціалом = α +1 2effV V V , 

де α = 2L ,  
∞ ′ − ′= =

′∫1 2 4

( ) 3( ) 2
( ) )(x

A x x mV x dx
r x r x

,  =2( ) ( )V x A x .                                                          (11) 

Мінімуми потенціалу effV  при деяких фіксованих α  відповідають стійким коловим орбітам з відповідним значен-
ням кутового моменту L , а максимуми – нестійким коловим орбітам, що є граничними циклами для траєкторій проб-
них тіл. У точці мінімуму 
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′ ′α + =1 2 0V V                                                                                       (12) 

Очевидно <1 / 0dV dx , тоді як знак 2 /dV dx  змінюється з від'ємного на додатний. За великих x , ≈ −( ) 1 2 /A x m x , 
2

1( ) ~ 1/V x x , тому внесок 2V  в effV  переважає за будь-яких α  і >/ 0effdV dx . Навпаки, за → 0x x  маємо 

</ 0effdV dx , тому хоча б один мінімум effV  завжди існує. 
Проаналізуємо, коли можлива поява додаткових мінімумів. Біфуркаційним параметром є α . У точці біфуркації  

′′ ′′α + =1 2 0V V .                                                                             (13) 

З (12), (13) видно, що біфуркаційні значення α = 2L  (якщо вони є) мають визначатися з формули 

′′α = − 2 1( ) / ( )b bV x V x , де bx  є нулем функції  

′′ ′′ ′′= −2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) / ( )H x V x V x V x V x або, з урахуванням (4),  
 

⎡ ′′ ′ ⎤ ′ ′⎡ ⎤⎡ ⎤= + − + − ⋅ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

2

2 2 3 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 8 ( ) 2( ) 2 ( ) ( ) 1 ( 3 )
( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( )

r x r x r x r x r xH x A x A x x m
r x r x r x x m r x r x

                 (14) 
 

Залежно від кількості нулів цієї функції можна зробити висновок про існування додаткових мінімумів effV .  

При → 0x x   маємо асимптотику, з урахуванням (9) та (6), −
≈ − 0

3

34( )
3 ( )

x mNH x
r x

. 

При →∞x  маємо ≈ 3

2( ) mH x
x

. Принаймні, один нуль ( )H x  завжди існує, оскільки ця функція змінює знак. Напри-

клад, при =0 1,x = 1C  додаткові два нулі з'являються, коли N  стає більшим приблизно 4.6; це є необхідною (але не 

достатньою) ознакою можливості появи додаткових мінімумів потенціалу effV  за деяких α = 2L . Відповідно, виника-
ють незв'язні області стійких колових орбіт.  

Зокрема, для = = =05, 1, 1N x C  маємо область значень кутового моменту ∈ (0.804,0.821)L , коли виникають 

два мінімуми потенціалів. При неперервній зміні кутового моменту в області ≤0 <0.821L  мають місце мінімуми   effV , 
що відповідають коловим орбітам з радіусами  ∈ [1.094,1.757)x . При > 0.804L  маємо зв'язну область колових орбіт 
з радіусами ∈ ∞(2.393, )x . Приклади ( )effV x  та похідних =( ) /eff effDV x dV dx  показано на Рис.1. Аналогічні незв'язні 
області колових орбіт маємо при = 6N , ∈ (0.771,0.854)L  та при інших L  та > 4.6N . Як було відзначено, ( )A x зав-
жди має мінімум (а значить і effV  при = 0L ), це означає існування траєкторій із "зависанням", коли частинка у полі 
центру може знаходитися у стані спокою з нульовим кутовим моментом. 

 

     
 

Рис. 1. Графіки потенціалів ( )effV x (ліворуч) та їх похідних (праворуч) для двох критичних значень L  та приклад проміж-
ного значення = 0.81L , де є два мінімуми ефективного потенціалу ( = = =0 1, 1, 5x C N ) 

 
4. Обговорення. Результати даної роботи підтверджують, що за наявності скалярного поля можуть виникати обла-

сті стійких колових орбіт, які не перетинаються. Ця обставина вперше була виявлена для безмасового скалярного поля 
з мінімальним зв'язком без самодії [6]. У даній роботі аналогічній результат показано для сім'ї часткових розв'язків спі-
льної системи рівнянь Ейнштейна та скалярного поля з ненульовим потенціалом за наявності голої сингулярності у 
центрі. Зазначимо, що тут присутні випадки зависання частинок з нульовим кутовим моментом. Суттєво відзначити, що 
потенціал скалярного поля є необмеженим знизу, причому розглядуваний випадок, коли існує гола сингулярність у 
центрі конфігурації, не суперечить відомим теоремам про "відсутність волосся" в околі чорної діри.  

Наявність вищеописаної структури колових орбіт може слугувати для того, щоб експериментально підтвердити або 
відкинути певні скалярно-польові моделі динамічної темної енергії, які базуються на подібних або аналогічних розв'яз-
ках. Це може бути зроблено на основі даних спостережень флуоресцентних ліній заліза, а саме ліній Fe Kα, які спосте-
рігають в активних галактичних ядрах [13–15]. Форма цих ліній дає цінну інформацію про характер гравітаційного поля 
та параметри руху речовини, що їх випромінює. Наявність речовини на різних радіусах, коли розподіл стійких колових 
орбіт утворює незв'язані області, призведе до деформації ліній Fe Kα, ступінь якої залежатиме від концентрації речо-


