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Abstract. In the work considered process of continuous-time ran-
dom walk, that has fat-tailed jump waiting time, on an equispaced
grid of one-dimensional domain with absorbing boundary. Deduced
fractional equation w.r.t. cumulative distribution function of first
passage time. Obtained asymptotic of density of this variable and
shown that it has fat tail.
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Анотацiя. В роботi розглянуто процес випадкових блукань з
неперервним часом, час очiкування стрибка в якому має товстих
хвiст, на рiвномiрнiй сiтцi одновимiрної областi з поглинаючою
межею. Виведено напiвдискретне рiвняння дробового порядку
вiдносно функцiї розподiлу часу першого виходу. Отримано асим-
птотику щiльностi цiєї величини i показано, що вона має товстий
хвiст.
Ключовi слова: задача першого виходу, субдифузiя, випадковi
блукання з неперервним часом, диференцiальнi рiвняння дробо-
вого порядку, похiдна Капуто.

Вступ

Один з пiдходiв до моделювання дифузiйних процесiв полягає в дослi-
дженнi руху окремої дифундуючої частинки як випадкового блукання з
неперервним часом (ВБНЧ). При цьому вважається, що рух частинки вiд-
бувається миттєвими стрибками у випадковi моменти.

ВБНЧ характеризується середньоквадратичним змiщенням (СКЗ), тоб-
то математичним сподiванням квадрата координати частинки у фiксова-
ний момент часу t. Наприклад, вiнерiвський процес має СКЗ, що зростає
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лiнiйно по часовiй змiннiй t. Такi ВБНЧ називають нормальною дифузi-
єю. Дифузiйний процес, СКЗ якого зростає сублiнiйно по t, називається
субдифузiєю.

Одна з моделей субдифузiї — це ВБНЧ iз гаусiвським розподiлом змiще-
ння i часом очiкування стрибка з асимптотикою щiльностi

ct−1−α

для великих t, де 0 < α < 1. Це розподiл з товстим хвостом в тому
розумiннi, що математичне сподiвання часу очiкування стрибка нескiнчен-
не. Цим моделюється наявнiсть пасток у середовищi, якi затримують рух
дифундуючих частинкок.

Щiльнiсть координати частинки в цьому випадку можна наблизити (див.
напр. [1]) розв’язком дробового за часом рiвнння субдифузiї

∂u(x, t)

∂t
= KD1−α

0 ∆u(x, t),

деK > 0 — коефiцiєнт дифузiї, ∆ = ∂2

∂x2
, аD1−α

0 — похiдна Рiмана-Лiувiлля
порядку 1− α за змiнною t з нижньою межею 0, тобто

D1−α
0 u =

∂

∂t
Iα0 u,

де

Iα0 u(x, t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1u(x, s) ds

— iнтеграл Рiмана-Лiувiлля порядку α з нижньою межею 0.
Рiвняння субдифузiї можна переписати у виглядi

∗Dα
0 u(x, t) = K∆u(x, t),

де ∗Dα
0 — похiдна Капуто порядку α, тобто

∗Dα
0 u = I1−α0

∂u

∂t

(вiдомостi з дробового числення див. напр. у [2, 3]).
Дробовi оператори є нелокальними, тому їх присутнiсть у рiвняннi свiд-

чить про наявнiсть
”
пам’ятi“ у системи:

динамiка процесу залежить вiд усiєї його передiсторiї.
Важливою задачею для дифузiйних процесiв є знаходження часу пер-

шого виходу частинки, що дифундує, за межу областi. Ця задача має за-
стосування, наприклад, в математичнiй екологiї [4, 5].

Для дифузiйного процесу, що описується параболiчним рiвнянням, вiдо-
мо, що математичне сподiвання часу виходу як функцiї початкового поло-
ження задовольняє елiптичне рiвняння [6]. В [7] ця задача розглядається в
багатовимiрному просторi з областю, у якої лише частина межi є поглина-
ючою (крiзь яку частинки можуть вийти).

В цiй роботi з моделi ВБНЧ виводиться рiвняння вiдносно функцiї роз-
подiлу часу виходу частинки та дослiджується асимптотика щiльностi цiєї
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величини на нескiнченностi. Також проводиться комп’ютерне моделювання
ймовiрностi часу виходу, отриманої з рiвняння для функцiї розподiлу.

1. Виведення рiвняння
Рiвняння для функцiї розподiлу отримаємо з моделi ВБНЧ.
Будемо розглядати числовий промiжок Ω ⊂ R, в якому вiдбуваються

випадковi блукання частинок. Кiнцевi точки iнтервалу Ω можуть бути по-
глинаючими, тобто такими, крiзь якi частинки можуть виходити з областi,
або вiдбиваючими, якщо границя непроникна. Введемо позначення Γ1 для
поглинаючої межi та Γ2 для вiдбиваючої, Γ1 t Γ2 = ∂Ω. Нашою задачею є
опис часу першого виходу крiзь поглинаючу межу частинки, що починає
блукання в деякiй точцi Ω.

Припускаємо, що частинки перемiщуються мiж вузлами рiвномiрної сi-
тки на Ω з кроком σ. Стрибок частинки вiдбувається випадково в один iз
сусiднiх вузлiв з iмовiрнiстю 1/2. Час очiкування стрибка є випадковою
величиною зi щiльнiстю

ψ(t) =
α

Γ(1− α)

τα

t1+α
+ o

(
1

t1+α

)
, t→∞ (1)

де τ > 0 та 0 < α < 1.
Перетворення Лапласа функцiї f(t) будемо позначати через f(η) = L [f ] (η).
Нам знадобиться класична теорема, яка пов’язує асимптотику ψ(t) при

великих t з асимптотикою ψ(η) при малих η.

Теорема 1 (Таубера). (див., напр., [8]) Нехай β < 1, функцiя f : (0,+∞)→
R монотонна при великих t. Тодi

f(t) = t−β + o
(
t−β
)
, t→∞⇔ f(η) = Γ(1− β)ηβ−1, η → 0.

Наслiдок 1. Якщо 0 < α < 1, ∀t f(t) > 0,
∫ +∞
0 f(t) dt = 1, то

f(t) = αAt−α−1 + o
(
t−α−1

)
, t→∞⇔ f(η) = 1−AΓ(1− α)ηα, η → 0.

Позначмо через Tn(t) функцiю розподiлу часу виходу частинки, що в по-
чатковий момент часу була у вузлi n. Отже, Tn(t) — це ймовiрнiсть виходу
частинки з вузла n за промiжок часу [0, t].

Щоб частинка з вузла n вийшла за межi областi, їй спершу потрiбно
дочекатися стрибка, який може вiдбутися в момент s ∈ [0, t], пiсля чого
з ймовiрнiстю 1/2 вона опиниться у вузлi з iндексом n − 1 або n + 1. З
цього моменту у неї залишилось t − s часу, щоб дiстатись до крайового
поглинаючого вузла сiтки.

З огляду на цi мiркування, Tn(t) задовольняє рiвняння

Tn(t) =

∫ t

0
ψ(s)

1

2
(Tn−1(t− s) + Tn+1(t− s)) ds,

або, виразивши iнтеграл як згортку,

Tn(t) =
1

2
(ψF(Tn−1 + Tn+1)) (t). (2)
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Дiючи перетворенням Лапласа, одержуємо

Tn(η) =
1

2
ψ(η)

(
Tn−1(η) + Tn+1(η)

)
. (3)

За наслiдком з теореми 1 для перетворення Лапласа функцiї ψ маємо

ψ(η) = 1− ταηα + o(ηα), η → 0. (4)

Вiдкидаючи нескiнченно малi доданки, з рiвняння (2) одержимо

Tn(η) =
1

2

(
Tn−1(η) + Tn+1(η)

)
− 1

2
ταηα

(
Tn−1(η) + Tn+1(η)

)
. (5)

Скористаймося властивiстю оператора Лапласа [9]

L [∗Dα
0 f ] (η) = ηαL [f ] (η)− f(0)ηα−1.

З огляду на те, що Tn(0) = 0 (ймовiрнiсть виходу за нульовий час дорiв-
нює нулю), з рiвняння (5) пiсля оберненого перетворення Лапласа маємо

Tn(t) =
1

2
(Tn−1(t) + Tn+1(t))−

τα

2
∗Dα

0 (Tn−1(t) + Tn+1(t)) , (6)

або
∗Dα

0 (Tn−1(t) + Tn+1(t)) =
1

τα
(Tn−1(t)− 2Tn(t) + Tn+1(t)) . (7)

Отже, маємо напiвдискретне (дискретне за простором, неперервне за ча-
сом) рiвняння для функцiї розподiлу часу очiкування виходу.

2. Асимптотична поведiнка щiльностi часу очiкування виходу
Для нормальної дифузiї в [6] виведено рiвняння для математичного спо-

дiвання часу очiкування виходу частинки з областi. Проте для ВБНЧ з
часом очiкування стрибка з товстим хвостом (1) кiлькiсть стрибкiв має
степеневу асимптотику з показником α [10]. З’ясуймо розподiл часу очiку-
вання виходу для процесу субдифузiї.

Розгляньмо нескiнченну область (0,+∞) та припустiмо, що x0 = 0 —
поглинаюча межа, i ми маємо нескiнченну сiтку для додатних x. Розглянь-
мо функцiю T1(x), тобто значення функцiї розподiлу в найближчому до
поглинаючої межi вузлi x1.

Лема 1. Нехай на сiтцi {xn = nσ | n = 0, 1, 2, . . .} з поглинаючою межею в
точцi x0 = 0 вiдбувається ВБНЧ зi щiльнiстю часу очiкування ψ(t). Тодi
перетворення Лапласа ймовiрностi виходу за час t частинки, що почала
блукання у вузлi x1, дорiвнює

T 1(η) =
1−

√
1− ψ2

(η)

ηψ(η)
, η > 0. (8)

Доведення. З означення маємо

T1(t) = P{перший вихiд вiдбувся до моменту t}. (9)

Застосуймо формулу повної ймовiрностi. Очевидно, що вихiд може вiдбу-
тися тiльки на непарному кроцi, тому за повну групу подiй беремо

Xn(t) = {Перший вихiд вiдбувся до моменту t на кроцi 2n+1}, n = 0, 1, . . .
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Оскiльки P{перший вихiд вiдбувся до моменту t | Xn(t)} = 1, (9) пере-
пишеться у виглядi

T1(t) =
∞∑
n=0

P{Xn(t)}. (10)

Подiю Xn(t) можна подати як перетин двох незалежних подiй Yn(t) та
Zn, де

Yn(t) = {до моменту t вiдбулось принаймнi 2n+ 1 крокiв},
Zn = {на кроцi 2n+ 1 вiдбувся перший вихiд}.

Легко показати, що щiльнiсть часу очiкування принаймнi k стрибкiв до-
рiвнює ψFk(t), де (·)Fk — k-ий степiнь згортки:

ψFk(t) =

∫ t

0
ψ(s)ψFk−1(t− s) ds,

ψF1(t) = ψ(t).

Звiдси маємо ймовiрнiсть Yn(t):

P{Yn(t)} =

∫ t

0
ψF2n+1(s) ds.

Щоб обчислити ймовiрнiсть Zn, запровадьмо поняття траєкторiї. Ча-
стинка, що починає блукання в першому вузлi, може за один крок пере-
мiститися лiворуч (у такому разi вважається, що вона вийшла з областi)
або праворуч. Пiд траєкторiєю довжини k розумiтимемо розмiщення з по-
втореннями по k елементам двоелементної множини {→,←}. Символ →
позначає стрибок праворуч, ← – лiворуч. Отже, загальна кiлькiсть трає-
кторiй довжини 2n+ 1 дорiвнює 22n+1.

Тепер порахуймо кiлькiсть
”
правильних“ траєкторiй довжини 2n + 1,

тобто таких, коли частинка вперше опиняється в нульовому вузлi на кроцi
2n + 1. З того, що частинка зробила вихiд на кроцi 2n + 1, випливає, що
пiсля кроку 2n вона опинилася в першому вузлi, а останнiй стрибок був
лiворуч. Якщо частинка за першi 2n крокiв не вийшла в нульовий вузол,
то пiсля довiльного кроку k ∈ 0, 2n лiвих стрибкiв не може бути бiльше,
нiж правих. Вихiд на кроцi 2n + 1 забезпечує рiвнiсть кiлькостi стрибкiв
лiворуч i праворуч за першi 2n крокiв, оскiльки тiльки так частинка на
кроцi 2n опиниться знову в першому вузлi.

З цих мiркувань, частина правильної траєкторiї без останнього кроку є
словом Дiка в алфавiтi {→,←}. Отже, кiлькiсть способiв правильно зро-
бити 2n перших крокiв дорiвнює числу Каталана Cn. Останнiй крок пра-
вильної траєкторiї — це завжди лiвий стрибок, тому кiлькiсть правильних
траєкторiй довжини 2n+ 1 дорiвнює Cn · 1 = Cn.

Ймовiрнiсть подiї Zn можна виразити як частку кiлькостi правильних
траєкторiй i загальної кiлькостi траєкторiй, тобто

P{Zn} =
Cn

22n+1
.
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Пiдставивши одержанi значення в (10), маємо

T1(t) =

∞∑
n=0

P{Xn(t)} =

∞∑
n=0

P{Yn(t)}P{Zn} =

=
∞∑
n=0

Cn
22n+1

∫ t

0
ψF2n+1(s) ds. (11)

Використаймо властивiсть перетворення Лапласа

L
[∫ t

0
f(s) ds

]
(η) =

1

η
L [f ] (η)

та перехiд вiд згортки до добутку при застосуваннi перетворення Лапласа
до (11). Звiдси

T 1(η) =
1

η

∞∑
n=0

Cn
22n+1

ψ
2n+1

(η). (12)

Нескладно показати, що (12) є розвиненням у ряд Тейлора функцiї (8)
за умови |ψ(η)| < 1. Ця умова при η > 0 завжди виконується, оскiльки ψ(t)
є щiльнiстю ймовiрностi. �

Розгляньмо щiльнiсть часу очiкування виходу qn = ∂Tn/∂t та визначмо
її асимптоптику на нескiнченностi.

Лема 2. В умовах леми 1 при ψ, що задовольняє (1), ∀n > 0 виконується

qn(η) = T ′n(η) = 1− n
√

2ταηα + o
(
η

α
2

)
, η → 0. (13)

Доведення. Для переходу вiд функцiї розподiлу до щiльностi застосуймо
властивiсть перетворення Лапласа

L
[
f ′
]

(η) = ηL [f ] (η)− f(0),

враховуючи, що Tn(0) = 0, n > 0.
Проведiмо доведення методом математичної iндукцiї за n. Для бази iн-

дукцiї доведiмо (13) при n = 1 та n = 2.
Для випадку n = 1 скористаймось лемою 1, звiдки

q1(η) = ηT 1(η) =
1−

√
1− ψ2

(η)

ψ(η)
. (14)

Згадуючи про (4), перепишiмо (14) у виглядi

q1(η) =
1−

√
2(τη)α − (τη)2α

1− (τη)α
+ o (ηα) . (15)

Легко пересвiдчитись, що з (15) випливає асимптотика

q1(η) = 1−
√

2ταηα + o
(
η

α
2

)
. (16)
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Для доведення твердження при n = 2 використаймо рiвняння (3), пiд-
ставивши n = 1. З крайової умови маємо T0(t) = 1, звiдки T 0(η) = 1/η,
тому

T 1(η) =
1

2
ψ(η)

(
1

η
+ T 2(η)

)
.

Помножмо рiвняння на η — одержимо

q1(η) =
1

2
ψ(η) (1 + q2(η)) .

Далi, q2
q2(η) =

2

ψ(η)
q1(η)− 1.

Пiдставмо асимптотики (4) та (16):

q2(η) = 2
1−
√

2ταηα

1− (τη)α
− 1 + o

(
η

α
2

)
.

Як i для дробу в (15), аналогiчно маємо асимптотику

q2(η) = 2
(

1−
√

2ταηα
)
− 1 + o

(
η

α
2

)
=

= 1− 2
√

2ταηα + o
(
η

α
2

)
.

Отже, ми довели базу iндукцiї. Припустiмо, що твердження (13) вико-
нується при n− 1 та n. Доведiмо, що воно виконується для n+ 1.

Перейдiмо до похiдних у рiвняннi (3), помноживши його на η:

qn(η) =
1

2
ψ(η)

(
qn−1(η) + qn+1(η)

)
.

Виразивши qn+1 з останнього рiвняння, маємо

qn+1(η) =
2

ψ(η)
qn(η)− qn−1(η),

звiдки за припущенням iндукцiї

qn+1(η) = 2
1− n

√
2ταηα

1− (τη)α
−
(

1− (n− 1)
√

2ταηα
)

+ o
(
η

α
2

)
.

Знову спрощуючи дрiб в асимптотицi, остаточно одержуємо

qn+1(η) = 2
(

1− n
√

2ταηα
)
−
(

1− (n− 1)
√

2ταηα
)

+ o
(
η

α
2

)
=

= 1− (n+ 1)
√

2ταηα + o
(
η

α
2

)
.

Лема доведена. �

Теорема 2. В умовах леми 2 для щiльностi часу очiкування виходу ∀n > 0
справедлива асимптотика

qn(t) = n
α

2

√
2τα

Γ
(
1− α

2

) t−α
2
−1 + o

(
t−

α
2
−1
)
, t→∞. (17)
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Доведення. З леми 2 маємо асимптотику для перетворення Лапласа фун-
кцiї qn. Оскiльки qn — щiльнiсть ймовiрностi, то для неї справджуються
умови наслiдку теореми 1. Застосування цього наслiдку доводить (17). �

Наслiдок 2. Час виходу з областi для процесу субдифузiї має нескiнченне
математичне сподiвання.

Розподiл часу виходу має товстий хвiст, тож у випадку повiльної дифузiї
неможливо вивести рiвняння для середнього часу виходу, як це робилося
у випадку нормальної дифузiї.

3. Обчислювальнi експерименти
В цьому роздiлi буде розглянуто комп’ютерне моделювання для обчи-

слення ймовiрностi часу виходу з напiвдискретного рiвняння (7) на областi

Ω = (0, 1)

з поглинаючою межею Γ1 = {0} та вiдбиваючою Γ2 = {1}.
Для дискретизацiї похiдної Капуто застосуймо L1-метод [11], а саме,

∗Dα
0 f(tj) ≈

1

∆tα

j∑
k=0

ρjkf(tj−k), (18)

де ваговi коефiцiєнти суми визначаються формулою

ρjk =
1

Γ(2− α)


1, k = 0

(k − 1)1−α − 2k1−α + (k + 1)1−α, k = 1, j − 1

(j − 1)1−α − j1−α, k = j

.

Наближення (18) має порядок 2− α за умови f ∈ C2 ([0, T ]) [12, 13].
Застосування (18) до рiвняння (7) дає систему лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь. Рiвняння для n = 1 легко виводиться з (6), оскiльки

T0(t) = 1.

Крайовi умови дискретизованої задачi мають вигляд

T j0 = 1,

T jn = T jn−1.

Варто зауважити, що матриця одержаної системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь має дiагональну перевагу лише за умови

∆t ≥ τ
(ρj0

2

)α
.

Для експериментiв було використано однорiдну просторову сiтку з кро-
ком

∆x = σ = 10−3.

Обрано часовий крок ∆t = 10−6. Час очiкування стрибка i порядок дифузiї
взято рiвними τ = 10−8 i α = 0, 75.

Функцiю розподiлу Tn у вибранi моменти t зображено на рис. 1.
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t = 10−5 t = 10−4

t = 0.005 t = 0.01

Рис. 1. Функцiя розподiлу Tn у вибранi моменти t.

Як бачимо, розв’язок зростає з часом, причому це зростання швидше в
околi поглинаючої межi. В кожний фiксований момент часу функцiя моно-
тонно спадає за x. Це вiдповiдає тому, що дифундуючi частинки, близькi
до поглинаючої межi, мають бiльшу ймовiрнiсть вийти з областi ранiше.

Висновки

Проведено аналiз часу виходу з областi для випадку субдифузiї. Вихо-
дячи з процесу ВБНЧ, виведено рiвняння вiдносно функцiї розподiлу часу
виходу i показано, що цей розподiл має товстий хвiст, що вiдрiзняє розгля-
нутий випадок вiд нормальної дифузiї.

Вiдкритим залишається питання про виведення неперервного за про-
стором рiвняння вiдносно функцiї розподiлу часу виходу та крайових та
початкових умов для нього. Крiм того, дослiджено лише час виходу на
пiвпрямiй, що можна узагальнити до багатовимiрної областi.
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