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1 РЕФЕРАТ

Обсяг роботи 42 сторiнки, 12 джерел посилання, 3 iлюстрацiї, 2 табли-

цi. Ключовi слова: ВАРIАЦIЙНА НЕРIВНIСТЬ, БАРИЦЕНТР ВАССЕР-

ШТЕЙНА, МОНОТОННИЙ ОПЕРАТОР, ОПТИМАЛЬНИЙ ТРАНСПОРТ.

Мета роботи написати програмну бiблiотеку, яка допоможе у розв’язаннi

варiацiйної нерiвностi для задачi пошуку барицентра Вассерштейна, викори-

стовуючи алгоритми Попова, Корпелевич, Ценга, операторної екстраполяцiї

та алгоритмiв Малiцького (вiдбиваючого проєкцiйного алгоритму та методу

дзеркального спуску) та порiвняти результати на основi проведеного тесту-

вання для поставленої задачi.

Для досягнення зазначеної мети, необхiдно виконати наступнi завдання:

охарактеризувати сучаснi методи для алгоритмiв пошуку барицентрiв Вас-

серштейна, видiлити алгоритми транспортих задач, визначити способи опти-

мiзацiї алгоритма пошуку барицентра Вассерштейна за допомогою алгори-

тмiв екстраполяцiї з минулого, дзеркального спуску, методу Корпелевич по-

рiвняти iснуючi алгоритми, а також видiлити найбiльш оптимальний з них.

Об’єктом дослiдження є алгоритм для визначення вiдстаннi Вассерштей-

на. Предмет дослiдження - оптимальний алгоритм визначеннi вiдстанi Вас-

серштейна, отриманий на основi розробленої програмної бiблiотека для зна-

ходження розв’язку варiацiйної нерiвностi.

Методи розробки: порiвняльний аналiз, комп’ютерне моделювання, роз-

робка програмного продукту. Iнструменти написання програми: мова програ-

мування Python, середовище розробки Spyder та Jupyter Notebook.

Результати роботи: розроблено набiр проекцiйних методiв для розв’язування

задачi варiацiйної нерiвностi, з використанням алгоритмiв Попова, Корпеле-

вич, Ценга, операторної екстраполяцiї та алгоритмiв Малiцького, проведено
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тестування бiблiотеки на модельних задачах, з подальшою оцiнкою i аналiзом

результатiв.

Апробацiя результатiвРезультати роботи було представлено на мiжнаро-

днiй науковiй конференцiї молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2021"(15

квiтня 2021 р.) на та мiжнароднiй конференцiї "Problems of decision making

under uncertainties (PDMU-2021 14 травня 2021 р.).
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2 ВСТУП

Оптимальний транспорт та вiдстань Вассерштейна - це тiсно пов’язанi

поняття, якi мають довгу iсторiю в математицi. Останнiм часом активiзу-

вався iнтерес до цiєї теми, особливо в контекстi рiзних наукових галузей,

включаючи вiзуалiзацiю, статистику та машинне навчання. Завдяки рiзкому

збiльшенню обсягу даних та великому попиту на обчислення вiдстанi Вас-

серштейна, збiльшився iнтерес до розробки бiльш ефективних алгоритмiв в

областi оптимального транспорту та способiв їх оптимiзацiї.

Ця дипломна робота присвячена алгоритмам розв’язання оптимальної

транспортної задачi та обчислення вiдстаней Вассерштейна. У роботi буде

розглянуто як вiдомi методи, так i новi сучаснi пiдходи обчислення дискре-

тних задач оптимального транспорту.

Iсторiя теорiї оптимального транспортування сягає XVIII столiття, коли

французький математик Гаспард Монж опублiкував свою роботу про поста-

новку задачi на межi мiж аналiзом та теорiєю ймовiрностей, яку тепер нази-

вають формулюванням Монжа оптимального транспорту. Через два столiття

Леонiд Канторович переглянув цю тему i доповнив її бiльш загальним викла-

дом проблеми, що заклало основу для теорiї оптимального транспортування.

Сьогоднi пiдхiд Л.В. Канторовича широко застосовується у сучасних розроб-

ках.

У дискретному випадку обидвi постановки задач (Монжа i Канторовича)

дуже тiсно пов’язанi з добре вивченими задачами оптимiзацiї. Наприклад,

проблема присвоєння є окремим випадком формулювання Монжа, а пробле-

му Канторовича можна розглядати як проблему мiнiмальних витрат на пов-

нiй двостороннiй мережi.

Концептуально ця проблема обертається навколо iдеї ефективної перебу-
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дови та дiє на ймовiрнiсних вимiрах. Окремi дослiдники застосовують цю

теорiю в рiзних сферах, зокрема, для пошуку оптимального маршруту пе-

ревезення фiзичних товарiв, людей, перенесення частинок, а також в бiльш

абстрактних поняттях, наприклад, знаходження вiдтiнкiв сiрого пiкселiв на

зображеннях, класифiкацiї нейронної мережi тощо.

Сьогоднi розроблюються новi теоретичнi пiдходи, сучаснi методи вирiше-

ння оптимальних транспортних проблем. Однак застосування оптимальних

транспортних задач або вiдстаней Вассерштейна стримується великим обчи-

слювальним навантаженням. Незважаючи на можливiсть описувати та пода-

вати оптимальний транспорт у формi простої лiнiйної програми, розмiри вхi-

дних даних часто значно перевищують межi здатностi до їх обробки новiтнiми

методами лiнiйного програмування. Ця проблема була частково вирiшена зав-

дяки досягненню регульованого оптимального транспорту та впровадженню

алгоритму масштабування Сiнкхорна до оптимального транспорту.

За допомогою теорiї оптимального транспорту можна визначити, напри-

клад, змiну вiдстанi об’єктiв мiж рiзними зображеннями. Для цього необхiдно

перенести iнтенсивнiсть кожного пiкселя в будь-яке iнше мiсце, при цьому,

якщо пересунити їх занадто далеко, можна отримати бiльшу похибку, нiж,

якщо здiйснювати менше перемiщення, або взагалi не пересувати пiксель.

Крiм знаходження вiдстанi, є можливiсть обчислювати зважений центр

мас (барицентр) декiлькох зображень, шляхом усереднення загального зна-

чення та положення зображення. Наприклад, можна багато разiв написати

на аркушi паперу певне слово, i, якщо знайти усереднене зображення, то мо-

жна отримати такий вигляд цього слова, що узагальнює всi попереднi. Або,

взявши два набори рiзних зображень, i, знайшовши їх усереднене значення,

можна додати одне зображення й вiднести його до однiєї з груп зображень.
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Одним iз найпоширенiших способiв застосування оптимального транспор-

ту є їх використання у нейродослiдженнях, зокрема, при дослiдженнi актив-

ностi головного мозку, для пошуку аномалiй чи вiдхилень вiд норми. Якщо

серiя зображень велика, то обробити їх традицiйним способом буде важко.

В таких випадках застосування алгоритмiв оптимального транспортування є

вирiшенням ситуацiї. Вони можуть замiсть вiдстежування змiн порiвнювати

сусiднi кадри, але їм можуть заважати шуми i те, що змiни вiдбуваються не

за один кадр. Iншими словами, алгоритм оптимального транспортування до-

помагає усереднити серiю знiмкiв, а потiм порiвнює знайденi "барицентри" i

їх вiдмiнностi мiж собою.

Тому вивчення проблеми розробки алгоритму оптимального транспорту

та визначення барицентра Вассерштейна є актуальним питанням сучасної

математики, яке має абсолютно прикладне застосування в рiзних сферах.

Мета роботи - написати програмну бiблiотеку, яка допоможе у розв’язаннi

варiацiйної нерiвностi для задачi пошуку барицентра Вассерштейна, викори-

стовуючи алгоритми Попова, Корпелевич, Ценга, операторної екстраполяцiї

та алгоритмiв Малiцького (вiдбиваючого проєкцiйного алгоритму та методу

дзеркального спуску) та порiвняти результати на основi проведеного тесту-

вання для поставленої задачi.

Для досягнення зазначеної мети, необхiдно виконати наступнi завдання:

охарактеризувати сучаснi методи для алгоритмiв пошуку барицентрiв Вас-

серштейна, видiлити алгоритми транспортих задач, визначити способи опти-

мiзацiї алгоритма пошуку барицентра Вассерштейна за допомогою алгори-

тмiв екстраполяцiї з минулого, дзеркального спуску, методу Корпелевич по-

рiвняти iснуючi алгоритми, а також видiлити найбiльш оптимальний з них.

Об’єктом дослiдження роботи буде знаходження "оптимального"алгоритму
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для визначення вiдстаннi Вассерштейна. А предмет дослiдження - оптималь-

ний алгоритм визначеннi вiдстанi Вассерштейна, отриманий на основi розро-

бленої програмної бiблiотека для знаходження розв’язку варiацiйної нерiвно-

стi.

Результати роботи було представлено на мiжнароднiй науковiй конфе-

ренцiї молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2021"(15 квiтня 2021 р.) на

та мiжнароднiй конференцiї "Problems of decision making under uncertainties-

(PDMU-2021 (14 травня 2021 р.)).

2.1 Опис проблеми алгоритмiв пошуку барицентра Вас-

серштейна

Пошук стохастичної рiвноваги в багатостадiйних моделях транспортних

потокiв призводить до вирiшення наступної сiдлової задачi з опукло-увiгнутою

структурою: де - g(y) i cij ≥ 0 – увiгнутi гладкi функцiї, cij - випукла обме-

жена множина простої структури.

min∑
j=1 zij=Li,

∑
i=1 zij=Wj

max
x∈Q

{
n∑

i,j=1

zij ln zij +
n∑

i,j=1

cij(x)zij + g(x)

}
=

= max
x∈Q

max
λ,µ∈Rn

{
〈λ, L〉+ 〈µ,W 〉 −

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λi+µj) + g(x)

}
.

Зрозумiло, що система балансових обмежень несумiсна
n∑
i=1

Li 6=
n∑
j=1

Wj,

або вироджена. В останньому випадку це призводить до того, що двоїстi змiн-

нi λ, µ визначенi з точнiстю до довiльної сталої α̃:

(λ+ α̃e, µ− α̃e), e = (1, ..., 1) ∈ Rn.
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Без обмеження загальностi покладемо
n∑
i=1

Li =
n∑
j=1

Wj = 1. Тодi задачу

можна переписати таким чином:

min∑
j=1 zij=Li,

∑
i=1 zij=Wj

max
x∈Q

{
n∑

i,j=1

zij ln zij +
n∑

i,j=1

cij(x)zij + g(x)

}
=

= max
x∈Q

max
λ̃,µ̃∈Rn

{
〈λ̃, L〉+ 〈µ̃,W 〉 −

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λ̃i+µ̃j) + g(x)

}
=

= max
x∈Q

max
λ,µ∈Rn

{
〈λ, L〉+ 〈µ,W 〉+ 1−

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λi+µj) + g(x)

}
=

= −min
x∈Q

(f(x)− g(x)),

де опуклу функцiю f(x) можна визначити як:

f(x) = min∑
j=1 zij=Li,

∑
i=1 zij=Wj

n∑
i,j=1

zij ln zij +
n∑

i,j=1

cij(x)zij =

= max
λ,µ∈Rn

{
〈λ, L〉+ 〈µ,W 〉 −

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λi+µj)

}
.

Окрiм цього, основну задачу можна переписати у виглядi:

min∑
j=1 zij=Li,

∑
i=1 zij=Wj

max
x∈Q

{
n∑

i,j=1

zij ln zij +
n∑

i,j=1

cij(x)zij + g(x)

}
=

= max
x∈Q

max
λ,µ∈Rn

{
〈λ, L〉+ 〈µ,W 〉 − ln(

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λi+µj)) + g(x)

}
=

= −min
x∈Q

(f(x)− g(x)),

I функцiю f̂(x) можна позначити через:

f̂(x) = min∑
j=1 zij=Li,

∑
i=1 zij=Wj

n∑
i,j=1

zij ln zij +
n∑

i,j=1

cij(x)zij =

9



= max
λ,µ∈Rn

{
〈λ, L〉+ 〈µ,W 〉 − ln(

n∑
i,j=1

e(−cij(x)zij+λi+µj))

}
.

Оскiльки, додана умова
n,n∑
i,j=1

zij = 1 є наслiдком балансових рiвнянь, то це

призводить до того, що дуальнi (*) змiннi (λ, µ) визначенi з точнiстю до двох

довiльних постiйних.
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3 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Варiацiйна нерiвнiсть забезпечує унiверсальну структуру для вирiшення

питань оптимiзацiї чи рiвнянь iз нерухомою точкою.

Основною задачею, буде знаходження розв’язку варiацiйних нерiвностей,

тобто нерiвностей що мають наступний вигляд:

〈G(x), x′ − x〉 ≥ 0,∀x′ ∈ X (3.1)

X - пiдмножина гiльбертового простору (будемо вважати, що вона опукла

та замкнена), G - оператор, що дiє з X у гiльбертiв простiр (надалi припуска-

ємо, що вiн монотонний та L-лiпшицiв), тобто такий, що задовольняє умовi:

||G(x1)−G(x2)|| ≤ L||x1 − x2|| ∀x1, x2 ∈ X (3.2)

Така задача (3.1) дуже тiсно пов’язана, з знаходженням критерiю оптималь-

ностi в наступнiй задачi,

f(x)→ min
x∈X

(3.3)

Iнакше кажучи

x∗ − розв’язок задачi⇔ 〈∇f(x∗), x− x∗)〉 ≥ 0 ∀x ∈ X (3.4)

Варiацiйнi нерiвностi, що задовольняють (3.2), часто називають гладкими.

Крiм того, припускаємо, що G задовольняє узагальнену умову монотонностi

〈G(x), x′ − x〉 ≥ µ||x′ − x||2,∀x′ ∈ X (3.5)

для деякого µ ≥ 0. У цiй роботi ми припускаємо iснування розв’язку x′ задачi

(3.1) -(3.5). Очевидно, умова (3.5) виконується, якщоG монотонна, тобто iснує

µ ≥ 0, так що

〈G(x1)−G(x2), x1 − x2〉 ≥ µ||x1 − x2||2,∀x1, x2 ∈ X (3.6)
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Зокрема, G є сильно монотонним, якщо µ > 0 в (3.6). Однак умова (3.5) не

обов’язково означає монотоннiсть G. Наприклад, псевдомонотоннi варiацiйнi

нерiвностi задовольняють (3.5), але не (3.6). Поняттям, що стосується сильної

монотонностi, є наступна умова для деякого µ > 0 так, що

〈G(x′), x− x〉 ≥ µ||x− x′||2,∀x ∈ X (3.7)

Зауважимо, що якщо G є монотонним i задовольняє (3.7), то (3.5) повинно

виконуватися.

Тому сильно монотоннi варiацiйнi нерiвностi охоплюють багато проблем

варiацiйних нерiвностей, якi були вивченi в лiтературi. Як окремий випадок

монотонних варiацiйнiих нерiвностей можна виокремити задачу (3.1) - (3.5)

монотонної варiацiйної нерiвностi, при µ > 0 в (3.5).

3.1 Сучаснi пiдходи до визначення вiдстанi Вассерштей-

на

Барицентри Вассерштейна забезпечують геометрично значущий спосiб

агрегування розподiлiв ймовiрностей, побудований на теорiї оптимального

транспорту.

Визначення 3.1. Нехай (M,d)- метричний простiр. Для p ≥ 1,∃x0∫
M

d(x, x0)
p dµ(x) < +∞ (3.8)

Тодi p-ю метрику Васерштейну W(µ,ν) для двох ймовiрносних мiр µ та

ν можна визначити як:

Wp(µ, ν) :=

(
inf

γ∈Γ(µ,ν)

∫
M×M

d(x, y)p dγ(x, y)

)1/p

, (3.9)

де Γ(µ, ν) визначається як сукупннiсть усiх мiр по M×M з розподiлами

µ та ν.
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Визначення 3.2. Нехай (M,d) - метричний простiр. Для p ≥ 1,∃x0∑
i

dp(xi, x0)πi,0 < +∞ (3.10)

вiдстань Вассерштейна можна розглядати як:

Wp(µ, ν) =

(
min

π∈Π(µ,ν)

∑
ij

dp(xi, yj) pii,j

)1

p
.

Визначення 3.3. Барицентром Вассерштейна називається метрика N

{ν1, ..., νN} у P ⊂ P (Ω), що мiнiмiзує функцiонал f над P, де

f(µ) =
1

N

n∑
i=1

Wp(µ, νi).

В теоретичному роздiлi дипломної роботи розглянуто алгоритми, якi бу-

дуть протестованi в практичнiй частинi.

Окремi методи вирiшення оптимальних транспортних проблем розроблю-

валися давно. Однак багато алгоритмiв, що використовуються в сучасних

додатках, були розробленi протягом останнього десятилiття. У 2018 роцi Га-

брiель Пейре та Марко Кутурi випустили книгу „Обчислювальний оптималь-

ний транспорт“, яка мiстить бiльшiсть вiдповiдних алгоритмiв оптимального

транспорту, яка надає вичерпний огляд рiзних типiв методiв та додаткiв.

Нехай маємо 2 вектори r, c з n−вимiрного ймовiрнiсного простору, що

представдений симплексом ∆n та матрицею витрат C ∈ Rn×n
+ , тодi задача

оптимального транспотру виглядатиме так:

min
X∈Ur,c

〈C,X〉 , де Ur,c = {X ∈ Rn×n
+ , 1X = r,X>1 = c} (3.11)

Ця задача виникає внаслiдок визначення вiдстанi Вассерштайна або Earth‘s

mover distance мiж дискретними r i c, як "найдешевший"зв’язок мiж розпо-

дiлами, де вартiсть зв’язку X ∈ Ur,c дорiвнює 〈C,X〉. Якщо r i c розглядати
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як розподiл ваги, розмiщених на n точках в деякому просторi (зазвичай, ме-

тричному), вiдстань Вассерштайна - це найдешевший спосiб перемiщення з r

у c. У (3.11) X представляє перемiщення (Xij - сума, перемiщена з ri в cj) i

C являє собою вартiсть руху (Cij - вартiсть перемiщення з ri до cj).

Назвемо X̂ ∈ Ur,c ε – наближеним планом перенесення, якщо〈
C, X̂

〉
≤ min

X∈Ur,c
〈C,X〉+ ε.

Нехай d − векторизована матриця витрат C, а ∆n2 - n2– вимiрний сим-

плекс. Знаючи, що r, c заданi суми рядкiв i стовпцiв, так що 1>r = 1>c = 1.

Тодi задачу оптимального транспорту можна сформулювати як:

min
x∈∆n,Ax=b

d>x (3.12)

де A ∈ {0, 1}2n×m n2 = m- матриця iнцидентностi b ∈ R2n
0 , де R2n

0 - множина

дiсних невiд’ємних чисел, а 1 – одиничний вектор.

Визначення 3.4. Симплекс - опукла оболонка з n+1 точки, якi не лежать

в однiй n−1 -вимiрнiй гiперплощинi. ∆ =

{
n∑
i=0

xiAi :

(
n∑
i=0

xi = 1

)
(∀i xi ≥ 0)

}
.

Вважатимемо, цi точки xi вершинами симплексу.

Ймовiрносний симплекс ∆d = {v|v ∈ Rd
+ ≥, 1> = 1}.

Для x ∈ ∆d, h(x) =
∑
i∈d

xi lnxi є ентропiєю, припустивши, що 0 ln0 = 0.

Визначимо поняття дивергенцiї Брегмана та прокс-оператора дивергенцiї.

Визначення 3.5. Дивергенцiю Брегмана можна визначити як:

Vg(x, z) := V (x, z) = g(x)− g(z)− 〈∇g(z), x− z〉 ∀x, z ∈ X (3.13)

де g - сильно опукла на X : R, диференцiйована на X
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А також для сильно опуклої g справедливо:

Vg(x, y) =
1

2
||x− y||2. (3.14)

Визначивши вiдстань Брегмана, можна замiнити узагальнене припущення

про сильну монотоннiсть в (3.5) за

〈∇G(x), x′ − x〉 ≥ 2µV (x, x′) ∀x ∈ X (3.15)

Визначення 3.6. Представимо проксимальний оператор у виглядi

Prox(x, y, γ) = argmin
z∈X

{〈∇y, z〉+
1

γ
V (z, x)},

при g =
1

2
||x||2 проксимальний оператор дорiвнює оператору проектува-

ння Xi

Prox(x, y, γ) = PX(x− yγ)

Деякi змiннi мають спецiалiзоване значення. Всi графiки, що розгляда-

ються, матимуть 2n вершини з m ребрами, тобто m = n2. A ∈ R2n×m -

матриця. d - матриця векторизованих витрат C. b - вектор обмеження, що

об’єднує обмеження r, c. В алгоритмах для знаходження розв’язку, x та y є

прямими (у симплексi) та двоїстими змiнними вiдповiдно, де змiнна x ∈ ∆m є

вектор. Ur,c є можливий багатокутник: коли область визначення є векторами,

Ur,c дорiвнює x|Ax = b, а коли це матрицi, Ur,c дорiвнює X|X1 = r,X>1 = c

(при згладжуваннi X це узгоджується).

Для зручностi запишемо min
X∈Ur,c

〈C,X〉 як

min
x∈∆m

d>x+ 2||d||∞||Ax− b|| [1] (3.16)

Задачу (3.16) можна звести до мiнiмаксної, враховуючи властивостi з [11].

Для F (x, y), опуклої в x i увiгнутої в y, стандартний спосiб вимiрювання
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розриву двоїстостi полягає у визначеннi оператора градiєнта

g(x, y) = (∇xF (x, y),−∇yF (x, y)), i доведеннi того, що для z = (x, y) та будь-

якого u на просторi, залишок, 〈g(z), z − u〉 невеликий. Вiдповiдно, визначаємо

g(x, y) = (d+ 2||d||∞A>y, 2||d||∞(b− Ax)) (3.17)
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4 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

4.0.1 Необхiднi визначення

Для нас будуть важливi наступнi визначення:

Визначення 4.1. Функцiя f називається L-лiпшицевою з множини S щодо

норми || · || тодi, коли для будь-яких точок u,w ∈ S виконується |f(u) −

f(w)| ≤ L||u− w||.

Визначення 4.2. Функцiя f = f(x) назвемо µ-сильно опуклою для ∃µ > 0

якщо

f(α · x+ (1−α) · y) ≤ α · f(x) + (1−α) · f(y)−µ ·α · (1−α) · ||x− y||2. (4.1)

Або:

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ µ · ||x− y||2. (4.2)

Визначення 4.3. Кажемо, що оператор G: H → H монотонний якщо

〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ 0 ∀x ∀y. (4.3)

Аналогiчно розгядається поняття µ-сильно опуклого оператора

Визначення 4.4. Оператор G: H → H називається µ-сильно монотонним

зi сталою µ > 0 якщо

〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ µ · ||x− y||2 ∀x ∀y. (4.4)

Подивимося на задачу знаходження розв’язку варiацiйної нерiвностi як

на задачу знаходження нерухомої точки оператора
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T : x 7→ PC (x− ρG(x)) , (4.5)

Або

xk+1 = PC (xk − ρkG(xk)) . (4.6)

Для оператора G – µ-сильно монотонний та L-лiпшицiв можна отримати

наступну оцiнку:

||T (x)− T (x)||2 ≤ ||x− y − ρ(G(x)−G(y))||2 ≤

≤ ||x− y||2 − 2ρ 〈G(x)−G(y), x− y〉+ ρ2||G(x)−G(y)||2 ≤

≤ ||x− y||2 − 2ρµ||x− y||2 + ρ2||G(x)−G(y)||2 ≤

≤ ||x− y||2 − 2ρµ||x− y||2 + ρ2L2||x− y||2 =

= (1− 2ρµ+ ρ2L2)||x− y||2 = η · ||x− y||2. (4.7)

де η(ρ) ∈ (0, 1).

Регуляризацiя - процес замiни довiльної опуклої функцiї f на ε-сильно

опуклу функцiю fε = f + ε||x||2.

Отже, й монотонний оператор G можна подати, як ε-сильно опуклий опе-

ратор Gε = G+ ε1, де 1x 7→ x – одиничний оператор. Тодi варiацiйну нерiв-

нiсть, можна записати для 〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ 0 у такiй формi

〈Gε(x)−Gε(y), x− y〉 = 〈G(x)−G(y), x− y〉+ε·||x−y||2 ≥ ε·||x−y||2, (4.8)

У цiй роботi ми спробуємо побудувати алгоритми з регуляризацiєю, для

яких iтерацiя матиме наступний вигляд:

xk+1 = PC (xk − αkGεkxk) , (4.9)

Для регуляризованих варiантiв алгоритмiв, нам також буде необхiдно ви-

значити послiдовнiсть αn, таку що αn ∈ (0, 1),
∞∑
n=0

αn = +∞, lim
n→∞

αn = 0
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4.1 Алгоритми розв’язання транспортної задачi

4.1.1 Лiнiйне програмування

Оскiльки формулювання Канторовича в дискретному середовищi є скiн-

ченною лiнiйною програмою, тому для розв’язання транспортної задачi за-

стосовуються стандартнi алгоритми, такi як симплекс-метод. Однак це фор-

мулювання має дуже особливу форму як випадок проблеми мережi з мiнi-

мальними витратами, що дозволяє використовувати бiльш спецiалiзованi ал-

горитми для її вирiшення.

Переозначимо: min
n∑
i=1

m∑
j=1

cijπij замiнивши
n∑
j=1

πij = µ = 1,
m∑
i=1

= ν ∀i =

1, n, j = 1,m.

Де cij - елементи матрицi витрат C ∈ Rn×m
+ та мiри µ i ν задовольня-

ють
∑
i

µi =
∑
j

νj, щоб задача була здiйсненною. Двоїсте формулювання

подано наступним чином: max
n∑
i=1

uiµi +
m∑
j=1

vjµj за умови ui + vj ≤ cij ∀i, j.

Двоїстi змiннi ui та vj також називаються потенцiалами. Це формулювання

використовується у бiльшостi методiв лiнiйного програмування. Додаткова

умова нежорсткостi (cij − ui − vj) · πij = 0 ∀i, j. Це означає, що коли знахо-

диться первинне можливе рiшення π та двоїсте можливе рiшення (u, v), що

задовольняє наведенiй вище умовi, розв’язок повинен бути оптимальним.

Розглянемо такi методи, як угорський метод для завдань присвоєння та

транспортний симплекс, а також бiльш сучаснi модифiкацiї, такий як метод

короткого списку.

Угорський метод розробили два математика Кун та Манкрес в 1955 р.

Цей алгоритм є частинним випадком транспортної задачi з n = m та µi =

νj = 1∀i, j. Тут одне джерело призначається саме одному стоку таким чином,
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щоб загальна вартiсть задачi була мiнiмiзована. Алгоритм починається з ви-

значення двоїстого можливого рiшення (û, v̂) через ûi := minj=1,n cij; vj :=

mini=1,n cij − ûi∀i, j = 1, n.

Матриця приведених витрат Ĉ визначається за ĉij := cij − ûi − v̂j. Тепер,

якщо можна знайти таке присвоєння, що кожне ненульове введення β вiдпо-

вiдає нульовому входу Ĉ, завдяки додатковiй нежорсткостi це призначення є

оптимальним.

Якщо нi, розглядається мiнiмальна кiлькiсть рядкiв i стовпцiв, необхiдна

для покриття всiх нульових записiв у Ĉ, фiксуючи одну таку оболонку та

визначаючи набори непокритих рядкiв i стовпцiв як Sr та Sc, вiдповiдно.

Далi знаходиться мiнiмальний непокритий запис в Ĉ (c0 := mini∈Sr,j∈Sc
ĉij >

0). Отримується нове можливе двоїсте рiшення (u, v), встановлюючи ui =

ûi + c0 для i ∈ Sr, ui = ûi, ui = ûi для i /∈ Sr, vj = v̂j для j ∈ Sc та

vj = v̂j− c0 для j /∈ Sc i, в свою чергу, нова матриця знижених витрат C. Цей

процес повторюється, поки не будуть виконанi додатковi умови нежорсткостi,

i отримане оптимальне призначення через нульовi записи матрицi знижених

витрат.

Транспортний симплекс - це спецiальна версiя симплекс мережi. Як i iн-

шi симплекс-методи, транспортний симплекс має двi фази: одну фазу для

побудови початкового базового можливого рiшення π та другого етапу для

вдосконалення цього рiшення до оптимальностi. Як правило, бiльшiсть ча-

су витрачається на другу фазу, оскiльки початкове рiшення оптимального

транспорту легко отримати.

Транспортний симплекс також розглядається як модифiковане правило

мiнiмуму рядкiв, що має унiверсальну продуктивнiсть як за часом виконання,

так i за якiстю побудованого рiшення. Перебираючи всi мiсця розташування
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джерел (рядки) xi ∈ X, якi все ще мають масу, для кожного джерела вибира-

ється доступна цiль cj з найменшими витратами та включається в рiшення,

встановлюючи πij на найбiльше можливе значення. Цей процес повторює-

ться, поки всi джерела не будуть вичерпанi. Отримане таким чином рiшення

автоматично стає базовим.

Якщо iнтерпретувати вихiдне та цiльове розташування як вузли в графiку

та малювати ребра для кожного можливого транспорту, можна отримати пов-

ний двостороннiй графiк. Кожне невироджене базове можливе рiшення тепер

може бути представлене охопленням дерева на цьому графiку, вибравши всi

дуги, що належать до активних транспортiв. З огляду на базове можливе

рiшення, симплексний крок виконується наступним чином:

1. Для введення базису вибирається нова змiнна (πij)

2. Створюється цикл у попередньому деревi, який потiм iдентифiкується.

3. Максимальна кiлькiсть маси змiщується по цьому циклу, тобто, по черзi

додається i вiднiмається вiд послiдовних перевезень.

4. Змiнна, яка в процесi стала нульовою, вилучається з базису.

Для пошуку нової базової змiнної є багато варiантiв, але мiнiмальна стра-

тегiя рядка є найбiльш ефективною.

Використавши поточне рiшення для обчислення значень двоїстих змiнних

ui та vj через додатковi умови нежорсткостi, що ui + vj = cij, коли завгодно

πij > 0. Це лiнiйна система рiвнянь n+m− 1 iз n+m змiнними, яку можна

вирiшити за допомогою пiдстановки назад пiсля встановлення u1 = 0. Тодi,

розглянувши неосновнi змiннi πij, рядок за рядком можна обрахувати змен-

шенi витрати rij = cij − ui− vj. У випадку отримання змiнної з негативними
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зменшеними витратами, небхiдно зупитинися в кiнцi цього рядка i вибрати

змiнну з найменшим зменшенням вартостi, що встановлюється як нова базо-

ва змiнна. Якщо кандидати не знайденi серед усiх рядкiв (поточне рiшення є

оптимальним), то вiдбувається зупинка роботи алгоритму.

Друга фаза транспортного симплексу дуже схожа на мережевий симплекс.

Рiзниця лише в тому, що ми завжди маємо повну двосторонню мережу в

оптимальнiй транспортнiй проблемi. На першому етапi ця конструкцiя є ду-

же вигiдною i дозволяє легко знайти рiшення, тодi як у бiльш загальному

випадку для введення штучного базису часто потрiбнi додатковi змiннi.

Варiацiєю транспортного симплекс-методу є метод короткого списку, який

мiстить три параметри: s - довжина короткого перелiку, p, k - кiлькiсть змiн-

них, якi визначаються, щоб знайти нову базову змiнну.

Перед початком оптимiзацiї створюється короткий список для кожного

джерела, що складається з цiлей з найменшими транспортними витратами,

упорядкованими за вартiстю. Основне можливе рiшення за аналогiєю зна-

ходиться за модифiкованим мiнiмальним правилом рядка, де списки мають

прiоритет. Пiсля цього отримане рiшення вдосконалюється за допомогою сим-

плексних крокiв, схожих на транспортний симплекс, але пошук здiйснюється

за обмеженими списками.

Списки перевiряються до тих пiр, поки не з’являться будь-якi k змiннi з

негативно зменшеними витратами, або не знайдено p вiдсоткiв короткого спи-

ску. Потiм для введення в базис обирається кандидат з мiнiмально зниженою

вартiстю. Якщо в короткому списку досягти покращення вже неможливо, то

останнє рiшення визначається як оптимальне.
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4.1.2 Ентропiйно-регуляризацiйна транспортна задача

Iдея регулювати оптимальнi транспортнi проблеми, додавши ентропiйний

множник, була запропонована в 1969 р., але лише в 2013 роцi завдяки розроб-

кам Кутурi така можливiсть набула значної переваги в теорiї обчислювально-

го оптимального транспорту. Вiн запропонував розглядати ентропiчно-регульованi

оптимальнi транспортнi проблеми за допомогою алгоритму матричного мас-

штабування. Цей алгоритм був запропонований в 1967 роцi i називається

масштабуванням Сiнкхорна або Сiнкхорна-Ноппа. Саме через це ентропiя

використовується у регуляризацiї i регуляризований оптимальний транспорт

розглядається як алгоритм.

Розглянемо дискретний випадок проблеми Канторовича. Для зв’язки, π

розглядається як ентропiйний член регуляризацiї

H(π) := −
∑
ij

πij(ln(πij − 1)).

Для параметра регуляризацiї λ > 0, ентропiчно-регуляризована опти-

мальна транспортна задача буде мати вигляд

min
π∈Π(µ,ν)

∑
ij

cijπij − λH(π).

Оскiльки ентропiя є строго увiгнутою функцiєю, це призводить до того,

що задача регуляризованого транспорту є опуклою. Отже, допускається єди-

ний розв’язок π∗λ ∀λ > 0. Це рiшення завжди має повний носiй, на вiдмiну

вiд основних рiшень вихiдної проблеми, отриманих за допомогою лiнiйного

програмування, якi є рiдкiсними.

Якщо λ велике, тодi опуклiсть сильнiша ( цiльова функцiя λ -сильно опу-

кла). Це вiдображається на розв’язку π∗λ, коли lim
λ→∞

π∗λ = µ × ν, оскiльки
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lim
λ→0

π∗λ = π∗, є оптимальним рiшенням вихiдної транспортної проблеми з най-

вищою ентропiєю.

У випадку Вассерштейна c = dp, можна розглядати результати регуляри-

зованої задачi як дещо iншу оптимальну транспортну вiдстань

Wp,λ(µ, ν) =

(
min

π∈Π(µ,ν)

∑
ij

dp(xi, yj)πi,j − λH(π)

)1

p
,

що можна вважати як наближення до вiдстанi Вассерштейна, особливо для

малих λ, оскiльки Wp,λ(µ, ν)→ Wp(µ, ν), при λ→ 0.

Алгоритм масштабування Сiкхорна.

Для фiксованого значення λ > 0, ядро Гiббса, пов’язане з матрицею ви-

трат C, становить K ∈ Rn×m, де,

Kij = e
−
cij
λ , i = 1, n; j = 1,m.

Основний факт, який використовується алгоритмом, полягає в тому, що

єдиний розв’язок π∗λ має вигляд π∗λij = uiKijvj з векторами u ∈ Rn, v ∈ Rm,

подiбними до двоїстих векторiв у лiнiйних програмах. Оскiльки π∗λ має бути

поєднано, потрiбно знайти вектори u i v, такi, щоб π∗λ ∈ Π(µ, ν), тобто u

i v, задовольняли обмеженням diag(u)Kv = µ i diag(v)Ktu = ν, де µ i ν

iнтерпретуються як масовi вектори, а diag(u) - це матриця n на n, яка має

записи u на дiагоналi та нуль в будь-якому iншому мiсцi.

Обмеження в u i v - нелiнiйнi. Загальна стратегiя виконання цих обмежень

полягає в тому, щоб починати обчислення з довiльного додатного вектора

(наприклад, v(0) = (1, ..., 1)t) та по черзi оновлювати u та v.

Це досягається за допомогою iтерацiй

uk+1 :=
µ

Kvk
; vk+1 :=

ν

Ktuk+1
,
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де розподiл виконується почергово. По сутi, це метод змiнних проекцiй -

поточне рiшення проектується по черзi на множини рiшень (u, v), що за-

довольняють обмеженням джерела diag(u)Kv = µ та обмеженням стоку

diag(v)Ktu = ν.

Цей алгоритм широко застосовується на практицi, де необхiднi широко-

масштабнi обчислення або наближення оптимальних транспортних вiдстаней,

наприклад, при обчисленнi барицентрiв Васерштайна. Однак, проблемою ал-

горитму є, зокрема, числова стабiльнiсть. Як згадувалося ранiше, апроксима-

цiя вiдстанi Вассерштайна через регуляризовану версiю краща, при малому

λ.

У цьому алгоритмi є двi задачi з вибором λ:

1. Маленьке λ призводить до задачi зi слабкою опуклiстю. Отже, збiжнiсть

π
(k)
λ → π∗λ, повiльнiша.

2. Ядра Гiббса швидко наближаються до нуля при малих λ.

Це призводить до чисельно нестабiльних iтерацiй масштабування матрицi,

що особливо проблематично, коли K наближається або падає нижче порогу

точностi машини. Це означає, що λ не можна обирати довiльно малим.
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4.1.3 Двоїста екстраполяцiя

Алгоритм пошуку пари (x, y) з невеликим розривом двоїстостi щодо цiлi

описується таким чином:

min
x∈X

max
y∈Y

d>x+ 2||d||∞(y>Ax− b>y), X = ∆m;Y = [−1; 1]2n.

Основною iдеєю є розгляд алгоритму, який пов’язує його з аналiзом дво-

їстої екстраполяцiї, тобто алгоритмом наведення приблизних сiдлових точок

з бiльш стандартним аналiзом.

Для F (x, y), опуклої в x i увiгнутої в y, стандартний спосiб вимiрювання

розриву двоїстостi полягає у визначеннi оператора градiєнта

g(x, y) = (∇xF (x, y),−∇yF (x, y)), i доведеннi того, що для z = (x, y) та будь-

якого u на просторi, залишок, 〈g(z), z − u〉 невеликий. Вiдповiдно, визначаємо

g(x, y) = (d+ 2||d||∞A>y, 2||d||∞(b− Ax))

Система двоїстої екстраполяцiї вимагає регуляризатора простору. Реалiзацiя

алгоритму полягає у тому, що для кожної iтерацiї потрiбно два „дзеркально“

схожих кроки, що забезпечують стан st у спряженому просторi. Типовою

установкою є оператор градiєнта Лiпшица та регуляризатор, який є сумою

канонiчних сильно опуклих регуляторiв у нормах, що вiдповiдають добутку

множин X, Y .

За визначенням, регулятор r k-вимiрно-опуклий щодо оператора g, якщо

для будь-яких точок a, b, c у своїй областi,

k

(
r(a) + r(b) + r(c)− 3r

(
a+ b+ c

3

))
≥ 〈g(b)− g(a), b− c〉

Вимiрна-опуклiсть названа так, оскiльки 〈g(b)− g(a), b− c〉 можна роз-

глядати як вимiрювання „площi“ трикутника з вершинами a, b, c вiдносно
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деякої матрицi Якобiана. У випадку бiлiнiйних фунцкiй лiва сторона у ви-

значеннi вимiрної опуклостi є незмiнною до перестановки a, b, c, тодi як знак

правої сторони можна змiнити, помiнявши мiсцями a, c, тому i передбачається

опуклiсть.

Однак це не означає, що регуляризатор r сильно-опуклий, що є типо-

вим припущенням про збiжнiсть методу дзеркального спуску. Сформулюємо

алгоритм для T . Єдина вiдмiннiсть вiд попередньо створених алгоритмiв –

коефiцiєнт 2 при st+1, тобто вiдбувається додавання кратного 1/2k замiсть

1/k.

Алгоритм двоїстої екстраполяцiї (k, r, g, T ).

Iнiцiалiзуємо s0 = 0, нехай z̄ - мiнiмiзацiя r.

for t < T do

zt ← Proxrz(st)

wt ← Proxrz(st +
1

k
g(zt))

st+1 ← st +
1

2k
g(wt)

t+ 1← t

end for

return w̄ =
1

T

∑
t∈[T ]wt

Лема (Про збiжнiсть двоїстої екстраполяцiї). Нехай r є k-вимiрною опу-

клiстю щодо g. Нехай для деяких u,Θ ≥ r(u) − r(z̄). Тодi, w̄ до алгоритму

задовольняє

〈g(w̄, w̄ − w)〉 ≤ 2kΘ

T

На першому кроцi, необхiдно довести наступну нерiвнiсть:

1

2k
〈g(wt), wt − z̄〉 ≤ 〈st+1, zt+1 − z̄〉+ V r

x (zt+1)− 〈st, zt − z̄〉 − V r
z (zt)

Припустимо, що ct =
zt + wt + zt + 1

3
. Доведення випливає з мiнiмально-
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стi zt вiдносно ct, мiнiмальностi wt вiдносно zt+1 та опуклостi площi щодо zt,

wt та zt+1. Вiдповiдно,

〈st, zt〉+ r(zt) ≤ 〈st, ct〉+ r(ct)

〈st, wt〉+
1

k
〈g(zt), wt〉+ r(wt) ≤ 〈st, zt+1〉+

1

k
〈g(zt), zt+1〉+ r(zt+1)

1

k
〈g(wt)− g(zt), wt − zt+1〉 ≤ r(zt) + r(wt) + r(zt+1)− 3r(ct)

Пiдставивши перше рiвняння у третє i використовуючи визначення ct, маємо

1

k
〈g(wt)− g(zt), wt − zt+1〉 ≤ r(wt) + r(zt+1)− 2r(zt) + 〈st, wt + zt+1 − 2zt〉

Переставляючи друге рiвняння, маємо

1

k
〈g(zt), wt − zt+1〉 ≤ r(zt+1)− r(zt) + 〈st, 2zt+1 − 2zt〉

Додавши цi два рiвняння, маємо

1

k
〈g(wt), wt − zt+1〉 ≤ 2r(zt+1)− 2r(zt) + 〈st, 2zt+1 − 2zt〉

Дiлимо на 2 i додаємо
1

2k
〈g(wt), wt+1 − z̄〉 з обох бокiв, отримуємо шукану

функцiю. Тепер, визначимо потенцiйну функцiю

Φk =
1

2k

k−1∑
t=0

〈g(wt), wt − z̄〉 − 〈sk, zk − z̄〉 − V r
z (zk)

Тодi, Φk не зростає в k. Тому для будь-якого u, за визначенням Θ,

1

T

T−1∑
t=0

〈g(wt), wt − u〉 ≤
1

T

T−1∑
t=0

〈g(wt), wt − z̄〉+
1

T

T−1∑
t=0

〈g(wt), z̄ − u〉+(
2kΘ

T
−2kVz(u)

T
) =

=
1

T

T−1∑
t=0

〈g(wt), wt − z̄〉+
1

T

T−1∑
t=0

〈g(wt), z̄ − zT 〉+ (
2kΘ

T
− 2kVz(xT )

T
)

=
2k

T
+

2kΘ

T
≤ 2kΦ0

T
+

2kΘ

T
=

2kΘ

T
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Нерiвнiсть у другому рядку використала визначення zT = ProxTz (
1

2k

∑
t∈[T−1]

g(wt)),

а остання нерiвнiсть – ΦT ≤ Φ0. Висновок про збiжнiсть двоїстої екстраполя-

цiї випливає iз визначення g (оскiльки вона є лiнiйною).

4.1.4 Метод дзеркального спуску

Попереднi аналiзи градiєнтного спуску припускають, що функцiя f є лi-

пшицевою щодо норми Евклiда. Якщо f є (
√
nL) - лiпшицевою вiдносно ||·||2,

то коефiцiєнт
√
n може бути як завгодно великий.

Градiєнтний спуск чiтко не розмежовує основний та спряжений векторнi

простори, тобто iтерацiї xi є векторами в Rn, тодi як градiєнти ∇f(xi) є

лiнiйними функцiоналами в Rn.

Отже, ∇f(xi) знаходиться в спряженому просторi. Можна пов’язати Rn

та спряжений до нього простiр, оскiльки вони iзоморфнi (за допомогою опе-

рацiї транспонування). Тим не менше, градiєнтний спуск обчислює лiнiйну

комбiнацiю iтерацiї xi та градiєнта ∇f(xi), не звертаючи уваги на те, що цi

об’єкти лежать у рiзних векторних просторах.

Основна iдея методу дзеркального спуску полягає у чiткому розмежуваннi

основного та спряженого до нього просторiв та у визначеннi корисної бiєкцiї

мiж ними двома.

Бiєкцiя визначається дзеркальною функцiєю Φ : Rn → R. Канонiчним

прикладом Φ є вiд’ємна функцiя ентропiї.

Бiєкцiя мiж основним простором i спряженим простором полягає в на-

ступному: основна точка x вiдображається в двоїсту точку ∇Φ(x). Для вiд-

ображення зворотного з спряженого простору в простiр ми будемо викори-

стовувати обернену до вiдображення x 7→ ∇Φ(x). (Насправдi це зворотне

вiдображення просто y 7→ ∇Φ∗(y).
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Метод дзеркального спуску грунтується на двох основних iдеях:

Головна iдея. Замiсть того, щоб робити кроки градiєнта в основному

просторi, дзеркальний спуск робить кроки градiєнта в спряженому просторi.

Бiєкцiя ∇Φ та її оберенена ∇Φ∗ використовуються для вiдображення вперед

i назад мiж точками.

Забезпечення доцiльностi. Метою є обмежена оптимiзацiя над опу-

клою множиною X в основному просторi, тому проблема полягає в тому, що

крок градiєнта, можливо, створює точку поза X. Наступна основна iдея -

спроектувати цю точку на X пiд дивергенцiєю Брегмана DΦ.

Алгоритм методу дзеркального спуску..

Початкова точка - будь-яка x1 ∈ X ∩ D

for i ∈ N do

x̂i ← ∇Φ(xi)– вiдображення точки до спряженої

ŷi+1 ← x̂i − ηgi – градiєнтний крок у спряженому просторi

yi+1 ← ∇Φ∗(ŷi+1) – спряжена точка до точки з D

xi+1 ← ΠΦ
X∩D(yi+1) – проекцiя нової точки на можливий область

end for

Теорема 4.1 (Про дзеркальний спуск). Для будь-якого η > 0 та дзеркаль-

ного вiдображення Φ → D : R, такого, що Φ - строго опукла та диферецi-

йована на D; спряжений простiр це весь Rn; а градiєнт Φ розбiгається на

межi D, а також D- вiдкрита пiдмножина з Rn.

Область X ⊆ Rn задовольняє таким умовам: X- замкнена i опукла;

X ⊆ D̂ замикання D; X ∩ D 6= ∅.

f1, f2, ...fn → R - опуклi фiнкцiї.

Нехай строго ρ−опукла функцiя з нормою ||·||. Тодi для алгоритма дзер-
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кального спуску характерна оцiнка виду
t∑
i=1

(fi(xi)) ≤
DΦ(x∗, x1)

η
+
∑

(〈gi, xi − yi+1〉)−
ρ

2η
||xi − yi+1||2 ≤

≤ DΦ(x∗, x1)

η
+

η

2ρ

t∑
i=1

||gi||2∗

Для довiльного z ∈ X

fi(xi)− fi(z) ≤ gi>(xi − z)

З кроком градiєнта gi =
x̂i − ŷi+1

η
, так що

fi(xi) =
1

η
(∇Φ(xi)−∇Φ(yi))

>(xi − z) =

=
1

η
(∇Φ(xi, yi+1) +DΦ(z, xi)−DΦ(z, yi+1))

Застосувавши узагальнену тотожнiсть Пiфагора, можна отримати наступне:

≤ 1

η
(∇Φ(xi, yi+1) +DΦ(z, xi)−DΦ(z, xi+1))

Просумувавши по i, отримаємо
t∑
i=1

(fi(xi)− fi(z)) ≤ 1

η
(DΦ(z, x1) +

t∑
i=1

(xi, yi+1))

Суми з правої сторони обмеженi сильною опуклiстю

DΦ = Φ(xi)− Φ(yi+1)− 〈∇Φ(yi+1), xi − yi+1〉 =

= Φ(xi)− Φ(yi+1) + 〈∇Φ(xi), yi+1 − xi〉+ 〈∇Φ(xi)−∇Φ(yi+1), xi − yi+1〉

|з сильної опуклостi випливає| ≤ −ρ
2
||xi − yi+1||2 + η 〈gi, xi − yi+1〉 .

Поєднавши з виразом вище та припустивши, що z = x∗.

Далi, оскiльки функцiя є L-лiпшищевою, то

DΦ(xi, yi+1) ≤ η||gi||∗||xi − yi+1||2 −
ρ

2
||xi − yi+1||2 ≤

η2||gi||2∗
2ρ

що й треба було довести.

31



4.2 Способи оптимiзацiї алгоритма пошуку барицентра

Вассерштейна

У цьому роздiлi ми розглянемо алгоритми для розв’язування варiацiйної

нерiвностi, що забезпечують слабку збiжнiсть xn, а також спробуємо, побу-

дувати сильно збiжнi алгоритми з використанням iтеративної регуляризацiї

Бакушинського [10].

Для регуляризованих варiантiв алгоритмiв, нам також буде необхiдно ви-

значити послiдовнiсть αn, таку що αn ∈ (0, 1),
∞∑
n=0

αn = +∞, lim
n→∞

αn = 0

4.2.1 Простий проекцiйний метод

Перевагою цього методу є його лiнiйна збiжнiсть, а недолiком, сильна

монотоннiсть G. Нехай, α - стала оберненої сильної монотонностi оператора,

тодi можна записати алгоритм:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
2α

L2
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(xi − λG(xi))

end for

return xt

Вимагатимемо, щоб lim
n→+∞

αn+1 − αn
αn+1

= 0, для аналогiчного методу з регу-

ляризацiєю. Його алгоритм матиме наступний вигляд:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
2α

L2
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(1− αn)PX(xi − λG(xi))

end for

return xt
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4.2.2 Вiдбиваючий проекцiйний метод

Цей метод було запропоновано Малiцьким у 2018 роцi[5]. Головною осо-

бливiстю методу, є те, що знаходити значення оператора та проекцiї потрiбно

лише один раз.

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,

√
2− 1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(xi − λG(2xi − xi−1))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(2xs − xs−1)

А його алгоритм з регуляризацiєю можна записати, як:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,

√
2− 1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(xi − λG(2xi − xi−1)(1− αn))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(2xs − xs−1)

4.2.3 Екстраградiєнтний метод Ценга

Для методу Ценга [7] нам необхiдно стверждувати, що оператор буде мо-

нотонний i L−лiпщицiв.

Основною перевагою методу, є необхiднiсть рахувати проєкцiю один раз,

серед недолiкiв видiлимо необхiднiсть знаходити значення оператора у двох

точках.
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Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(xi))

xi+1 = yi − λ(G(yi)−G(xi))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

Задаємо, a ∈ H, тодi метод Ценга з регуляризацiєю виглядатиме так:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(xi))

xi+1 = αna+ (1− αn)(yi − λ(G(yi)−G(xi)))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

4.2.4 Операторна екстраполяцiя

Одним з нових методiв для варiацiйних нерiвностей є метод операторної

екстраполяцiї[4]:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,

√
2− 1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(G(xi)− λG(xi −G(xi−1)))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

Серед зауважень щодо вiдмiнностей мiж методом ОЕ та кiлькома iншими

iснуючими методами для варiацiйних нерiвностей є наступне. Алгоритм мето-

ду вимагає лише однiєї оцiнки оператора та однiєї проекцiї над множиною X.
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По-друге, Нестеров та Скiмалi показують, що метод операторної екстраполя-

цiї може бути використаний для оптимального вирiшення сильно монотонних

задач. Крiм того, цей метод вимагає сильної монотонностi.

Аналог цього методу, буде мати вигляд:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,

√
2− 1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi+1 = PX(G(xi)− λG(xi −G(xi−1)))(1− αn)

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

4.2.5 Екстраградiєнтний метод Корпелевич

Метод Корпелевич [8] є одним з найвiдомiших методiв для знаходження

розв’язку задачi варiацiйних нерiвностей. Алгоритм екстраградiєнтного ме-

тоду виглядає наступним чином:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi = PX(xi − λG(xi))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

Серед переваг методу можна вiдзначити, те, що його можна застосовувати

для монотонного оператора G. Серед недолiкiв, можна видiлити необхiднiсть

знаходити двiчi проекцiю на множину X, що знижує швидкiсть роботи алго-

ритму.

Його аналог має вигляд:
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Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

xi = PX(xi − λG(xi))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))(1− αn)

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

4.2.6 Метод екстраполяцiї з минулого

Метод Попова [9], або Extrapolation from the past[6], є бiльш зручною ва-

рiацiєю метода Корпелевич. Головною iдеєю є використання обчисленого зна-

чення монотонного оператора G, та двiчi знаходити проєкцiю на множину:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

2L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(yi−1))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

Можна записати, аналогiчний йому метод, як:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

2L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(yi−1))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))(1− αn)

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

36



4.2.7 Алгоритм дзеркального спуску

Цей алгоритм[2] можна iнтерпретувати як модифiкацiю двоступеневого

алгоритму Попова iз застосуванням проекцiї на здiйсненну множину у сенсi

вiдстанi Брегмана. Як i iншi схеми дзеркального спуску, метод дозволяє ефе-

ктивно враховувати структуру здiйсненної сукупностi проблеми. Основним

теоретичним результатом є доведена теорема про збiжнiсть методу. Очеви-

дним недолiком алгоритму є припущення, що константа Лiпшица оператора

вiдома або допускає просту оцiнку. Бiльше того, в певних задачах оператори

можуть не задовольняти глобальну умову Лiпшiца.

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(yi−1))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)

Алгоритм дзеркального спуску з регуляризацiєю, матиме вигляд:

Initialization: x0 ∈ X;λ ∈ (0,
1

L
)

for i ∈ 0, t− 1 do

yi = PX(xi − λG(yi−1))

xi+1 = PX(xi − λG(yi))(1− αn)

end for

return xt =
1

t

t∑
s=1

(xs)
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5 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

Теорiя нерухомої точки пропонує важливi iнструменти для аналiзу при

вивченнi iснування та наближення рiшень рiзних задач (задачi оптимiзацiї,

варiацiйнi проблеми нерiвностi, проблеми включення, задачi рiвноваги тощо).

Шуканий розв’язок такої нелiнiйної задачi виражається як нерухома точка

вiдповiдного оператора, тобто як розв’язок еквiвалентної задачi з нерухомою

точкою:

x = Tx, (5.1)

Де T визначено на просторi X. Тепер дана задача вирiшується застосуванням

теореми про нерухому точку, i таким чином ми можемо вiдразу побудувати

iтерацiйну послiдовнiсть, визначену як:

xn+1 = Txn, n ≥ 0, де x0 - початкове наближення. (5.2)

Нагадаємо, що задача знаходження розв’язку варiацiйної нерiвностi для

вiдображення G : H → H визначається наступним чином:

Знайти x∗ ∈ X таким, що

〈G(x∗), x− x∗〉 ≥ 0, ∀x ∈ X, (5.3)

де X - непорожня, опукла та замкнута пiдмножина дiйсного гiльбертового

простору H з нормою || · ||. Вiдомо, що задача варiацiйної нерiвностi, еквiва-

лентна задачi нерухомої точки:

x = PX(x− λG(x)), x ∈ X, (5.4)

де PX - найближча точкова проекцiя на X.
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5.1 Тестування алгоритмiв без регуляризацiї

Для початку, можемо ознайомитися з приблизною швидкодiєю алгоритмiв

для невеликих початкових розмiрностей.

Рис. 1: Алгоритми без регуляризацiї для множини з 10 блокiв

Розмiрнiсть = 25 Розмiрнiсть = 49

Назва методу Кiлькiсть

iтерацiй

Значення Кiлькiсть

iтерацiй

Значення

Проєкцiйний 908 0.41 972 0.234

Вiдбиваючий проекц. 834 0.52 956 0.247

Операторної екстр. 774 0.65 895 0.267

Екстраполяцiї з мин 1790 0.1 1356 0.116

Ценга 697 0.49 719 0.249

Корпелевич 925 0.26 1088 0.177

Дзеркальний спуск 825 0.44 959 0.210

Табл. 1: Алгоритми без регуляризацiї для множин з 25, 49 блокiв
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Можна побачити, що алгоритм Ценга не є достатньо точним для цiєї зада-

чi. Алгоритми операторної екстраполяцiї та метод Корпелевич переважають

за швидкiстю методи екстраполяцiї з минулого та метод дзеркального спу-

ску, проте потребують бiльшої кiлькостi iтерацiй для обчислення наступного

кроку. Також маємо непрямий доказ подiбностi алгоритмiв методiв дзеркаль-

ного спуску та методу вiдбиваючої проєкцiї, що можна побачити, з близького

значення кiлькостi iтерацiї та похибки обчислення. Найменшi похибки було

знайдено для методiв екстраполяцiї з минулого, вiдбиваючого проекцiйного

та методу дзеркального спуску. Проте найменше число iтерацiй було у методу

Ценга, операторної екстраполяцiї та дзеркального спуску.
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5.2 Тестування алгоритмiв з регуляризацiєю

Аналогiчно до алгоритмiв без регуляризацiї знайдемо вiдстань Вассер-

штейна для визначнених методiв.

Рис. 2: Алгоритми з регуляризацiєю для множини з 10 блокiв

Розмiрнiсть = 25 Розмiрнiсть = 49

Назва методу Кiлькiсть

iтерацiй

Значення Кiлькiсть

iтерацiй

Значення

Проєкцiйний 1338 0.65 1332 0.276

Вiдбиваючий проекц. 1935 0.37 934 0.368

Операторної екстр. 1245 0.65 3425 0.234

Ценга 1295 0.64 1302 0.278

Екстраполяцiї з мин. 1541 0.30 1356 0.198

Корпелевич 1205 0.77 1027 0.291

Дзеркальний спуск 1909 0.35 1026 0.350

Табл. 2: Алгоритми з регуляризацiєю для множин з 25, 49 блокiв
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Можна побачити, що алгоритм Ценга для цiєї задачi наближений до про-

стого проєкцiйного методу для цiєї задачi. Алгоритми операторної екстрапо-

ляцiї та метод дзеркального спуску переважають за швидкiстю методи екс-

траполяцiї з минулого та метод дзеркального спуску, проте потребують бiль-

шої кiлькостi iтерацiй для обчислення наступного кроку. Також маємо непря-

мий доказ подiбностi алгоритмiв методiв для великих розмiрностей дзеркаль-

ного спуску та методу вiдбиваючої проєкцiї, що можна побачити, з близького

значення кiлькостi iтерацiї та похибки обчислення. Найменшi похибки було

знайдено для методiв екстраполяцiї з минулого та операторної екстраполяцiї.

Проте найменше число iтерацiй було у методу Ценга, операторної екстрапо-

ляцiї та алгоритму Корпелевич.
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5.3 Тестування алгоритму для знаходження барицентру

Вассерштейна

Знаходження та аналiз отриманих даних з дослiджень вiдстанi Вассер-

штейна для задачi варiацiйної нерiвностi дало можливiсть визначити, при-

наймнi з розглянутих алгоритмiв, кращий для знаходження барицентра Вас-

серштейна. Таким оптимальним алгоритмом визначено метод Корпелевич.

Застосувавши алгоритм вiдповiдно до методу Корпелевич. Отримали такi

результати при кiлькостi градiєнтих крокiв 20 та 50.

Рис. 3: Приклад знаходження барицентрiв Вассерштейна для 20 та 50 крокiв

градiєнта
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6 ВИСНОВКИ

Розв’язання поставленої задачi уможливило сформулювати наступнi ви-

сновки.

1. Хоча вирiшенням проблеми знаходження барицентра Вассерштейна по-

чали займатися ще у XVIII-столiттi, сьогоднi цi методи продовжують

активно розвиватися. Вони знаходять серйозне практичне застосування в

рiзних галузях, зокрема, медицинi, обробцi зображень, логiстичних зада-

чах та iнших мiнiмаксних задачах. Якщо ранiше унiверсальним методом

розв’язання такого роду задач були методи лiнiйного програмування, то

сьогоднi задача ускладнюється тим, що через велику кiлькiсть елементiв,

велику кiлькiсть даних стандартнi алгоритми працюють повiльно. Отже

є необхiднiсть в отриманнi максимально точного результату за найменшу

кiлькiсть iтерацiй, з найменшими часовими витратами.

2. Розглянутi алгоритми розв’язання транспортних задач показали, що не

iснує унiверсального пiдходу до для пошуку барицентра Вассерштейна

монотонним оператором за допомогою алгоритмiв Попова, Корпелевич,

Ценга, операторної екстраполяцiї та алгоритмiв Малiцького (вiдбиваючо-

го проєкцiйного та методу дзеркального спуску).

3. За допомогою розробленого алгоритму та бiблiотеки проєкцiйних методiв

показано, що для малої розмiрностi вхiдних даних класичнi алгоритми

операторної екстраполяцiї та метод Корпелевич переважають за швид-

кiстю методи екстраполяцiї з минулого та метод дзеркального спуску.

Проте зазначенi алгоритми потребують бiльшої кiлькостi iтерацiй для

обчислення наступного кроку. Водночас серед алгоритмiв з регуляризацi-

єю методи екстраполяцiї з минулого та операторної екстраполяцiї мають
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найменшу похибку.

4. Розроблена програмна бiблiотека для розв’язування варiацiйної нерiвно-

стi iз використанням алгоритми Попова, Корпелевич, Ценга, операторної

екстраполяцiї та алгоритми Малiцького, дозволила запропонувати анало-

ги вирiшення задачi з регуляризацiєю для класичних алгоритмiв. Може-

мо стверджувати, щоб побачити iстотну перевагу оптимальностi алгори-

тмiв необхiдно задати велику вхiдну розмiрнiсть для початкових даних.
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