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В статті розглядається ізольована популяція, що описується логістичним рівнянням, та 
вивчається вплив керування на зміну її чисельності. В залежності від значення параметру керування 

виникає три різних випадки поведінки ізольованої популяції. Досліджено стаціонарні точки на 

стійкість в усіх трьох випадках та представлені графіки поведінки популяції в залежності від різних 

початкових умов. 
Ключові слова: логістична популяція, диференціальне рівняння, стаціонарна точка, стійкість, 

керування. 

 
The article considers the isolated population described by the logistic equation and studies the influence 

of management on the change of its number. Depending on the value of the control parameter, there are 

three different cases of behavior of an isolated population. In the first case, when the quota is equal to the 
corresponding value, depending on the initial value, the population either goes to a stationary value, or dies 

out. In the second case, when the quota does not exceed the established value, depending on the initial 

population size, the population either goes to the largest stationary point, or dies out. And in the third case, 

when the quota exceeds the established value, regardless of the initial population size, the population dies 
out. Stationary points for stability in all three cases are studied and graphs of population behavior 

depending on different initial conditions are presented. 

 
Key words: logistic population, differential equation, stationary point, stability, management. 

 
 

Логістичне рівняння, також відоме як 
рівняння Ферхюльста (Верхюльста, 1838), 

спершу з’явилось при розгляді моделі зростання 

чисельності населення [1]. Зараз це рівняння 

широко застосовується для опису багатьох 
фізичних, хімічних, економічних та біологічних 

процесів тощо. 

Нагадаємо логістичне рівняння [1] 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) ,     𝑥(0) = 𝑥0,          (1) 

де r – темп росту популяції, q – ємність 

середовища. 
Стаціонарні точки цього рівняння 

𝑥1 = 0,   𝑥2 = 𝑞. 
Розв’язок рівняння (1) відомий та матиме 

вигляд: 

𝑥(𝑡) =
𝑞

1 − (
𝑥0

𝑥0 − 𝑞
) 𝑒−𝑟𝑡

                (2) 

З розв’язку (2) видно, що при 𝑡 → +∞ 

𝑥(𝑡) → 𝑞 = 𝑥2. 

Таким чином, маємо стійкий стан рівноваги 

при довільному початковому значенні 𝑥0 > 0. 

Пропонується розглянути логістичне рівняння 
для ізольованої популяції та ввести деякий 

параметр керування 𝑢 > 0, 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Тоді вихідна модель матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) − 𝑢,     𝑥(0) = 𝑥0           (3) 

Дану модель (3) з параметром керування 

можна використовувати для розв’язання 

прикладних задач: у замкненому середовищі 
проводити розведення деяких біологічних видів, 

наприклад, на продаж. Це може бути популяції 

харчових сортів риби, тварини хутряних порід, 
птахи тощо. За допомогою параметру керування 

та початкової чисельності популяції з’ясувати – 

яку кількість особин із популяції можна 
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вилучити, щоб популяція не вимирала і 
залишалась на певному сталому рівні. 

Отже, знайдемо стаціонарні точки [2] для (3): 

𝑥1,2 =
𝑞 ± √𝑞2 − 4

𝑞𝑢
𝑟

2
=

𝑞

2
± √

𝑞2

4
−

𝑞

𝑟
𝑢       (4) 

Все буде залежати від знаку підкореневого 

виразу. Позначимо його 𝐷 = √
𝑞2

4
−

𝑞

𝑟
𝑢: 

Отже, маємо три випадки 

1) 𝐷 = 0 <=> 𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ , тоді стаціонарна 

точка 𝑥1,2 =
𝑞

2⁄ . 

2) 𝐷 > 0 <=> 𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄  , нехай 

(𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , 𝜀 > 0), тоді 

𝑥1,2 =
𝑞

2
± 𝜀√

𝑞

𝑟
 

3) 𝐷 < 0 <=> 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄ , нехай 

(𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , 𝜀 > 0), тоді дійсних 

стаціонарних точок немає. 

Розглянемо всі наші випадки. 

1) Нехай  𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ , тоді 𝑥1,2 =
𝑞

2⁄ . 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
,     𝑥(0) = 𝑥0     (5) 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(𝑥 −

𝑞

2
)

2

,     𝑥(0) = 𝑥0        (6) 

Розв’язавши рівняння (6), знайдемо, що 
1

𝑥 −
𝑞
2

=
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶 

Константа 𝐶 =
1

𝑥0−
𝑞

2

,      𝑥0 ≠
𝑞

2
. 

Отже, розв’язок має вигляд 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+

1

𝑟
𝑞 𝑡 +

1

𝑥0 −
𝑞
2

,
, 𝑥0 ≠

1

2
                  (7) 

При  𝑥0 >
𝑞

2⁄        𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄   при 𝑡 → +∞. 

При  𝑥0 <
𝑞

2⁄        𝑥(𝑡) → 0  при  𝑡 → +∞. 

Рис.1. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ . 

 

2) Нехай параметр керування  𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄ . 

Можемо нерівність перетворити у 

рівність наступним чином  

𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ − 𝜀2 , (𝜀 > 0), 

тоді стаціонарні точки матимуть вигляд 

𝑥1,2 =
𝑟𝑞

2
± 𝜀√

𝑞

𝑟
. 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
+ 𝜀2 ,   𝑥(0) = 𝑥0   (8) 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
((𝑥 −

𝑞

2
)

2

−
𝑞

𝑟
𝜀2) , 𝑥(0) = 𝑥0  (9) 

Рівняння (9) – це табличний інтеграл. 

Отже, 

1

2√
𝑞
𝑟

𝜀

𝑙𝑛 ||
𝑥 −

𝑞
2

− √
𝑞
𝑟

𝜀

𝑥 −
𝑞
2

+ √
𝑞
𝑟

𝜀

||  = −
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝑙𝑛𝐶  (10) 

Все залежить від початкового значення 𝑥0, а 

це в свою чергу визначає з яким знаком 

розкривається модуль. 

Перепишем рівняння (10) 

|
|
𝑥 − (

𝑞
2 + √

𝑞
𝑟 𝜀)

𝑥 − (
𝑞
2

− √
𝑞
𝑟

𝜀)
|
|  = 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑟
𝑞

𝑡
          (11) 

Константа має вигляд 

𝐶 = |
|
𝑥0 − (

𝑞
2

+ √
𝑞
𝑟

𝜀)

𝑥0 − (
𝑞
2 − √

𝑞
𝑟 𝜀)

|
| 

Нехай 

𝑥0 <
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді розкриваємо модуль зі знаком «+»: 

𝑥 − (
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀)  = 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡
(𝑥 − (

𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀)). 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 +

2𝜀√
𝑞
𝑟

1 − 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (12) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (0; 𝑞 2⁄ − √𝑞 𝑟⁄ 𝜀 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 − 𝑎 (𝑎 > 0). 

x 

t 

q/
2 

q 
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Підставимо в похідну (9), отримаємо 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(

𝑞

𝑟
𝜀2 + 2𝑎𝜀√

𝑞

𝑟
+ 𝑎2 −

𝑞

𝑟
𝜀2) < 0 

Отже, похідна (9) на проміжку (0;
𝑞

2⁄ −

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀 ) спадає, тому розв’язок (12) при 𝑡 → +∞ 

𝑥(𝑡) → 0. Таким чином популяція не встигає 

відновлюватись, та поступово вимирає. 

Нехай 
𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀 < 𝑥0 <

𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді розкриваємо модуль зі знаком «-»: 

𝑥 − (
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀)  = −𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡
(𝑥 − (

𝑞

2
− √

𝑞

𝑟
𝜀)) 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 −

2𝜀√
𝑞
𝑟

𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

1 + 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (13) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ − √𝑞
𝑟⁄ 𝜀;

𝑞
2⁄ +

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
 . 

Підставимо в похідну (9), отримаємо 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
(−

𝑞

𝑟
𝜀2) = 𝜀2 > 0 

Отже, похідна (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ −

√𝑞
𝑟⁄ 𝜀;

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 ) зростає, тому розв’язок 

(13) при 𝑡 → +∞   𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀    знизу. 

Нехай 

𝑥0 >
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀. 

Тоді модуль розкривається зі знаком «+». 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 −

2𝜀√
𝑞
𝑟 𝐶𝑒

−2𝜀√
𝑞
𝑟

𝑡

1 − 𝐶𝑒
−2𝜀√

𝑞
𝑟

𝑡

.    (14) 

До якого значення буде прямувати 𝑥(𝑡) при 

𝑡 → +∞. Для цього розглянемо поведінку 

похідної (9) на проміжку (
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) 

Припустимо, що 

𝑥0 =
𝑞

2
+ √

𝑞

𝑟
𝜀 + 𝑎 (𝑎 > 0). 

Підставимо в похідну (9), отримаємо 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
== −

𝑟

𝑞
(

𝑞

𝑟
𝜀2 + 2𝑎𝜀√

𝑞

𝑟
+ 𝑎2 −

𝑞

𝑟
𝜀2) < 0 

Отже, похідна (9) на проміжку  

(
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) спадає, тому розв’язок (14) 

при 𝑡 → +∞   𝑥(𝑡) →
𝑞

2⁄ + √𝑞
𝑟⁄ 𝜀  зверху. 

Рис. 2. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 <
𝑟𝑞

4⁄ . 

 

Таким чином, у нас тільки одна стійка 

стаціонарна точка 𝑥2, до якої прямують 
траєкторії розв’язку. Отже, якщо початкова 

чисельність популяції належить проміжку 

(
𝑞

2⁄ − √𝑞
𝑟⁄ 𝜀; 𝑞 ) при параметрі керування 𝑢 <

𝑟𝑞
4⁄  𝑥(𝑡) →

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀, в протилежному 

випадку популяція буде поступово вимирати. 

 

3) Нехай 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄   (𝑢 =
𝑟𝑞

4⁄ + 𝜀2, 𝜀 > 0),  

𝑥1,2 не є дійсними. 

Вихідне рівняння матиме вигляд: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝑞
) −

𝑟𝑞

4
− 𝜀2 ,     𝑥(0) = 𝑥0       (15) 

 

Перепишемо в іншому вигляді 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝑞
((𝑥 −

𝑞

2
)

2

+
𝑞

𝑟
𝜀2) ,     𝑥(0) = 𝑥0   (16) 

Рівняння (16) – це табличний інтеграл. 

Тоді, маємо 

t 

x 

𝑞
2⁄ + √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 

q 

𝑞
2⁄ − √𝑞

𝑟⁄ 𝜀 
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1

𝜀
√

𝑟

𝑞
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥 −
𝑞
2

𝜀√
𝑞
𝑟

= −
𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶 

Константа має вигляд 

𝐶 =
1

𝜀
√

𝑟

𝑞
  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥0 −
𝑞
2

𝜀√
𝑞
𝑟

. 

Після відповідних перетворень отримаємо 

𝑥(𝑡) =
𝑞

2
+ 𝜀√

𝑞

𝑟
𝑡𝑔(−𝜀√

𝑟

𝑞
𝑡 + 𝐶1)               (17) 

Маємо наступний графік динаміки 

Рис. 3. Поведінка ізольованої логістичної 

популяції при керуванні 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄ . 

 
В даному випадку якою б не була початкова 

чисельність при параметрі керування 𝑢 >
𝑟𝑞

4⁄  

популяція не встигатиме відновлюватись і буде 
вимирати, але чим більше початкова чисельність 

до ємності середовища, тим повільніше буде 

відбуватись вимирання. 
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