
Журнал обчислювальної та 2023, № 1
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 519.85
MSC 37C75, 65K05

THE REGULARIZED OPERATOR EXTRAPOLATION
ALGORITHM

V. V. Semenov, O. S. Kharkov
Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, Ukraine, E-mail: {volodya.semenov, olehharek}@gmail.com

РЕГУЛЯРИЗОВАНИЙ АЛГОРИТМ ОПЕРАТОРНОЇ
ЕКСТРАПОЛЯЦIЇ

В. В. Семенов, О. С. Харьков
Факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, КНУ iменi Тараса Шевченка, Київ,
Україна, E-mail: {volodya.semenov, olehharek}@gmail.com

Abstract. This work is devoted to the study of new algorithm
for solving variational inequalities in Hilbert spaces. The proposed
algorithm is a variant of the operator extrapolation method regulari-
zed using the Halpern scheme. The algorithm has an advantage over
the Korpelevich extragradient method and the method of extrapo-
lation from the past in terms of the amount of calculations required
for the iterative step. For variational inequalities with monotone,
Lipschitz continuous operators acting in Hilbert space, a theorem on
strong convergence of the method is proved.
Keywords: variational inequality, monotone operator, operator ex-
trapolation algorithm, Halpern method.

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню нового iтерацiйного
алгоритму для розв’язання варiацiйних нерiвностей в гiльберто-
вих просторах. Запропонований алгоритм є регуляризованим за
допомогою схеми Гальперна варiантом методу операторної екс-
траполяцiї. За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного
кроку обчислень алгоритм має перевагу над екстаградiєнтним
методом Корпелевич та методом екстраполяцiї з минулого. Для
варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операто-
рами, що дiють в гiльбертовому просторi, доведено теорему про
сильну збiжнiсть методу.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, монотонний оператор,
алгоритм операторної екстраполяцiї, метод Гальперна.

Вступ
Варiацiйнi нерiвностi дають унiверсальний засiб формулювання багатьох

актуальних задач математичної фiзики, оптимального керування та дослi-
дження операцiй [1, 2]. Створення та дослiдження алгоритмiв розв’язання
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варiацiйних нерiвностей та близьких задач є напрямом прикладного нелi-
нiйного аналiзу, що активно розвивається [3–7].

Зауважимо, що часто негладкi задачi опуклої оптимiзацiї можуть ефе-
ктивно розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових задач
i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей [8].

Нещодавно був розвинутий такий варiант побудови швидких алгоритмiв
для задач опуклого програмування: за допомогою теорiї двоїстостi перехо-
димо до деякої опукло-угнутої сiдлової задачi (гра Фенхеля) та застосову-
ємо екстраградiєнтнi алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей [9].

З появою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversari-
al network, GAN) та iнших моделей змагального навчання стiйкий iнтерес
до алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей виник i в середовищi
спецiалiстiв в галузi машинного навчання [10].

Найпростiшим методом розв’язання варiацiйних нерiвностей є аналог ме-
тоду градiєнтного спуску, що у випадку сiдлової задачi вiдомий як метод
градiєнтного спуску–пiдйому [7]. Але даний метод може не збiгатися для
нерiвностей з монотонним оператором. Вiдомою модифiкацiєю методу гра-
дiєнтного спуску з проєктуванням для варiацiйних нерiвностей є екстрагра-
дiєнтний метод Корпелевич [11–14], iтерацiя якого вимагає двох обчислень
значення оператора задачi та двох метричних проєктувань на допустиму
множину. «Обчислювально дешевi» варiанти екстраградiєнтного алгори-
тму з одним метричним проєктуванням на допустиму множину пропону-
вались у роботах [15–17]. Варiанти, у тому числi адаптивнi, екстраградiєн-
тного методу Корпелевич дослiдженi в роботах [18,19].

У роботi [20] запропонована вiдмiнна вiд екстраградiєнтного алгоритму
модифiкацiя методу градiєнтного спуску–пiдйому для пошуку сiдлових то-
чок опукло–угнутих функцiй. Iтерацiя даного алгоритму дешевша за iте-
рацiю екстраградiєнтного алгоритму за кiлькiстю обчислень значень опе-
ратора: одне проти двох. Даний алгоритм Попова для варiацiйних нерiв-
ностей став вiдомим серед спецiалiстiв з машинного навчання пiд назвою
«Extrapolation from the Past» [10]. Принциповi результати, пов’язанi з да-
ним алгоритмом, отримано у роботах [21–26]. Зокрема, його адаптивнi мо-
дифiкацiї запропоновано у роботах [21–23].

Подальший розвиток даного кола iдей та спроби зменшити складнiсть
виконання iтерацiї з збереженням характеру збiжностi призвели до появи
нового «forward–reflected–backward algorithm» для розв’язання оператор-
них включень [27]. За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кро-
ку обчислень алгоритм має перевагу над екстаградiєнтним методом Корпе-
левич та методом екстраполяцiї з минулого. Дана схема вiдома пiд назвою
«optimistic gradient descent ascent» [10] та «алгоритм операторної екстра-
поляцiї» [28].

Актуальною є задача розробки сильно збiжного варiанту алгоритму опе-
раторної екстраполяцiї Для екстраградiєнтного алгоритму та алгоритму
екстраполяцiї з минулого сильно збiжнi модифiкацiї дослiджувались в ро-
ботах [13,22].
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Останнiм часом отримано багато результатiв для алгоритмiв розв’язання
варiацiйних задач в банахових просторах [28–32]. Зокрема, побудованi та
теоретично обґрунтованi аналоги алгоритмiв Корпелевич, Tseng’а та Попо-
ва для задач в рiвномiрно опуклих банахових просторах. У роботах [28,29]
дослiджено адаптивний варiант «forward–reflected–backward algorithm» для
варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно опуклому та рiвномiрно гладкому
банаховому просторi.

Дана робота продовжує цикл статей [21–23,28,29], що присвячений роз-
робцi обчислювально ефективних та адаптивних алгоритмiв для варiацiй-
них нерiвностей та задач про рiвновагу. В данiй статтi запропоновано та до-
слiджено новий алгоритм для розв’язання варiацiйних нерiвностей в гiль-
бертових просторах. Запропонований алгоритм є регуляризованим за допо-
могою схеми вiдомої Гальперна [33] варiантом методу операторної екстра-
поляцiї — «forward–reflected–backward algorithm» з [27]. Для варiацiйних
нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами, що дiють в гiль-
бертовому просторi, отримано теорему про сильну збiжнiсть методу.

Постановка задачi
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : 〈Ax, y − x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C, (1)

де C — непорожня пiдмножина гiльбертового простору H, A — оператор,
що дiє з простору H в H. Множину розв’язкiв (1) позначимо S.

Припустимо, що виконанi такi умови:
– множина C ⊆ E – опукла та замкнена;
– оператор A : H → H – монотонний на C, тобто

〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖ ≤ L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

– множина S непорожня.
Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C. (2)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (2) позначимо Sd. Вiдомо,
що множина Sd опукла та замкнена [2]. Нерiвнiсть (2) називають слабким
або дуальним формулюванням варiацiйної нерiвностi (1) (або нерiвнiстю
типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi (2) — слабкими розв’язками варiацiйної
нерiвностi (1). Для монотонних операторiв A завжди маємо S ⊆ Sd. В
наших умовах (коли оператор ще й неперервний) маємо Sd = S [2].

Нехай K — непорожня замкнена та опукла пiдмножина гiльбертового
простору H. Вiдомо, що для кожного x ∈ H iснує єдиний елемент z ∈ K
такий, що

‖z − x‖ = inf
y∈K
‖y − x‖ .
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Цей елемент z позначають PKx, а вiдповiдний оператор PK : E → K нази-
вають проєкцiєю H на K (метричною проєкцiєю) [2, 7]. Проєкцiя характе-
ризується таким чином [2,7]:

z = PKx ⇔ z ∈ K та 〈z − x, y − z〉 ≥ 0 ∀y ∈ K.
Остання нерiвнiсть рiвносильна такiй [2, 7]:

‖y − PKx‖2 ≤ ‖y − x‖2 − ‖PKx− x‖2 ∀y ∈ K.
Варiацiйну нерiвнiсть (1) можна сформулювати як задачу пошуку неру-

хомої точки [2,7]:
x = PC (x− λAx) , (3)

де λ > 0.
Формулювання (3) корисне, оскiльки веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (4)

яка слабко збiжна для обернено сильно монотонних (ко-коерцитивних) опе-
раторiв A : H → H [6,7]. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема
(4) в загальному випадку не збiгається.

Найвiдомiшою модифiкацiєю схеми (4) є екстраградiєнтний метод Кор-
пелевич [11]

xn+1 = PC (xn − λAPC (xn − λAxn)) ,
iтерацiя якого вимагає двох обчислень значення оператора задачi та двох
метричнх проєктувань на допустиму множину.

«Обчислювально дешевi» варiанти екстраградiєнтного алгоритму з одним
метричним проєктуванням на допустиму множину пропонувались у робо-
тах [15–17].

Подальшi спроби зменшити складнiсть виконання iтерацiї з збереженням
характеру збiжностi призвели до появи нового «forward—reflected–backward
algorithm» [27]

xn+1 = PC (xn − 2λAxn + λAxn−1) . (5)
Дана схема вiдома пiд назвою «optimistic gradient descent ascent» [10] та
«алгоритм операторної екстраполяцiї» [28]. Слабка збiжнiсть алгоритму
(5) доведена в [27].

Задача даної статтi — отримати сильно збiжний варiант алгоритму опе-
раторної екстраполяцiї. Для цього регуляризуємо алгоритм (5) за допомо-
гою схеми вiдомої Гальперна [7, 33]

yn+1 = αny + (1− αn)Tyn, (6)

де T : H → H — нерозтягуючий оператор, y ∈ H.
Якщо множина нерухомих точок F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} непорожня

та αn ∈ (0, 1), lim
n→∞

αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞, то схема (6) сильно збiжна:

lim
n→∞

∥∥yn − PF (T )y
∥∥ = 0.

Зауваження 1. Iтерацiйна схема Гальперна (6) спiвпадає з схемою iтера-
тивної регуляризацiї Бакушинського [3] для методу послiдовних наближень
xn+1 = Txn апроксимацiї нерухомих точок оператора T .
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Нагадаємо двi вiдомi леми про рекурентнi числовi нерiвностi.

Лема 1. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє реку-
рентнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi: αn ∈ (0, 1) та βn ≤ β,
де β ≥ 0. Тодi

ξn ≤ e−
∑n−1

k=1 αkξ1 + β.

Лема 2. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє рекурен-
тнiй нерiвностi

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αnβn, n ≥ 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1);
2)
∑∞

n=1 αn = +∞;
3) lim

n→∞
βn ≤ 0.

Тодi lim
n→∞

ξn = 0.

Лема 3 (Mainge P.-E., [34]). Нехай числова послiдовнiсть (an) має пiдпо-
слiдовнiсть (ank

) з властивiстю ank
< ank+1 для всiх k ≥ 1. Тодi iснує

така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞

та
amk
≤ amk+1, ak ≤ amk+1

для всiх k ≥ n1.

Регуляризований алгоритм операторної екстраполяцiї

В роботi [27] для розв’язання варiацiйної нерiвностi (1) запропонова-
но такий алгоритм операторної екстраполяцiї («forward–reflected–backward
algorithm»)

xn+1 = PC (xn − λnAxn − λn−1 (Axn −Axn−1)) =
= PC (xn − (λn + λn−1)Axn + λn−1Axn−1) , (7)

де параметри λn задовольняють умову

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1

2L
.

Зауваження 2. Модифiкацiї з проєкцiєю Брегмана та узагальненою про-
єкцiєю Альбера дослiдженi в [23,28,29].
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За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень да-
ний алгоритм має перевагу над екстаградiєнтним методом Корпелевич{

yn = PC (xn − λnAxn) ,
xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,

та методом екстраполяцiї з минулого (методом Попова){
yn = PC (xn − λnAyn−1) ,
xn+1 = PC (xn − λnAyn) .

Вiдомо, що для варiацiйних нерiвностей (1) з монотонними та лiпшице-
вими операторами, якi дiють в гiльбертовому просторi, алгоритм (7) слабко
збiгається з O

(
1
ε

)
-оцiнкою ефективностi в термiнах функцiї зазору [28].

Спираючись на вiдомий метод Гальперна апроксимацiї нерухомих точок
нерозтягуючих операторiв [7,33] побудуємо такий регуляризований варiант
алгоритму (7).

Алгоритм 1. Регуляризований алгоритм операторної
екстраполяцiї.

– Iнiцiалiзацiя. Задаємо елементи y ∈ H, x0, x1 ∈ C, послiдовнiсть
додатнiх чисел (λn) та таку послiдовнiсть (αn), що

αn ∈ (0, 1) , lim
n→∞

αn = 0,

∞∑
n=1

αn = +∞.

– Iтерацiї. Генеруємо послiдовнiсть (xn) за допомогою iтерацiйної
схеми

xn+1 = PC (αny + (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1)) .

Вiдносно додатнiх параметрiв λn припустимо виконання такої умови:

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1

2L
. (8)

У наступному роздiлi доведемо, що послiдовнiсть (xn), що породжена
алгоритмом 1, сильно збiгається до проєкцiї точки y на множину S. От-
же, для пошуку нормального розв’язку (розв’язку з найменшою нормою)
варiацiйної нерiвностi (1) можна використати схему

xn+1 = PC ((1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1)) .

Перейдемо до доведення сильної збiжностi алгоритму 1.

Теорема про сильну збiжнiсть

Спочатку доведемо двi допомiжнi нерiвностi, що дозволять використати
леми 1 та 2 для доведення збiжностi алгоритму 1.
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Лема 4. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 1, виконує-
ться нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+
1

2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2−

−
(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , (9)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

〈xn+1 − αny − (1− αn)xn + λnAxn+

+(1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1) , z − xn+1〉 ≥ 0. (10)

Монотоннiсть оператора A та включення z ∈ S дає

〈λnAxn + (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1) , z − xn+1〉 =
= λn 〈Axn −Axn+1, z − xn+1〉+

+ (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, z − xn+1〉+ λn 〈Axn+1, z − xn+1〉︸ ︷︷ ︸
≤0

≤

≤ λn 〈Axn −Axn+1, z − xn+1〉+
+ (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, z − xn〉+

+ (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 . (11)

Використавши (11) в (10), отримаємо

0 ≤ 2 〈xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1〉+
+ 2λn 〈Axn −Axn+1, z − xn+1〉+

+ 2 (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, z − xn〉+
+ 2 (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 . (12)

Оцiнимо зверху доданок 2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 в (12). Маємо

2λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − xn+1〉 ≤ 2λn−1 ‖Axn −Axn−1‖ · ‖xn − xn+1‖ ≤
≤ 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ · ‖xn+1 − xn‖ ≤

≤ λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 .
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Перетворимо доданок 2 〈xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1〉 в (12). Маємо

2 〈xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1〉 = ‖αny + (1− αn)xn − z‖2−

− ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn+1 − αny − (1− αn)xn‖2 . (13)

Для перетворення рiзницi

‖αny + (1− αn)xn − z‖2 − ‖αny + (1− αn)xn − xn+1‖2

в (13) використаємо таку тотожнiсть

‖αu+ (1− α) v − w‖2 = ‖v − w − α (v − u)‖2 =

= ‖v − w‖2 − 2α 〈v − w, v − u〉+ α2 ‖v − u‖2 =

= ‖v − w‖2 − α ‖v − u‖2 − α ‖v − w‖2 + α ‖u− w‖2 + α2 ‖v − u‖2 ,

де u, v, w ∈ H, α > 0. Отримаємо рiвнiсть

‖αny + (1− αn)xn − z‖2 − ‖αny + (1− αn)xn − xn+1‖2 =

= ‖xn − z‖2 − αn ‖xn − y‖2 − αn ‖xn − z‖2+

+ αn ‖y − z‖2 + α2
n ‖xn − y‖

2−

− ‖xn − xn+1‖2 + αn ‖xn − y‖2 + αn ‖xn − xn+1‖2−

− αn ‖y − xn+1‖2 − α2
n ‖xn − y‖

2 =

= (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2+

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2 .

Прийшли до нерiвностi

0 ≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2+

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2+
+ 2λn 〈Axn −Axn+1, z − xn+1〉+

+ 2 (1− αn)λn−1 〈Axn −Axn−1, z − xn〉+

+ (1− αn)λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + (1− αn)λn−1L ‖xn − xn+1‖2 . (14)

Перегрупуємо члени в (14) та отримаємо

‖xn+1 − z‖2 + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+
1

2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+αn ‖y − z‖2−αn ‖y − xn+1‖2−
(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ,

що й потрiбно було довести. �
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Лема 5. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 1, виконує-
ться нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn 〈Axn −Axn+1, xn+1 − z〉+
1

2
‖xn+1 − xn‖2 ≤

≤ (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ 2αn 〈y − z, xn+1 − z〉 −
(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(
1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , (15)

де z ∈ S.

Доведення. Застосуємо елементарну нерiвнiсть

‖a+ b‖2 ≤ ‖a‖2 + 2 〈b, a+ b〉 .

Маємо

‖y − z‖2 = ‖y − xn+1 + xn+1 − z‖2 ≤

≤ ‖y − xn+1‖2 + 2 〈y − z, xn+1 − z〉 . (16)

Використавши (16) в (9), отримаємо (15), що i потрiбно було довести. �

Доведемо обмеженiсть послiдовностi (xn).

Лема 6. Нехай виконана умова (8). Тодi породжена алгоритмом 1 послi-
довнiсть (xn) є обмеженою.

Доведення. Оскiльки

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1
2L , lim

n→∞
αn = 0,

то iснує такий номер n0 ≥ 1, що

1

2
− αn − (1− αn)λn−1L =

1

2
− λn−1L− αn (1− λn−1L) > 0 (17)

та

(1− αn)
(
1

2
− λn−1L

)
> 0. (18)

З (9) та (17), (18) випливає, що для n ≥ n0 виконується нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn) ξn + αn ‖y − z‖2 , (19)

де

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+
1

2
‖xn − xn−1‖2 , z ∈ S.
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Оцiнимо знизу ξn. Маємо

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 〈Axn−1 −Axn, xn − z〉+
1

2
‖xn − xn−1‖2 ≥

≥ ‖xn − z‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 −Axn‖ ‖xn − z‖+
1

2
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ ‖xn − z‖2 − 2λn−1L ‖xn−1 − xn‖ ‖xn − z‖+
1

2
‖xn−1 − xn‖2 ≥

≥ (1− λn−1L) ‖xn − z‖2 +
(
1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ≥ 0. (20)

З нерiвностей (19), (20) та леми 1 випливає обмеженiсть послiдовностей
(ξn) та (xn), що i потрiбно було довести. �

Сформулюємо основний результат.

Теорема 1. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, A : H → H — монотонний та лiпшицевий на
множинi C оператор, S 6= ∅, y ∈ H, виконується умова (8). Тодi послi-
довнiсть (xn), що породжена алгоритмом 1, сильно збiгається до точки
z = PSy.

Доведення. Доведення спирається на леми 2, 3, 5, 6 та подiбне до мiрку-
вань, що наведенi в [7] (див. роздiл 4 вказаної монографiї). �

Заключнi зауваження

В роботi запропоновано та дослiджено новий алгоритм для розв’язання
варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах. Запропонований алго-
ритм є регуляризованим за допомогою схеми Гальперна [33] варiантом ме-
тоду операторної екстраполяцiї — «forward–reflected–backward algorithm»
з [27].

Для варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами,
що дiють в гiльбертовому просторi, доведено теорему про сильну збiжнiсть
методу.

Важливим питанням є дослiдження асимптотичної поведiнки алгоритму
1 у ситуацiї C = H:

xn+1 = αny + (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn −Axn−1) .

А саме, питання про поведiнку норми ‖Axn‖. На нашу думку повинна ви-
конуватись оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1

n

)
.

Зауважимо, що в роботi [35] для екстраградiєнтного методу отримана
оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1√
n

)
,
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а в роботi [36] отримана оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1

n

)
для екстраградiєнтного методу з регуляризацiєю Гальперна{

yn = xn +
1

n+2 (x0 − xn)−
1
8LAxn,

xn+1 = xn +
1

n+2 (x0 − xn)−
1
8LAyn.

Параметри λn алгоритму 1 задавалась виходячи з умови

0 < inf
n
λn ≤ sup

n
λn <

1

2L
.

Тобто, явно використовувалась iнформацiя про константи лiпшицевостi
оператора A. Алгоритм 1 та схема з статей [28, 29] дозволяє побудувати
алгоритм з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає знання лi-
пшицевих констант операторiв та процедур типу лiнiйного пошуку.

Крiм того, вiдштовхуючись вiд результатiв робiт [28,29] можна отрима-
ти аналог алгоритму 1 з узагальненою проєкцiю Альбера для розв’язання
варiацiйних нерiвностей в рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких бана-
хових просторах.

Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Обчи-
слювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та
оборони», 0122U002026).
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