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АНОТАЦIЯ

Богун В. А. Дослiдження асимптотичних властивостей випадкових дерев.
– Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-
нiстю 113 – «Прикладна математика». – Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка Мiнiстерства освiти i науки України, Київ, 2022.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню асимптотичних властиво-
стей випадкових дерев, коли кiлькiсть вершин у деревi прямує до нескiнчен-
ностi. В роботi розглянуто три класи випадкових дерев, представлено резуль-
тати про асимптотичну поведiнку профiлiв, моди, ширини, висоти, довжин
певних шляхiв та iнших характеристик. Першим класом є випадковi дере-
ва простої будови, що є класичною моделлю в лiтературi. Її можна описати
наступним чином: на кожному кроцi в деревi навмання вибирається верши-
на з певної пiдмножини та до неї додаються новi вершини. До цього класу
належать випадковi рекурсивнi дерева та бiнарнi дерева пошуку. Другою мо-
деллю слугують дерева загальних гiллястих процесiв. Третiми виступають
VP-дерева, що виникають в комп’ютерних науках як структура даних для
швидкого виконання запиту пошуку найближчого сусiда.

В данiй дисертацiйнiй роботi продовжено дослiдження випадкових дерев
методами та технiками, використаними в нещодавнiх роботах О. Iксанова,
З. Каблучка, О. Маринича, Г. Зульцбаха та iнших. При цьому отримано новi
результати та збагачено загальну теорiю, що використовується для доведень.
Окрiм цього в роботi дослiджується новий клас дерев, що ранiше не вивчався
з ймовiрнiсної точки зору.

Автором дисертацiї отримано повнi асимптотичнi розклади майже напевне
для профiлiв випадкових дерев простої будови, доведено граничнi теореми
для моди i ширини та запропоновано новi характеризацiї для випадкових ве-
личин, що при цьому виникають, у виглядi стохастичних рiвнянь нерухомої
точки. Проаналiзовано висоту дерев загального гiллястого процесу побудова-
ного за збуреним випадковим блуканням. Додатково автором отримано асим-
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птотики згорток Лебега-Стiлтьєса функцiй лiнiйного росту, що з’являються
при дослiдженнi подiбних дерев на промiжних рiвнях, а вiдповiднi результа-
ти застосованi до функцiй вiдновлення. Також було доведено слабкий закон
великих чисел для довжини найлiвiшого шляху у VP-деревi та граничну тео-
рему щодо її збiжностi вздовж пiдпослiдовностей. Нарештi, були дослiдженнi
розбиття простору, що породжує випадкове VP-дерево. Отримано результат
про скiнченнiсть моменту першого повернення в певнi стани цих розбиттiв,
доведено iснування стацiонарного розподiлу вiдповiдного ланцюга Марко-
ва на множинi розбиттiв та збiжнiсть до нього, а сам стацiонарний розподiл
пiдраховано у явному виглядi .

Основнi теоретичнi результати супроводжуються математичним моделю-
ванням та комп’ютерними симуляцiями виконаними за допомогою мови про-
грамування Python3, що пiдтверджують вiдповiднi твердження та дають кра-
ще уявлення про дослiджуванi величини.

Дисертацiйна робота має як теоретичне так i прикладне значення. Випад-
ковi дерева мають численнi застосування в аналiзi структур даних та алгори-
тмiв, а також для моделювання процесiв еволюцiї та поширення в багатьох
прикладних науках, зокрема бiологiї, медицинi, соцiологiї, економiцi та iн-
ших. Отриманi в роботi результати можуть знайти застосовування в згаданих
сферах, а запропонованi математичнi методи можна використовувати для
подальших дослiджень iнших класiв дерев.

Ключовi слова: асимптотичний розклад, випадковi дерева, граничнi зако-
ни, дерево загального гiллястого процесу, однорозгалуджене гiллясте випад-
кове блукання, пошук найближчого сусiда, випадкове дерево простої будови,
рiвняння нерухомої точки, VP-дерево.

- 2 -



SUMMARY

Bohun V. A. Asymptotic properties of random trees. – Manuscript.
Dissertation for scientific level of Doctor of Phylosophy in speciality 113 –

“Applied mathematics”. – Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ministry
of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the analysis of asymptotic properties of random trees
when the number of verticles goes to infinity. The work considers three classes of
random trees and presents results on the asymptotic behaviour of profiles, mode,
width, height, length of particular paths etc. The first class is simply generated
random trees, which is a classic model in the literature. It can be described in the
following way: on each step we pick a vertex uniformly at random from a subset of
all verticies and add new verticies to the chosen one according to some prescribed
rule. This class contains, in particular, random recursive trees and binary search
trees. The second model is general branching process trees. Thirdly, we consider
VP-trees, which appeared for the first time in computer science as a data structure
for fast execution of nearest neighbor search queries.

In the present work we continue the analysis of random trees using methods and
techniques developed in recent works of A. Iksanov, Z. Kabluchko, A. Marynych,
H. Sulzbach et al. Not only we obtain new results but also improve general theory
which is used in the proofs. Moreover, we analyse a new type of trees, which has
not been studied before from a probabilistic viewpoint.

We obtain complete asymptotic expansions almost surely for profiles of simply
generated random trees and provide limit theorems for mode and width, as well as
propose new characterizations of random variables, which appear as the coeffici-
ents, via stochastic fixed-point equations. We also analyse the height of a general
branching process tree of an iterated perturbed random walk. As a byproduct we
derive new asymptotics for Lebesgue–Stieltjes convolutions of functions of linear
growth which appear in the analysis of intermediate levels of trees of iterated
perturbed random walk and apply these results to renewal functions. Besides we
prove a weak law of large numbers for the length of the leftmost path in a VP-tree
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and a limit theorem for this length along subsequences. Finally, we study parti-
tions of a space generated by a random VP-tree. We prove the finiteness of the
moment of the first return to certain states of these partitions, the existence of a
stationary distribution of the corresponding Markov chain on the set of partitions
and convergence this stationary distribution, which is also calculated explicitly.

Most of theoretical results are accompanied by mathematical modelling and
computer simulations using a programming language Python3, which confirms
the obtained assertions and gives a better understanding of studied quantities.

The thesis is both of theoretical and applied nature. Random trees have numerous
applications in data structures and algorithms analysis, and in modelling of evoluti-
on and distribution processes in many applied sciences, in particular, in biology,
medicine, sociology, economics etc. Obtained results can be used in the aforementi-
oned areas, and developed mathematical methods can be used for future research
of other classes of trees.

Keywords: asymptotic expansion, fixed-point equation, general branching
process tree, limit theorems, nearest neighbour search, one-split branching random
walk, random trees, simply generated random tree, VP-tree.
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СПИСОК ПОЗНАЧЕНЬ

� – завершення доведення
R+ – невiд’ємна пiвпряма [0,∞)

N – множина натуральних чисел {1, 2, . . . }
N0 = N

⋃
{0}

Z – множина цiлих чисел
C – множина комплексних чисел
a, b = Z

⋂
[a, b]

⇔ – тодi i тiльки тодi
в.в. – випадкова величина
м.н. – майже напевно
d→ – збiжнiсть за розподiлом в.в.
P→ – збiжнiсть за ймовiрнiстю в.в.
м.н.−→ – збiжнiсть майже напевно в.в.
d
= – рiвнiсть розподiлiв випадкових елементiв
st
≤ – стохастичний порядок, X

st
≤ Y тодi i тiльки тодi, коли P{X ≤ t} ≥

P{Y ≤ t} для всiх t ∈ R

f(x) = O(g(x)) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
<∞

f(x) = o(g(x)) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ = 0

f(x) ∼ g(x) для функцiй при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

X ∼ Y для в.в. X та Y означає, що вони однаково розподiленi
Geom(p) – геометрично розподiлена в.в. на N (кiлькiсть випробувань) з
параметром p ∈ (0, 1]
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Exp(λ) – експоненцiйно розподiлена в.в. з параметром (iнтенсивностi) λ > 0

1A – iндикатор подiї A, що дорiвнює 1, якщо подiя A вiдбувається, та = 0,
iнакше
x+ = max(x, 0)

bxc – цiла частина числа x
dxe – округлення числа x до цiлого вгору
frac(x) – дробова частина числа x
f ∗ g – згортка Лебега-Стiлтьєса двох функцiй локально обмеженої варiацiї
f ∗(j) – кратна згортка Лебега-Стiлтьєса функцiї f з собою j раз
δx – ймовiрнiсний розподiл, зосереджений в точцi x
L (X) – функцiя розподiлу в.в. X
log – натуральний логарифм
exp – експонента
arg та Arg – аргумент та головний аргумент комплексного числа вiдповiдно
`∞ – функцiя вiдстанi максимуму двох векторiв, тобто
`∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max1≤i≤n |xi − yi|
ГВБ – гiллясте випадкове блукання
БДП – бiнарне дерево пошуку
ВРД – випадкове рекурсивне дерево
ПОРД – планарно-орiєнтоване рекурсивне дерево
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження.Одним iз актуальних напрям-
кiв сучасних дослiджень в прикладнiй математицi, а точнiше в прикладнiй
теорiї ймовiрностей, є асимптотичний аналiз об’єктiв та систем стохастичної
природи. Об’єктом дослiдження в данiй дисертацiйнiй роботi є випадковi
дерева та пов’язанi з ними моделi. Вони виникають при дослiдженнi майже
будь-яких природних об’єктiв, що мають iєрархiчну структуру, при моде-
люваннi рiзного роду еволюцiй та розповсюджень, а також тiсно пов’язанi
з великою кiлькiстю структур даних та алгоритмiв в комп’ютерних науках.
Аналiз асимптотичних властивостей випадкових дерев полягає у доведеннi
граничних теорем рiзного характеру, i є предметом дослiдження цiєї роботи.

Випадковi дерева будуються, зазвичай, iтеративнимшляхом, тобто з часом
до дерева додаються новi елементи, а кожна iтерацiя мiстить в собi елемент
випадковостi. Iнший пiдхiд полягає у побудовi дерева детермiнованою проце-
дурою з масиву вхiдних даних, що припускається випадковим. В данiй роботi
розглядаються три класи випадкових дерев: випадковi дерева простої будови,
дерева загальних гiллястих процесiв та VP-дерева.

Дослiдження за допомогою випадкових дерев проводились ще в XIX сто-
рiччi. Класичним прикладом є дослiдження генеологiй за допомогою дерев
процесiв Гальтона-Ватсона. Найбiльшої популярностi та розвитку ця темати-
ка набуває у другiй половинi XX сторiччя з розвитком комп’ютерних наук
через їх велику прикладну цiннiсть (див., наприклад, класичнi роботи Д. Кну-
та, зокрема книгу [47]). З плином часу методика дослiджень розвивалась та
змiнювалась на iншу, а вiдомi результати посилювались, як i з’являлись новi.
Чергова хвиля дослiджень виникає на початку XXI сторiччя, коли для дове-
день стали використовувати бiльш сучаснi технiки, див., наприклад, роботи
М. Дрмота, С.-К. Хвана, Л. Девройе, Х. Махмуда [15, 23, 25, 26, 54, 75],
де найпопулярнiшими пiдходами можна назвати використання теорiї мар-
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тингалiв та метод сингулярного аналiзу твiрних функцiй. Нещодавнi роботи
починають поєднувати дослiдження дерев та аналiз iнших об’єктiв таких як
гiллястi випадковi блукання. Так в роботi [43] 2017го року З. Каблучко, О.
Мариничем та Г. Зульцбахом отриманi результати для однорозгалуджених гi-
ллястих випадкових блукань за допомогою технiки мод-φ збiжностi, що була
розроблена лише в останньому десятирiччi (див., наприклад, [39]). В роботах
О. Iксанова, З. Каблучка, П. Ягерса, Л. Девройе, Б. Тота [22, 36, 37, 41, 67]
загальнi гiллястi блукання використовуються для аналiзу випадкових, зде-
бiльшого рекурсивних, дерев. В данiй дисертацiйнiй роботi робиться акцент
на використаннi саме сучасних технiк для аналiзу випадкових дерев, а також
їх подальшої розробки та вдосконалення. Додатково в роботi присутнiй ана-
лiз класу дерев вперше представлений П. Янiлосом у 1993 роцi (див. [79]),
що до цього не вивчався з ймовiрнiсної точки зору.

Прикладне значення випадкових дерев дуже важко переоцiнити. Вони зна-
ходять застосування в економiцi, соцiальних дослiдженнях, бiологiї та ме-
дицинi, зокрема, використовуються для моделювання розповсюдження вiру-
сiв. Дерева є невiд’ємною складовою комп’ютерних наук, вiд базової роботи
з даними та сортування до машинного навчання, а вiдповiдними результа-
тами вже класичних дослiджень ми користуємось кожен день, працюючи з
комп’ютером чи телефоном та навiть не звертаючи на це уваги. Окрiм їх
безпосереднiх застосувань, дерева використовуються для отримання нових
результатiв в сумiжних дисциплiнах, наприклад, в аналiзi алгоритмiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Перший
роздiл дисертацiйної роботи виконано у вiдповiдностi до плану наукових до-
слiджень кафедри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та
кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка
в межах держбюджетної теми “Асимптотичний та структурний аналiз стоха-
стичних моделей динамiки популяцiй” (2019-2020 рр.), НДР №19БФ015-01.
Також здобувач є учасником проєкту “Асимптотичнi режими збурених ви-
падкових блукань: на межi сучасної та класичної теорiї ймовiрностей” (2020-
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2022 рр.) за пiдтримки Нацiонального Фонду Дослiджень України, проєкт
2020.02/0014, в планах наукових дослiджень котрого виконано другий роздiл
дисертацiйної роботи. Тематика дослiджень дисертацiйної роботи вiдповiдає
спецiальностi «113 - Прикладна математика» галузi знань «Математика та
статистика».

Мета i завдання дослiдження. Початковою метою дисертацiйної роботи
є продовження дослiджень асимптотичних властивостей випадкових дерев,
що базуються на недавнiх результатах, отриманих в вищезгаданих роботах
Iксанова, Каблучка, Маринича та Зульцбаха. Проте надалi увага зосереджує-
ться на покращеннi методiв для майбутнiх дослiджень та аналiзi нових класiв
дерев, що не розглядались ранiше. Основним завданням автора було розши-
рення областi знать про випадковi дерева та прокладення шляху для нових
дослiджень в цьому напрямку.Об’єктдослiдження – випадковi дерева рiзних
класiв, а саме випадковi дерева простої будови, дерева загальних гiллястих
процесiв та VP-дерева, предметом дослiдження є асимптотичнi властиво-
стi цих об’єктiв, тобто граничнi властивостi, коли кiлькiсть вершин в деревi
прямує до нескiнченностi.

Методи дослiдження. Дослiдження асимптотичних властивостей випад-
кових дерев полягає в першу чергу в доведеннi граничних теорем для рiзного
роду характеристик (функцiоналiв) цих дерев чи пов’язаних з ними об’єктiв.
Функцiонали, що фактично є випадковими величинами, в такому випадку
збiгаються пiсля пiдхожого нормування та центрування до (можливо також
випадкової) граничної величини в певному сенсi.Аналiз рiзних характеристик
одного типу дерева, а особливо рiзних класiв дерев, може повнiстю рiзнитись
мiж собою, що призводить до використання великої кiлькостi рiзних теорiй,
методiв та технiк. Зокрема в дисертацiйнiй роботi використовуються такi
методи прикладної математики та прикладної теорiї ймовiрностей як:

• метод стискаючих вiдображень та методи рiвнянь нерухомої точки;

• теорiя ймовiрнiсних метрик;
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• теорiя ланцюгiв Макова та ланцюгiв Гаррiса;

• теорiя вiдновлення та теорiя загальних випадкових блукань;

• теорiя гiллястих випадкових блукань;

• комбiнаторнi технiки та методи математичного аналiзу;

• теорiя характеристичних функцiй;

• та iншi.

Наукова новизна отриманих результатiв.Наукова новизна цiєї дисерта-
цiйної роботи полягає в розширеннi та застосуваннi вiдомих результатiв для
аналiзу випадкових дерев простої будови, дослiдження нових характеристик
дерев загальних гiллястих процесiв та випадкових VP-дерев.

Серед основних результатiв дисертацiйної робота можна видiлити насту-
пнi:

• отриманi повнi асимптотичнi розклади майже напевне для профiлiв ви-
падкових дерев простої будови;

• отриманi граничнi теореми для пов’язаних з профiлями функцiоналiв, а
саме ширини та моди;

• отриманi новi характеристики для величин, що виникають у вищезгада-
них розкладах;

• дослiджено висоту дерева загального гiллястого процесу побудованого
за збуреним випадковим блуканням;

• дослiджено асимптотичнi властивостi згорток Лебега-Стiлтьєса для
функцiй лiнiйного росту у випадках, коли кiлькiсть елементiв згорток
розбiгається до нескiнченностi;

• отриманi результати застосовано для функцiй вiдновлення, згортки ко-
трих виникають у теорiї iтерованих випадкових блукань та використову-
ються при дослiдженнi дерев;
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• отримано збiжнiсть пiдмножин, що породжуються випадковим VP-
деревом, та пiдраховано сам граничний розподiл;

• отримано слабкий закон великих чисел для довжини найлiвiшого шляху
у VP-деревi;

• отримана збiжнiсть довжини найлiвiшого шляху VP-дерева вздовж пiд-
послiдовностей.

Теоретичне i практичне значення одержаних результатiв. Результати
дисертацiйної роботи мають як теоретичний, так i прикладний характер. З
теоретичної точки зору в роботi розширено теорiю дерев загальних гiллястих
процесiв. Такi процеси використовуються, зокрема, для дослiджень iнших
класiв дерев, а отриманi результати можуть бути корисними, наприклад, у
вивченнi промiжних рiвнiв профiлiв. Результати для VP-дерев можуть бути
використанi для подальших дослiджень в цього класу дерев, а розробленi
методи та технiки можуть слугувати вiдправною точкою для аналiзу iнших
класiв дерев, пов’язаних з задачею пошуку найближчого сусiда. З практичної
точки зору велика кiлькiсть результатiв, зокремаповнi асимптотичнi розклади
та збiжностi майже напевне для випадкових дерев простої будови, можуть в
явному виглядi використовуватись у сферах застосувань дерев (див. роздiл
“Обґрунтування вибору теми дослiдження”).

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiджень
та постановка задач належить науковому керiвниковi. Всi результати, що
виносяться на захист, належать здобувачевi.

У статтi [12], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О. М., Мариничем О.
В. та Рашитовим Б. С., Iксанову О. М. належить постановка задачi, Мариничу
О. В. належить оформлення промiжних та фiнальних версiй, Рашитову Б. С.
належать доведення твердження 3.3, лем 3.1 i 3.2 та теорем 2.1, 2.2 i 2.3,
Богуну В. А. належать доведення тверджень 2.1, 3.1 i 3.2.

У статтях [10] та [11] Богуну В. А. належать всi представленi в них резуль-
тати.
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Апробацiя результатiв дисертацiйної роботи. Результати дисертацiйної
роботи доповiдалися на:

• VI Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспiрантiв
та молодих вчених “Об’єднанi наукою: перспективи мiждисциплiнарних
дослiджень” (13-14 листопада 2019 року);

• мiжнародному українсько-китайському воркшопi “Probability Theory and
Related Topics” на базi унiверситету Шидiан (Xidian) (22 грудня 2020
року);

• дев’ятiй мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Математика в
сучасному технiчному унiверситетi” при КПI iм. Iгоря Сiкорського (28-
29 грудня 2020 року);

• мiжнароднiй конференцiї “Modern Stochastics: Theory and Applications
V” (1-4 червня 2021 року).

Також матерiали дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на
наукових семiнарах кафедри дослiдження операцiйКиївського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiйна робота склада-
ється зi вступу, огляду лiтератури, трьох роздiлiв та додатку. Кожен роздiл
розбито на пiдроздiли, якi, в свою чергу, подiляються на пункти. В кiнцi ко-
жного роздiлу мiстяться висновки до даного роздiлу. Роздiли мають власну
нумерацiю формул, рисункiв, таблиць та лiстингiв. Теореми, леми, твердже-
ння, зауваження, наслiдки, приклади мають наскрiзну нумерацiю. Робота мi-
стить 17 рисункiв, 3 таблицi та 12 лiстингiв. Список використаних джерел
мiстить 79 позицiй.

Допомiжнi ресурси дисертацiйної роботи. Протягом роботи для мате-
матичного моделювання та побудови графiкiв використовувалась мова про-
грамування Python3, а в самiй роботi наведений вiдповiдний програмний код.
Ця мова програмування та використанi з нею ресурси, а саме включенi до
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неї бiблiотеки та iнтерпретатор мови, знаходяться пiд лiцензiєю PSF. Також
в роботi використовуються додатковi бiблiотеки третiх сторiн, а саме Numpy
(пiд лiцензiєю BSD-3), Scipy (пiд лiцензiєю BSD-3) та Matplotlib (пiд моди-
фiкованою лiцензiєю PSF). Усi перерахованi засоби є ресурсами з вiдкритим
вихiдним кодом, а вiдповiднi лiцензiї дозволяють вiльно їх використовувати
для наукових дослiджень.

Наведемо тепер перелiк основних результатiв дисертацiйної роботи.
Випадковi дерева простої будови. Перший роздiл присвячено однорозга-

лудженим гiллястим випадковим блуканням (ГВБ) та їх застосуванням для
аналiзу профiлiв випадкових дерев. Формально однорозгалуджене ГВБ визна-
чено наступним чином. Розглядається система частинок, що живуть на решi-
тцi Z. В нульовий момент часу присутня лише одна частинка, розташована в
0. В кожний наступний дискретний момент часу обирається одна з живих ча-
стинок навмання та замiнюється на кластер частинок, чиї вiдноснi змiщення
вiдносно обраної частинки задаються точковим процесом ζ =

∑N
i=1 δZi. Тут

випадкова величина N позначає кiлькiсть нових частинок, що утворюється.
Ця величина вважається майже напевно скiнченною.

Нехай у момент часу n ∈ N в системi знаходиться Sn частинок, а їх
положення позначенi якx1,n, . . . , xSn,n. Черезm(β) позначимо твiрнуфункцiю
моментiв iнтенсивностi процесу ζ мiнус 1:

m(β) := E

[
N∑
i=1

eβZi

]
− 1.

Тодi нормалiзована твiрна функцiя моментiв профiлю визначається насту-
пним чином:

Wn(β) :=
1

nm(β)/m(0)

Sn∑
i=1

eβxi,n.

За виконання п’яти простих умов для процесу ζ , що перелiченi в лемi 1,
всi цi функцiї коректно визначенi в деякому околi нуля комплексної площи-
ни. Бiльш того, Wn збiгається майже напевне, при n → ∞, до випадкової
аналiтичної функцiїW∞ в цьому околi.
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Виявляється, що випадкова величина W∞(β) задовольняє рiвняння неру-
хомої точки.

Теорема 2. Для однорозгалудженого ГВБ такого, що твердження леми 1,
яка наведена в основнiй частинi роботи, виконуються та точковий процес
для змiщень ζ детермiнований й складається зN точок, випадкова величина
W∞(β) задовольняє наступне стохастичне рiвняння нерухомої точки

W∞(β)
d
=

N∑
i=1

eβZiU
m(β)/m(0)
i W (i)

∞ (β),

деW (i)
∞ (β) незалежнi в сукупностi копiїW∞(β), що не залежать вiд випад-

кового вектора (Ui)
N
i=1, який має розподiл Дiрiхле з параметром 1

N−1 .

Позначимо логарифмiчнi похiднi функцiї W∞(β) через χj(β) =

(logW∞)(j)(β) (j ∈ N). Ця теорема також дозволяє знаходити й рiвняння
нерухомої точки для величин χj(0).

Наведемо тепер класичну формальну модель випадкового дерева простої
будови. Подiлимо всi вершини дерева на зовнiшнi та внутрiшнi. В нульовий
момент часу дерево складається лише з його кореня, що є зовнiшньою вер-
шиною. В кожний наступним дискретний момент часу навмання обирається
одна зовнiшня вершина, вона зазвичай стає внутрiшньою та до неї приєдну-
ються новi, можливо випадковi, пiддерева, що мiстять внутрiшнi та зовнiшнi
вершини.

Розглянемо стан дерева на n-му кроцi побудови. Рiвнем вершини називати-
мемо її вiдстань вiд кореня. Позначатимемо через Ln(k) (зовнiшнiй) профiль
дерева, тобто кiлькiсть зовнiшнiх вершин дерева на рiвнi k. Шириною дерева
Mn називатимемо максимальну кiлькiсть зовнiшнiх вершин, що знаходяться
на одному рiвнi, а модою un називатимемо рiвень, де цей максимум досягає-
ться.

Випадковi дерева простої будови природним чином описуються одноро-
згалудженими ГВБ, як пояснюється в роздiлi 1. В ньому розглянуто профiлi
випадкових рекурсивних дерев, D-арних дерев та p-орiєнтованих рекурсив-
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них дерев. В D-арних деревах зовнiшнiми вершинами позначаються листки,
а на кожнiй iтерацiї до рiвноймовiрно обраного листка додаютьсяD синiв. На
прикладi цих дерев мають мiсце наступнi твердження.

Теорема 7. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D − 1)n+ 1 зовнiшнiми вершинами. Для всiх r ∈ N0 маємо

(log n)
r+1
2 sup

k∈Z

∣∣∣∣∣∣∣
1

n
Ln(k)−Hn(k)

r∑
j=0

Gj

k − D
D−1 log n√
D
D−1 log n

; 0

 1

(log n)j/2

∣∣∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де полiном Gj наведено в зауваженнi 10 в основнiй частинi роботи, та

Hn(k) =
(D − 1)3/2

√
2Dπ log n

e
−

(k− D
D−1 logn)2

2D
D−1 logn .

Теорема 11. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D− 1)n+ 1 зовнiшнiми вершинами. Для всiх r ∈ N0 та кожної компактної
множини L ⊂ ( D

D−1e
β−, D

D−1e
β+) виконується

(log n)r+1 sup
k∈Z∩(log n)L

∣∣∣∣∣Hn(k)Ln(k)− 1√
2πk

r∑
j=0

F2j(0; log (D−1)k
D log n )

(log n)j

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де F2j(0; β) = W∞(β)G2j(0; β), константи β− та β+ є розв’язками Deβ(1−
β) = 1 й

Hn(k) = n
1

D−1

(
(D − 1)k

De log n

)k
.

Теорема 15. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D − 1)n + 1 зовнiшньою вершиною. Покладемо L◦n(k) := Ln(k) − E[Ln(k)]

та нехай (kn)n∈N позначає детермiновану цiлочисельну послiдовнiсть.

(а) Якщо kn = D
D−1 log n+ α

√
D
D−1 log n+ o(

√
log n) для деякого α ∈ R, тодi

log n

n
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)2αe−
1
2α

2

D
√

2π
(χ1(0)− E[χ1(0)]).

(б) Якщо kn = D
D−1 log n+ cn, де cn = o(log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncnecn

(
(D − 1)kn
D log n

)kn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)(χ1(0)− E[χ1(0)])

( D
D−1)3/2

√
2π

.
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Зокрема, якщо cn = o(
√

log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)(χ1(0)− E[χ1(0)])

( D
D−1)3/2

√
2π

.

(в) Якщо kn = D
D−1 log n+ cn, де cn = O(1), тодi

(log n)3/2

n
L◦n(kn)−

D − 1

( D
D−1)3/2

√
2π

(R(cn)− E[R(cn)])
м.н.−→
n→∞

0,

де R(cn) = (cn + 1
2)χ1(0)− χ2

1(0)−χ2(0)
2 .

З використанням результатiв для профiлiв отримано результати для ши-
рини та моди.

Теорема 19. Iснує м.н. скiнченна випадкова величина K така, що для всiх
n > K мода un для D-арного дерева з (D − 1)n + 1 зовнiшньою вершиною
рiвна одному з чисел⌊

D

D − 1
log n+ χ1(0)− 1

2

⌋
або

⌈
D

D − 1
log n+ χ1(0)− 1

2

⌉
.

Теорема 23. НехайMn – ширинаD-арного дерева з (D− 1)n+ 1 зовнiшньою
вершиною, тодi виконується

√
2Dπ log n

(D − 1)3/2n
Mn

м.н.−→
n→∞

1.

Теорема 26. НехайMn – ширинаD-арного дерева з (D− 1)n+ 1 зовнiшньою
вершиною. З ймовiрнiстю 1 множина границь пiдпослiдовностей послiдов-
ностi

M̃n := 2
D

D − 1
log n

1−

√
2π log n

√
D
D−1Mn

(D − 1)n

 , n ∈ N,

є iнтервалом [χ2(0) − 1/12, χ2(0) + 1/6]. Бiльш того, якщо покласти θn :=

mink∈Z | DD−1 log n+ χ1(0)− 1/2− k|, то виконується

M̃n − θ2
n

м.н.−→
n→∞

χ2(0)− 1

12
.
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Деякi з цих результатiв є вiдомими в лiтературi у випадку D = 2, або в
менш загальному виглядi у сенсi, коли присутнi лише першi члени асимпто-
тичного розкладу.

Дерева загальних гiллястих процесiв. Другий роздiл дисертацiйної робо-
ти присвячено деревам загальних гiллястих процесiв. Пiд час їх дослiдження
виникають згортки функцiй лiнiйного росту, для котрих отримано наступнi
загальнi твердження.

ЗгорткуЛебега-Стiлтьєса двохфункцiй f та g локально-обмеженої варiацiї
будемо позначати наступним чином

(f ∗ g)(t) =

∫
R
f(t− y)dg(y), t ∈ R.

Згортку функцiї f з собою j раз позначимо через f ∗(j).

Теорема 29. Нехай f : R → [0, ∞) позначає неспадну неперервну справа
функцiю, що обертається в нуль на вiд’ємнiй пiвпрямiй, та задовольняє

f(t) = at+O(tα), t→∞

для деяких a > 0 та α ∈ [0, 1). Тодi, для будь-якої цiлозначної функцiї
j = j(t) такої, що j(t) = o(t(1−α)/2) при t→∞, виконується

f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
, t→∞.

Теорема 31. Нехай f : R 7→ [0, ∞) позначає неспадну неперервну справа
функцiю, що обертається в нуль на вiд’ємнiй пiвпрямiй. Припустимо, що
функцiя ε, визначена рiвнiстю

ε(t) := f(t)− at, t ≥ 0,

для деякого a > 0, задовольняє∫
[0,∞)

yd
(
V[0, y](ε)

)
<∞,

де V[0, y](ε) позначає повну варiацiю ε на iнтервалi [0, y].
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Тодi, для будь-якої цiлочисельної функцiї j = j(t) такої, що j(t) = o(t2/3)

при t→∞, виконується

f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

)
, t→∞,

де γ0 :=
∫

[0,∞) dε(y) = limt→∞(f(t)− at).

Вiдповiднi твердження застосованi для функцiй вiдновлення, згортки ко-
трих виникають при дослiдженнi iтерованих випадкових блукань та їх збуре-
них версiй.

Наведемо схему побудови загального гiллястого процесу згенерованого
за збуреним випадковим блуканням. Нехай (ξi, ηi)i∈N – послiдовнiсть незале-
жних копiй випадкового вектора (ξ, η) з м.н. додатними компонентами. Через
S0 = 0 та Si =

∑i
k=1 ξk (i ∈ N) позначимо стандартне випадкове блукання.

Покладемо Ti := Si−1+ηi (i ∈ N), тодi послiдовнiсть T := (Ti)i∈N називається
збуреним випадковим блуканням.

В момент часу 0 присутня єдина особа. Вона продукує потомство (перше
поколiння), часи народження котрого заданi точками T . На кожному кроцi
кожна особа в поточному поколiннi продукує нащадкiв в наступному, а їх
часи народження вiдносно часу народження батька розподiленi згiдно копiї
T , й для рiзних батькiв цi копiї незалежнi.

Для t ≥ 0 та j ∈ N позначимо через Nj(t) кiлькiсть осiб в j-му поколiннi
з часами народження не бiльшими за t. Тодi величина

H(t) = inf{j ∈ N : Nj(t) = 0}, t > 0,

називається висотою дерева загального гiллястого процесу згенерованого за
збуреним випадковим блуканням T та обмеженого смугою [0, t]. Для неї отри-
мано наступну граничну теорему.

Теорема 34. Для всiх t ≥ 0, H(t) <∞ м.н. Бiльш того,

lim
t→∞

H(t)

t
=

1

γ
∈ (0,∞) м.н.,

де γ := sup{z > 0 : µ(z) < 1} та µ(z) := infs>0(e
zs Ee−sη

1−Ee−sξ ) при z > 0.
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VP-дерева. Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячено дослiдженню
випадкових VP-дерев з метрикою `∞ в просторi [−1, 1]d (d ≥ 1). Нехай задана
послiдовнiсть випадкових точок x1, x2, . . . , де елементи xi незалежнi та мають
рiвномiрний розподiл в [−1, 1]d. ВипадковеVP-дерево є бiнарним деревом,що
будується за такою iтеративною схемою. Перша точка x1 завжди зберiгається
в коренi дерева, також збережемо в цiй вершинi величину τ ∈ (0, 1), що на-
зиватимемо пороговим значенням. Наступнi точки додаються послiдовно за
допомогою рекурсивної процедури, що починається вiд кореня. Припустимо,
що точка xn додається до вершини T . Якщо ця вершина порожня, то в нiй
зберiгаються ця точка та порогове значення τhT , де hT позначає вiдстань вiд
T до кореня плюс один, й процедура додавання завершується. Якщо ж вер-
шина T не порожня, то в нiй збереженi деяка точка xT та порогове значення
τhT . В цьому випадку якщо `∞(xT , xn) ≤ τhT , то процедура продовжується
рекурсивно з лiвого сина T , а iнакше – з правого.

Найлiвiшим шляхом довiльного бiнарного дерева називатимемо шлях, що
починається в його коренi та завжди прямує до лiвого сина поточної вершини
поки не досягне листка. Через Ih позначимо пiдмножину простору [−1, 1]d,
що мiстить всi точки x такi, що при додаваннi в дерево вони були б збереженi
в лiвому пiддеревi Th, де послiдовнiсть (Th)h∈N позначає вершини дерева, що
утворюють найлiвiший шлях у ньому починаючи з кореня, та I0 = [−1, 1]d.
Через Xh := Ih/τ

h (h ∈ N0) позначатимемо нормованi розбиття простору.
Наступнi твердження стосуються основних результатiв щодо цiєї послiдов-
ностi.

Теорема 39. Нехай α позначає будь-яке можливе нормоване розбиття про-
стору, що породжене найлiвiшим шляхом випадкового VP-дерева, та

Rα := inf{h ≥ 1 : Xh = [−1, 1]d за умови, що X0 = α}.

Тодi ERα <∞.

Теорема 47. Послiдовнiсть (Xh)h≥0 є ланцюгом Маркова та має стацiонар-
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ний розподiл I∞ й

lim
n→∞
‖P{Xh = ·|X0 = [−1, 1]d} − I∞(·)‖TV = 0,

де ‖ · ‖TV позначає вiдстань повної варiацiї.

Наступний результат дозволяє явно знайти одновимiрнi складовi стацiо-
нарного розподiлу, позначнi через X∞, у випадку, коли точки послiдовностi
для побудови дерева розподiленi рiвномiрно. Якщо X є випадковою величи-
ною будемо позначати через L (X) її розподiл.

Теорема 53. Вiдображення L (X) 7→ L (f(X)) в просторi ймовiрнiсних мiр
на [1, 2], що надiлений `1-мiнiмальною метрикою, де

f(X) = min

{
uX

τ
, 1

}
+ min

{
(1− u)X

τ
, 1

}
є строго стискаючим, де u рiвномiрно розподiлена випадкова величина на
[0, 1], незалежна вiд випадкової величини X .

Бiльш того в роботi наведена технiка для пiдрахунку нерухомої точкиX∞
стохастичного рiвняння

X∞
d
= min{τ−1uX∞, 1}+ min{τ−1(1− u)X∞, 1}.

Його явний розв’язок сильно залежить вiд значення параметра τ ∈ (0, 1). Так,
наприклад, коли τ < 1

2 , то X∞ = p(1 + u) + (1− p)δ2, де

p =
1

1− 2 log 2 + 1
τ

.

Для розмiру найлiвiшого шляху VP-дерева Ln, тобто кiлькостi вершин у
ньому на n-му кроцi побудови дерева, доведено наступнi теореми.

Теорема 48. Для випадкового VP-дерева розмiр найлiвiшого шляху Ln задо-
вольняє наступний слабкий закон великих чисел, при n→∞,

Ln
log n

P→ 1

− log τ
.
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Теорема 52. Для довiльного фiксованого T > 0

LbTτ−nc − n
d→ L(T )

∞

при n→∞ та функцiя розподiлу L(T )
∞ рiвна

P{L(T )
∞ ≤ m} = 1− P{G∞ ≤ Tτm}

для всiхm ∈ Z.
Тут G∞ позначає випадковий ряд

∑∞
j=1 ξj, де (ξj)j≥0 є умовно незале-

жними, при фiксованому I∞, випадковими величинами такими, що ξj має
показниковий розподiл з Exp( |I∞|

2dτ j
), де |I∞| означає мiру Лебега випадкової

множини I∞.

Подяка. Автор дисертацiї Богун В. А. висловлює щиру вдячнiсть своє-
му науковому керiвниковi – доктору фiзико-математичних наук, професору
Мариничу Олександру Вiталiйовичу – за плiднi дискусiї й обговорення на-
укових проблем, за влучнi поради при оформленi статей та дисертацiйної
роботи, а понад усе, за справжню турботу i постiйну увагу протягом усього
часу написання роботи, без яких вона навряд чи була б зроблена. Також автор
висловлює подяку всiм колегам з кафедри дослiдження операцiй факультету
комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка за їх пiдтримку та можливiсть спiльно працювати в
рамках проєкту Нацiонального Фонду Дослiджень України. Окрему подя-
ку за допомогу в подоланнi спiльних труднощiв автор висловлює Рашитову
Богдану Сергiйовичу.
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Огляд лiтератури

Огляд за роздiлом 1

В цьому роздiлi розглядаються асимптотичнi властивостi випадкових дерев
простої будови. Такi дерева побудовано за наступною рекурсивною процеду-
рою. На початку присутнє певне дерево (зазвичай, лише корiнь). Всi вершини
дерева умовно подiлено на внутрiшнi та зовнiшнi. На кожному кроцi рiвно-
ймовiрно обирається випадкова зовнiшня вершина та замiнюється на певне
пiддерево, що може мiстити новi внутрiшнi та зовнiшнi вершини. У книзi [24]
можна знайти бiльш детальний огляд випадкових дерев.

Основною характеристикою, що дослiджується в першому роздiлi, є зов-
нiшнiй профiль дерева (або просто профiль) (Ln(k))k∈Z, де Ln(k) – кiлькiсть
зовнiшнiх вершин на рiвнi k на n-iй iтерацiї побудови дерева, де пiд рiвнем
вершини розумiється її вiдстань до кореня. Серед iнших вiдомих характери-
стик дерев можна видiлити

• висоту – максимальну довжину вiд кореня до iншої вершини;

• ширину – максимальне значення профiлю дерева;

• моду – рiвень, де досягається ширина;

• повну довжину – сума рiвнiв всiх зовнiшнiх вершин;

• та iншi.

Дослiдження випадкових дерев простої будови можна подiлити на три
категорiї в залежностi вiд типу дерева.
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Найпростiшою моделлю є випадкове рекурсивне дерево. В цiй моделi всi
вершини є зовнiшнiми та на кожнiй iтерацiї до будь-якої навмання обраної
вершини додається одна нова. Не зважаючи на просту побудову цямодель зна-
ходить багато практичних застосувань, зокрема в моделюваннi розповсюдже-
ння хвороб, розвитку мов в лiнгвiстицi, поведiнки рекурсивних алгоритмiв в
комп’ютерних науках, пiрамiдальних схем в економiцi, представленнi локаль-
них та iнтернет мереж й процесiв, що виникають в них, та багато iншого. В
роботi [75] можна знайти бiльш детальний огляд їх застосувань. Деякi нещо-
давнi результатищодо профiлiв випадкових рекурсивних дерев чи пов’язаних
з ними характеристик можуть бути знайденi в роботах [23, 25, 32].

Найпопулярнiшою моделлю випадкового дерева є бiнарне дерево пошуку.
Це дерево виникло як структура даних для швидкого пошуку елементiв, й
будується воно за наступною схемою. Нехай дана послiдовнiсть (un)n∈N не-
залежних однаково розподiлених випадкових величин з рiвномiрним на [0, 1]

розподiлом1. На першому кроцi дерево складається лише з кореня, в якому
зберiгається елемент u1. Всi наступнi кроки виконуються за наступною рекур-
сивною процедурою. Нехай дерево вже складається з n− 1 вершин, тодi при
додаваннi елемента un вiн спочатку порiвнюється з елементом в коренi. Якщо
un < u1, то вставка рекурсивно продовжується з лiвого сина кореня, iнакше з
правого. Так процедура порiвняння повторюється з поточним розглядуваним
елементом в деревi й аналогiчно продовжується, поки вiдповiдного сина не
iснує. В такому випадку вiн додається, й елемент un зберiгається в ньому. Та-
ким чином бiнарне дерево пошуку пiдпорядковується лише одному простому
правилу: для будь-якої вершини дерева й елемента u, що збережений в нiй,
всi елементи в лiвому пiддеревi меншi за u, а всi елементи, що знаходяться у
правому пiддеревi цiєї вершини, бiльшi за u. Простими комбiнаторними пiд-
рахунками можна пересвiдчитись, що ця модель еквiвалентна схемi побудови
випадкового дерева простої будови, де лиски дерева – це зовнiшнi вершини,

1Класично розглядати саме рiвномiрний розподiл, проте un можуть мати будь-який неперервний розподiл.
Важливим критерiєм є умова, що елементи послiдовностi незалежнi однаково розподiленi та не повторюються
з ймовiрнiстю 1.
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й на кожнiй iтерацiї до випадкового листка додаються 2 зовнiшнi вершини, а
саме обраний листок стає внутрiшньою вершиною. Бiнарне дерево пошуку є
одним iз найбiльш дослiджених типiв випадкових дерев, дивись, наприклад,
[15, 16, 23, 25, 26, 32] для нещодавнiх результатiв щодо їх профiлiв.

Очевидним застосуванням цих дерев є дослiдження характеристик вище-
наведеної структури даних для швидкого пошуку елементiв, що має велике
прикладне значення. Так, наприклад, було доведено, що середнiй рiвень нав-
мання вибраної вершини в деревi рiвний 2 log n+O(1), а максимальний рiвень
(чи висота) веде себе як β log n, де β ≈ 4.311, див. [65]. Цi характеристики
вiдповiдають середньому часу пошуку елемента в деревi та верхнiй оцiнцi на
час додавання нового елемента.

Iншим застосуванням випадкових бiнарних дерев є їх зв’язок з рекур-
сивними алгоритмами типу “подiляй-та-володарюй”. Зокрема, найвiдомiшим
прикладом є алгоритм швидкого сортування або алгоритм Хоара. Щоб про-
вести аналогiю достатньо розглянути список з n елементiв (ui)i=1..n, що ви-
значенi як i в бiнарному деревi пошуку, й на кожнiй iтерацiї обирати ведучим
елементом найперший елемент поточного списку. Тодi якщо зобразити всi
рекурсивнi виклики алгоритму у виглядi дерева, а в кожнiй вершинi зберегти
ведучий елемент, що обирався, то це дерево буде в точностi бiнарним де-
ревом пошуку, побудованим на послiдовностi (ui)i=1..n. Таким чином вiдомi
результати для бiнарних дерев переносяться й на алгоритм швидкого сорту-
вання, а самi результати стверджують високу оптимальнiсть алгоритму. Хоча
послiдовностi для сортування зазвичай не випадковi й елементи в них мо-
жуть повторюватись, достатньо застосувати декiлька евристик (наприклад,
обирання ведучого елемента навмання), щоб навiть цi послiдовностi ставали
еквiвалентними бiнарним деревам пошуку. Поєднання цих простих евристик
та класичних результатiв для бiнарних дерев гарантувало, що алгоритмХоара
є найпопулярнiшим алгоритмом для сортування на сьогодення, див., напри-
клад, [47].

Нарештi, завершуючи з застосуваннями, зауважимо, що як i в випадку
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з сортуванням, на практицi послiдовнiсть (un)n∈N зазвичай не є випадко-
вою. Якщо покласти un = n, то побудоване бiнарне дерево виродиться в так
зване лiнiйне дерево, а пошук елементiв стане еквiвалентним їх перебору.
З iдеєю модифiкувати побудову дерева так, щоб фiнальна структура стала
випадковою навiть коли послiдовнiсть невипадкова, було створене так зване
рандомiзоване бiнарне дерево пошуку ([57]), що дозволяє нескладним чином
оптимiзувати структуру.

До третьої категорiї випадкових дерев можна вiднести решту типiв дерев,
й навiть сумарно вони матимуть меншу кiлькiсть дослiджень нiж випадковi
рекурсивнi дерева чи бiнарнi дерева пошуку. Основними класами тут є якраз
узагальнення цих дерев.

Узагальненням бiнарних дерев пошуку є D-арнi дерева, коли замiсть 2
синiв додається D синiв. Функцiональнi граничнi теореми для профiлiв цих
дерев можуть бути знайденi в статтi [70]. Зазначимо також, що при D > 2

означенняD-арного дерева не є тим самим, що й означенняm-арного дерева
пошуку. Це розширення є суто структурним, але не природнiм. Природними
узагальненням бiнарних дерев пошуку єщойно названim-арнi дерева пошуку
або дерева квадрантiв, проте обидвi цi моделi на є деревами простої будови.
Для комплексного аналiзу дерев пошуку ми посилаємось на книгу [24].

До узагальнень моделi випадкового рекурсивного дерева вiдносяться
планарно-орiєнтованi рекурсивнi дерева. Фактично це рекурсивне дерево, де
такожвраховується розташування чергової вершини (злiва чи справа вiдносно
сусiднiх). Ми посилаємось на [35, 44, 76] для деяких нещодавнiх результатiв
щодо профiлiв цих дерев. Серед їх застосувань можна видiлити тi самi що й
для звичайних рекурсивних дерев. Зокрема, планарнi дерева нерiдко дозволя-
ють краще моделювати iнтернет мережi, соцiальнi мережi та розповсюдження
iнформацiї в них.

Серед основних методiв та технiк дослiджень випадкових дерев можна
видiлити наступнi:

• Дослiдження рiвнянь нерухомої точки та метод стискаючих вiдобра-
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жень. Враховуючи рекурсивну структуру побудови випадкових дерев,
дуже природно описувати їх характеристики через рекурентнi формули,
що в граничному випадку формально зводяться до рiвнянь нерухомої
точки. Тому не дивно, що ця методика є найрозповсюдженiшою, а при
дослiдженнi нових об’єктiв цей пiдхiд варто мати на увазi одним iз пер-
ших.

• Метод моментiв та метод твiрних функцiй. Це також один iз перших
пiдходiв до дослiджень дерев, в ньому потрiбно знайти твiрну функцiю
дослiджуваної характеристики,що в подальшому дозволяє знайти грани-
чну функцiю й вiдновити властивостi граничної характеристики. Зокре-
ма iнколи знаходять всi моменти випадкової величини, що дозволяє її
повнiстю описати. Див., наприклад, [54] для однiєї з останнiх робiт, що
застосовує цей пiдхiд.

• Методи теорiї мартингалiв. В цьому пiдходi за правильного зображена
дослiджувана характеристика представляє собою мартингал. Для при-
кладу, нормована твiрна функцiя профiлю деяких класiв дерев є мартин-
галом. Середнє значення характеристики зазвичай вже вiдоме й отрима-
не бiльш простими методами. Основною частиною є саме доведення, що
дана характеристика є мартингалом, а потрiбнi результати потiм випли-
вають iз вже вiдомих тверджень теорiї мартингалiв. Такий пiдхiд є бiльш
сучасним та бiльш сильним у тому розумiннi, що дозволяє, наприклад,
доводити збiжнiсть у сенсi майже напевне, що не вдається зробити по-
переднiми двома методами. Саме цим методом була отримана бiльшiсть
результатiв щодо профiлiв та ширини, посилання на якi були наведенi
при оглядi класiв дерев.

• Комбiнаторний пiдхiд, тобто явний пiдрахунок характеристик дерев за
допомогою комбiнаторних мiркувань. Суто теоретично цим методом
можна встановити всi характеристики дерев, проте доведення занадто
швидко стають громiздкими. Цей метод, зазвичай, застосовується лише
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для доведення базових властивостей (див., наприклад, [58]), хоча потен-
цiйно може стати популярним з розвитком комп’ютерних доведень.

• Методи гiллястих випадкових процесiв та теорiї вiдновлення. Цей пiдхiд
не є новим (див., наприклад, [22]), проте в останнi роки вiн набуває но-
вої хвилi популярностi, з розвитком сумiжних теорiй. Його iдея полягає
в описi характеристик дерев через характеристики iнших об’єктiв, та-
ких як випадковi блукання чи загальнi гiллястi процеси. Для прикладiв
дивись [34, 36, 37, 38].

Можна побачити, що у бiльш сучасних методах та технiках доведень вико-
ристовуються результати сумiжних теорiй. Це в свою чергу дозволяє отриму-
вати бiльш повнi результати, або доводити вже вiдомi твердження простiшими
способами. Так в нещодавнiй роботi Каблучка, Маринича та Зульцбаха ([43])
наводяться результати стосовно однорозгалуджених гiллястих випадкових
блукань. Головним iнструментом в доведеннi цих результатiв було поняття
мод-φ збiжностi, або бiльш точно мод-Пуассон збiжностi. Не вдаючись в усi
технiчнi деталi, поняття мод-Пуассон збiжностi можна описати наступним
чином.

Нехай (ξn)n∈N – послiдовнiсть випадкових величин зi значеннями на R,
чиї перетворення Лапласа Eesξn є скiнченними для всiх s ∈ C, та (λn)n∈N

– послiдовнiсть додатних чисел, для якої limn→∞ λn = +∞. Кажуть, що
послiдовнiсть (ξn)n∈N збiгається в сенсi мод-Пуассона зi швидкiстю (λn)n∈N,
якщо збiжнiсть

lim
n→∞

Eesξn
eλn(es−1)

= A(s)

є локально рiвномiрною в деякiй вiдкритiй множинi D ⊂ C, що мiстить дiй-
сну вiсь. Тут A : D → C є деякою аналiтичною функцiєю, а в роботi ми
спостерiгатимемо саме логарифмiчну швидкiсть, тобто λn = log n. Знамен-
ник у виразi є твiрною функцiєю випадкової величини з розподiлом Пуассона
з параметром λn, таким чином цю границю можна розумiти як наближення
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вигляду
ξn

d
= Pn + Ξ + o(1),

де Ξ є “випадковою величиною” з твiрною функцiєю моментiв EesΞ = A(s),
що не залежить вiд Pn, що має розподiл Пуассона з параметром λn, та o(1)

збiгається до 0 за ймовiрнiстю. Бiльш точнi означення цього типу збiжностi
та деякi загальнi результати можна знайти в [29], та побачити в [39] i [48]
приклади її застосування.

Основна мета першого роздiлу дисертацiйної роботи полягає у розв’язаннi
трьох задач. По-перше, ми отримуємо асимптотичнi розклади для профiлiв,
моди та ширини випадкових дерев простої будови, таких як D-арнi дерева,
випадковi рекурсивнi дерева та p-орiєнтованi рекурсивнi дерева, коли число
вершин в них прямує до нескiнченностi. Ця частина базується на результатах
роботи [43], що були отриманi для однорозгалуджених гiллястих випадкових
блукань, й використовує порiвняння цих характеристик з характеристиками
випадкових дерев простої будови. Таким чином, доведено повнi асимптотичнi
розклади м.н. для профiлiв, а отриманi результати порiвнюються з вже вiдо-
мими в лiтературi окремими випадками. Друга мета цього роздiлу – навести
новi характеризацiї випадкових коефiцiєнтiв, що виникають у вищеназваних
результатах за допомогою виведення точних стохастичних рiвнянь нерухо-
мої точки для їх розподiлiв. Нарештi, третьою складовою мети є чисельне
моделювання, що пiдтверджує отриманi теоретичнi результати.

Огляд за роздiлом 2

В цьому роздiлi розглядаються асимптотичнi властивостi дерев загальних
гiллястих процесiв. Гiллястi процеси тiсно пов’язанi з випадковими деревами,
це легко побачити, оскiльки еволюцiю гiллястого процесу можна зображати
випадковими деревами, а їх характеристики нерiдко можна закодувати один
через iнший. Для загального огляду спiльних властивостей дерев та гiллястих
процесiв ми посилаємось на [27, 34], а тут розглянемо лише тi, що пов’язанi
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з дисертацiйною роботою.
Гiллястi процеси застосовуються в тих сферах, що й випадковi дерева про-

стої будови, коли потрiбно розглядати модель в неперервному часi. Напри-
клад, природно розглядати поширення iнформацiї в iнтернетi чи iнфiкування
осiб в неперервному часi ([3, 7, 40, 46]), що як раз робиться розширюючи мо-
дель випадкового рекурсивного дерева, а найпершi спiльнi дослiдження дерев
та гiллястих процесiв виникли при аналiзi еволюцiї прiзвищ у населення.

Тут розглядатиметься лише частковий випадок загального гiллястого про-
цесу (або процесу Крампа-Мода-Ягерса), що заданий наступним чином. Не-
хай дано деякий точковий процес Z. В нульовий момент часу присутня лише
одна особа. В перший момент часу ця особа породжує перше поколiння, особи
котрого знаходяться в точках Z. Кожна особа першого поколiння незалежно
вiд iнших продукує синiв, що належать наступному поколiнню, а їх розта-
шування вiдносно батька розподiленi як незалежна копiя Z, i так далi. В
такий процес можна вкласти еволюцiю дискретного дерева, використовуючи
правильнi моменти зупинки. Хоча подiбна iдея та методика не є новою (див.
[22, 64]), вона набуває нової хвилi популярностi саме зараз за рахунок роз-
витку в сумiжних дисциплiнах. Деякi нещодавнi результати, де такi процеси
використовуються для аналiзу випадкових дерев, можна знайти в роботах
[34, 36, 37, 41, 42, 50, 67]. Покажемо на прикладi як саме загальнi гiллястi
процеси пов’язанi з випадковими деревами.

Нагадаємо, що випадкове рекурсивне дерево будується наступним чином.
В нульовий момент часу присутнiй лише корiнь. В кожний наступний дис-
кретний момент часу навмання обирається одна iз вершин дерева та до неї
додається один син. Тепер розширимо цю модель на випадок неперервного
часу. Аналогiчно в нульовий момент часу присутнiй лише корiнь. Нехай з
коренем асоцiйовано таймер, що має експоненцiйний розподiл з iнтенсивнi-
стю 1. Коли вiн закiнчується, то до кореня додається нова вершина, таймер в
коренi перезапускається, а з новою вершиною асоцiюється новий незалежний
таймер з тим самим розподiлом. Надалi, коли в певнiй вершинi спрацьовує
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таймер – до неї додається нова вершина аналогiчним чином. Легко побачити,
що час додавання другої вершини (коли присутнiй лише корiнь) має експо-
ненцiйний розподiл з iнтенсивнiстю 1, а час мiж додаванням (n + 1)-ої та
n-ої вершини вже має експоненцiйний розподiл з iнтенсивнiстю n, оскiльки
незалежно працюють n таймерiв. З властивостей експоненцiйного розподiлу
також випливає, що вершина, де спрацює наступний таймер, розподiлена рiв-
ноймовiрно серед усiх присутнiх вершин. Еволюцiя такого дерева повнiстю
вiдповiдає еволюцiї випадкового рекурсивного дерева.

В термiнах процесiв Крампа-Мода-Ягерса точковий процес матиме вигляд
Z =

∑
n≥1 δSn, де Sn – випадкове блукання зi стрибками ξ, що мають експо-

ненцiйний розподiл з iнтенсивнiстю 1. Саме при дослiдженнi цього процесу
в роботi [36] встановлено функцiональну збiжнiсть профiлю рекурсивного
дерева на деякому фiксованому рiвнi, а в роботi [37] аналогiчним чином вже
дослiджено профiль у випадку, коли рiвень зростає разом з кiлькiстю вершин.

Вищеописану модель легко узагальники – для цього достатньо розглядати
iншi розподiли ξ, зберiгши припущення, що вхiдний точковий процес поро-
джений випадковим блуканням. Саме для таких моделей, а також у випадку
збурених випадкових блукань, проводяться дослiдження в другому роздiлi
дисертацiйної роботи. Його мета складається з трьох частин. По-перше, до-
слiджуються згортки функцiй лiнiйного росту, а саме нас цiкавлять згортки
функцiй вiдновлення. Саме такi згортки природно виникають при дослiджен-
нi наступних поколiнь в гiллястих процесах, й вже випливали в вищеназваних
роботах за простiших умов. По-друге, дослiджена висота дерева загального
гiллястого процесу. Й нарештi, всi результати перевiряються за допомогою
математичного моделювання.
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Огляд за роздiлом 3

В цьому роздiлi дослiджуються асимптотичнi властивостi VP-дерев2, проте
їх огляд слiд почати з практичної задачi, де вони виникають.

Мабуть одним iз найбiльш поширених типiв дерев, що зустрiчаються на
практицi, є бiнарнi дерева пошуку, вони є i одними iз найдослiдженiших
класiв дерев. Вперше вони виникають як структура даних для швидкого до-
ступу до елемента в масивi за ключем, де елементи зберiгаються як пара
ключ-значення. Необхiдною умовою для їх побудови є лише можливiсть по-
рiвнювати ключi мiж собою, а основним нюансом пошуку є те, що шукається
елемент, що в точностi збiгається з запитом. Проте нерiдко виникають ситуа-
цiї, коли запит просто не може бути точним, саме тодi виникає так звана зада-
ча пошуку найближчого сусiда (iнколи в лiтературi “NN-пошук” та “нечiткий
пошук”), коли замiсть точної рiвностi за ключем в множинi шукається еле-
мент з ключем, що найбiльш близький чи схожий на заданий, а пiд поняттям
схожостi зазвичай розумiють вiдстань мiж ключами в деякому метричному
просторi. Ця задача також нерiдко розширюється до задачi пошуку k ≥ 2

найближчих сусiдiв (kNN-пошук) або пошуку у радiусi, коли шукаються всi
елементи, що лежать на вiдстанi не бiльше нiж r > 0 вiд заданого.

На сьогоднi пошук найближчого сусiда використовується в широкому ко-
лi задач, зокрема, як складова частина багатьох алгоритмiв. Ось короткий
список його застосувань:

• Географiчний пошук використовується людьми кожен день, коли на картi
шукаються мiсця чи заклади близькi до вашого GPS розташування.

• Пошук найближчих точок в обчислювальнiй геометрiї. Наприклад, ру-
тинною задачею в комп’ютернiй графiцi є пошук перетинiв об’єктiв,
котрий можна оптимiзувати, залишаючи для розгляду лише об’єкти, що
розташованi близько.

2Скорочено вiд англ. vantage point tree.
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• Аналогiчно, пошук близьких об’єктiв використовується для оптимiзацiї
пiдрахунку їх взаємодiї в комп’ютернiй симуляцiї фiзичних процесiв,
коли взаємодiєю мiж дальнiми об’єктами можна знехтувати.

• Пошук подiбностей наразi присутнiй майже в усiх пошукових сервiсах.
Це може бути пошук схожих зображень або пошук подiбних наукових
статей та робiт до заданої, зокрема, перевiрка на антиплагiат.

• kNN-пошук є важливим iнструментом в машинному навчаннi, зокрема:

– Вiн використовується в рiзноманiтних моделях регресiї. Ми поси-
лаємось на роботи [18] та [20] для детального представлення цих
моделей.

– Ми також посилаємось на [19], що є гарним викладом iдей, на яких
базуються алгоритми класифiкацiї, що використовують пошук най-
ближчого сусiда.

– В останнiх дослiдженнях почали комбiнувати пошук найближчого
сусiда та нейроннi мережi для бiльш точних та бiльш стiйких резуль-
татiв, дивись, наприклад, [63].

Цi моделi виявились корисними в таких сферах класифiкацiї як кате-
горизацiя текстiв, категоризацiя та пошук мультимедiа, розпiзнавання
образiв, пошук iнформацiї та у багато iнших.

• Пошук найближчого сусiда є складовою рiзних евристик. Наприклад,
з його допомогою можна швидко, але не точно, розв’язувати задачу
комiвояжера.

Зважаючи на актуальнiсть цiєї задачi, постає питання саме швидкого ви-
конання запитiв пошуку, що в основному досягається за допомогою вико-
ристання спецiальних структур даних. Серед цих структур можна видiлити
KD-дерева [6, 59], дерева куль (або метричнi дерева) [62] та VP-дерева. Оста-
ння структура була вперше представлена Янiлосом у 1993 роцi в [79] та є
об’єктом дослiджень третього роздiлу дисертацiйної роботи.
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Хоча VP-дерева iснують вже достатньо давно, наскiльки нам вiдомо, вони
не дослiджувались з теоретичної точки зору, а наявнi результати були отри-
манi емпiричним шляхом. Серед присутнiх у лiтературi результатiв щодо
VP-дерев можна видiлити наступнi:

• В роботах [31, 52, 56, 73] VP-дерева статистично дослiдженi на конкре-
тних наборах даних, з чого автори роблять висновки щодо їх асимпто-
тичної поведiнки в загальному.

• Iншим пiдходом є порiвняння рiзних структур дерев, наприклад, VP-
дерев та KD-дерев, та зiставляння їх характеристик на однакових набо-
рах даних, наприклад, дивись [49, 60]. З цього робляться висновки про
ефективнiсть однiєї структури у порiвняннi з iншою за певних умов.

• В роботах [51, 61, 73, 74] до моделi VP-дерева вносяться евристики та
аналiзується їх вклад та ефективнiсть на специфiчних даних.

• В роботах [13, 61, 77] розглядається поведiнка та можливiсть використа-
ння VP-дерев у випадках, коли вхiднi данi не задовольняють необхiдним
умовам, наприклад, не виконуються всi аксiоми метричного простору.

На вiдмiну вiд усiх цих робiт ми використовуємо ймовiрнiсний пiдхiд для
аналiзу VP-дерев та деяких його характеристик, коли кiлькiсть вершин у
деревi зростає до нескiнченностi. Ми дослiджуємо ймовiрнiснi властивостi
VP-дерев, а саме розглядаємо VP-дерево, що побудоване на послiдовностi
незалежних однаково розподiлених випадкових величин на [−1, 1]d з фун-
кцiєю вiдстанi `∞. Ми аналiзуємо довжину найлiвiшого шляху в деревi та
розбиття простору, що вiн створює. Основнi результати включають декiлька
граничних теорем щодо збiжностi цих характеристик, коли кiлькiсть вершин
в деревi зростає до нескiнченностi. Наприкiнцi ми використовуємо отриманi
результати, щоб висунути гiпотезу про балансування випадкового VP-дерева,
та виконуємо математичне моделювання як для її перевiрки, так i для пiдтвер-
дження iнших результатiв та демонстрацiї додаткових зображень еволюцiй та
закономiрностей серед дослiджуваних характеристик.
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Роздiл 1

Випадковi дерева простої будови

1.1 Означення та обговорення

1.1.1 Однорозгалуджене гiллясте випадкове блукання. Розглянемо си-
стему частинок, що живуть на решiтцi Z. В момент часу 0 в системi знахо-
диться одна частинка, що зазвичай розташована в 0. Система еволюцiонує
наступним шляхом: в кожний дискретний момент часу одна з частинок оби-
рається рiвноймовiрно (якщо вона iснує). Ця частинка (матiр) замiнюється
на випадковий кластер частинок (дiтей), чиї вiдноснi змiщення задаються
точковим процесом ζ =

∑N
i=1 δZi. Тобто, якщо матiр знаходилась в позицiї

x, тодi її дiти знаходяться в позицiях x + Z1, . . . , x + ZN . Ми припускаємо,
що число N є м.н. скiнченним. Всi частинки дiють незалежно. Послiдовнiсть
точкових процесiв на Z, що описує мiсцезнаходження частинок впродовж
поколiнь, називається однорозгалудженим гiллястим випадковим блуканням
(однорозгалудженим ГВБ).

Позначимо через Sn кiлькiсть частинок в момент часу n, та через
x1,n, . . . , xSn,n – їх позицiї. Профiлем однорозгалудженого ГВБ в момент часу
n є наступна функцiя:

Ln(k) = #{1 ≤ j ≤ Sn : xj,n = k}, n ∈ N, k ∈ Z, (1.1)

тобто Ln(k) – це кiлькiсть частинок в положеннi k ∈ Z в момент часу n.
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Позначимо через νk очiкувану кiлькiсть частинок в положеннi k ∈ Z в
кластерному процесi ζ:

νk = Eζ({k}) = E

[
N∑
i=1

1{Zi=k}

]
, k ∈ Z.

Далi позначимо через m(β) твiрну функцiю моментiв iнтенсивностi кла-
стерного процесу ζ мiнус 1:

m(β) =
∑
k∈Z

eβkνk − 1 = E

[
N∑
i=1

eβZi

]
− 1.

Припустимо, що iснує вiдкритий iнтервал I , який мiстить 0, де функцiя
m скiнченна. Тодi m коректно визначена при β ∈ {z ∈ C : Re z ∈ I } та є
строго опуклою й нескiнченно диференцiйовною на I . Визначимо функцiю

ϕ(β) =
m(β)

m(0)
, Re β ∈ I .

Також позначимо через (β−, β+) ⊂ I вiдкритий iнтервал, в якому ϕ′(β)β <

ϕ(β):

β− = inf{β ∈ I : ϕ′(β)β < ϕ(β)}, (1.2)

β+ = sup{β ∈ I : ϕ′(β)β < ϕ(β)}. (1.3)

Iнтервал (β−, β+) мiстить 0 й таким чином непорожнiй.
Нехай ν є мiрою iнтенсивностi точкового процесу ζ:

ν =
∑
k∈Z

νkδk.

(Нормалiзована) твiрна функцiя моментiв профiлю однорозгалудженого
ГВБ визначена, при Re β ∈ I , формулою

Wn(β) =
1

nϕ(β)

Sn∑
i=1

eβxi,n. (1.4)

За певних умов (дивись роздiл 1.2)Wn збiгається при n → ∞ до випадкової
аналiтичної функцiї W∞ з ймовiрнiстю 1. Зауважимо, що W∞(0) = m(0),
оскiлькиWn(0) = Sn/n.
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Нарештi, визначимо наступнi випадковi величини:

χ1(0) = (logW∞)′(0) =
W ′
∞(0)

m(0)
, (1.5)

χ2(0) = (logW∞)′′(0) =
W ′′
∞(0)m(0)− (W ′

∞(0))2

m2(0)
(1.6)

та, бiльш загально, χj(β) = (logW∞)(j)(β) (j ≥ 1).

1.1.2 Моделi випадковихдерев. Випадкове дерево простої будови – дере-
во, що побудоване за наступним послiдовним процесом. Всi вершини можуть
бути двох типiв: зовнiшнi та внутрiшнi. В момент часу 0 дерево зазвичай
складається з лише однiєї зовнiшньої вершини, що є коренем дерева. В кожен
дискретний момент часу рiвноймовiрно обирається одна зовнiшня вершина,
вона зазвичай стає внутрiшньою та новi скiнченнi (можливо випадковi) пiд-
дерева приєднуються до цiєї вибраної вершини та, можливо, сусiднiх з нею.

Наведемо природну процедуру кодування еволюцiї випадкового дерева
простої будови, що використовує однорозгалуджене ГВБ. В цьому кодуваннi
зовнiшнiм вершинам вiдповiдають живi частинки, внутрiшнi вершини, що
були обранi на деякому кроцi, вiдповiдають мертвим частинкам, та глибина,
тобто вiдстань до кореня, кожної вершини – це позицiя вiдповiдної частинки.

Розглянемо основнi класичнi моделi випадкових дерев.

D-арнi дерева (D ≥ 2).

В момент часу 0 D-арне дерево складається лише з його кореня. В кожен
дискретний момент часу обирається одна випадкова зовнiшня вершина й
замiнюється на внутрiшню вершину з приєднаними D дiтьми (зовнiшнiми
вершинами). Iншими словами, всi зовнiшнi вершини D-арного дерева є його
листками, та на кожному кроцi додаються D синiв до випадкового листка,
обраного рiвноймовiрно.

У випадку, коли D = 2, дерево стає добре вiдомим бiнарним деревом
пошуку (БДП), котре також може бути побудоване з використанням послi-
довностi рiвномiрно розподiлених чисел.
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Рис. 1.1: Правило побудови D-арного дерева при D = 3 та приклад його реалiзацiї на момент часу

n = 3.

Еволюцiя D-арного дерева може бути представлена як однорозгалуджене
ГВБ з детермiнованим точковим процесом для змiщень ζ = Dδ1. Маємо

ϕ(β) =
Deβ − 1

D − 1
, m(0) = D − 1, ϕ(j)(0) =

D

D − 1
, j ∈ N.

Константи β− та β+ є розв’язками рiвняння Deβ(1− β) = 1.

Випадковi рекурсивнi дерева.

Випадкове рекурсивне дерево (ВРД) будується за наступною процедурою. В
момент часу 0 ВРД складається з однiєї вершини – кореня. В кожен дискре-
тний момент часу випадкова вершина, що iснує, обирається та нова вершина
приєднується до неї. В цьому представленнi кожна вершина розглядається як
зовнiшня.

Рис. 1.2: Правило створення ВРД та приклад його реалiзацiї на момент часу n = 16.

Однорогзалуджене ГВБ, що вiдповiдає ВРД, будується з детермiнованого
точкового процесу для змiщень ζ = δ0 + δ1, для котрого

ϕ(β) = eβ, m(0) = 1, ϕ(j)(0) = 1, j ∈ N, β− = −∞, β+ = 1.

p-орiєнтованi рекурсивнi дерева (p ≥ 2).

p-орiєнтоване рекурсивне дерево починається з однiєї внутрiшньої вершини
(кореня) та однiєї зовнiшньої вершини,що до нього приєднана. Правило побу-
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дови зображено на рисунку 1.3 (злiва) при p = 2. Для довiльного p = 2, 3, . . .

правило аналогiчне, проте з p замiсть двох зовнiшнiх вершин всерединi.

Рис. 1.3: Правило побудови p-орiєнтованого рекурсивного дерева з p = 2 та приклад його реалiзацiї

на момент часу n = 6.

При p = 2 ця конструкцiя визначає добре вiдому конструкцiю планарно-
орiєнтованого рекурсивного дерева (ПОРД).

Однорозгалуджене ГВБ, що вiдповiдає p-орiєнтованому рекурсивному де-
реву, починається з найпершої частки, що розташована в x1,0 = 1, та має
детермiнований точковий процес для змiщень ζ = pδ0 + δ1, для котрого

ϕ(β) =
1

p
(eβ + p− 1), m(0) = p, ϕ(j)(0) =

1

p
, j ∈ N, β− = −∞

та β+ є розв’язком eβ(β − 1) = p− 1.

1.1.3 Функцiонали на випадкових деревах. Iснує багато рiзноманiтних
функцiоналiв, що означенi на деревах. Ми зосереджуємо нашу увагу лише
на деяких iз них. Глибина (або рiвень) вершини, за означенням, – це її вiд-
стань вiд кореня. Позначимо через Ln(k) кiлькiсть зовнiшнiх вершин дерева
в момент часу n на глибинi k. Це означення еквiвалентне (за виключенням
p-орiєнтованих дерев) (1.1), визначеного для однорозгалудженого ГВБ з пара-
метрами,що вiдповiдають вибраному типу дерева. Цейфункцiонал називають
зовнiшнiм профiлем випадкового дерева (або число заповнення) на рiвнi k.

Мода un випадкового дерева визначається рiвнiстю

un = arg max
k∈N0

Ln(k), n ∈ N,

тобто un – це рiвень, що мiстить найбiльшу кiлькiсть зовнiшнiх вершин.
ШиринуMn випадкового дерева визначають наступною формулою

Mn = max
k∈N0

Ln(k),
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та вона рiвна найбiльшiй кiлькостi зовнiшнiх вершин на одному рiвнi.

1.2 Результати для випадкових дерев

Почнемо з леми, в якiй перелiчено деякi властивостi однорозгалуджених гi-
ллястих випадкових блукань, що вiдповiдають вищеназваним трьом типам
випадкових дерев.

Лема 1. Для однорозгалуджених гiллястих випадкових блукань, що вiд-
повiдають D-арному дереву, випадковому рекурсивному дереву чи p-
орiєнтованому рекурсивному дереву, наступнi твердження виконуються:

(а) νk > 0 для хоча б одного k ∈ Z\{0};

(б) кластерний точковий процес ζ м.н. непорожнiй та має хоча б двi частки
з додатною ймовiрнiстю;

(в)функцiяm(β) скiнченна на деякому непорожньому вiдкритому iнтервалi
I , що мiстить 0;

(г) ν не сконцентровано на будь-якiй власнiй адитивнiй пiдгрупi Z;

(д) для будь-якого β ∈ (β−, β+) iснує γ = γ(β) > 1 таке, що

E

[(
N∑
i=1

eβZi

)γ]
<∞.

Доведення. (а) Для кожного процесу iснує хоча б одна частинка δ1.

(б) Для всiх процесiв iснує хоча б двi частинки (рiвно 2 для ВРД, D для
D-арного дерева та p+ 1 для p-орiєнтованого рекурсивного дерева).

(в) Функцiя m(β) є скiнченною сумою експонент, вона скiнченна на будь-
якому скiнченному iнтервалi I .

(г) Для кожного процесу iснує хоча б одна частинка δ1, тому найбiльший
спiльний дiльник для величин змiщень рiвний 1.

(д) Для кожного процесу сума пiд математичним сподiванням м.н. обмежена
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невипадковою скiнченною константою; γ може бути обране, наприклад, як
γ = 2.

Ми навели цю лему для однорозгалуджених гiллястих випадкових блукань,
що були представленi вище, проте вона справджується для набагато бiльшого
класу однорозгалуджених ГВБ. Один iз результатiв, що випливає з леми 1,
– це iснування W∞(β) такого, що Wn(β)

м.н.−→
n→∞

W∞(β) локально рiвномiрно
на вiдкритому околi iнтервалу (β−, β+) в C, дивись [16, 43]. Вiдтепер ми
припускаємо, що аргумент β завжди лежить в цiй вiдкритiй множинi, де
W∞(β) коректно визначена.

Наступний результат дає характеризацiю випадкових величин W∞(β) та
χj(β) через стохастичнi рiвняння нерухомої точки.

Теорема 2. Для однорозгалудженого ГВБ такого, що твердження леми 1
виконуються та точковий процес для змiщень ζ детермiнований й склада-
ється з N точок, випадкова величинаW∞(β) задовольняє наступне стоха-
стичне рiвняння нерухомої точки

W∞(β)
d
=

N∑
i=1

eβZiU
ϕ(β)
i W (i)

∞ (β), (1.7)

деW (i)
∞ (β) незалежнi в сукупностi копiїW∞(β), що не залежать вiд випад-

кового вектора (Ui)
N
i=1, що має розподiл Дiрiхле з параметром 1

N−1 .

Наступне доведення покладається на поняття урнової моделi Пойа-
Еггенбергера. В цiй моделi наявна єдина урна, що мiстить кулькиN рiзних ко-
льорiв. Урна розвивається у дискретному часi наступним чином. На кожному
кроцi ми навмання обираємо кульку з урни, запам’ятовуємо колiр цiєї кульки
i ∈ 1, N та потiм повертаємо її до урни. В залежностi вiд кольору i витягнутої
кульки ми також додаємо ai,j кульок кольору j до урни, для всiх j ∈ 1, N .
Схема замiщення зазвичай представлена у виглядi матрицi A = (ai,j)

N
i,j=1.

Значення ai,j можуть бути нулями або навiть вiд’ємними. Наприклад, якщо
a2,4 = −3, тодi ми забираємо 3 кульки кольору 4 з урни, коли витягаємо куль-
ку кольору 2. Урна Пойа-Еггенбергера називається витривалою якщо можли-
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во продовжувати процес еволюцiї урни нескiнченно на кожному можливому
стохастичному шляху. Якщо всi ai,j невiд’ємнi, тодi вiдповiдна модель урни
очевидно витривала. Проте, якщо деяке ai,j вiд’ємне, то можлива ситуацiя,
коли за правилом замiщення ми матимемо забрати |ai,j| кульок кольору j, ко-
трих просто не вистачає в урнi. Витривалi урни та властивостi витривалостi
є найбiльш дослiдженими для моделi урни Пойа-Еггенбергера. Для бiльшої
iнформацiї вiдносно моделей урн та деяких класичних результатiв ми поси-
лаємось на книгу [55].

Доведення теореми 2. Факт, що точковий процес ζ детермiнований означає,
що кiлькiсть частинокN , а також їх позицiї Zi є константами. З леми 1 легко
випливає, що N ≥ 2.

В момент часу n = 0 присутня лише одна частинка, розташована в x1,0.
В момент часу n = 1 вона розбивається на N частинок, що розташованi в
x1,0 + Z1, . . . , x1,0 + ZN . Кожна частинка тепер еволюцiонує незалежно та її
еволюцiя така ж сама, як i у початкової частинки.

Уявимо однорозгалуджене ГВБ в момент часу n + 1 (n > 0). Можна пе-
реписати (1.4), використовуючи значення W (i)

k (β) (k ∈ 1, N ) пiдпроцесiв на
частинках, що були створенi пiсля найпершого розбиття, наступним чином

Wn+1(β)
d
=

1

(n+ 1)ϕ(β)

N∑
i=1

(
eβZi(V (i)

n )ϕ(β)W
(i)

V
(i)
n

(β)1{V (i)
n >0}+

eβ(x1,0+Zi)1{V (i)
n =0}

)
,

де V (i)
n – це число подiй розбиття, що вiдбулись у пiдпроцесi, що був поро-

джений частинкою x1,0 + Zi (що була породжена пiсля першого розбиття) та,
оскiльки n подiй розбиття вiдбулось в загальному:

N∑
i=1

V (i)
n = n.

За симетричнiстю всi V (i)
n мають однаковий розподiл для i = 1, . . . , N ,

оскiльки пiдпроцеси є незалежними та однаково розподiленими. Також
V

(i)
n

м.н.−→
n→∞

∞ та, отже,W (i)

V
(i)
n

(β)
м.н.−→
n→∞

W
(i)
∞ (β) для i = 1, . . . , N .
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Залишається лише знайти граничний розподiл V (i)
n /(n+ 1) при n, що пря-

мує до нескiнченностi. Вiн може бути переписаний наступним шляхом:

lim
n→∞

V
(i)
n

n+ 1
= lim

n→∞

V
(i)
n

n
= lim

n→∞

V
(i)
n (N − 1)

n(N − 1)
= lim

n→∞

1 + V
(i)
n (N − 1)

N + n(N − 1)
=

= lim
n→∞

S
(i)
n

S∗n
,

деS(i)
n позначає суму частинок в i-му пiдпроцесi таS∗n = Sn+1 – сума частинок

в усiх пiдпроцесах.
Зауважимо, що кожна подiя розбиття вiдбувається з того, що обирається

випадкова частинка з усiх присутнiх частинок, тодi N − 1 чистинок додаю-
ться до пiдпроцесу, що вiдповiдає обранiй частинцi. Це означає, що ймовiр-
нiсть, що подiя розбиття вiдбудеться в i-му пiдпроцесi пропорцiйна поточнiй
кiлькостi частинок в ньому. Наведений процес може бути описаний в термi-
нах моделi урни Пойа-Еггенбергера, де на початку були присутнi рiвно по
однiй кульцi кожного кольору та схема замiщення має вигляд A = (ai,j)

N
i,j=1

з ai,i = N − 1 та ai,j = 0 при i 6= j. Тут кульки кольору i вiдповiдають ча-
стинкам в i-му пiдпроцесi. Це витривала модель урни, для котрої Гоует довiв
наступний результат, дивись [33],

lim
n→∞

S
(i)
n

S∗n
= Ui,

де вектор (Ui)
N
i=1 має розподiл Дiрiхле з параметром 1

N−1 .
Рiвняння (1.7) випливає з поєднання вищенаведених формул.

Зауваження 3. Випадковий вектор (x1, x2, . . . , xN) має розподiл Дiрiхле з
параметром α > 0, якщо xi ≥ 0, i = 1, . . . , N ,

∑N
i=1 xi = 1 та функцiя

щiльностi вiдносно (N − 1)-вимiрної мiри Лебега задана наступним чином

f(x1, . . . , xN , α) =
Γ(αN)

Γ(α)N

N∏
i=1

xα−1
i ,

де Γ(α) позначає гамма-функцiю.

- 46 -



Наслiдок 4. За припущень теореми 2 випадкова величина χ1(0) задовольняє
стохастичне рiвняння нерухомої точки

χ1(0)
d
=

N∑
i=1

(
ZiUi + ϕ′(0)Ui logUi + Uiχ

(i)
1 (0)

)
, (1.8)

де χ(i)
1 (0) – незалежнi в сукупностi копiї χ1(0), що не залежать вiд випад-

кового вектора (Ui)
N
i=1, який має розподiл Дiрiхле з параметром 1

N−1 .

Доведення. Нагадаємо,щоW∞(0) = m(0) таϕ(0) = 1. Взявшилогарифмiчну
похiдну в (1.7) та пiдставивши β = 0, отримуємо

W ′
∞(0)

m(0)
d
=

∑N
i=1(ZiUim(0) + ϕ′(0)Ui logUim(0) + UiW

′
∞(0))∑N

i=1 Uim(0)
.

З означення (1.5) величини χ1(0) випливає, щоW ′
∞(0) = m(0)χ1(0). За озна-

ченням розподiлу Дiрiхле маємо
∑N

i=1 Ui = 1. Поєднавши цi рiвностi, отри-
муємо (1.8).

Зауваження 5. Використавши тi ж мiркування, що й у доведеннi наслiдку 4,
можна також вивести аналогiчнi рiвняння для χj(β).

Приклад 6. Пiдрахуємо наведенi величини для БДП, тобто для D-арного
дерева зD = 2, дивись пiдроздiл 1.1.2. З теореми 2ми отримуємо стохастичне
рiвняння нерухомої точки для БДП:

W∞(β)
d
= eβU 2eβ−1

1 W (1)
∞ (β) + eβU 2eβ−1

2 W (2)
∞ (β). (1.9)

Вектор (U1, U2) має розподiл Дiрiхле з параметром 1. Вiн може бути зобра-
жений як ( Y1

Y1+Y2
, Y2
Y1+Y2

), деY1,Y2 незалежнi випадковi величини зi стандартним
експоненцiйним розподiлом, дивись [21]. Тодi для x ∈ [0, 1]:

P
{

Y1

Y1 + Y2
≤ x

}
=P
{
Y1 ≤

xY2

1− x

}
=

∫ ∞
0

e−y2
∫ xy1

1−x

0

e−y1dy1dy2 =

=

∫ ∞
0

e−y2
(

1− e
xy2
x−1

)
dy2 = x.

Це означає, що випадкова величина Y1
Y1+Y2

має стандартний рiвномiрний роз-
подiл на [0, 1], отже, вектор ( Y1

Y1+Y2
, Y2
Y1+Y2

) має той самий розподiл, що й вектор
(U, 1− U), де U має рiвномiрний розподiл на [0, 1].
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Отже, ми можемо переписати (1.9) таким чином

W∞(β)
d
= eβU 2eβ−1W (1)

∞ (β) + eβ(1− U)2eβ−1W (2)
∞ (β).

Згiдно з наслiдком 4 ми також маємо стохастичне рiвняння нерухомої
точки

χ1(0)
d
= 1 + 2U logU + Uχ

(1)
1 (0) + 2(1− U) log (1− U) + (1− U)χ

(2)
1 (0).

Це добре вiдоме рiвняння нерухомої точки, яке визначає (з точнiстю до ади-
тивної константи) граничний розподiл для числа порiвнянь в алгоритмi швид-
кого сортування, дивись [66].

1.2.1 Результати для зовнiшнiх профiлiв випадкових дерев.

Теорема 7. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D − 1)n+ 1 зовнiшнiми вершинами. Для всiх r ∈ N0 ми маємо

(log n)
r+1
2 sup

k∈Z

∣∣∣∣∣∣∣
1

n
Ln(k)−Hn(k)

r∑
j=0

Gj

k − D
D−1 log n√
D
D−1 log n

; 0

 1

(log n)j/2

∣∣∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де Gj наведено в зауваженнi 10 нижче, та

Hn(k) =
(D − 1)3/2

√
2Dπ log n

e
−

(k− D
D−1 logn)2

2D
D−1 logn .

Ця теорема може бути легко порiвняна з наступною центральною грани-
чною теоремою, що була доведенаШавен, Дрмотою та Джабур-Хаттабом для
БДП, дивись [15],

sup
k∈Z

∣∣∣∣1nLn(k)− 1√
4π log n

e−
(k−2 logn)2

4 logn

∣∣∣∣ = O

(
1

log n

)
м.н.

Цей результат випливає з теореми 7 при D = 2 та r = 0, проте вищенаве-
дене твердження дає набагато бiльш повний результат.

Теорема 8. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – профiль випадкового рекурсивного дерева
з n+ 1 вершин. Для всiх r ∈ N0 ми маємо

(log n)
r+1
2 sup

k∈Z

∣∣∣∣∣∣1nLn(k)− e−
(k−logn)2

2 logn

√
2π log n

r∑
j=0

Gj

(
k − log n√

log n
; 0

)
1

(log n)j/2

∣∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де Gj наведено в зауваженнi 10 нижче.
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Теорема 9. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль p-орiєнтованого рекур-
сивного дерева з pn+ 1 зовнiшньою вершиною. Для всiх r ∈ N0 маємо

(log n)
r+1
2 sup

k∈Z

∣∣∣∣∣1nLn(k)−Hn(k)
r∑
j=0

Gj

(
k − 1− 1

p log n√
log n/p

; 0

)
1

(log n)j/2

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де Gj наведено в зауваженнi 10 нижче та

Hn(k) =
p3/2

√
2π log n

e−
p(k−1− 1

p logn)2

2 logn .

Доведення теорем 7, 8, 9. Цi результати отримуються з теореми 59, наведе-
нiй в додатку для однорозгалудженого ГВБ, що вiдповiдає випадковим де-
ревам як описано в роздiлi 1.1.2, та леми 1. Для цього в теоремi необхiдно
покласти β = 0.

Зауваження 10. Gj(x; β) – це полiном степеня не вище нiж 3j, що заданий
як

Gj(x; β) =
(−1)j

j!
e

1
2x

2

Bj(D1, . . . , Dj)e
− 1

2x
2

,

де Bj – j-й (експоненцiйний) повний полiном Белла, дивись [17, глава 3.3], та
D1, D2, . . . позначають диференцiальнi оператори з випадковими коефiцiєн-
тами, що заданi формулою

Dj =
ϕ(j+2)(β)

(j + 1)(j + 2)

(
1√
ϕ′′(β)

d

dx

)j+2

+ χj(β)

(
1√
ϕ′′(β)

d

dx

)j

.

Зокрема,
G0(x; 0) = 1

та Gj(0; β) = 0 для непарних j.

Теорема 11. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D− 1)n+ 1 зовнiшнiми вершинами. Для всiх r ∈ N0 та кожної компактної
множини L ⊂ ( D

D−1e
β−, D

D−1e
β+) виконується

(log n)r+1 sup
k∈Z∩(log n)L

∣∣∣∣∣Hn(k)Ln(k)− 1√
2πk

r∑
j=0

F2j(0; log (D−1)k
D log n )

(log n)j

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,
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де F2j наведено в зауваженнi 14 та

Hn(k) = n
1

D−1

(
(D − 1)k

De log n

)k
. (1.10)

Теорема 12. НехайLn(k) (k ∈ Z) – профiль випадкового рекурсивного дерева
з n+1 вершиною. Для всiх r ∈ N0 та кожної компактної множиниL ⊂ (0, e)

виконується

(log n)r+1 sup
k∈Z∩(log n)L

∣∣∣∣∣
(

k

e log n

)k
Ln(k)− 1√

2πk

r∑
j=0

F2j(0; log k
log n)

(log n)j

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де F2j наведено в зауваженнi 14.

Теорема 13. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль p-орiєнтованого ре-
курсивного дерева з pn+1 зовнiшньою вершиною. Для всiх r ∈ N0 та кожної
компактної множини L ⊂ (0, 1

pe
β+) виконується

(log n)r+1 sup
k−1∈Z∩(log n)L

∣∣∣∣∣Ln(k)−
r∑
j=0

F2j(0; log p(k−1)
log n )√

2π(k − 1)(log n)j

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де F2j наведено в зауваженнi 14 та

Hn(k) = n
1−p
p

(
p(k − 1)

e log n

)k−1

. (1.11)

Доведення теорем 11, 12, 13. Цi результати випливають з леми 1 та теоре-
ми 59, наведенiй у додатку, для однорозгалуджених ГВБ, що вiдповiдають
випадковим деревам, як було описано в роздiлi 1.1.2.

Iдея результату полягає в тому, щоб обирати залежнiсть мiж k та β таким
чином, щоб значення x в полiномах G(x; β) дорiвнювало нулевi, тобто щоб
виконувалось спiввiдношення

k − ϕ′(β) log n = 0.

Це рiвняння розв’язується вiдносно невiдомого β, що, наприклад, для D-
арних дерев рiвне log (D−1)k

D log n . З iншого боку цей розв’язок всеще має належати
областi збiжностi, тобто виникає умова

k ∈ (log nϕ′(β−), log nϕ′(β+)).
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Зауважимо, що за такого вибору параметрiв, Gj(x; β) обертається в нуль при
непарних значеннях j.

Зауваження 14. Якщо покласти F2j(0; β) = W∞(β)G2j(0; β), то можна поба-
чити, що F2j(0; β) є лiнiйною комбiнацiєю 1,W∞(β), . . . , W

(2j)
∞ (β). Зокрема

F0(0; β) = W∞(β).

У наступних теоремах наведена поведiнка профiлiв у випадках, коли рi-
вень, що розглядається, також зростає з n.

Теорема 15. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль D-арного дерева з
(D − 1)n + 1 зовнiшньою вершиною. Покладемо L◦n(k) := Ln(k) − E[Ln(k)]

та нехай (kn)n∈N позначає детермiновану цiлочисельну послiдовнiсть.

(а) Якщо kn = D
D−1 log n+ α

√
D
D−1 log n+ o(

√
log n) для деякого α ∈ R, тодi

log n

n
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)2αe−
1
2α

2

D
√

2π
(χ1(0)− E[χ1(0)]).

(б) Якщо kn = D
D−1 log n+ cn, де cn = o(log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncnecn

(
(D − 1)kn
D log n

)kn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)(χ1(0)− E[χ1(0)])

( D
D−1)3/2

√
2π

.

Зокрема, якщо cn = o(
√

log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

(D − 1)(χ1(0)− E[χ1(0)])

( D
D−1)3/2

√
2π

.

(в) Якщо kn = D
D−1 log n+ cn, де cn = O(1), тодi

(log n)3/2

n
L◦n(kn)−

D − 1

( D
D−1)3/2

√
2π

(R(cn)− E[R(cn)])
м.н.−→
n→∞

0,

де R(cn) = (cn + 1
2)χ1(0)− χ2

1(0)−χ2(0)
2 .
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Теорема 16. НехайLn(k) (k ∈ Z) – профiль випадкового рекурсивного дерева
з n + 1 вершиною. Покладемо L◦n(k) := Ln(k) − E[Ln(k)] та нехай (kn)n∈N

позначає детермiновану цiлочисельну послiдовнiсть.

(а) Якщо kn = log n+ α
√

log n+ o(
√

log n) для деякого α ∈ R, тодi

log n

n
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

αe−
1
2α

2

√
2π

(χ1(0)− E[χ1(0)]).

(б) Якщо kn = log n+ cn, де cn = o(log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncnecn

(
kn

log n

)kn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

χ1(0)− E[χ1(0)]√
2π

.

Зокрема, якщо cn = o(
√

log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

χ1(0)− E[χ1(0)]√
2π

.

(в) Якщо kn = log n+ cn, де cn = O(1), тодi

(log n)3/2

n
L◦n(kn)−

1√
2π

(R(cn)− E[R(cn)])
м.н.−→
n→∞

0,

де R(cn) = (cn + 1
2)χ1(0)− χ2

1(0)−χ2(0)
2 .

Теорема 17. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) – зовнiшнiй профiль p-орiєнтованого ре-
курсивного дерева з pn + 1 зовнiшньою вершиною. Покладемо L◦n(k) :=

Ln(k) − E[Ln(k)] та нехай (kn)n∈N позначає детермiновану цiлочисельну
послiдовнiсть.

(а) Якщо kn = 1
p log n+ 1 + α

√
log n
p + o(

√
log n) для деякого α ∈ R, тодi

log n

n
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

p2αe−
1
2α

2

√
2π

(χ1(0)− E[χ1(0)]).

(б) Якщо kn = 1
p log n+ 1 + cn, де cn = o(log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncnecn

(
pkn

log n

)kn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

p5/2(χ1(0)− E[χ1(0)])√
2π

.
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Зокрема, якщо cn = o(
√

log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

p5/2(χ1(0)− E[χ1(0)])√
2π

.

(в) Якщо kn = 1
p log n+ 1 + cn, де cn = O(1), тодi

(log n)3/2

n
L◦n(kn)−

p5/2

√
2π

(R(cn)− E[R(cn)])
м.н.−→
n→∞

0,

де R(cn) = (cn + 1
2)χ1(0)− χ2

1(0)−χ2(0)
2 .

Доведення теорем 15, 16, 17. Цi результати є наслiдками теореми 60 з до-
датку для однорозгалуджених ГВБ, що вiдповiдають випадковим деревам як
описано в роздiлi 1.1.2, та леми 1.

Зауваження 18. Зауважимо, що всi результати для p-орiєнтованих рекур-
сивних дерев змiщенi на x1,0 = 1, що є позицiєю початкової частинки у
вiдповiдному однорозгалудженому ГВБ.

1.2.2 Результати щодо моди випадкових дерев.

Теорема 19. Iснує м.н. скiнченна випадкова величина K така, що для всiх
n > K мода un для D-арного дерева з (D − 1)n + 1 зовнiшньою вершиною
рiвна одному з чисел⌊

D

D − 1
log n+ χ1(0)− 1

2

⌋
або

⌈
D

D − 1
log n+ χ1(0)− 1

2

⌉
.

Теорема 20. Iснує м.н. скiнченна випадкова величина K така, що для всiх
n > K мода un для випадкового рекурсивного дерева n + 1 вершиною рiвна
одному з чисел⌊

log n+ χ1(0)− 1

2

⌋
або

⌈
log n+ χ1(0)− 1

2

⌉
.

Теорема 21. Iснує м.н. скiнченна випадкова величина K така, що для всiх
n > K мода un для p-орiєнтованого рекурсивного дерева з pn+1 зовнiшньою
вершиною рiвна одному з чисел⌊

1

p
log n+ χ1(0) +

1

2

⌋
або

⌈
1

p
log n+ χ1(0) +

1

2

⌉
.
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Доведення теорем 19, 20, 21. Цi результати є наслiдками з теореми 61 в до-
датку для однорозгалуджених ГВБ, що вiдповiдають випадковим деревам як
описано в роздiлi 1.1.2, та леми 1.

Зауваження 22. З доведення теореми 61 можна також зробити додатковi
висновки щодо поведiнки моди, а саме

• майже напевномода не рiвна одному з двох наведених в теоремах значень
або не унiкальна лише для скiнченної кiлькостi значень n;

• майже напевне iснують iнтервали довiльної довжини з послiдовних n, де
мода рiвна саме першому значенню наведеному в теоремi (тобто окру-
гленню вниз); аналогiчнi iнтервали iснують i для другого значення.

1.2.3 Результати щодо ширини випадкових дерев.

Теорема 23. НехайMn – ширинаD-арного дерева з (D− 1)n+ 1 зовнiшньою
вершиною, тодi виконується

√
2Dπ log n

(D − 1)3/2n
Mn

м.н.−→
n→∞

1.

Теорема 24. Нехай Mn – ширина випадкового рекурсивного дерева з n + 1

вершиною, тодi виконується
√

2π log n

n
Mn

м.н.−→
n→∞

1.

Вищенаведений результат є добре вiдомим в лiтературi, дивись [25]. Проте
вiн був доведений зовсiм iншими методами.

Теорема 25. Нехай Mn – ширина p-орiєнтованого рекурсивного дерева з
pn+ 1 зовнiшньою вершиною, тодi виконується

√
2π log n

p3/2n
Mn

м.н.−→
n→∞

1.

Доведення теорем 23, 24, 25. Цi результати є наслiдками теореми 62 в до-
датку для однорозгалуджених ГВБ, що вiдповiдають випадковим деревам як
описано в роздiлi 1.1.2, та леми 1.
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Теорема 26. НехайMn – ширинаD-арного дерева з (D− 1)n+ 1 зовнiшньою
вершиною. З ймовiрнiстю 1 множина границь пiдпослiдовностей послiдов-
ностi

M̃n := 2
D

D − 1
log n

1−

√
2π log n

√
D
D−1Mn

(D − 1)n

 , n ∈ N,

є iнтервалом [χ2(0) − 1/12, χ2(0) + 1/6]. Бiльш того, якщо покласти θn :=

mink∈Z | DD−1 log n+ χ1(0)− 1/2− k|, то виконується

M̃n − θ2
n

м.н.−→
n→∞

χ2(0)− 1

12
.

Теорема 27. НехайMn –ширина випадкового рекурсивного дерева з n+1 зов-
нiшньою вершиною. З ймовiрнiстю 1 множина границь пiдпослiдовностей
послiдовностi

M̃n := 2 log n

(
1−
√

2π log nMn

n

)
, n ∈ N,

є iнтервалом [χ2(0) − 1/12, χ2(0) + 1/6]. Бiльш того, якщо покласти θn :=

mink∈Z | log n+ χ1(0)− 1/2− k|, то виконується

M̃n − θ2
n

м.н.−→
n→∞

χ2(0)− 1

12
.

Теорема 28. Нехай Mn – ширина p-орiєнтованого рекурсивного дерева з
pn + 1 зовнiшньою вершиною. З ймовiрнiстю 1 множина границь пiдпослi-
довностей послiдовностi

M̃n :=
2

p
log n

(
1−
√

2π log nMn

p3/2n

)
, n ∈ N,

є iнтервалом [χ2(0) − 1/12, χ2(0) + 1/6]. Бiльш того, якщо покласти θn :=

mink∈Z |1p log n+ χ1(0)− 1/2− k|, то виконується

M̃n − θ2
n

м.н.−→
n→∞

χ2(0)− 1

12
.

Доведення теореми 26, 27, 28. Цi результати є наслiдками теореми 63 з до-
датку для однорозгалуджених ГВБ, що вiдповiдають випадковим деревам як
описано в роздiлi 1.1.2, та леми 1.
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Оскiльки значення послiдовностi (frac(a log n))n∈N при a > 0 всюди щiль-
нi на [0, 1], де frac(x) позначає дробову частину x, то множина границь пiд-
послiдовностей послiдовностi θ2

n рiвна [0, 1
2 ], звiдки випливає результат про

iнтервал граничних точок послiдовностi M̃n.

1.3 Математичне моделювання

Результати, що наведенi в роздiлi 1.2, стверджують збiжнiсть майже напевне,
що означає, що вiдповiднi асимптотичнi властивостi повиннi виконуватись
м.н. для будь-якої реалiзацiї випадкового дерева. Хоча це результати суто
теоретичної природи, тим не менш цiкаво порiвняти їх з реальними дани-
ми. Математичнi симуляцiї, що представленi в цьому роздiлi, виконанi на
єдиному деревi, що збiльшується з ростом n. Бiльш того, всi симуляцiї бу-
ли проведенi згiдно з процедурою, що описана в роздiлi 1.1.2 (також бiльше
детально дивись роздiл 1.3.1).

Спочатку розглянемо 3-арне дерево. З теореми 7 при r = 0 ми отримуємо
для всiх k ∈ Z:

Ln(k)− L∗n(k)
м.н.−→
n→∞

0,

де
L∗n(k) =

2n√
3π log n

e−
(k− 3

2 logn)2

3 logn .

З теореми 19 маємо, що мода un при великих n має бути рiвною bu∗nc чи
du∗ne, де

u∗n =
3

2
log n− 1

2

та випадкова величина χ1(0) прирiвняна до 0 без пiдрахунку.
З теореми 23 отримуємо, щоMn/M

∗
n

м.н.−→
n→∞

1, де

M ∗
n =

2n√
3π log n

.

На рисунку 1.4 представлена еволюцiя профiлю Ln(k) та його очiкуване
теоретичне значення L∗n(k) змодельованого 3-арного дерева при рiзних n. В
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n = 100 n = 1000

n = 100000 n = 10000000

Рис. 1.4: Еволюцiя профiлю Ln(k) 3-арного дерева (суцiльна лiнiя) та його теоретичного
значення L∗n(k) (пунктирна лiнiя).

n Mn M∗
n Mn/M

∗
n un u∗n

100 38 30.4 1.252 6 6.41
1000 289 247.9 1.166 11 9.86
10000 2511 2146.6 1.170 14 13.32
100000 20269 19200.0 1.056 17 16.77
1000000 179494 175271.4 1.024 21 20.22
10000000 1653079 1622697.5 1.019 24 23.68

Табл. 1.1: Еволюцiя ширини та моди 3-арного дерева.

таблицi 1.1 порiвняно змодельованi та теоретичнi значення моди та ширини
цього дерева, коли n змiнюється.
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n = 100 n = 1000

n = 100000 n = 10000000

Рис. 1.5: Еволюцiя профiлюLn(k) ПОРДу (суцiльна лiнiя) та його теоретичне значенняL∗n(k)

(пунктирна лiнiя).

Продовжимо з моделювання ПОРДу. З результатiв роздiлу 1.2 отримуємо

L∗n(k) =
2n√
π log n

e−
(k−1− 1

2 logn)2

logn ,

u∗n =
log n

2
+

1

2
,

M ∗
n =

2n√
π log n

.

Результати моделювання представленi на рисунку 1.5 та в таблицi 1.2.
З вищенаведених симуляцiй виглядає правдоподiбно, що реальнi значення

збiгаються до своїх теоретичних значень. Проте швидкiсть збiжностi є досить
повiльною.
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n Mn M∗
n Mn/M

∗
n un u∗n

100 65 52.6 1.236 4 2.80
1000 483 429.3 1.125 5 3.95
10000 4114 3718.1 1.106 6 4.11
100000 36333 33255.4 1.093 7 6.26
1000000 327194 303578.9 1.078 8 7.41
10000000 2976165 2810594.5 1.059 9 8.56

Табл. 1.2: Еволюцiя ширини та моди ПОРДу.

1.3.1 Програмний код мовою Python3. В цьому пiдроздiлi наведено про-
грамний код для математичного моделювання, приклади результатiв котрого
були щойно викладенi.

Для початку нам необхiдно створити загальну модель для випадкових
дерев з метою подальшого зручного використання й дослiдження їх хара-
ктеристик. Зауважимо, що оскiльки дослiджується зовнiшнiй профiль, то
моделювання можливо було б реалiзувати легшим способом. Наприклад, бi-
нарне дерево пошуку можна будувати на послiдовностi випадкових точок чи
можна було б iмiтувати суто однорозгалуджене гiллясте випадкове блукання,
що вiдповiдає деревам. Проте, щоб уникнути можливих неточностей та зара-
ди бiльш доцiльної перевiрки теоретичних результатiв, в наведенiй реалiзацiї
уникнено всi спрощення та замiни, процедура побудови дерев вiдбувається
в точностi за схемами, що описанi в пiдроздiлi 1.1.2. Цi реалiзацiї наведенi в
лiстингу 1.1.

1 # s g r t . py
2 import random
3 import abc
4
5
6 c l a s s SimplyGenera tedRandomTree ( abc .ABC) :
7 # an a b s t r a c t c l a s s f o r a s imp l y g en e r a t e d random t r e e
8
9 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f ) :
10 s e l f . g raph = {} # o r i e n t e d graph s t o r e d as an ad j a c ency l i s t
11 s e l f . p a r e n t = {} # a pa r e n t o f each no t e
12 s e l f . e x t e r n a l = [ 0 ] # l i s t o f a l l c u r r e n t e x t e r n a l nodes
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13 s e l f . _ l a s t _ n o d e = 0 # number o f c u r r e n t l y t h e l a s t node i n t h e graph
14 s e l f . n = 0 # c u r r e n t i t e r a t i o n
15
16 def _ge t _nex t _node ( s e l f ) :
17 # g e t t i n g a number f o r a new node t o add
18 s e l f . _ l a s t _ n o d e += 1
19 re turn s e l f . _ l a s t _ n o d e
20
21 @abc . a b s t r a c tme t h o d
22 def _ add_ s ub t r e e ( s e l f , v ) :
23 # adds a s u b t r e e t o a chosen node v w i t h r e s p e c t t o t h e p o i n t p r o c e s s
24 # r e t u r n s a l i s t o f newly added e x t e r n a l nodes
25 pass
26
27 @abc . a b s t r a c tme t h o d
28 def _ u p d a t e _ e x t e r n a l _ n o d e s ( s e l f , i , new_nodes ) :
29 # upda t e s t h e l i s t o f a l l e x t e r n a l nodes a f t e r add ing new_nodes
30 # w i t h a chosen node o f i n d e x i
31 pass
32
33 def i t e r a t e ( s e l f , t = 1 ) :
34 # make t i t e r a t i o n s o f t h e s imp l y g en e r a t e d t r e e
35 f o r _ in range ( t ) :
36 i = random . r a n d i n t ( 0 , l en ( s e l f . e x t e r n a l ) − 1)
37 new_nodes = s e l f . _ a dd_ s ub t r e e ( s e l f . e x t e r n a l [ i ] )
38 s e l f . _ u p d a t e _ e x t e r n a l _ n o d e s ( i , new_nodes )
39 s e l f . n += 1
40
41 def g e t _ p r o f i l e ( s e l f ) :
42 # r e t u r n s an e x t e r n a l p r o f i l e L_n ( k )
43 p r o f i l e = {}
44 e x t e r n a l _ n o d e s = s e t ( s e l f . e x t e r n a l )
45
46 # deep f i r s t s ea r ch
47 def d f s ( v , l e v e l ) :
48 i f v in e x t e r n a l _ n o d e s :
49 p r o f i l e [ l e v e l ] = p r o f i l e . g e t ( l e v e l , 0 ) + 1
50 f o r w in s e l f . g raph . g e t ( v , [ ] ) :
51 d f s (w, l e v e l + 1)
52
53 d f s ( 0 , 0 )
54 re turn p r o f i l e
55
56 def ge t_wid th_and_mode ( s e l f , p r o f i l e =None ) :
57 # r e t u r n s a w id th M_n and a mode u_n s im u l t a n e o u s l y
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58 # i f t h e r e are many modes , r e t u r n s any o f them
59 i f p r o f i l e i s None :
60 p r o f i l e = s e l f . g e t _ p r o f i l e ( )
61 max_width = −1
62 mode = None
63 f o r k in p r o f i l e :
64 i f p r o f i l e [ k ] > max_width :
65 max_width = p r o f i l e [ k ]
66 mode = k
67 re turn max_width , mode
68
69
70 c l a s s RandomRecurs iveTree ( SimplyGenera tedRandomTree ) :
71 # a c l a s s f o r i m i t a t i n g a random r e c u r s i v e t r e e
72
73 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f ) :
74 super ( ) . _ _ i n i t _ _ ( )
75
76 def _ add_ s ub t r e e ( s e l f , v ) :
77 # adds a s u b t r e e t o a chosen node v w i t h r e s p e c t t o t h e p o i n t p r o c e s s
78 # r e t u r n s a l i s t o f newly added e x t e r n a l nodes
79 new_node = s e l f . _g e t _nex t _node ( )
80 s e l f . g raph [ v ] = s e l f . g raph . g e t ( v , [ ] ) + [ new_node ]
81 s e l f . p a r e n t [ new_node ] = v
82 re turn new_node ,
83
84 def _ u p d a t e _ e x t e r n a l _ n o d e s ( s e l f , i , new_nodes ) :
85 # upda t e s t h e l i s t o f a l l e x t e r n a l nodes a f t e r add ing new_nodes
86 # w i t h a chosen node o f i n d e x i
87 s e l f . e x t e r n a l . append ( new_nodes [ 0 ] )
88
89
90 c l a s s DaryTree ( SimplyGenera tedRandomTree ) :
91 # a c l a s s f o r i m i t a t i n g a D−ary t r e e
92
93 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f , D ) :
94 # D >= 1
95 super ( ) . _ _ i n i t _ _ ( )
96 s e l f .D = D
97
98 def _ add_ s ub t r e e ( s e l f , v ) :
99 new_nodes = [ s e l f . _g e t _nex t _node ( ) f o r _ in range ( s e l f .D) ]
100 s e l f . g raph [ v ] = new_nodes
101 f o r new_node in new_nodes :
102 s e l f . p a r e n t [ new_node ] = v
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103 re turn tup l e ( new_nodes )
104
105 def _ u p d a t e _ e x t e r n a l _ n o d e s ( s e l f , i , new_nodes ) :
106 s e l f . e x t e r n a l [ i ] = new_nodes [ 0 ]
107 # r e p l a c i n g a chosen node , making i t i n t e r n a l
108 f o r new_node in new_nodes [ 1 : ] :
109 s e l f . e x t e r n a l . append ( new_node )
110
111
112 c l a s s POr i e n t e dRe cu r s i v eT r e e ( SimplyGenera tedRandomTree ) :
113 # a c l a s s f o r i m i t a t i n g a p−o r i e n t e d r e c u r s i v e t r e e
114
115 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f , p ) :
116 # p >= 1
117 super ( ) . _ _ i n i t _ _ ( )
118 s e l f . p = p
119 # PORTs have d i f f e r e n t s t a r t
120 s e l f . g raph = {0 : [ 1 ] }
121 s e l f . p a r e n t = {1 : 0}
122 s e l f . e x t e r n a l = [ 1 ]
123 s e l f . _ l a s t _ n o d e = 1
124
125 def _ add_ s ub t r e e ( s e l f , v ) :
126 new_nodes = [ s e l f . _g e t _nex t _node ( ) f o r _ in range ( s e l f . p ) ]
127 # add ing p new nodes on t h e same l e v e l as v
128 s e l f . g raph [ s e l f . p a r e n t [ v ] ] += new_nodes
129 f o r new_node in new_nodes :
130 s e l f . p a r e n t [ new_node ] = s e l f . p a r e n t [ v ]
131 new_node = s e l f . _g e t _nex t _node ( ) # add ing a new node as a son o f v
132 s e l f . g raph [ v ] = [ new_node ]
133 s e l f . p a r e n t [ new_node ] = v
134 re turn tup l e ( new_nodes + [ new_node ] )
135
136 def _ u p d a t e _ e x t e r n a l _ n o d e s ( s e l f , i , new_nodes ) :
137 s e l f . e x t e r n a l [ i ] = new_nodes [ 0 ]
138 # r e p l a c i n g a chosen node , making i t i n t e r n a l
139 f o r new_node in new_nodes [ 1 : ] :
140 s e l f . e x t e r n a l . append ( new_node )

Лiстинг 1.1: Реалiзацiї випадкових дерев простох будови.

Абстрактний клас SimplyGeneratedRandomTree описує загальну модель
випадкового дерева простої будови. Сам граф описується за допомогою спи-
ску сумiжностi, також додатково зберiгаються список усiх поточних зовнi-
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шнiх вершин та батькiв кожної вершини. На початку граф складається з лише
однiєї зовнiшньої вершини. Кожна iтерацiя побудови дерева (метод iterate())
складається з двох крокiв: додавання нового пiддерева до випадково обраної
зовнiшньої вершини та оновлення списку зовнiшнiх вершин. В першу чергу
саме цi двi операцiї i задають рiзнi типи дерев та мають бути описанi в до-
чiрнiх класах. Функцiя get_profile() пiдраховує поточних профiль дерева за
допомогою його обходу в глибину, функцiя get_width_and_mode() водно-
час пiдраховує ширину та моду дерева, оскiльки функцiонали визначенi як
максимум та де вiн досягається профiлю дерева. Наступнi три дочiрнi класи
задають вiдповiднi типи дерев, що були дослiдженi в цьому роздiлi.

У лiстингу 1.2 наведено приклад використання вищеописаних класiв для
генерування 3-арного дерева та порiвняння його характеристик з теорети-
чними. Результати його виконання було наведено на рисунку 1.4 та в таблицi
1.1

1 from math import log , exp , s q r t , p i
2 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
3 import s g r t
4
5
6 def g e t _ t h e o r e t i c a l _ p r o f i l e (D, n , k ) :
7 L = n * s q r t ( (D − 1 )**3 ) / s q r t (2 * D * p i * l og ( n ) ) * \
8 exp (−(k − D / (D − 1) * l og ( n ) ) **2 / (2 * D / (D − 1) * log ( n ) ) )
9 re turn L
10
11
12 def g e t _ t h e o r e t i c a l _ w i d t h (D, n ) :
13 wid th = n * s q r t ( (D − 1) ** 3) / ( s q r t (2 * D * p i * l og ( n ) ) )
14 re turn wid th
15
16
17 def g e t _ t h e o r e t i c a l _mo d e (D, n ) :
18 mode = D / (D − 1) * l og ( n ) − 0 . 5
19 re turn mode
20
21
22 # che c k i ng t r e e ’ s c h a r a c t e r i s t i c s on each power o f 10
23 # making up t o 10^7 i t e r a t i o n s
24 N = [10** i f o r i in range ( 2 , 8 ) ]
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25
26 D = 3
27 t r e e = s g r t . DaryTree (D=D)
28
29 f o r t in range ( l en (N ) ) :
30 i f t == 0 :
31 n = N[ 0 ]
32 e l s e :
33 # what i s l e f t t o i t e r a t e c o n s i d e r i n g p r e v i o u s i t e r a t i o n s
34 n = N[ t ] − N[ t − 1]
35 t r e e . i t e r a t e ( n )
36
37 p r o f i l e = t r e e . g e t _ p r o f i l e ( )
38 width , mode = t r e e . ge t_wid th_and_mode ( p r o f i l e )
39
40 t h e o r e t i c a l _ w i d t h = g e t _ t h e o r e t i c a l _ w i d t h (D, N[ t ] )
41 t h e o r e t i c a l _mod e = g e t _ t h e o r e t i c a l _mo d e (D, N[ t ] )
42
43 # p r i n t i n g a t a b l e
44 pr in t (N[ t ] , width , t h e o r e t i c a l _w i d t h , wid th / t h e o r e t i c a l _w i d t h ,
45 mode , t h e o r e t i c a l _mod e )
46
47 # making a p l o t f o r p r o f i l e
48 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
49
50 x = [ ]
51 y = [ ]
52 f o r k in sor t ed ( l i s t ( p r o f i l e . keys ( ) ) ) :
53 x . append ( k )
54 y . append ( p r o f i l e [ k ] )
55 ax . p l o t ( x , y , "−" , c o l o r =" b l a c k " )
56
57 x = [ ]
58 y = [ ]
59 f o r k in range ( 1 , max ( p r o f i l e . keys ( ) ) + 1 ) :
60 x . append ( k )
61 y . append ( g e t _ t h e o r e t i c a l _ p r o f i l e (D, N[ t ] , k ) )
62 ax . p l o t ( x , y , " : " , c o l o r =" b l a c k " )

Лiстинг 1.2: Код для генерування 3-арного дерева та порiвняння його характеристик з тео-
ретичними.

Аналогiчно у лiстингу 1.3 наведена реалiзацiя ПОРДу для виведення його
змодельованих та теоретичних характеристик у виглядi таблицi та графiкiв,
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результати чогоможуть бути знайденi в пiдроздiлi 1.3. Зауважимо,щореалiза-
цiя класуPOrientedRecursiveTree трохи вiдрiзняється, оскiльки p-орiєнтованi
рекурсивнi дерева мають унiкальну структуру на нульовiй iтерацiї, що також
знаходить вiдображення й у змiщених теоретичних значеннях.

1 from math import log , exp , s q r t , p i
2 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
3 import s g r t
4
5
6 def g e t _ t h e o r e t i c a l _ p r o f i l e ( p , n , k ) :
7 k −= 1
8 L = n * s q r t ( p **3) / s q r t (2 * p i * l og ( n ) ) * \
9 exp(−p * ( k − l og ( n ) / p )**2 / (2 * log ( n ) ) )
10 re turn L
11
12
13 def g e t _ t h e o r e t i c a l _ w i d t h ( p , n ) :
14 wid th = n * s q r t ( p **3) / s q r t (2 * p i * l og ( n ) )
15 re turn wid th
16
17
18 def g e t _ t h e o r e t i c a l _mo d e ( p , n ) :
19 mode = log ( n ) / p − 0 . 5 + 1
20 re turn mode
21
22
23 # che c k i ng t r e e ’ s c h a r a c t e r i s t i c s on each power o f 10
24 # making up t o 10^7 i t e r a t i o n s
25 N = [10** i f o r i in range ( 2 , 8 ) ]
26
27 p = 2
28 t r e e = s g r t . PO r i e n t e dRe cu r s i v eT r e e ( p=p )
29
30 f o r t in range ( l en (N ) ) :
31 i f t == 0 :
32 n = N[ 0 ]
33 e l s e :
34 # what i s l e f t t o i t e r a t e c o n s i d e r i n g p r e v i o u s i t e r a t i o n s
35 n = N[ t ] − N[ t − 1]
36 t r e e . i t e r a t e ( n )
37
38 p r o f i l e = t r e e . g e t _ p r o f i l e ( )
39 width , mode = t r e e . ge t_wid th_and_mode ( p r o f i l e )
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40
41 t h e o r e t i c a l _ w i d t h = g e t _ t h e o r e t i c a l _ w i d t h ( p , N[ t ] )
42 t h e o r e t i c a l _mod e = g e t _ t h e o r e t i c a l _mo d e ( p , N[ t ] )
43
44 # p r i n t i n g a t a b l e
45 pr in t (N[ t ] , width , t h e o r e t i c a l _w i d t h , wid th / t h e o r e t i c a l _w i d t h ,
46 mode , t h e o r e t i c a l _mod e )
47
48 # making a p l o t f o r p r o f i l e
49 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
50
51 x = [ ]
52 y = [ ]
53 f o r k in sor t ed ( l i s t ( p r o f i l e . keys ( ) ) ) :
54 x . append ( k )
55 y . append ( p r o f i l e [ k ] )
56 ax . p l o t ( x , y , "−" , c o l o r =" b l a c k " )
57
58 x = [ ]
59 y = [ ]
60 f o r k in range ( 1 , max ( p r o f i l e . keys ( ) ) + 1 ) :
61 x . append ( k )
62 y . append ( g e t _ t h e o r e t i c a l _ p r o f i l e ( p , N[ t ] , k ) )
63 ax . p l o t ( x , y , " : " , c o l o r =" b l a c k " )

Лiстинг 1.3: Код для генерування ПОРДу та порiвняння його характеристик з теоретичними.

1.4 Висновки до роздiлу 1

Вцьому роздiлi дисертацiйної роботи були дослiдженi профiлi випадкових ре-
курсивних дерев,D-арних дерев та p-орiєнтованих рекурсивних дерев. Зокре-
ма, були отриманi наступнi результати щодо профiлiв:

• Отриманi асимптотичнi розклади майже напевне для профiлiв вищена-
ведених типiв випадкових дерев з довiльною кiлькiстю членiв.

• Наведенi результати щодо асимптотичної поведiнки профiлiв, у випад-
ках, коли дослiджуваний рiвень зростає разом з кiлькiстю вершин у де-
ревi.

- 66 -



• Отриманi результатищодо пов’язаних з профiлями характеристик дерев,
а сами отриманi збiжностi майже напевне для моди та ширини дерев.

Отриманi твердження частково повторюють вже вiдомi результати для пев-
них класiв дерев, що були доведенi ранiше iншими методами та в меншiй
загальностi.

Для випадкових величин, що фiгурують в асимптотичних розкладах, були
знайденi новi характеризацiї у виглядi стохастичних рiвнянь нерухомої точки.

Додатково основнi результати щодо профiлiв, моди та ширини було пере-
вiрено за допомогою математичного моделювання.

Серед напрямкiв подальшого дослiдження можна видiлити наступнi:

• Оскiльки технiка, що використовувалась для отримання вищенаведених
результатiв, є досить загальною й може бути застосована й для iнших
випадкових дерев простої будови, якщо виникне така необхiднiсть, це
наводить на думку, що питання щодо асимптотичної поведiнки профi-
лiв можуть бути закритi. Проте, вiдкритим залишається питання про
асимптотичнi властивостi профiлiв дерев простої будови, що не задо-
вольняють припущенням леми 1.

• Цiкавим залишається подальше дослiдження випадкових величин, що
фiгурують в асимптотичних розкладах, а саме явне знаходження цих ве-
личин, їх функцiй розподiлу тощо, в тому числi за допомогою отриманих
в цьому роздiлi роботи характеризацiй цих величин.
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Роздiл 2

Дерева загальних гiллястих процесiв

2.1 Означення та обговорення

Нехай (ξi, ηi)i∈N – послiдовнiсть незалежних копiй випадкового вектора (ξ, η)

з майже напевно додатними компонентами, що можуть бути довiльно зале-
жними. Означимо через S := (Si)i≥0 звичайне випадкове блукання з кроками
ξi для i ∈ N, тобто S0 := 0 та Si := ξ1 + · · ·+ ξi при i ∈ N. Покладемо

Ti := Si−1 + ηi, i ∈ N.

Послiдовнiсть T := (Ti)i∈N називається збуреним випадковим блуканням.
Тепер наведемо конструкцiю загального гiллястого процесу (чи гiллястого

процесу Крампа-Мода-Ягерса) в окремому випадку, коли вiн згенерований
за допомогою T . В момент часу 0 присутня єдина особа. Вона породжує
потомство (перше поколiння), часи народження котрого заданi точками T .
Перше поколiння породжує друге поколiння. Зсуви часiв народження осiб
наступного поколiння вiдносно часу народження їх матерi розподiленi як
копiї T , й для рiзних батькiв цi копiї незалежнi.

На рисунку 2.1 зображено певну реалiзацiю такого загального гiллястого
випадкового блукання. Верхнiй iндекс в T (j)

r позначає номер поколiння, а ни-
жнiй визначає номер особи (не обов’язково пронумерований злiва направо).
Зсуви часiв народження кожного поколiння вiдносно матерi розподiленi як
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Рис. 2.1: Приклад загального гiллястого процесу згенерованого за T .

незалежна копiя T , тобто тут T (2)
7 − T (1)

2 , T (2)
9 − T (1)

2 та T (2)
8 − T (1)

2 розподi-
ленi як першi три найменшi елементи T . Зауважимо також, що в загальному
послiдовнiсть T = (Tk)k∈N (в порiвняннi з елементами S) не обов’язково
монотонна.

На рисунку також наведене деяке порогове значення t, якщо залишити
лише осiб з часом народження, що не перевищує t, то дана конструкцiя реа-
лiзує так зване дерево загального гiллястого процесу в момент t, для котрого
можуть бути дослiдженi класичнi характеристики такi як, наприклад, висота.

Очевидно, що випадкова послiдовнiсть T (j) (j ≥ 2), що визначена часа-
ми народження осiб в j-му поколiннi загального гiллястого процесу, бiльш
складна нiж збурене випадкове блукання T (1) = T . Називатимемо (T (j))j≥2

iтерованим збуреним випадковим блуканням на деревi загального гiллясто-
го процесу.

Для t ≥ 0 та j ∈ N, позначимо через Nj(t) кiлькiсть осiб в j-му по-
колiннi з часами народження не бiльшими за t. Наприклад, на рисунку 2.1
N1(t) = N(t) = 3 та N2(t) = 7. Для r ∈ N нехай N (r)

j−1(t) визначає число
нащадкiв в j-му поколiння з часами народження з iнтервалу [Tr, t + Tr] осо-
би першого поколiння з часом народження Tr. За властивiстю розгалуження
(N

(1)
j−1(t))t≥0, (N

(2)
j−1(t))t≥0, . . . незалежнi копiї Nj−1, котрi також незалежнi вiд

T . Простий розклад, що демонструє властивостi процесiв Nj := (Nj(t))t≥0 й
також демонструє її рекурсивну структуру, такий

Nj(t) =
∑
r≥1

N
(r)
j−1(t− Tr)1{Tr≤t}, j ≥ 2, t ≥ 0.
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Бiльш того, нехай T (j−1) := (T
(j−1)
r )r≥1 – деяка нумерацiя часiв народже-

ння осiб (j − 1)-го поколiння; N (r)
1,j (t) число дiтей в j-у поколiння з часа-

ми народження в iнтервалi [T
(j−1)
r , t + T

(j−1)
r ] особи (j − 1)-го поколiння з

часом народження T (j−1)
r . Знову, за властивiстю розгалуження, (N

(1)
1,j (t))t≥0,

(N
(2)
1,j (t))t≥0, . . . незалежнi копiї (N(t))t≥0, якi також не залежать вiд T (j−1).

Таким чином, можемо записати рекурсивний розклад Nj:

Nj(t) =
∑
r≥1

N
(r)
1,j (t− T (j−1)

r )1{T (j−1)
r ≤t}, j ≥ 2, t ≥ 0.

Тепер розглянемо частковий випадок, коли η = ξ м.н., тодi T = S м.н.,
та вiдповiдна послiдовнiсть (S(j))j≥2 може називатись iтерованим випадко-
вим блуканням на деревi загального гiллястого процесу. Це поняття не слiд
плутати з iтерованими процесами вiдновлення, що розглядались, наприклад,
в [71].

В цьому випадку N1(t) = N(t) =
∑

i≥1 1{Ti≤t} =
∑

i≥1 1{Si≤t} є класичним
процесом вiдновлення. Позначимо через V1(t) = EN(t) середню кiлькiсть
осiб в першому поколiннi, що народились до моменту часу t включно. Значен-
ня останньогофункцiонала для наступних поколiнь (j ≥ 2) можна порахувати
за допомогою згортки1. Очевидна наступна рекурсивна залежнiсть:

Vj(t) = (Vj−1 ∗ V )(t) =

∫
[0,t]

Vj−1(t− y)dV (y), j ≥ 2, t ≥ 0.

Тут i надалi u ∗ v позначає згортку Лебега-Стiлтьєса двох функцiй u та v
локально обмеженої варiацiї. Також позначатимемо через u∗(j), j ∈ N, j-ту
кратну згортку функцiї u.

Також зауважимо, що у випадку η = ξ V1(t) = U(t) − 1 при t ≥ 0, де
U(t) = E inf{i ∈ N : Si > t} – звичайна функцiя вiдновлення. Нагадаємо, що
функцiя вiдновлення не спадає, неперервна справа таU(t) = 0 при t < 0 (див.,
наприклад, [2]). Властивостi цих згорток для функцiї вiдновлення будуть
зазначенi у наступних пiдроздiлах, у випадках, коли j не є константою та
зростає до нескiнченностi з ростом t.

1Цей пiдхiд справедливий i для довiльного вибору η.
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Зауважимо, що у випадку, коли ξ має експоненцiйний розподiл з параме-
тром 1, зображення на рисунку 2.1 з обмеженням t фактично є реалiзацiєю
випадкового рекурсивного дерева.

2.2 Результати для кратних згорток функцiй лiнiйного ро-
сту

Наведенi тут результати в першу чергу стосуються наступної суто аналiти-
чної проблеми. Припустимо, що неспадна функцiя f зростає лiнiйно, тобто
f(t) ∼ at при t→∞ для деякої a > 0. Тодi, для фiксованого j ∈ N,

f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
, t→∞.

Зробивши рiзнi припущення вiдносно поведiнки f(t)− at, ми розширимо цю
асимптотику на випадок, коли j = j(t) розбiгається до нескiнченностi при
t→∞. Вiдповiднi твердження застосовуються для дослiдження асимптотики
згорток функцiй вiдновлення.

Теорема 29. Нехай f : R → [0, ∞) позначає неспадну неперервну справа
функцiю, що обертається в нуль на вiд’ємнiй пiвпрямiй, та задовольняє

f(t) = at+O(tα), t→∞ (2.1)

для деяких a > 0 та α ∈ [0, 1). Тодi, для будь-якої цiлозначної функцiї
j = j(t) такої, що j(t) = o(t(1−α)/2) при t→∞, виконується

fj(t) := f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
, t→∞.

Доведення. Згiдно з припущенням (2.1) iснує константа C ≥ 1 така, що

− C(t+ 1)α ≤ f(t)− at ≤ C(t+ 1)α, t ≥ 0. (2.2)

Для j ∈ N та t ≥ 0 покладемо

rj(t) :=

∫
[0, t]

fj(t− y)d(f(y)− ay) =

∫
[0, t]

(f(t− y)− a(t− y)) dfj(y)
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та зауважимо, що

fj(t) = rj−1(t) + a

∫ t

0

fj−1(y)dy, j ≥ 2, t ≥ 0.

В силу (2.2), робимо висновок, що

|rj(t)| ≤ C(t+ 1)αfj(t), j ∈ N, t ≥ 0.

Використовуючи цю оцiнку та математичну iндукцiю, отримуємо

W−
j (t) ≤ fj(t) ≤ W+

j (t), j ∈ N, t ≥ 0, (2.3)

деW±
j визначається рекурсивно формуламиW±

0 (t) := 1 та

W±
j (t) =

(
±C(t+ 1)αW±

j−1(t) + a

∫ t

0

W±
j−1(y)dy

)
+

, j ∈ N, t ≥ 0.

Тут нагадуємо, що x+ = max(x, 0), та зауважимо, що взяття невiд’ємної
частини важливо лише для W−

j , що забезпечує її невiд’ємнiсть, тодi як цю
операцiю можна пропустити дляW+

j .
Залишається показати, що

W±
j (t) ∼ ajtj

j!
, t→∞. (2.4)

Для цього спочатку доведемо методом математичної iндукцiї, що

W+
j (t) ≤ ajtj

j!
+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!
, j ∈ N, t ≥ 0. (2.5)

При j = 1 ця нерiвнiсть виконується тривiально, оскiльки W+
1 (t) = C(t +

1)α + at. Крок iндукцiї перевiряється так

W+
j+1(t) ≤ C(t+ 1)α

(
ajtj

j!
+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!

)

+ a

∫ t

0

(
ajyj

j!
+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(y + 1)α(j−i)+i

i!

)
dy

≤
j∑
i=0

(
j

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!
+
aj+1tj+1

(j + 1)!
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+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
ai+1Cj−i

i!

(t+ 1)α(j−i)+i+1

α(j − i) + i+ 1

≤ aj+1tj+1

(j + 1)!
+

j∑
i=0

(
j

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!

+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
ai+1Cj−i

(i+ 1)!
(t+ 1)α(j−i)+i+1

=
aj+1tj+1

(j + 1)!
+

j∑
i=0

(
j

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!

+

j∑
i=1

(
j

i− 1

)
aiCj+1−i

i!
(t+ 1)α(j+1−i)+i

=
aj+1tj+1

(j + 1)!
+

j∑
i=0

(
j + 1

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!
,

де в останньому переходi була використана бiномiальна тотожнiсть
(
j
i

)
+(

j
i−1

)
=
(
j+1
i

)
. Бiльш того, використовуючи j(t) = o(t) отримуємо

j!

ajtj

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!
∼ j!

aj(t+ 1)j

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!

≤
j−1∑
i=0

(
j!

i!

)2(
C

a

)j−i
(t+ 1)(1−α)(i−j)

≤
j−1∑
i=0

(jj−i)2(Ca−1)j−i(t+ 1)(1−α)(i−j)

≤
∑
i≥1

(
Ca−1j2

(t+ 1)1−α

)i
=

Ca−1j2

(t+ 1)1−α

(
1− Ca−1j2

(t+ 1)1−α

)−1

.

Отже, з огляду на припущення j(t) = o(t(1−α)/2) маємо

lim sup
t→∞

j!

ajtj
W+

j (t) ≤ 1. (2.6)

Щоб довести

W−
j (t) ≥

(
ajtj

j!
−

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!

)
+

, j ∈ N, t ≥ 0 (2.7)
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ми використаємо подiбнi мiркування. Формула (2.7) очевидно виконується
при j = 1, й виводимо її за допомогою математичної iндукцiї для j ≥ 2 так:

W−
j+1(t) ≥ −C(t+ 1)αW−

j (t) + a

∫ t

0

W−
j (y)dy

≥ −C(t+ 1)αW+
j (t) + a

∫ t

0

W−
j (y)dy

≥ −C(t+ 1)αW+
j (t)

+ a

∫ t

0

(
ajyj

j!
−

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(y + 1)α(j−i)+i

i!

)
dy

≥ −C(t+ 1)α

(
ajtj

j!
+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(t+ 1)α(j−i)+i

i!

)

+ a

∫ t

0

(
ajyj

j!
−

j−1∑
i=0

(
j

i

)
aiCj−i(y + 1)α(j−i)+i

i!

)
dy

≥ aj+1tj+1

(j + 1)!
−

(
j∑
i=0

(
j

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!

+

j−1∑
i=0

(
j

i

)
ai+1Cj−i

i!

∫ t

0

(y + 1)α(j−i)+idy

)

≥ aj+1tj+1

(j + 1)!
−

j∑
i=0

(
j + 1

i

)
aiCj+1−i(t+ 1)α(j+1−i)+i

i!
.

Ми використали (2.3) та (2.5) в другiй та четвертiй нерiвностях, вiдповiдно.
ОскiлькиW−

j+1 невiд’ємна, то отримуємо (2.7). Таким чином

lim inf
t→∞

j!

ajtj
W−

j (t) ≥ 1. (2.8)

Поєднання (2.6) та (2.8) призводить до (2.4), що завершує доведення тео-
реми 29.

Наслiдок 30. Нехай Eξ2 <∞, тодi

U ∗(j)(t) ∼ tj

µjj!

при t → ∞, де µ = Eξ та j = j(t) – цiлочисельна функцiя, для якої j(t) =

o(t1/2) при t→∞.
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Доведення. Вiдомо ([2, твердження 6.2, с. 160]), що за умови скiнченностi
другого (й, вiдповiдно, першого) моменту ξ функцiя вiдновлення має насту-
пну асимптотичну поведiнку:

U(t) =
t

µ
+O(1) (2.9)

при t → ∞. Тодi твердження наслiдку безпосередньо випливає з теореми
29.

Цей результат за тих самих умов на в.в. ξ вже було доведено в роботi [14],
проте менш загальним пiдходом.

У наступному результатi наведено асимптотики кратних згорток f ∗(j) при
j = j(t), що можуть зростати швидше нiж t1/2, за припущень, що функцiя
|f(t)−at|має скiнченнуповну варiацiю та задовольняє додаткове припущення
щодо iнтегрованостi.Ми використаємо домовленiсть, що дляфункцiїx : R→
R,x∗(0)(t) = 1[0,∞)(t), t ∈ R. Також позначатимемо черезVI(x) повну варiацiю
x на (можливо нескiнченному) iнтервалi I . Нарештi, якщо x – функцiя зi
скiнченною повною варiацiєю на [a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞ та y є вимiрною
функцiєю на I , визначимо∫

[a, b]

y(t)|dx(t)| =
∫

[a, b]

y(t)d
(
V[a, t](x)

)
,

де iнтеграл в правiй частинi розумiється в сенсi Лебега-Стiлтьєса.

Теорема 31. Нехай f : R 7→ [0, ∞) позначає неспадну неперервну справа
функцiю, що обертається в нуль на вiд’ємнiй пiвпрямiй. Припустимо, що
функцiя ε, визначена як

ε(t) := f(t)− at, t ≥ 0, (2.10)

для деякого a > 0, задовольняє∫
[0,∞)

y|dε(y)| <∞. (2.11)

Тодi, для будь-якої цiлочисельної функцiї j = j(t) такої, що j(t) = o(t2/3)

при t→∞, виконується

fj(t) := f ∗(j)(t) ∼ ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

)
, t→∞, (2.12)
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де γ0 :=
∫

[0,∞) dε(y) = limt→∞(f(t)− at).

Доведення. Функцiя ε як рiзниця двох неспадних функцiй має скiнченну
повну варiацiю на будь-якому скiнченному iнтервалi. Зокрема, (2.11) тягне за
собою ∫

[0,∞)

|dε(y)| ≤
∫

[0, 1)

|dε(y)|+
∫

[1,∞)

y|dε(y)| <∞.

Тому ε має скiнченну повну варiацiю на [0,∞). Запишемо∫ ∞
0

|ε(y)− γ0|dy =

∫ ∞
0

∣∣∣∣∫
(y,∞)

dε(z)

∣∣∣∣ dy ≤ ∫ ∞
0

∫
(y,∞)

|dε(z)| dy

=

∫
[0,∞)

y |dε(y)| <∞,

де ми використали iнтегрування частинами в останнiй рiвностi. Отже, (2.11)
означає, що ∫ ∞

0

|ε(y)− γ0|dy <∞. (2.13)

Тепер змiнимо (2.10) в околi нуля так, що основнi властивостi ε, що наведенi
в (2.11) та (2.13), будуть збереженi. Покладемо

f(t) = (at+ γ0)+ + ε̃(t) =: `(t) + ε̃(t), t ∈ R. (2.14)

Зауважимо, що обидва доданки можуть бути ненульовими в обмеженому
лiвому околi нуля, все ж∫

R
|ε̃(y)|dy <∞ та

∫
R
|y||dε̃(y)| <∞, (2.15)

оскiльки t 7→ ε(t)−γ0−ε̃(t)має обмежений носiй. Перевага (2.14) обумовлена
двома фактами:
(i) проста формула кратної згортки для `, а саме

`∗(j)(t) =
(at+ γ0j)

j
+

j!
, j ∈ N, t ∈ R, (2.16)

(ii) функцiя ε̃ згасає достатньо швидко та, як така, є асимптотично незначною
в сенсi, що `∗(j)(t) ∼ f ∗(j)(t) при t→∞.
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Щоб перевiрити (2.16) використаємо математичну iндукцiю. При j = 1

формула тривiальна. Крок математичної iндукцiї робиться наступним чином:
для t ≥ −a−1γ0(j + 1),

`∗(j+1)(t) =

∫
R

(a(t− y) + γ0j)
j
+

j!
d`(y)

= a

∫ t+jγ0a
−1

−γ0a−1

(a(t− y) + γ0j)
j

j!
dy

=

∫ at+γ0(j+1)

0

zj

j!
dz

=
(at+ γ0(j + 1))j+1

(j + 1)!
,

та `∗(j+1)(t) = 0 при t < −a−1γ0(j + 1).
Що стосується пункту (ii), використовуючи (2.14), комутативнiсть та

дистрибутивнiсть згортки Лебега-Стiлтьєса, отримуємо

f ∗(j)(t) = `∗(j)(t) +

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
`∗(k) ∗ ε̃∗(j−k)

)
(t), t ∈ R.

Нижче буде показано, що другим доданком можна асимптотично знехтува-
ти, коли j(t) = o(t2/3). Припустимо, що це вже було показано. Тодi (2.12)
випливає миттєво, бо, для достатньо великих t,

f ∗(j)(t) ∼ `∗(j)(t) =
ajtj

j!

(
1 +

γ0j

at

)j
=

ajtj

j!
exp

(
j log

(
1 +

γ0j

at

))
.

Права частина асимптотично еквiвалентна до ajtj

j! exp
(
γ0j

2

at

)
, коли j = j(t) =

o(t2/3) при t→∞.
Повертаючись до аналiзу

Rj(t) :=

j−1∑
k=0

(
j

k

)(
`∗(k) ∗ ε̃∗(j−k)

)
(t), t ≥ 0,

спочатку перевiримо, що

VR(` ∗ ε̃) ≤ C̃ <∞ (2.17)
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для деякої абсолютної константи C̃ > 0. Для t ∈ R

(` ∗ ε̃)(t) =

∫
R
ε̃(t− y)d`(y) = a

∫ ∞
−a−1γ0

ε̃(t− y)dy = a

∫ t+a−1γ0

−∞
ε̃(y)dy.

Таким чином (2.17) виконується з C̃ := a
∫
R |ε̃(y)|dy. Покладемо

gi,j(t) := V(−∞, t](`
∗(i) ∗ ε̃∗(j)), i, j ∈ N0, t ∈ R.

Тодi, для i, j ∈ N, взявши до уваги комутативнiсть згортки Лебега-Стiлтьєса,
отримуємо

gi,j(t) = V(−∞, t]

(
(`∗(i−1) ∗ ε̃∗(j−1)) ∗ (` ∗ ε̃)

)
≤ V(−∞, t](`

∗(i−1) ∗ ε̃∗(j−1))V(−∞, t](` ∗ ε̃)

≤ V(−∞, t](`
∗(i−1) ∗ ε̃∗(j−1))VR(` ∗ ε̃)

≤ C̃gi−1,j−1(t), t ∈ R.

Тут ми використали факт, що повна варiацiя згортки двох функцiй обмежена
добутком їх повних варiацiй, дивись теорему 1.3.2(c) в [68]. Iтеруючи цю
нерiвнiсть робимо висновок, що

|Rj(t)| ≤
j−1∑
k=0

(
j

k

)
gk,j−k(t)

≤
∑
k≤j/2

(
j

k

)
C̃kg0,j−2k(t) +

∑
j/2<k<j

(
j

k

)
C̃j−kg2k−j,0(t), t ∈ R. (2.18)

Зауважимо, що g0,j−2k(t) ≤ VR(ε̃∗(j−2k)) ≤ (VR(ε̃))j−2k ≤ C̃j−2k
1 for C̃1 :=∫

R |dε̃(y)| <∞. Тому перша сума в правiй частинi (2.18) задовольняє∑
k≤j/2

(
j

k

)
C̃kg0,j−2k(t) ≤

∑
k≤j/2

(
j

k

)
C̃kC̃j−2k

1

≤ (C̃C̃−1
1 + C̃1)

j

= o

(
ajtj

j!

(
1 +

γ0j

at

)j)
, t→∞,
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оскiльки bj = bj(t) зростає повiльнiше нiж ajtj

j!

(
1 + γ0j

at

)j при t → ∞, для
довiльної скiнченної константи b > 0. Тепер дослiдимо другу суму в правiй
частинi (2.18):∑

j/2<k<j

(
j

k

)
C̃j−kg2k−j,0(t) =

∑
j/2<k<j

(
j

k

)
C̃j−kV(−∞, t](`

∗(2k−j))

=
∑

j/2<k<j

(
j

k

)
C̃j−k`∗(2k−j)(t)

=
∑

j/2<k<j

(
j

k

)
C̃j−k (at+ γ0(2k − j))2k−j

(2k − j)!

=
∑

1≤k<j/2

(
j

k

)
C̃k (at+ γ0(j − 2k))j−2k

(j − 2k)!
.

Тут друга рiвнiсть випливає з монотонностi ` та третя рiвнiсть виконується
для достатньо великих t. Для наступних мiркувань важливо, що при k < j/2

та t > 0 виконується

(at+ γ0(j − 2k))j−2k

(j − 2k)!
≤ aj−2ktj−2k

(j − 2k)!
exp

(
γ0(j − 2k)2

at

)
.

Випадок γ0 ≥ 0. Отримуємо, при t > 0,∑
1≤k<j/2

(
j

k

)
C̃k (at+ γ0(j − 2k))j−2k

(j − 2k)!
≤ exp

(
γ0j

2

at

) ∑
1≤k<j/2

(
j

k

)
C̃ka

j−2ktj−2k

(j − 2k)!

=
ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

) ∑
1≤k<j/2

(j!)2

(j − k)!(j − 2k)!

1

k!

C̃k

a2kt2k

≤ ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

)∑
k≥1

j3k 1

k!

C̃k

a2kt2k

=
ajtj

j!
exp

(
γ0j

2

at

)(
exp

(
C̃j3

a2t2

)
− 1

)
.

Останнiй множник збiгається до нуля, коли j = j(t) = o(t2/3), що й потрiбно
було показати.
Випадок γ0 < 0. Мiркуючи так само як i у випадку γ0 ≥ 0, достатньо перевi-
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рити, що

∑
1≤k<j/2

1

k!

(
C̃j3

a2t2

)k

exp

(
γ0(j − 2k)2

at

)
= o

(
exp

(
γ0j

2

at

))
, t→∞,

що рiвносильно

It :=
∑

1≤k<j/2

1

k!

(
C̃j3

a2t2

)k

exp

(
4|γ0|k(j − k)

at

)
= o(1), t→∞.

Застосовуючи нерiвнiсть exp
(

4|γ0|k(j−k)
at

)
≤ exp (4|γ0|a−1k), при 1 ≤ k < j,

та достатньо великих t, ми робимо висновок, що

It ≤
∑

1≤k<j/2

1

k!

(
C̃j3 exp(4|γ0|a−1)

a2t2

)k

≤ exp

(
C̃j3

a2t2
exp (4|γ0|a−1)

)
− 1 → 0,

при t→∞.
Доведення завершено.

Наслiдок 32. Нехай Eξ3 < ∞ та ξ має розподiл абсолютно неперервного
типу, тобто розподiл Sk для деякого k ∈ N має абсолютно неперервну
компоненту. Тодi

U ∗(j)(t) ∼ tj

µjj!
exp

(
γ0µj

2

t

)
при t → ∞, де µ = Eξ, j = j(t) – деяка цiлочисельна функцiя, що j(t) =

o(t2/3) при t→∞, та

γ0 =
Eξ2

2µ2
.

Доведення. За накладених на ξ умов з [30, зауваження 3.1.7, с. 121] випливає∫
[0,∞]

y

∣∣∣∣d(U(y)− y

µ

)∣∣∣∣ <∞.
Отже, залишається лише застосувати теорему 31 для функцiї вiдновлення.

Константа γ0 знаходиться у виглядi границi limt→∞(U(t)− t
µ), що рiвна Eξ2

2µ2 ,
оскiльки випадкове блукання неґратчасте, див. [2, твердження 6.1, с. 160].
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Зауважимо, що у спiльнiй роботi [12] мiстяться бiльш загальнi твердження
порiвняно з наслiдками 30 та 32, а саме розглядаються збуренi випадковi
блукання й умови на в.в. ξ послабленi.

Зауваження 33. За умов наслiдку 32, коли j(t) = o(t1/2) при t → ∞, ав-
томатично виконуються й умови наслiдку 30. Проте нiяких протирiч щодо
асимптотичної поведiнки згорток функцiй вiдновлення в результатах немає,
оскiльки за таких умов щодо зростання j(t) виконується

exp

(
γ0µj

2

t

)
∼ 1

при t→∞.

2.3 Висота дерева загального гiллястого процесу

При t > 0 визначимо

H(t) := inf{j ∈ N : Nj(t) = 0}

та зауважимо, що Nj(t) = 0 м.н. для всiх j ≥ H(t). Називатимемо величину
H(t) висотою дерева загального гiллястого процесу згенерованого збуреним
випадковим блуканням T та обмеженого смугою [0, t].

Теорема 34. Для всiх t ≥ 0 H(t) <∞ м.н. Бiльш того

lim
t→∞

H(t)

t
=

1

γ
∈ (0,∞) м.н., (2.19)

де γ := sup{z > 0 : µ(z) < 1} та µ(z) := infs>0(e
zs Ee−sη

1−Ee−sξ ) при z > 0.

Доведення. За припущенням P{η = 0} = 0. Це означає, що lims→∞
Ee−sη

1−Ee−sξ =

0 та таким чином
lim
z→0+

µ(z) = 0.

Також limz→∞ µ(z) = lims→0+
Ee−sη

1−Ee−sξ =∞. Це показує, що γ ∈ (0,∞).
Нагадаємо, що, при n ∈ N, (T

(n)
r )r∈N позначає деяку нумерацiю ча-

сiв народження в n-у поколiннi загального гiллястого процесу. Покладемо
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B(n) := infr≥1 T
(n)
r . Згiдно з результатом Бiггiнса (наслiдок на с. 635 в [8]),

lim
n→∞

B(n)

n
= γ м.н., (2.20)

де γ визначається аналогiчно до умови теореми, протеµ(z) = infs>0(e
zsm(s)),

де

m(s) := E

[∑
k≥1

e−sTk

]
.

Для збуреного випадкового блуканняT легко пiдрахувати,щоm(s) = Ee−sη
1−Ee−sξ .

Оскiльки, для n ∈ N та t > 0, {H(t) > n} = {B(n) ≤ t} й, вiдповiдно до
(2.20), limn→∞B(n) = +∞ м.н., ми робимо висновок, що H(t) <∞ м.н.

Нарештi, маємо B(H(t)) > t ≥ B(H(t) − 1) м.н. Лiва частина нерiвностi
забезпечує limt→∞H(t) = +∞ м.н., що разом з (2.20) доводить (2.19) за
теоремою про двох полiцейських.

Досить рiдко можна явно пiдрахувати константу γ. Ось один щасливий
виняток. Нехай (ξ, η) = (− log u,− log(1 − u)), де u має рiвномiрний роз-
подiл на [0, 1]. Тодi розподiл послiдовностi (e−Ti)i∈N вiдомий як розподiл
Грiффiтса-Енгена-Макклоскi з параметром 1.

В цьому випадку маємо

Ee−sη = Ee−sξ =
1

s+ 1

та m(s) = 1
s . Тодi мiнiмум ezs 1

s можна пiдрахувати за допомогою похiдної й
вiн досягається при s = 1

z . Остаточно µ(z) = ez при z > 0, що дає γ = e−1.

2.4 Математичне моделювання

Спочатку перевiримо збiжнiсть висотиH(t)дерева загального гiллястого про-
цесу побудованого за збуреним випадковимблуканням. Теорема 34 стверджує
збiжнiсть майже напевне, що означає, що з ймовiрнiстю 1 послiдовнiсть має
збiгатись для кожної реалiзацiї гiллястого процесу.
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Рис. 2.2: Перший приклад еволюцiї висоти дерева загального гiллястого процесу за трьох
реалiзацiй процесу.

Згiдно до зауваження пiсля теореми, у випадку, коли (ξ, η) =

(− log u,− log(1 − u)), а u має рiвномiрний на [0, 1] розподiл, константа γ
була пiдрахована, а саме має виконуватись

H(t)

t
→ e м.н.

при t → ∞. На рисунку 2.2 одночасно зображено три реалiзацiї гiллястого
процесу та вiдповiдну еволюцiю вiдношення H(t)/t з плином часу.

Без пiдрахунку явного вигляду величини γ цiкаво побачити чи виконується
збiжнiсть до певної константи для iнших випадкових величин. Так на рисунку
2.3 зображена еволюцiя висоти дерева трьох реалiзацiй процесу, коли ξ має
хi-квадрат розподiл з одним степенем свободи, а η має рiвномiрний на [0, 1]

розподiл й не залежить вiд ξ.
Тепер розглянемо згортки функцiй вiдновлення, а саме твердження на-
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Рис. 2.3: Другий приклад еволюцiї висоти дерева загального гiллястого процесу за трьох
реалiзацiй процесу.

слiдкiв 30 та 32. Досить легко вибрати розподiл випадкової величини ξ так,
щоб задовольнялись умови обох тверджень, проте другий наслiдок стверджує
рiзку змiну поведiнки згорток, коли j(t) стає зростати швидше, нiж t1/2.

Нехай ξ має розподiл Ерланга 2-го порядку з параметром λ, тодi функцiя
вiдновлення матиме вигляд (див. [4])

U(t) =
2λt+ 3 + exp(−2λt)

4
, t ≥ 0.

Покладемо λ = 1 та розглянемо кратнiсть згортки у виглядi j(t) = btαc, де
параметр α ∈ (0, 1) буде змiнюватись. На рисунку 2.4 зображено еволюцiю
нормованої згортки функцiї вiдновлення при зростаннi часу t, а на осi абсцис
розглянутi рiзнi значення параметра α. Пiд поняттям нормованої згортки
розумiється наступне вiдношення:

U ∗(j)(t)
µjj!

tj
.
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Рис. 2.4: Еволюцiя згорток функцiй вiдновлення при зростаннi часу t за рiзних значень α.

Таким чином це вiдношення має збiгатись до 1 при α < 1/2, та вести себе як
експонента iнакше. Графiки це пiдтверджують, зокрема можна бачити рiзку
розбiжнiсть при збiльшеннi t. За рахунок цiєї розбiжностi важко побачити
збiжнiсть до 1 при α < 1/2, тому на рисунку 2.5 окремо показана область
збiжностi.

Зауваження 35. Розподiл випадкової величини ξ було обрано таким чином,
щоб функцiя вiдновлення не була тривiальною, як у випадку експоненцiйного
розподiлу, проте була вже явно пiдрахованою аналiтично. Останнє викори-
стано з метою усунення додаткових похибок при моделюваннi й пiдрахунку
самих згорток, оскiльки похибка в пiдрахунку функцiї вiдновлення буде вiд-
сутня. Сам розподiл Ерланга (m − 1)-го порядку виникає при дослiдженнi
m-арних дерев пошуку за допомогою гiллястих процесiв ([34]).

Зауваження 36. Явний або близький до явного вигляд функцiї вiдновлення
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Рис. 2.5: Еволюцiя згорток функцiй вiдновлення при зростаннi часу t, де параметр α менше
1/2.

пiдраховано лише для невеликої кiлькостi розподiлiв ξ. У випадках, коли цi
значення потрiбно також знаходити, ми посилаємось до методiв, описаних
в роботах [53, 69, 78]. Всi цi методи мають рiзну швидкодiю та знаходять
значення з рiзною похибкою, що в свою чергу можуть рiзнитись в залежностi
вiд самого розподiлу ξ.

2.4.1 Програмний кодмовоюPython3. Спочатку наведемо код для моде-
лювання дерева загального гiллястого процесу та пiдрахунку його висоти. В
лiстингу 2.1 наведено двi основнi функцiї, що будуть необхiднi для основної
частини коду. Функцiя get_xi_eta() повертає пару значень (ξ, η), а функцiя
generate_T() вiдповiдно генерує реалiзацiю точкового процесу T до деякого
моменту.

1 # h e i g h t . py
2 import random
3 import math
4 import b i s e c t
5 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
6
7
8 def g e t _ x i _ e t a ( ) :
9 # g e t p a i r o f main random v a r i a b l e s
10 w = random . n o rm a l v a r i a t e ( 0 , 1 )
11 x i = w * w
12 e t a = random . un i fo rm (0 , 1 )
13 re turn xi , e t a
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14
15
16 def gene r a t e _T ( s h i f t =0 , max_t =10 ) :
17 # g en e r a t e p o i n t p r o c e s s T up t o p o s i t i o n max_t s h i f t e d by va l u e s h i f t
18 S_k_1 = 0
19 T_k = 0
20 T = [ ]
21 whi le T_k < max_t :
22 xi , e t a = g e t _ x i _ e t a ( )
23 T_k = S_k_1 + e t a
24 T . append ( T_k + s h i f t )
25 S_k_1 += x i
26 re turn T

Лiстинг 2.1: Основнi функцiї для генерування дерева загального гiллястого процесу.

Одразу зауважимо, що генерувати кожне поколiння гiллястого процесу
просто неможливо через те, що кiлькiсть осiб в кожному поколiння зростає
експоненцiйно, до того ж ще й треба обирати досить великий момент часу
t для котрого проводити дослiдження висоти, щоб спостерiгати збiжнiсть.
Тому було прийнято рiшення обмежити кiлькiсть осiб, що народжуються вiд
кожного нащадка, та кiлькiсть осiб, що дають подальше потомство в кожному
поколiннi. На кожнiй iтерацiї при цьому залишаються в живих лише певна
кiлькiсть осiб з найменшим часом народження, бо саме цi особи впливають
на пiдрахунок висоти дерева. В лiстингу 2.2 наведено основну частину для
моделювання й пiдрахунку висоти дерева загального гiллястого процесу.

1 # h e i g h t . py
2
3 # . . .
4
5 T_LENGTH = 25 # max l e n g t h o f each p o i n t p r o c e s s T we g en e r a t e
6 GENERATION_MINS_ALIVE = 500 # how many min i n d i v i d u a l s t o keep a l i v e
7 # i n each g e n e r a t i o n
8 MAX_TIME = 300 # up t o which t ime we compute h e i g h t
9 PROCESSES = 3 # how many d i f f e r e n t p r o c e s s r e a l i z a t i o n s we g en e r a t e
10
11
12 f o r _ in range (PROCESSES ) :
13 g e n e r a t i o n s = [ [ 0 ] ]
14
15 whi le g e n e r a t i o n s [ −1] [0 ] < MAX_TIME:
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16 c u r r e n t _ g e n e r a t i o n = [ ]
17 f o r a n c e s t o r in g e n e r a t i o n s [−1] :
18 T = gene r a t e _T ( a n c e s t o r , T_LENGTH)
19 c u r r e n t _ g e n e r a t i o n += T
20 c u r r e n t _ g e n e r a t i o n . s o r t ( )
21 g e n e r a t i o n s . append ( c u r r e n t _ g e n e r a t i o n [ : GENERATION_MINS_ALIVE ] )
22
23 B_n = [ ]
24 f o r g e n e r a t i o n in g e n e r a t i o n s :
25 B_n . append (min ( g e n e r a t i o n ) )
26
27 x = [ ]
28 y = [ ]
29 f o r t in range ( 1 , MAX_TIME, 2 ) :
30 h = b i s e c t . b i s e c t _ r i g h t ( B_n , t ) # b i n a r y s ea r ch
31 x . append ( t )
32 y . append ( h / t )
33
34 p l t . p l o t ( x , y )
35
36 p l t . x l a b e l ( " t " )
37 p l t . y l a b e l ( "H( t ) / t " )

Лiстинг 2.2: Основний код для генерування дерева загального гiллястого процесу й пiдра-
хунку його висоти.

В цьому лiстингу константи T_LENGTH та GENERATI-

ON_MINS_ALIVE обмежують два вищенаведених параметри вiдповiдно.
Зауважимо, що також в процесi моделювання була перевiрена поведiнка
висоти за збiльшення цих параметрiв, проте це не вплинуло на характер збi-
жностi, що пiдтверджує стiйкiсть подiбної евристики для пiдрахунку висоти
дерева з практичної точки зору. Додатково зауважимо, що для пiдрахунку
висоти достатньо знати лише мiнiмальнi часи народження осiб в кожному
поколiннi, при чому ця послiдовнiсть не спадає, тому значення висоти можна
ефективного знаходити за допомогою бiнарного пошуку.

В лiстингу 2.3 наведено програмний код для пiдрахунку згорток функцiй
вiдновлення та побудови графiкiв, що наведенi на рисунках 2.4 та 2.5. Iн-
тегрування виконано методом Сiмпсона, також звернемо увагу, що окремо
враховується доданок, що виникає за рахунок того, що функцiя вiдновлення
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має стрибок в нулi. Значення згорток окремо пiдраховуються в усiх точках
рiвномiрної ґратки, оскiльки всi цi значення знадобляться на наступнiй iте-
рацiї. Нагадаємо, що пiдраховуються саме значення нормованої згортки, де
нормування доповнюється на кожнiй iтерацiї. Це необхiдно для того, щоб
значення згорток залишались малими, що важливо для точностi пiдрахункiв
при використаннi чисел з рухомою комою.

1 # conv . py
2 import numpy as np
3 import s c i p y . i n t e g r a t e
4 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
5
6
7 def U( t , _lambda =1 ) :
8 # renewa l f u n c t i o n w i t h jumps d i s t r i b u t e d as Er lang w i t h 2 s t a g e s
9 re turn ( t >= 0) * (2 * _lambda * t + 3 + np . exp (−2 * _lambda * t ) ) / 4
10
11
12 MAX_T = 1000 # max va l u e o f t
13 INTERVALS = i n t (MAX_T) * 10 # i n t e r v a l s f o r i n t e g r a t i o n
14 mu = 2 # e x p e c t a t i o n o f x i
15
16 ALPHA_MIN = 0 . 3 # min va l u e o f power a lpha
17 ALPHA_MAX = 0 . 6 # max va l u e o f power a lpha
18 ALPHA_INTERVALS = 15 # how many d i f f e r e n t a l pha s t o compute
19 MAX_J = i n t (MAX_T ** ALPHA_MAX) # max va l u e o f j ( t o s t o p compu t a t i o n s )
20
21 t = np . l i n s p a c e ( 0 , MAX_T, INTERVALS + 1 , d type=" f l o a t 6 4 " )
22
23 U_1 = U( t ) # renewa l f u n c t i o n computed i n f i x e d p o i n t s
24
25 U_convo lu t i on = [ None ] # l i s t o f c o n v o l u t i o n s , 0 t h va l u e i s i g no r ed
26 U_convo lu t i on . append (U_1 / MAX_T * mu) # add ing no rma l i z e d 1 s t c o n v o l u t i o n
27
28 f o r c in range ( 2 , MAX_J + 1 ) :
29 conv = np . z e r o s ( INTERVALS + 1 , d type=" f l o a t 6 4 " )
30 f o r i in range ( INTERVALS + 1 ) :
31 U_prev = U_convo lu t i on [ −1 ] [ : i +1]
32 # p r e v i o u s c o n v o l u t i o n t r u n c a t e d up t o c u r r e n t v a l u e t _ i
33 r e s = s c i p y . i n t e g r a t e . s imps ( y=U_prev [ : : −1 ] , x=U_1 [ : i +1 ] )
34 # s impson i n t e g r a t i o n o f i n t y dx , U_prev i s f l i p p e d
35
36 r e s += U_1 [ 0 ] * U_prev [−1]
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37 # add ing a mi s sed va l u e due t o jump o f renewa l f u n c t i o n a t t =0
38
39 conv [ i ] = r e s
40 conv /= MAX_T / mu / c # n o rma l i z a t i o n
41 U_convo lu t i on . append ( conv )
42
43 a l ph a = np . l i n s p a c e (ALPHA_MIN, ALPHA_MAX, ALPHA_INTERVALS)
44 U_j = np . z e r o s (ALPHA_INTERVALS , d type=" f l o a t 6 4 " )
45 f o r i , a in enumerate ( a l p h a ) :
46 j = i n t (MAX_T ** a )
47 U_j [ i ] = U_convo lu t i on [ j ] [−1]
48
49 p l t . x l a b e l ( " a l p h a " )
50 p l t . y l a b e l ( "U* ( no rma l i z ed ) " )
51 p l t . t i t l e ( " t=%s " % MAX_T)
52 p l t . p l o t ( a lpha , U_j )

Лiстинг 2.3: Програмний код для пiдрахунку згорток функцiй розподiлу.

2.5 Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi дисертацiйної роботи було зроблено внесок в теорiю дерев
загальних гiллястих процесiв. Зокрема, були отриманi наступнi результати:

• Отримана асимптотична поведiнка згорток функцiй лiнiйного росту у
випадку, коли кiлькiсть згорток також зростає.

• Загальнi результати для цих функцiй використанi для виведення асим-
птотичної поведiнки згорток функцiй вiдновлення.

• Дослiджена асимптотична поведiнка висоти дерева загального гiллясто-
го процесу, побудованого на збуреному випадковому блуканнi.

• Всi результати були пiдтвердженi за допомогою математичного моделю-
вання.

Зауважимо, що в спiльнiй роботi [12] наводиться набагато бiльше резуль-
татiв, отриманих в цьому напрямку, що належать iншим авторам.

Серед напрямкiв подальших дослiджень можна видiлити наступнi:
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• Теорiя дерев загальних гiллястих процесiв все ще не є повною. Для хара-
ктеристик збурених гiллястих блукань залишаються вiдкритими питання
щодо сильнiших типiв збiжностi, наприклад, збiжнiсть кiлькостi живих
осiб в j-му поколiннi майже напевно, коли j = j(t) зростає з часом.
Iншим напрямком розвинення теорiї є розгляд iнших типiв випадкових
блукань.

• Залишаються вiдкритими питання щодо асимптотичної поведiнки кра-
тних згорток Лебега-Стiлтьєса функцiй лiнiйного росту, коли кiлькiсть
елементiв згорток j = j(t) зростає швидше нiж t2/3.

• Вже отриманi результати можна застосовувати для дослiдження вла-
стивостей бiльш широкого класу дерев, наприклад, для m-арних дерев
пошуку, а не тiльки випадкових рекурсивних дерев.
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Роздiл 3

VP-дерева

3.1 Означення та обговорення

Нехай (X , dist) – довiльнийметричнiй простiр. VP-деревом називають бiнарне
дерево, в якому в кожнiй вершинi T зберiгається два значення: елемент xT ∈
X , що називають опорною точкою, та порогове значення τT > 0. Одним з
найбiльш загальних способiв побудувати VP-дерево є рекурсивний пiдхiд за
допомогою послiдовностi елементiв x1, x2, . . . . Дерево порожнє на початку.
Перший елемент x1 завжди зберiгається в його коренi та назначається деяке
порогове значення τ . Для того, щоб вставити n-ий елемент xn виконується
наступна рекурсивна процедура. Ми починаємо з вершини T , що є коренем
дерева. Якщоdist(xT , xn) ≤ τ , томипродовжуєморекурсивно, додаючиновий
елемент до лiвого сина T , iнакше ми рухаємось в праве пiддерево. Коли на
деякому кроцi вершина порожня, тодi величина xn зберiгається в нiй та їй
присвоюється деяке порогове значення.

В цьому роздiлi ми розглядаємо окремий клас випадковихVP-дерев. Бiльш
точно, ми розглядаємо метричний простiр ([−1, 1]d, dist) (d ≥ 1) з функцiєю
вiдстанi

dist(x, y) := `∞(x, y) = max
1≤i≤d

|xi − yi|.

Митакож повиннi вказати вибiр порогових значень. До кiнця цього роздiлу
дисертацiйної роботи зафiксуємо параметр τ ∈ (0, 1). Порогове значення
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кожної вершини T вибирається за правилом τT = τh, де h позначає вiдстань
вiд T до кореня дерева плюс 1. Iншим можливим способом буде обирати h як
кiлькiсть “поворотiв влiво” в шляху вiд кореня до T плюс 1. Зауважимо, що
такий вибiр порогових значень досить природнiй. Якщо хтось захоче обирати
їх як медiани вiдстаней вiд опорної точки, то пороговi значення також будуть
слiдувати експоненцiйному шаблону.

Визначимо найлiвiший шлях VP-дерева (чи довiльного бiнарного дерева)
якшлях, що починається в коренi та завжди йде до лiвого сина в поточнiй вер-
шинi поки не дiйде до листка. Зауважимо, що для обох вищеназваних правил
вибору порогового значення, величина h однакова для елементiв найлiвiшого
шляху.

Послiдовнiсть елементiв x1, x2, . . . будемо вважати послiдовнiстю незале-
жних рiвномiрно розподiлених точок в [−1, 1]d, що робить VP-дерево, яке ми
будуємо, випадковим.

Кожна вершина в найлiвiшому шляху може бути пронумерована, почи-
наючи з 1. Щоб зрозумiти як формується та еволюцiонує найлiвiший шлях
пов’яжемо з кожною вершиною Th (h ≥ 1) в цьому шляху частину простору
Ih ⊂ X , що мiстить всi точки x такi, що при додаваннi в дерево були б збе-
реженi в лiвому пiддеревi Th. Очевидно, що Ih ⊂ Ih−1 та, бiльш того, точка x
буде збережена в лiвому пiддеревi Th, якщо dist(x, xTh) ≤ τh. Це дає

Ih = Ih−1 ∩Bτh(xTh), h ≥ 1, (3.1)

де Bτh(xTh) позначає метричну кулю радiусу τh та центром в точцi xTh, тобто

Bτh(xTh) = {x ∈ X : dist(x, xTh) ≤ τh}.

Зауважимо, що за нашим вибором метрики, dist(x, xTh) ≤ τh представляє
d-вимiрний куб. Корiнь T1 дерева завжди є частиною найлiвiшого шляху, то-
му можемо природно покласти I0 := X = [−1, 1]d, що теж є кубом. З (3.1)
робимо висновок, що, для всiх h ≥ 1, Ih є перетином прямокутного парале-
лепiпеда та куба, а тому й саме є прямокутним паралелепiпедом зi сторонами
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Рис. 3.1: Зображення VP-дерева, отриманого пiсля додавання 6 точок з τ = 0.7. У правому
верхньому кутi наведенi розбиття простору, що утворюють перша, друга та шоста точки як
точки найлiвiшого шляху.

паралельними осям координат. Для таких фiгур достатньо (з точнiстю до па-
ралельних переносiв) зберiгати лише iнформацiю про їх розмiри по кожнiй
розмiрностi, якi позначимо через I(i)

h , 1 ≤ i ≤ d.
Для кращого представлення на рисунку 3.1 зображено приклад реалiзацiї

дерева, побудованого на шести послiдовних точках, самi точки та розбиття
простору, що породжують точки найлiвiшого шляху.

Нехай Th−1 – поточна остання вершина в найлiвiшому шляху. Тодi нова
вершина Th буде додана злiва вiд Th−1, якщо нова точка xn потрапить все-
редину Ih−1. З властивостей рiвномiрного розподiлу за умови, що xn ∈ Ih−1,
xn має рiвномiрний розподiл в Ih−1. Беручи до уваги, що Ih−1 прямокутний
паралелограм, також отримуємо, що розташування xn всерединi Ih−1 має рiв-
номiрний розподiл по кожнiй розмiрностi i = 1, . . . , d. Отже, можна записати
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d рекурсивних рiвнянь по кожнiй розмiрностi для розмiрiв кожної сторони
Ih, що є просто розмiром перетину двох вiдрiзкiв: вiдрiзку довжини I(i)

h−1 та
вiдрiзку радiусу τh i з центром розподiленим рiвномiрно всерединi першого
вiдрiзка. Ми пiдраховуємо розмiр I(i)

h як вiдстань мiж правим та лiвим кiн-
цями перетину. Нехай u(i)

h , h ≥ 1, 1 ≤ i ≤ d, – сiм’я незалежних рiвномiрно
розподiлених випадкових величин на [0, 1]. Маємо, для h ≥ 1, 1 ≤ i ≤ d,

I
(i)
h = min{I(i)

h−1, u
(i)
h I

(i)
h−1 + τh} −max{0, u(i)

h I
(i)
h−1 − τ

h}

=(u
(i)
h I

(i)
h−1 −max{0, u(i)

h I
(i)
h−1 − τ

h})

+ (min{I(i)
h−1, u

(i)
h I

(i)
h−1 + τh} − u(i)

h I
(i)
h−1)

=(u
(i)
h I

(i)
h−1 + min{0, τh − u(i)

h I
(i)
h−1})

+ (min{I(i)
h−1, u

(i)
h I

(i)
h−1 + τh} − u(i)

h I
(i)
h−1)

= min{u(i)
h I

(i)
h−1, τ

h}+ min{(1− u(i)
h )I

(i)
h−1, τ

h}.

(3.2)

Зробивши замiну X(i)
h := I

(i)
h /τ

h, отримуємо основну рекурсивну формулу,
що описує еволюцiю Ih:

X
(i)
h = min

{
u

(i)
h X

(i)
h−1

τ
, 1

}
+ min

{
(1− u(i)

h )X
(i)
h−1

τ
, 1

}
. (3.3)

3.2 Збiжнiсть довжини найлiвiшого шляху

3.2.1 Аналiз процесу (Xh). Процес (3.3) визначає розмiри Xh = Ih/τ
h в

рiзних розмiрностях. (Xh)h≥0 може розглядатись як ланцюг Маркова на пара-
лелепiпедах (опускаючи їх розташування). Ми позначаємо через |Ih| (чи |Xh|)
мiру Лебега вiдповiдного паралелепiпеда, котра може бути легко пiдрахована
знаючи розмiри кожного ребра

|Ih| =
d∏
i=1

I
(i)
h . (3.4)

Твердження 37. Ланцюг Маркова (3.3) задовольняє

1 ≤ X
(i)
h ≤ 2,
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при h ≥ 0 та 1 ≤ i ≤ d.

Доведення. Зафiксуємо i та доведемо твердження по h, використовуючи ма-
тематичну iндукцiю. Для випадкового VP-дерева I0 = X = B1(0) = [−1, 1]d,
томуX(i)

0 = I
(i)
0 = 2 й твердження справджується. Оскiльки min{a, b} ≤ b, то

з (3.3) маємо
X

(i)
h ≤ 1 + 1 = 2.

Щоб показати, що X(i)
h ≥ 1 спочатку зауважимо, що якщо будь-який з мiнi-

мумiв в (3.3) приймає значення 1, то твердження дiйсне. З iншого боку, якщо
обидва мiнiмуми меншi за 1, то

X
(i)
h =

u
(i)
h X

(i)
h−1

τ
+

(1− u(i)
h )X

(i)
h−1

τ
=
X

(i)
h−1

τ
≥ X

(i)
h−1 ≥ 1,

за припущенням iндукцiї та оскiльки τ ∈ (0, 1).

Позначимо через S множину усiх можливих значень, що ланцюг (Xh)може
прийняти за умови, що X0 = B1(0). Зауважимо, що S незлiченна.

Ми будемо використовувати поняття стохастичного порядку, означення
якого наводимо нижче.

Означення 38. Для двох випадкових величинX та Y кажемо, що Y стохасти-
чно домiнує X та позначаємо X

st
≤ Y , якщо

P{X ≤ t} ≥ P{Y ≤ t} для всiх t ∈ R.

Властивостi стохастичного порядку, зокрема тi, що будуть використову-
ватись в подальшому в цьому роздiлi, можна знайти в книзi [72].

Ключовим iнгредiєнтом подальшого аналiзу є наступна теорема, що ствер-
джує, що ланцюг (Xh)h≥0 вiдвiдує стан B1(0) вiдносно часто.

Теорема 39. Зафiксуємо α ∈ S та покладемо

Rα := inf{h ≥ 1 : Xh = B1(0) за умови, що X0 = α}.

Тодi ERα <∞.
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Зауваження 40. Ми вважаємо, що аналог цiєї теореми виконується для до-
вiльної метрики в [−1, 1]d, проте нам не вдалось довести її в такiй загальностi.

Доведення теореми 39. Перепишемо (3.1) наступним чином:

Xh+1 = τ−1Xh

⋂
B1(u

∗
h+1), (3.5)

де u∗h+1 рiвномiрно розподiлена в.в. всерединi Xh/τ .
Оскiльки розташування паралелепiпедiв неважливе, рекурсивну рiвнiсть

(3.5) можна ще переписати як

Xh+1 =
Xh − uh+1

τ

⋂
B1(0), (3.6)

де uh+1 рiвномiрно розподiлена в.в. в Xh.
З твердження 37 випливає, що для будь-якого стану Xh iснує d-вимiрний

куб зi сторонами 1 всерединi Xh, чи, iншими словами, завжди iснує точка x̂h
така, що Bδ(x̂h) ⊂ Xh з δ = 1/2.

Припустимо, що точка uh+1 була обрана всерединi Bδ(x̂h) та позначимо

∆ = dist(uh+1, x̂h) ≤ δ.

За нерiвнiстю трикутника отримуємо

max
y∈∂Bδ(x̂h)

dist(uh+1, y) ≤ ∆ + δ,

min
y∈∂Bδ(x̂h)

dist(uh+1, y) ≥ δ −∆,

де ∂B позначає границю множини B.
Тодi, з огляду на (3.6), маємо

max
y∈∂((Bδ(x̂h)−uh+1)/τ)

dist(0, y) ≤ ∆ + δ

τ
, (3.7)

та
min

y∈∂((Bδ(x̂h)−uh+1)/τ)
dist(0, y) ≥ δ −∆

τ
. (3.8)

З (3.7) отримуємо першу властивiсть: якщо ∆+δ
τ ≤ 1 (чи еквiвалентно

∆ ≤ τ − δ), тодi Bδ/τ((x̂h − uh+1)/τ) ⊂ Xh+1. З (3.8) отримуємо другу
властивiсть: якщо δ−∆

τ ≥ 1 (чи рiвносильно ∆ ≤ δ − τ ), то Xh+1 = B1(0).
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Зафiксуємо константу k := min{k ∈ N : 1+τ
2 τ k−1 ≤ 1

2}.
Оскiльки B1/2(x̂h) ⊂ Xh, то маємо B 1+τ

2 τk−1(x̂h) ⊂ Xh. Оскiльки k ≥
2, то виконується 1+τ

2 τ k−1 < τ . Таким чином, якщо uh+1 ∈ Bε1(x̂h) з
ε1 = τ − 1+τ

2 τ k−1, що вiдбувається з додатною ймовiрнiстю, отримаємо
B 1+τ

2 τk−2(x̂h+1) ⊂ Xh+1 за першою властивiстю. Повторюючи цей процес k−1

разiв сумарно, де εi = τ − 1+τ
2 τ k−i > 0, при 1 ≤ i ≤ k − 1, отримуємо, що

B 1+τ
2

(x̂h+k−1) ⊂ Xh+k−1 та 1+τ
2 > τ . Отже, якщо uh+k ∈ Bεk(x̂h+k−1), що ана-

логiчно вiдбувається з додатною ймовiрнiстю, де εk = 1+τ
2 − τ , отримуємо,

що Xh+k = B1(0) за другою властивiстю.
Пiдсумовуючи, бачимо, що для довiльного стану α ∈ S ланцюг перестри-

бує за k крокiв в стан B1(0) з додатною ймовiрнiстю, що не залежить вiд
початкового стану α. Зауважимо, що k залежить лише вiд τ , тобто є наперед
фiксованою константою.

Розiб’ємо еволюцiю ланцюгу в блоки довжини k. Стан на кiнцi кожного
блоку може бути B1(0) з додатною ймовiрнiстю, позначимо її як p, що отри-
мана з вищеописаної схеми. Позначимо через g номер першого блоку, що
завершується в станi B1(0). Тодi оскiльки реальна ймовiрнiсть бути в станi
B1(0) наприкiнцi блоку не менша за p, то маємо, для всiх t ≥ 0,

P{g ≤ t} ≥ P{G ≤ t},

де G має геометричний розподiл з параметром p (кiлькiсть випробувань). Чи
в термiнах стохастичного порядку

g
st
≤ G.

Аналогiчно, оскiльки момент Rα першого потрапляння до стану B1(0)

(пiсля початкового стану) може вiдбутись i всерединi кожного блоку, то ми
можемо записати

Rα

st
≤ kg.

З властивостей стохастичного порядку, нерiвнiсть також зберiгається для
математичних сподiвань, тому, поєднуючи останнi два порiвняння, отримує-

- 98 -



мо
ERα ≤ kEG =

k

p
<∞.

Зауваження 41. Звернемо увагу на те, що в доведеннi теореми 39 ми не вико-
ристовували iстотно, що uh має рiвномiрний розподiл, та доведення зберiгає-
ться для будь-якого абсолютно неперервного розподiлу, оскiльки ймовiрнiсть,
що uh потрапить всередину деякої кулi Bε(x̂h) буде додатною та бiльшою за
деяку фiксовану константу.

Зауваження 42. Процес (3.5) в окремому випадку τ = 1 носить назву спа-
дного процесу Балiнта Тота. Цей процес був дослiджений в рiзноманiтних
окремих випадках, зокрема, в розмiрностi один в роботi [1], а у вищих роз-
мiрностях з B1(0) = [−1, 1]d в [45], та в iнших метриках в [5, 45]. Проте
еволюцiя процесу з τ < 1 сильно вiдрiзняється й потребує незалежного ви-
вчення, до того ж методи, що використовувались для τ = 1 не можуть бути
застосованi у випадку τ < 1.

З теореми 39 випливає, що ланцюг (Xh)h≥0 еволюцiонує наступним чином.
Iснує спецiальний стан B1(0), котрий ланцюг вiдвiдує нескiнченно часто й
час повернення до цього стану м.н. скiнченний й, бiльш того, математичне
сподiвання часу повернення скiнченне. Отже, вся еволюцiя Xh може бути
розбита на незалежнi цикли мiж вiдвiдуваннями стану B1(0).

Для продовження нам знадобиться поняття ланцюга Гаррiса. Для додатко-
вої iнформацiї щодо ланцюгiв Гаррiса та прикладiв ми посилаємось до книги
[28, глава 6]. Наведемо тут лише деякi необхiднi означення.

Означення 43. Ланцюг маркова (Xh)h≥0 з простором станiв S називають
ланцюгом Гаррiса, якщо iснують двi множини A,B ⊂ S, додатна функцiя
q(x, y) ≥ ε > 0 при x ∈ A, y ∈ B, та ймовiрнiсна мiра ρ сконцентрована на B
такi, що наступнi двi умови виконуються:

(1) P{inf{h ≥ 0 : Xh ∈ A} <∞} > 0 для всiх можливих початкових станiв
X0 ∈ S;
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(2) якщо x ∈ A та C ⊂ B, то P{Xh+1 ∈ C|Xh = x} ≥
∫
C q(x, y)ρ(dy).

Означення 44. Ланцюг Гаррiса називається рекурентним, якщо iснує стан α
такий, що P{inf{h ≥ 1 : Xh = α} <∞} = 1, коли X0 = α.

Означення 45. Рекурентний ланцюг Гаррiса називається аперiодичним, якщо
найбiльший спiльний дiльник множини {h ≥ 1 : P{Xh = α|X0 = α} > 0}
рiвний 1.

Твердження 46. (Xh)h≥0 є аперiодичним рекурентним ланцюгом Гаррiса.

Доведення. Спочатку покажемо, що (Xh)h≥0 – ланцюг Гаррiса. Покладемо
A = B = {B1(0)}. З теореми 39 випливає, що P{RX0

< ∞} = 1. Оскiльки
inf{h ≥ 0 : Xh ∈ A} < ∞} ≤ RX0

для всiх можливих початкових станiв,
перша умова виконується. Для другої частини означення покладемо q(x, y) :=

p := P{Xh+1 = B1(0)|Xh = B1(0)}. З доведення теореми 39, бiльш точно з
властивостi (3.8), випливає, що p > 0.

Щоб перевiрити рекурентнiсть покладемо α = B1(0). Тодi з теореми 39
маємо, що Rα < ∞ майже напевно. Для аперiодичностi достатньо помiтити,
що P{X1 = α|X0 = α} = p > 0.

Теорема 47. Ланцюг Маркова (Xh)h≥0 має стацiонарний розподiл I∞ та

lim
n→∞
‖P{Xh = ·|X0 = B1(0)} − I∞(·)‖TV = 0, (3.9)

де ‖ · ‖TV позначає вiдстань повної варiацiї.

Доведення. З твердження 46 ми знаємо, що (Xh) аперiодичний рекурентний
ланцюг Гаррiса. З теореми 6.8.5 в [28, с. 323] цей ланцюг має стацiонарну мiру.
За теоремою 6.8.8 в [28, с. 324] аперiодичний рекурентний ланцюг Гаррiса
збiгається до стацiонарного розподiлу за повною варiацiєю як (3.9) за умови,
що RB1(0) майже напевно скiнченний. Останнє забезпечено теоремою 39.

3.2.2 Граничнi теореми для довжини найлiвiшого шляху. Використо-
вуючи результати щодо поведiнки ланцюга (Xh), ми можемо проаналiзувати
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довжину найлiвiшого шляху VP-дерева, що побудоване на n випадкових то-
чках. Введемо наступне випадкове блукання

S0 := 0, Sk :=
k−1∑
h=0

Gh, k ≥ 1, (3.10)

де, при фiксованому (Ih)h≥0, (Gh)h≥0 умовно незалежнi випадковi величини
такi, що розподiл Gh геометричний на N з параметром |Ih|

2d
. Величина Sk

дорiвнює числу точок потрiбних, щоб найлiвiший шлях мав розмiр хоча б
k, оскiльки нова вершина додається до нього, коли точка xn потрапляє до
областi розмiру |Ih|, що є, при фiксованому (Ih)h≥0, випробуванням Бернуллi.

Розмiр (кiлькiсть вершин) Ln найлiвiшого шляху в термiнах випадкового
блукання Sk може бути зображений так

Ln = max{k ≥ 0 : Sk ≤ n}.

Довжина найлiвiшого шляху може бути легко пiдрахована з його розмiру
як Ln − 1.

Теорема 48. Для випадкового VP-дерева розмiр найлiвiшого шляху Ln задо-
вольняє наступний слабкий закон великих чисел, при n→∞,

Ln
log n

P→ 1

− log τ
.

Зауважимо цiкавий факт, що зазвичай вважається, що асимптотичнi хара-
ктеристики структур даних для задачi пошуку найближчого сусiда, включаю-
чи VP-дерева, мають логарифмiчний характер вiдносно кiлькостi вершин n та
експоненцiйну поведiнку вiдносно розмiрностi простору d. На таку поведiн-
ку вказують численнi результати математичних моделювань, зокрема роботи
наведенi пiд час огляду лiтератури, проте виявляється, що слабкий закон
великих чисел для довжини найлiвiшого шляху не залежить вiд розмiрно-
стi, проте вона все ще може фiгурувати в наступних членах асимптотичного
розкладу чи впливати на швидкiсть збiжностi.

Щоб довести цю теорему нам спочатку необхiдно довести двi допомiжнi
леми. Зауважимо, що якщо X ∼ Geom(a) та Y ∼ Geom(b), тодi

X
st
≤ Y ⇔ a ≥ b. (3.11)
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Лема 49. Для випадкових величин Gk ∼ Geom( |Ik|
2d

) (k ≥ 0) виконується

1

k
logGk

P→ − log τ,

при k →∞.

Доведення. Пiдрахуємо функцiю розподiлу 1
k logGk. Зауважимо, що

P
{

1

k
logGk ≤ x

}
= E

{
P
{

1

k
logGk ≤ x

∣∣∣Ik}} , (3.12)

та далi

P{k−1 logGk ≤ x|Ik} = P{Gk ≤ exp(kx)|Ik} = 1− (1− |Ik|/2d)bexp(kx)c.

(3.13)
З твердження 37 випливає

τ k ≤ |Ik| ≤ 2dτ k.

Отже, можемо обмежити ймовiрнiсть в (3.13), пiдставляючи нижню та верхню
оцiнки |Ik|. Таким чином

1− (1− 2−dτ k)bexp(kx)c ≤ P{k−1 logGk ≤ x|Ik} ≤ 1− (1− τ k)bexp(kx)c.

Обидвi верхня та нижня оцiнки збiгаються, при k →∞, до0, якщо log τ + x < 0,

1, якщо log τ + x > 0.

Тому за теоремою про двох полiцейських P{k−1 logGk ≤ x|Ik} збiгає-
ться до того самого значення майже напевно. За теоремою Лебега про
мажоровану збiжнiсть, те саме виконується й для безумовної ймовiрностi
P
{

1
k logGk ≤ x

}
. Це завершує доведення.

Лема 50. Для випадкового блукання Sk, визначеного формулою (3.10), вико-
нується

1

k
logSk

P→ − log τ

при k →∞.
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Доведення. Запишемо функцiю розподiлу Sk

P{Sk ≤ x} = E{P{Sk ≤ x|(Ih)0≤h<k}}

та розглянемо бiльш детально умовну ймовiрнiсть пiд математичним сподi-
ванням.

Оскiльки Sk ≥ Gk−1, отримуємо верхню оцiнку

P{Sk ≤ x|(Ih)0≤h<k} ≤ P{Gk−1 ≤ x|(Ih)0≤h<k}, (3.14)

та нерiвнiсть виконується й для математичного сподiвання, тобто й для без-
умовної ймовiрностi.

Нагадаємо, що при фiксованому (Ih)0≤h≤k, випадковi величини (Gh)0≤h≤k

незалежнi.Ми також знаємо,щоGh

st
≤ Gk (0 ≤ h < k), оскiльки послiдовнiсть

(|Ih|)h≥0 не зростає. Отже, ми можемо побудувати оцiнку
k−1∑
h=0

Gh

st
≤

k−1∑
h=0

G
(h)
k

st
≤ k max

0≤h<k
G

(h)
k = kĜk, (3.15)

де (G
(h)
k )0≤h<k – набiр незалежних копiй геометрично розподiленої випадко-

вої величини з параметром τ k/2d, що забезпечує Gk

st
≤ G

(1)
k , та ми позначили

Ĝk := max0≤h<kG
(h)
k . Зауважимо, що нерiвнiсть справджується й для матема-

тичних сподiвань, що значить, що вона виконується й для безумовних значень
Sk.

Пiдрахуємо функцiю розподiлу Ĝk

P
{

1

k
log Ĝk ≤ x

}
= P{Ĝk ≤ exp(kx)} =

(
1− (1− τ k/2d)bexp(kx)c

)k
,

та звiдси, при k →∞,

P
{

1

k
log Ĝk ≤ x

}
→

0, якщо log τ + x < 0,

1, якзо log τ + x ≥ 0.
(3.16)

Тепер поєднаємо (3.14) та (3.15) й прологарифмуємо нерiвностi, щоб отри-
мати

logGk−1

st
≤ logSk

st
≤ log k + log Ĝk.
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Подiливши все на k отримаємо

k − 1

k

logGk−1

k − 1

st
≤ logSk

k

st
≤ log k

k
+

log Ĝk

k
.

З леми 49 та формули (3.16), спрямовуючи k →∞, маємо
1

k
logSk

d→ − log τ.

Збiжнiсть за ймовiрнiстю випливає з того факту, що граничне значення є
константою.

Доведення теореми 48. Почнемо з пiдрахунку функцiї розподiлу Ln
log n в до-

вiльнiй точцi x > 0 та x 6= −1/ log τ

P
{

Ln
log n

> x

}
=P{Ln > x log n} = P{Sbx log nc ≤ n}

=P{logSbx log nc ≤ log n} = P
{

logSbx log nc

log n
≤ 1

}
=P
{

logSbx log nc

x log n
≤ 1

x

}
.

З леми 50 отримуємо

P
{

logSbx log nc

x log n
≤ 1

x

}
→

0, 1/x < − log τ,

1, 1/x > − log τ,

при k →∞, та звiдси

P
{

Ln
log n

≤ x

}
= 1− P

{
Ln

log n
> x

}
→

1, x > −1/ log τ,

0, x < −1/ log τ.

Оскiльки збiжнiсть за розподiлом до константи означає й збiжнiсть за ймо-
вiрнiстю, теорема доведена.

Зауважимо, що для доведення теореми 48 ми лише використовували, що
|Ih|/τh вiддiленi вiд нуля та вiд нескiнченностi деякими абсолютними кон-
стантами. Наступнi результати демонструють збiжнiсть Ln вздовж пiдпослi-
довностей. Спочатку доведемо результат щодо випадкового блукання (Sk).
Нагадаємо, що I∞ позначає стацiонарний розподiл ланцюга (Ih/τ

h)h≥0.
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Лема 51. Для випадкового блукання Sk, що визначене в (3.10), при k → ∞,
виконується

τ kSk
d→ G∞,

деG∞ – випадковий ряд
∑∞

j=1 ξj. Тут (ξj)j≥0 позначають умовно незалежнi,
при фiксованому I∞, випадковi величини такi, що ξj ∼ Exp( |I∞|

2dτ j
).

Доведення. Запишемо характеристичну функцiю τ kSk:

EeitτkSk =E
[
E
(
eitτ

kSk|(Ih)0≤h<k

)]
= E

[
k−1∏
j=0

|Ij|/2d

e−itτk − (1− |Ij|/2d)

]

=E

[
k−1∏
j=0

|Ij|/2d

1− itτ k +O(τ 2k)− (1− |Ij|/2d)

]

=E

[
k−1∏
j=0

|Ij|/2d

|Ij|/2d − itτ k +O(τ 2k)

]

=E

[
k−1∏
j=0

1

1− 2ditτ k−j τ
j

|Ij | +O(τ
2k

|Ij |)

]

=E

[
k∏
j=1

1

1− 2ditτ j τ
k−j

|Ik−j | +O( τk

|Ik−j |)O(τ k)

]

=E

 M∏
j=1

1

1− 2ditτ j τ
k−j

|Ik−j | +O(τ k)
·

k∏
j=M+1

1

1− 2ditτ j τ
k−j

|Ik−j | +O(τ k)


=E [Ak,M(t) ·Bk,M(t)] ,

(3.17)
де 1 ≤M < kфiксованийпараметр таO( τk

|Ik−j |) = O(1) випливає з твердження
37.

З теореми 47 збiжнiсть за повною варiацiєю означає й збiжнiсть за роз-
подiлом. Крiм того збiжнiсть об’ємiв також виконується, беручи до уваги
особливостi розглядуваних паралелепiпедiв (див. формулу (3.4)). Отже, для
кожного фiксованогоM при k →∞ маємо

Ak,M(t)
d→

M∏
j=1

1

1− 2ditτ j/|I∞|
. (3.18)
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Тепер покажемо, що, для всiх ε > 0,

lim
M→∞

lim sup
k→∞

P{|Ak,M(t)Bk,M(t)− Ak,M(t)| ≥ ε} = 0. (3.19)

За нерiвнiстю Маркова

P{|Ak,M(t)Bk,M(t)− Ak,M(t)| ≥ ε} ≤ E|Ak,M(t)||Bk,M(t)− 1|
ε

. (3.20)

Спочатку покажемо, що Bk,M(t) збiгається до 1, показавши, що модуль та
аргумент комплексного числа збiгаються. Для модуля маємо

|Bk,M(t)|2 =
k∏

j=M+1

1

(1 +O(τ k))2 + (2dtτ j τ
k−j

|Ik−j | +O(τ k))2
,

log |Bk,M(t)|2 =−
k∑

j=M+1

log

[
(1 +O(τ k))2 +

(
2dtτ j

τ k−j

|Ik−j|
+O(τ k)

)2
]

=−
k∑

j=M+1

log

[
1 +O(τ k) + 22dt2τ 2j

(
τ k−j

|Ik−j|

)2

+O(τ k)

]

= −
k∑

j=M+1

[
22dt2τ 2j

(
τ k−j

|Ik−j|

)2

+O(τ k) +O(τ 4j) +O(τ 2j+k) +O(τ 2k)

]

=−
k∑

j=M+1

[
O(τ 2j) +O(τ k)

]
.

Розклад для логарифму виконується починаючи з деякого достатньо великого
M . Ми також використали твердження 37, котре вказує, що τ k−j/|Ik−j| обме-
женi невипадковими константами, що також не залежать вiд k−j. Зауважимо,
що при фiксованому t, константи в залишкахO(τ 2j) таO(τ k) рiвномiрнi, тоб-
то не залежать вiд j, k. Таким чином можемо записати

lim
M→∞

lim sup
k→∞

k∑
j=M+1

[
O(τ 2j) +O(τ k)

]
= 0 м.н.
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Для аргументу запишемо

argBk,M(t) =−
k∑

j=M+1

Arg
(

1− 2ditτ j
τ k−j

|Ik−j|
+O(τ k)

)

=
k∑

j=M+1

 2dtτ j τ
k−j

|Ik−j |√
1 + 22dt2τ 2j

(
τk−j

|Ik−j |

)2
+O(τ 3j) +O(τ k)


=

k∑
j=M+1

[
O(τ j) +O(τ k)

]
.

Розклад для головного аргументу виконується починаючи з деякого достатньо
великогоM . Розмiрковуючи як i до цього можна записати

lim
M→∞

lim sup
k→∞

argBk,M(t) = 0 м.н.

Ми також показали в процесi, що починаючи з деяких достатньо великих
k таM величина |Bk,M(t)| обмежена невипадковою константою B > 0 на до-
вiльному стохастичному шляху. Оскiльки |Ak,M(t)Bk,M(t)| = 1, то |Ak,M(t)|
також обмежена деякою константою A > 0. Отже, отримуємо

E|Ak,M(t)||Bk,M(t)− 1|
ε

≤ AE|Bk,M(t)− 1|
ε

.

Ми вже показали, що

lim
M→∞

lim sup
k→∞

|Bk,M(t)− 1| = 0 м.н.

Оскiльки |Bk,M(t) − 1| ≤ 1 + B, то за теоремою Лебега про мажоровану
збiжнiсть

lim
M→∞

lim
k→∞

E|Bk,M(t)− 1| = 0.

Поєднуючи всi частини разом, отримуємо (3.19).
Згiдно з теоремою 64, наведенiй в додатку, маємо, що, при k →∞,

eitτ
kSk d→ lim

M→∞

M∏
j=1

1

1− 2ditτ j/|I∞|
=
∞∏
j=1

1

1− 2ditτ j/|I∞|
.
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Елементи послiдовностi (eitτ
kSk)k≥0 рiвномiрно iнтегрованi як характери-

стичнi функцiї, тому математичнi сподiвання теж збiгаються, при k →∞,

EeitτkSk → E
∞∏
j=1

1

1− 2ditτ j/|I∞|
,

та граничне значення є характеристичною функцiєю G∞, що завершує дове-
дення.

Теорема 52. Для довiльного фiксованого T > 0

LbTτ−nc − n
d→ L(T )

∞

при n→∞ та функцiя розподiлу L(T )
∞ рiвна

P{L(T )
∞ ≤ m} = 1− P{G∞ ≤ Tτm}

для всiхm ∈ Z з G∞ визначеному в лемi 51.

Доведення. ОскiлькиLbTτ−nc−n приймає значення лише вZ ми дослiджуємо
функцiюрозподiлу тiльки на цiлих значеннях.ДляфiксованихT > 0 таm ∈ Z
маємо

P{LbTτ−nc − n > m} =P{LbTτ−nc > n+m} = P{Sn+m ≤ bTτ−nc}

=P{τn+mSn+m ≤ τn+mbTτ−nc}.

З леми 51 та того факту, що τnbTτ−nc → T при n→∞, отримуємо

lim
n→∞

P{τn+mSn+m ≤ τn+mbTτ−nc} = P{G∞ ≤ Tτm},

що завершує доведення.

3.3 Одновимiрна збiжнiсть

В цьому пiдроздiлi ми аналiзуємо випадкову рекурсiю (3.3). Зафiксуємо до-
вiльний вимiр i ∈ 1, d. Спрямовуючи h→∞ в (3.3) ми формально отримуємо
стохастичне рiвняння нерухомої точки для граничного значення X∞ послi-
довностi X(i)

h :

X∞
d
= min{τ−1uX∞, 1}+ min{τ−1(1− u)X∞, 1}, (3.21)
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де u рiвномiрно розподiлена випадкова величина на [0, 1]. Покажемо, щоX(i)
h

збiгається до X∞, при h → ∞, використовуючи метод стискаючих вiдобра-
жень.

Теорема 53. Вiдображення L (X) 7→ L (f(X)) в просторi ймовiрнiсних мiр
на [1, 2], що надiлений `1-мiнiмальною метрикою, з

f(X) = min

{
uX

τ
, 1

}
+ min

{
(1− u)X

τ
, 1

}
є строго стискаючим, де u рiвномiрно розподiлена випадкова величина на
[0, 1], незалежна вiд випадкової величини X .

Означення 54. `1-мiнiмальна метрика мiж двома випадковими величинамиX
та Y задається формулою

`1(X, Y ) = inf E|X̂ − Ŷ |,

де iнфiмум береться по всiх парах випадкових величин (X̂, Ŷ ) таких, що
X̂ ∼ X та Ŷ ∼ Y .

Доведення теореми 53. Аналогiчно до доведення твердження 37 можна пе-
ревiрити, що якщоX приймає значення на [1, 2], те ж саме виконується й для
f(X) = f(X, u).

Доведемо властивiсть стискання в два кроки.
Крок 1.Пiдрахуємо `1-мiнiмальну вiдстань мiж f(x, u1) та f(y, u2) для фiксо-
ваних невипадкових чисел x, y ∈ [1, 2]. Маємо

`1(f(x, u), f(y, u)) = inf E|f(x, u1)− f(x, u2)|.

Оскiльки iнфiмум береться по всiм можливим залежностям мiж u1 та u2,
можемо обрати u1 = u2 = u. Тодi

`1(f(x, u1), f(y, u2)) ≤
∫

[0,1]

|f(x, u)− f(y, u)|du.

Припустимо на деякий час, що iснує константа α ∈ (0, 1) така, що∫
[0,1]

|f(x, u)− f(y, u)|du ≤ α|x− y|. (3.22)
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Крок 2. Пiдрахуємо `1-мiнiмальну вiдстань мiж f(X, u1) та f(Y, u2). Поєдну-
ючи вищенаведенi оцiнки, отримуємо

`1(f(X, u1), f(Y, u2)) ≤ αE|X̂ − Ŷ |,

для довiльної пари (X̂, Ŷ ) такої, що X̂ ∼ X та Ŷ ∼ Y . Переходячи до нижньої
межi по всiм таким парами, отримуємо

`1(f(X, u1), f(Y, u2)) ≤ α`1(X, Y )

для деякої константи α ∈ (0, 1), що є означенням строго стискаючого вiд-
ображення.

Залишається довести (3.22). Спочатку роздiлимо f на суму двох функцiй.

f(x, u) = f1(x, u) + f2(x, u),

де

f1(x, u) = min

{
uX

τ
, 1

}
=


ux
τ , u < τ

x ,

1, u ≥ τ
x

та f2(x, u) = min{ (1−u)X
τ , 1}.

Пiдрахуємо наступний iнтеграл за умови x ≤ y:∫ 1

0

|f1(x, u)− f1(y, u)|du =

∫ τ/y

0

(uy
τ
− ux

τ

)
du

+

∫ τ/x

τ/y

(
1− ux

τ

)
du+

∫ 1

τ/x

(1− 1)du

=

∫ τ/y

0

u

τ
(y − x)du+

∫ τ/x

τ/y

du−
∫ τ/x

τ/y

x

τ
du

=
y − x
τ

u2

2

∣∣∣τ/y
0

+

(
τ

x
− τ

y

)
− x

τ

u2

2

∣∣∣τ/x
τ/y

=
y − x

2τ

τ 2

y2
+

(
τ

x
− τ

y

)
− x

2τ

(
τ 2

x2
− τ 2

y2

)
=
τ(y − x)

2y2
+
τ

x
− τ

y
− τ

2x
+
τx

2y2

=
τx(y − x) + 2τy2 − 2τxy − τy2 + τx2

2xy2

=
−τxy + τy2

2xy
=
τ

2

y − x
xy

.
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Аналогiчно, якщо y ≤ x, то отримуємо∫ 1

0

|f1(x, u)− f1(y, u)|du ≤ τ

2

x− y
xy

,

що призводить до ∫ 1

0

|f1(x, u)− f1(y, u)|du ≤ τ

2

|x− y|
xy

. (3.23)

Тепер оцiнимо той самий iнтеграл для f2, де

f2(x, u) =

1, 1− u ≥ τ
x ,

(1−u)x
τ , 1− u < τ

x .

Пiд iнтегралом зробимо замiну v = 1− u:∫ 1

0

|f2(x, u)− f2(y, u)|du =

∫ 1

0

|f2(x, 1− v)− f2(y, 1− v)|dv,

де миттєво отримуємо ту саму оцiнку, що й (3.23), оскiльки f2(x, 1 − v) =

f1(x, v).
Нарештi,∫

[0,1]

|f(x, u)− f(y, u)|du ≤
∫ 1

0

|f1(x, u)− f1(y, u)|du

+

∫ 1

0

|f2(x, u)− f2(y, u)|du

≤τ
2

|x− y|
xy

+
τ

2

|x− y|
xy

= τ
|x− y|
xy

≤ τ |x− y|,

що доводить (3.22) з α = τ .

Наслiдок 55. Стохастичне рiвняння нерухомої точки (3.21) має єдиний
розв’язок X∞ в просторi ймовiрнiсних мiр на [1, 2] та X

(i)
h

d→ X∞, при
h→∞, для кожного фiксованого i = 1, . . . , d.

Зауваження 56. Ми отримали той самий результат, що й у попередньому
роздiлi без звертання до геометричної iнтерпретацiї й аналiзу, проте з явним
використанням розподiлу послiдовностi точок x1, x2, . . . . Це також дозволило
нам вивести стохастичне рiвняння нерухомої точки для X∞. Нагадаємо, що
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I∞ позначає d-вимiрний прямокутний паралелепiпед зi сторонами паралель-
ними осям координат, його розмiри по всiм розмiрностям можуть бути заданi
набором (X

(1)
∞ , . . . , X

(d)
∞ ), де (X

(i)
∞ )1≤i≤d незалежнi копiї в.в. X∞.

Виявляється, що розподiл X∞ можна знайти явно, використовуючи сто-
хастичне рiвняння нерухомої точки (3.21) шляхом прямого обчислення її
функцiї розподiлу вигляду1 F (t) = P{X∞ < t}. Розв’язок суттєво залежить
вiд параметра τ .

Розглянемо спочатку випадок τ ≤ 1/2.
Для t ∈ [1, 2] запишемо

P{X∞ < t} =P
{

min

{
uX∞
τ

, 1

}
+ min

{
(1− u)X∞

τ
, 1

}
< t

}
=P
{

1 + 1 < t,
uX∞
τ
≥ 1,

(1− u)X∞
τ

≥ 1

}
+ P

{
uX∞
τ

+
(1− u)X∞

τ
< t,

uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
< 1

}
+ P

{
uX∞
τ

+ 1 < t,
uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
≥ 1

}
+ P

{
1 +

(1− u)X∞
τ

< t,
uX∞
τ
≥ 1,

(1− u)X∞
τ

< 1

}
.

Перший доданок очевидно рiвний 0, оскiльки ми припускаємо, що t ≤ 2.
Другий доданок також рiвний 0, оскiльки подiї {uX∞τ < 1} та { (1−u)X∞

τ < 1}
не можуть вiдбутись одночасно при τ ≤ 1/2. Оскiльки останнi два доданки
симетричнi, то

P{X∞ < t} =2P
{
uX∞
τ

+ 1 < t,
uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
≥ 1

}
=2P

{
uX∞
τ

+ 1 < t,
(1− u)X∞

τ
≥ 1

}
=2P

{
u <

τ(t− 1)

X∞
, u ≤ X∞ − τ

X∞

}
= 2P

{
u <

τ(t− 1)

X∞

}
.

Тут в другому переходi ми використали, що подiя {uX∞τ + 1 < t} є наслiдком
подiї {uX∞τ < 1}. Та в останньому переходi було використано, що подiя {u <

1Звернемо увагу, що в цьому виглядi використовується знак строго менше.

- 112 -



τ(t−1)
X∞
} включає в себе подiю {u ≤ X∞−τ

X∞
}, оскiльки τt < 1 ≤ X∞. Нарештi,

P{X∞ < t} =2P
{
u <

τ(t− 1)

X∞

}
= 2E

(
P
{
τ(t− 1)

X∞
> u

} ∣∣X∞)
=2E

(
τ(t− 1)

X∞

)
= 2τE

1

X∞
(t− 1).

(3.24)

Також маємо особливий випадок X∞ = 2:

P{X∞ = 2} =P
{

1 + 1 = 2,
uX∞
τ
≥ 1,

(1− u)X∞
τ

≥ 1

}
=P
{
u ≥ τ

X∞
, u ≤ 1− τ

X∞

}
= 1− 2τE

1

X∞
.

(3.25)

З (3.24) та (3.25) можна бачити, щоX∞ є комбiнацiєю рiвномiрного розпо-
дiлу на [1, 2) та атому в точцi 2. Нам лише залишається пiдрахувати константу
E 1
X∞

.

E
1

X∞
=

1

2
P{X∞ = 2}+

∫ 2

1

1

t
dP{X∞ < t}

=
1

2

(
1− 2τE

1

X∞

)
+

∫ 2

1

2τE 1
X∞

t
dt

=
1

2

(
1− 2τE

1

X∞

)
+ 2τE

1

X∞
(log 2− log 1).

(3.26)

Розв’язавши (3.26) для невiдомої величини E 1
X∞

, отримуємо, що

E
1

X∞
=

1

2τ(1− 2 log 2 + 1/τ)
.

Вiдтепер припускаємо, що τ > 1/2. Почнемо, як i в попередньому випадку,
проте запишемо всi варiанти для мiнiмумiв окремо.

Ситуацiя X∞ = 2 можлива лише коли обидва мiнiмуми набувають значе-

- 113 -



ння 1:

P{X∞ = 2} =P
{

1 + 1 = 2, 1 ≤ uX∞
τ

, 1 ≤ (1− u)X∞
τ

}
=P
{

τ

X∞
≤ u ≤ X∞ − τ

X∞
, X∞ ≥ 2τ

}
=

∫
[2τ,2]

(
1− τ

x

)
dF (x)−

∫
[2τ,2]

τ

x
dF (x)

=1− F (2τ)− 2τ

∫
[2τ,2]

1

x
dF (x)

=1− F (2τ)− 2τ

(
E

1

X∞
−
∫

[1,2τ)

1

x
dF (x)

)
.

(3.27)

Коли X∞ < 2 iснують двi можливостi, що лише один iз мiнiмумiв в (3.21)
рiвний 1, та обидвi цi ситуацiї симетричнi, отож ми розписуємо лише одну iз
них:

P
{
uX∞
τ

+ 1 < t,
uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
≥ 1

}
= P

{
u <

τ(t− 1)

X∞
, X∞ ≥ τt

}
+ P

{
u ≤ X∞ − τ

X∞
, X∞ < τt

}
=

∫
[τt,2]

τ(t− 1)

x
dF (x) +

∫
[1,τ t]

(
1− τ

x

)
dF (x)

= τ(t− 1)

(
E

1

X∞
−
∫

[1,τ t)

1

x
dF (x)

)
+ F (τt)− τ

∫
[1,τ t)

1

x
dF (x).

(3.28)

Остання можливiсть, що X∞ < 2, трапляється, коли обидва мiнiмуми
меншi за 1.

P
{
uX∞
τ

+
(1− u)X∞

τ
< t,

uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
< 1

}
= P

{
X∞ − τ
X∞

< u <
τ

X∞
, x < τt

}
=

∫
[1,τ t]

τ

x
dF (x)−

∫
[1,τ t]

(1− τ

x
)dF (x)

= 2τ

∫
[1,τ t]

1

x
dF (x)− F (τt).

(3.29)
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Поєднавши (3.28) та (3.29), отримуємо, при t ∈ [1, 2],

P{X∞ < t} =P
{
uX∞
τ

+
(1− u)X∞

τ
< t,

uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
< 1

}
+ 2P

{
uX∞
τ

+ 1 < t,
uX∞
τ

< 1,
(1− u)X∞

τ
≥ 1

}
=F (τt) + 2τ(t− 1)

(
E

1

X∞
−
∫

[1,τ t)

1

x
dF (x)

)
.

(3.30)
Тепер покажемо як отримати точнi значення ймовiрностi (3.30). На кроцi

1 припустимо, що t ∈ [1, 1/τ ], тодi τt < 1 й з (3.30):

P{X∞ < t} = 0 + 2τ(t− 1)

(
E

1

X∞
− 0

)
= 2τ(t− 1)E

1

X∞
.

Також,
dF (t) = 2τE

1

X∞
dt.

Ми повторюємо процедуру пiдрахунку ймовiрностей та похiдних для t ∈
[1/τ, 1/τ 2] й так далi на наступних iнтервалах, використовуючи результати з
попереднiх iнтервалiв. Бiльш загально, пiдрахуємо значення на iнтервалi на
кроцi k, тобто коли t ∈ [1/τ k−1, 1/τ k].

Маємо τt ∈ [1/τ k−2, 1/τ k−1], що означає, що F (τt) є значенням з попе-
реднього iнтервалу й ми його вже можемо використовувати. Також маємо
iнтегральну частину в (3.30):∫

[1,τ t)

1

x
dF (x) =

∫ 1/τ

1

1

x
dF (x) +

∫ 1/τ2

1/τ

1

x
dF (x) + · · ·+

∫ τt

1/τk−2

1

x
dF (x),

де iнтеграли беруться, використовуючи пiдрахованi похiднi на перших k − 1

iнтервалах вiдповiдно.
На деякому k матимемо 1/τ k > 2, тому ми припиняємо пiдрахунок iнтер-

валiв. У нас також є лише одна невiдома величина E 1
X∞

. Ми пiдраховуємо це
значення явно, використовуючи знайденi ймовiрностi, та розв’язуємо рiвня-
ння вiдносно цiєї величини.

Приклад 57. Знайдемо X∞, коли 1/τ < 2 ≤ 1/τ 2 (k = 2), тобто 1/2 < τ ≤
1/
√

2.
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Якщо t ≤ 1/τ , отримуємо

P{X∞ < t} = 2τ(t− 1)E
1

X∞
, dF (t) = 2τE

1

X∞
dt. (3.31)

Якщо t ≥ 1/τ ,∫
[1,τ t]

1

x
dF (x) =

∫ τt

1

2τE 1
X∞

x
dx = 2τE

1

X∞
log(τt). (3.32)

Пiсля пiдстановки (3.31) та (3.32) в (3.30), отримуємо

P{X∞ < t} =F (τt) + 2τ(t− 1)

(
E

1

X∞
− 2τE

1

X∞
log(τt)

)
=

=2τ(τt− 1)E
1

X∞
+ 2τ(t− 1)E

1

X∞
− 4τ 2(t− 1) log(τt) =

=2τE
1

X∞
(t+ τt− 2τt log(τt) + 2τ log(τt)− 2),

та диференцiал рiвний

dF (t) = 2τE
1

X∞

(
1 + τ − 2τ(1 + log(τt)) + 2τ

1

t

)
dt.

Для пiдрахунку P{X∞ = 2} скористаємось формулою (3.27).

P{X∞ = 2} =1− F (2τ)− 2τ

(
E

1

X∞
−
∫

[1,2τ)

1

x
dF (x)

)
= 1− P{X∞ < 2}

=1− 2τE
1

X∞
(2 + 2τ − 4τ log(2τ) + 2τ log(2τ)− 2)

=1− 4τ 2E
1

X∞
(1− log(2τ)).
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Залишається знайти константу E 1
X∞

, що робиться так:

E
1

X∞
=

1

2

(
1− 4τ 2E

1

X∞
(1− log(2τ))

)
+

∫ 1/τ

1

2τE 1
X∞

x
dx

+

∫ 2

1/τ

2τE 1
X∞

(1 + τ − 2τ(1 + log(τt)) + 2τ 1
t )

x
dx

=
1

2

(
1− 4τ 2E

1

X∞
(1− log(2τ))

)
+

∫ 1/τ

1

2τE 1
X∞

x
dx

+ 2τE
1

X∞

(∫ 2

1/τ

1 + τ − 2τ

x
dx+

∫ 2

1/τ

−2τ log τx

x
dx+

∫ 2

1/τ

2τ

x2
dx

)
=

1

2

(
1− 4τ 2E

1

X∞
(1− log(2τ))

)
+

∫ 1/τ

1

2τE 1
X∞

x
dx+ 2τE

1

X∞
∗

∗
(

(1− τ)(log 2− log(1/τ))− τ(log2(2τ)− log2(τ/τ))− 2τ

(
1

2
− τ
))

=
1

2

(
1− 4τ 2E

1

X∞
(1− log(2τ))

)
− 2τE

1

X∞
log(τ)

+ 2τE
1

X∞

(
(1− τ) log(2τ)− τ log2(2τ) + 2τ

(
τ − 1

2

))
.

Розв’язавши це рiвняння вiдносно невiдомої величини E 1
X∞

, отримуємо:

E
1

X∞
=

1

2(1− 4τ 3 + 4τ 2 + 2τ 2 log2(2τ) + 2τ log(τ)− 2τ log(2τ))
.

3.4 Балансування

В цьому пiдроздiлi ми розглядатимемо лише частковий випадок d = 1. У
цьому випадку |Ih| = I

(1)
h . Надалi для простоти позначень ми не будемо

писати верхнiй iндекс (1) у величинах, наприклад, писатимемо Ih замiсть
I

(1)
h .
Нагадаємо, що бiнарне дерево з n вершин називається збалансованим,

якщо його висота рiвна dlog(n+1)/ log 2e−1, що є її абсолютним мiнiмумом.
Процедурою балансування в комп’ютерних науках називають довiльнi опера-
цiї над деревом, що призводять до зменшення його висоти та не порушують
його характеристичнi властивостi.
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Пiдрахуємо математичне сподiвання Ih – розмiру розбиттiв простору, що
породженi найлiвiшим шляхом випадкового VP-дерева. Для цього скориста-
ємось рекурсивною формулою (3.2):

EIh = E
[
min{uhIh−1, τ

h}+ min{(1− uh)Ih−1, τ
h}
]
.

З адитивностi математичного сподiвання та оскiльки uh й 1− uh мають одна-
ковий рiвномiрний розподiл на [0, 1], середнi значення обох мiнiмумiв будуть
рiвними. Звiдси

EIh =2Emin{uhIh−1, τ
h} = 2E

[
τh + min{uhIh−1 − τh, 0}

]
=2τh + 2E(uhIh−1 − τh)1{uhIh−1−τh≤0}

=2τh + 2E
[
(uhIh−1 − τh)1{uhIh−1−τh≤0}|Ih−1

]
=2τh + 2E

[
uhIh−11{uh≤τh/Ih−1}|Ih−1

]
− 2τhE

[
1{uh≤τh/Ih−1}|Ih−1

]
=2τh + 2E

[
τ 2h

2I2
h−1

Ih−1

∣∣∣Ih−1

]
− 2τhE

[
τh

Ih−1

∣∣∣Ih−1

]
=2τh + τ 2hE

1

Ih−1
− 2τ 2hE

1

Ih−1

=2τh − τ 2hE
1

Ih−1
.

(3.33)

В процесi ми також скористались твердженням 37, звiдки випливає, що
τh/Ih−1 ≤ τ < 1. В термiнах Xh = Ih/τ

h рiвняння (3.33) приймає дуже
простого вигляду

EXh = 2− τE 1

Xh−1
.

Iдея балансування випадкового VP-дерева полягає у тому, щоб обрати
параметр τ так, щоб у середньому пiдпростори дiлились навпiл, таким чином
кiлькiсть точок, що потраплятимуть в лiвi на правi пiддерева будуть рiвними
в середньому. Для цього покладемо

EI1 = 1,

оскiльки початковий простiр має розмiр 2. З рiвняння (3.33) маємо

1 = 2τ − τ 2 1

2
(3.34)
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для невiдомого τ . Розв’язками цього квадратного рiвняння є значення 2−
√

2

та 2 +
√

2, проте лише перше з них належить iнтервалу (0, 1). Остаточно ми
можемо сформулювати гiпотезу щодо балансування.

Гiпотеза 58. Випадкове VP-дерево при d = 1 буде найбiльш збалансованим
при значеннi параметра τ = 2−

√
2.

Емпiрична перевiрка цiєї гiпотези буде виконана в пiдроздiлi математи-
чного моделювання.

3.5 Математичне моделювання

На початку наведемо декiлька зображень випадкових VP-дерев за рiзних зна-
чень параметра τ , щоб мати уявлення про їх структуру та про вплив цього
параметра. Нагадаємо, що в роботi було наведено схему вибору порогового
значення як τh, де h – або рiвень вершини плюс один, це дерево позначати-
меться як звичайне VP-дерево (VPTree), або як кiлькiсть “поворотiв влiво”
на шляху вiд кореня до вершини плюс один, це дерево позначатиметься як
VPTreeLefts. В обох випадках генерувалось n = 1000 точок в [−1, 1], тобто
при d = 1.

На рисунку 3.2 зображено приклади реалiзацiй звичайних VP-дерев. На
рисунку 3.3 зображено реалiзацiї дерев VPTreeLefts повторюючи деякi зна-
чення параметра. Можна бачити закономiрнiсть, що друга модель “змiщена
влiво” за рахунок зменшення величини h, й загальна тенденцiя полягає в
змiщеннi з права налiво при зростаннi параметра τ . Нагадаємо, що розподiл
найлiвiшого шляху в обох випадках однаковий.

До того ж на рисунку 3.2 можна вiзуально побачити, що гiпотеза 58 справ-
джується для звичайного VP-дерева. Щоб перевiрити це бiльш детально зге-
неруємо для рiзних значень параметра τ по 1000 незалежних випадкових
VP-дерев й пiдрахуємо їх середню висоту. Результати цього представленi
в таблицi 3.1. Дiйсно, найменша середня висота досягається при значення
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τ = 0.4 τ = 0.5

τ = 2−
√

2− 0.03 τ = 2−
√

2

τ = 2−
√

2 + 0.03 τ = 0.7

Рис. 3.2: Приклади реалiзацiї випадкового VP-дерева за рiзних значень параметра τ .

τ = 2−
√

2 ≈ 0.585786 ≈ 0.59, що пiдтверджує висунуту гiпотезу. Зауважи-
мо, що оскiльки n = 1000, то повнiстю збалансоване дерево мало б висоту
рiвну 9.

В пiдроздiлi 3.3 було пiдраховано граничний розподiл для нормованої дов-
жини розбиттiв,що породженi найлiвiшимшляхом, в одновимiрному випадку.
На наступних графiках можна переконатись в коректностi отриманих теоре-
тичних результатiв. На рисунку 3.4 зображено одночаснi графiки отриманих
теоретичних значень F (t) та статистичних значень. Пiд статистичними зна-
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τ = 0.3 τ = 0.4

τ = 0.5 τ = 0.6

Рис. 3.3: Приклади реалiзацiї дерева VPTreeLefts за рiзних значень параметра τ .

τ Середня висота τ Середня висота

0.55 25.774 0.62 15.874
0.56 19.529 0.63 16.257
0.57 16.455 0.64 16.63
0.58 15.042 0.65 17.044
0.59 14.919 0.66 17.521
0.6 15.158 0.67 18.052
0.61 15.475 0.68 18.518

Табл. 3.1: Середня висота звичайного випадковогоVP-дерева при рiзних значеннях параметра
τ .

ченнями ми розумiємо емпiричну кумулятивну функцiю розподiлу, що отри-
мана зi значеньX(i)

h , що були отриманi з 10000 послiдовних iтерацiй процесу
(3.3).

На рисунку 3.5 зображено графiки теоретичних та статистичних значень
F (t) при τ , що належить iнтервалу з прикладу 57.

Завершуючи зображення функцiї розподiлу, без пiдрахунку та вказування
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Рис. 3.4: Графiк теоретичних та статистичних значень функцiї розподiлу F (t) в.в. X∞ при
τ = 0.4.

Рис. 3.5: Графiк теоретичних та статистичних значень функцiї розподiлу F (t) в.в. X∞ при
τ = 0.7.

її теоретичних значень ми наводимо приклад як вона в подальшому змiню-
ється з ростом τ зображаючи лише її статистичнi значення на рисунку 3.6
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τ = 0.8 τ = 0.85

τ = 0.9 τ = 0.95

Рис. 3.6: Еволюцiя пiдрахованої статистично функцiї розподiлу F (t) в.в.X∞ при збiльшеннi
значень τ .

при рiзних значеннях параметра. Зауважимо, що з графiкiв випливає, що при
τ → 1 виконуєтьсяX∞

d→ 1. Проте цей результат є досить природнiм, оскiль-
ки при τ = 1 послiдовнiсть X(i)

h на кожному кроцi може лише спадати та з
твердження 37, що виконується й при τ = 1, обмежена знизу величиною 1.
Ця властивiсть бiльш строго була дослiджена в роботах [1, 45].

Нарештi наведемо результат, що отриманий суто шляхом моделювання
та який демонструє зв’язок мiж таким некласичним функцiоналом як дов-
жина найлiвiшого шляху та класичною характеристикою – висотою дерева.
На рисунку 3.7 зображено середнє вiдношень довжини найлiвiшого шляху
та загальної висоти дерева, позначеної Hn, за рiзних параметрiв τ та рiзної
кiлькостi вершин у деревi n (d = 1), усереднення вiдбувалось з 50 незалежних
однакових генерацiй дерева.

З графiкiв випливає, зокрема для другого правила вибору порогового зна-
чення, залежнiсть мiж дослiдженим функцiоналом та таким класичним фун-
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Звичайне VP-дерево
VP-дерево з модифiкованим правилом

вибору порогового значення

Рис. 3.7: Графiк середнього вiдношення довжини найлiвiшого шляху до висоти дерева за
рiзних параметрiв τ та кiлькостi вершин n.

кцiоналом як висота, що слугує мотивацiєю для подальших дослiджень з
використанням вже отриманих результатiв.

3.5.1 Програмний код мовою Python3. На початку наведемо iмплемен-
тацiю VP-дерева. В лiстингу 3.1 наведено загальний клас дерева, з озна-
ченими спiльними функцiоналами дерева як розмiр найлiвiшого шляху
get_left_path() та висота get_height(), що реалiзованi звичайним проходом
по цьому шляху та проходом дерева в глибину вiдповiдно. В лiстингу 3.2
наведено реалiзацiї звичайного VP-дерева та модифiкованого VPTreeLefts.
Вiдрiзняються вони саме реалiзацiєю функцiї додавання нової точки, точнi-
ше способом пiдрахунку величини h.

1 # t r e e . py
2 import abc
3
4
5 c l a s s Tree ( abc .ABC ) :
6 # a b s t r a c t t r e e c l a s s
7
8 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f ) :
9 s e l f . p a r e n t = None # pa r e n t o f each node
10 s e l f . sons = [ ] # l i s t o f sons
11
12 @abc . a b s t r a c tme t h o d
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13 def add ( s e l f , p o i n t s ) :
14 # add ing a new p o i n t t o t h e t r e e
15 pass
16
17 def g e t _ h e i g h t ( s e l f ) :
18 # r e t u r n a h e i g h t o f t h e t r e e s t a r t e d i n t h e c u r r e n t node
19 def _d f s ( v , l e v e l ) :
20 _d f s . h = max ( _d f s . h , l e v e l )
21 f o r s in v . sons :
22 i f s i s not None :
23 _d f s ( s , l e v e l + 1)
24 _d f s . h = 0
25 _d f s ( s e l f , 0 )
26
27 re turn _d f s . h
28
29 def g e t _ l e f t _ p a t h ( s e l f ) :
30 # r e t u r n s i z e o f t h e l e f t m o s t pa th s t a r t e d i n t h e c u r r e n t node
31 Ln = 1
32 c u r r e n t _ v e r t e x = s e l f
33 whi le l en ( c u r r e n t _ v e r t e x . sons ) > 0 \
34 and c u r r e n t _ v e r t e x . sons [ 0 ] i s not None :
35 Ln += 1
36 c u r r e n t _ v e r t e x = c u r r e n t _ v e r t e x . sons [ 0 ]
37 re turn Ln

Лiстинг 3.1: Абстрактрий клас для дерева.

1 # v p _ t r e e . py
2 import t r e e
3 import sy s
4 import math
5
6 sy s . s e t r e c u r s i o n l i m i t ( 20000 )
7
8
9 def l 2 _me t r i c ( x , y ) :
10 ans = 0
11 f o r i in range ( l en ( x ) ) :
12 ans += ( x [ i ] − y [ i ] ) * *2
13 re turn math . s q r t ( ans )
14
15
16 def max_metr ic ( x , y ) :
17 ans = 0
18 f o r i in range ( l en ( x ) ) :
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19 ans = max ( ans , abs ( x [ i ] − y [ i ] ) )
20 re turn ans
21
22
23 def t h r e s h o l d _ r u l e ( l e v e l ) :
24 re turn 1 / ( l e v e l +1)
25
26
27 c l a s s VPTree ( t r e e . Tree ) :
28 # ba c i s VP t r e e
29
30 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f , m e t r i c = l 2 _me t r i c , t h r e s h o l d _ r u l e = t h r e s h o l d _ r u l e ) :
31 super ( VPTree , s e l f ) . _ _ i n i t _ _ ( )
32 s e l f . sons = [ None , None ]
33 s e l f . m e t r i c = me t r i c
34 s e l f . t h r e s h o l d _ r u l e = t h r e s h o l d _ r u l e
35 s e l f . v a n t a g e _ p o i n t = None
36 s e l f . t a u = None
37
38 def add ( s e l f , p o i n t , l e v e l = 1 ) :
39 i f s e l f . v a n t a g e _ p o i n t i s None :
40 s e l f . v a n t a g e _ p o i n t = p o i n t
41 s e l f . t a u = s e l f . t h r e s h o l d _ r u l e ( l e v e l )
42 e l s e :
43 i f s e l f . me t r i c ( po i n t , s e l f . v a n t a g e _ p o i n t ) <= s e l f . t a u :
44 i = 0
45 e l s e :
46 i = 1
47 i f s e l f . sons [ i ] i s None :
48 s e l f . sons [ i ] = VPTree ( me t r i c = s e l f . me t r i c ,
49 t h r e s h o l d _ r u l e = s e l f . t h r e s h o l d _ r u l e )
50 s e l f . sons [ i ] . p a r e n t = s e l f
51 s e l f . sons [ i ] . add ( po i n t , l e v e l = l e v e l + 1)
52
53
54 c l a s s VPTreeLef t s ( VPTree ) :
55 # mod i f i e d VP t r e e w i t h h computed as number o f l e f t t u r n s
56 # i n t h e pa th from t h e r o o t
57
58 def _ _ i n i t _ _ ( s e l f , m e t r i c = l 2 _me t r i c , t h r e s h o l d _ r u l e = t h r e s h o l d _ r u l e ) :
59 super ( VPTreeLef t s , s e l f ) . _ _ i n i t _ _ ( me t r i c =me t r i c ,
60 t h r e s h o l d _ r u l e = t h r e s h o l d _ r u l e )
61
62 def add ( s e l f , p o i n t , l e f t s = 1 ) :
63 i f s e l f . v a n t a g e _ p o i n t i s None :
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64 s e l f . v a n t a g e _ p o i n t = p o i n t
65 s e l f . t a u = s e l f . t h r e s h o l d _ r u l e ( l e f t s )
66 e l s e :
67 i f s e l f . me t r i c ( po i n t , s e l f . v a n t a g e _ p o i n t ) <= s e l f . t a u :
68 i = 0
69 e l s e :
70 i = 1
71 i f s e l f . sons [ i ] i s None :
72 s e l f . sons [ i ] = VPTreeLef t s ( me t r i c = s e l f . me t r i c ,
73 t h r e s h o l d _ r u l e = s e l f . t h r e s h o l d _ r u l e )
74 s e l f . sons [ i ] . p a r e n t = s e l f
75 s e l f . sons [ i ] . add ( po i n t , l e f t s = l e f t s + (1 − i ) )

Лiстинг 3.2: Реалiзацiї VP-дерев.

Побудова зображень VP-дерев вiдбувається додатковою функцiєю
plot_tree(), що наведена в лiстингу 3.3.

1 # v p _ t r e e . py
2
3 # . . .
4
5 def p l o t _ t r e e ( p l t , t r e e , N=None , l a b e l _ n o d e s =None ) :
6 # p l o t a g i v e n t r e e
7 from ma t p l o t l i b import c o l l e c t i o n s as mc
8 i f N i s None :
9 n = 1024
10 e l s e :
11 n = N
12 l i n e s = [ ]
13 n o d e _ l a b e l s = [ ]
14
15 def _d f s ( v , l e v e l , x , wid th ) :
16 p = ( x , − l e v e l )
17 n o d e _ l a b e l s . append ( ( x , − l e v e l , s t r ( v . v a n t a g e _ p o i n t ) ) )
18 i f v . sons [ 0 ] i s not None :
19 l = ( x − wid th / 4 , − l e v e l −1)
20 l i n e s . append ( ( p , l ) )
21 _d f s ( v . sons [ 0 ] , l e v e l +1 , l [ 0 ] , w id th / 2 )
22 i f v . sons [ 1 ] i s not None :
23 r = ( x + wid th / 4 , − l e v e l −1)
24 l i n e s . append ( ( p , r ) )
25 _d f s ( v . sons [ 1 ] , l e v e l +1 , r [ 0 ] , w id th / 2 )
26
27 _d f s ( t r e e , 0 , 0 , n )
28
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29 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
30 l c = mc . L i n eC o l l e c t i o n ( l i n e s , c o l o r = ’ b ’ , l i n ew i d t h s =0 . 5 )
31 ax . a d d _ c o l l e c t i o n ( l c )
32 ax . a u t o s c a l e ( )
33 t i t l e = s t r ( type ( t r e e ) . __name__ )
34 i f N i s not None :
35 t i t l e += " , n=%s " % n
36 p l t . t i t l e ( t i t l e )
37
38 p l t . x t i c k s ( [ ] )
39 p l t . y t i c k s ( [ ] )
40
41 i f l a b e l _ n o d e s i s not None :
42 f o r l a b e l in n o d e _ l a b e l s :
43 p l t . t e x t ( l a b e l [ 0 ]+ l a b e l _ n o d e s [ 0 ] , l a b e l [ 1 ]+ l a b e l _ n o d e s [ 1 ] ,
44 l a b e l [ 2 ] , c o l o r =" r " , f o n t s i z e =14)

Лiстинг 3.3: Процедура вiдображення довiльного бiнарного дерева.

Генерацiя випадкового дерева та створення його рисунку (див., наприклад,
рисунок 3.2) за допомогою цiєї функцiї наведено у лiстингу 3.4. Аналогiчним
чином й вiдбувалась перевiрка гiпотези 58. Для цього достатньо повторити
наведену генерацiю дерева багато разiв та потiм усереднити отриманi значе-
ння vp_tree.get_height().

1 import random
2 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
3 import vp_ t r e e
4
5 n = 1000
6 t a u = 0 .59
7
8 vp = vp_ t r e e . VPTree ( me t r i c =lambda x , y : abs ( x − y ) ,
9 t h r e s h o l d _ r u l e =lambda h : t a u ** h )
10 f o r i in range ( n ) :
11 vp . add ( random . un i fo rm (−1 , 1 ) )
12 v p_ t r e e . p l o t _ t r e e ( p l t , vp , n )

Лiстинг 3.4: Побудова рисунку випадкового VP-дерева.

Дослiдження вiдношення довжини найлiвiшого шляху та висоти дерева
(див. рисунок 3.7) вiдбувається також з цими класами. У лiстингу 3.5 наве-
дено код для моделювання випадкових дерев та пiдрахунку й вiдображення
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середнього цього вiдношення.
1 import random
2 import numpy as np
3 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
4 import vp_ t r e e
5
6 TESTS = 50 # number o f t e s t s t o average v a l u e s
7 Ns = [1000 , 5000 , 10000 , 20000] # d i f f e r e n t numbers o f nodes t o check
8 TAUs = [ 0 . 4 , 0 . 5 , 0 . 6 , 0 . 7 , 0 . 8 , 0 . 9 ] # d i f f e r e n t params t o check
9
10 t r e e = vp_ t r e e . VPTreeLef t s # c u r r e n t t r e e model
11 f o r t a u in TAUs :
12 E = [ ]
13 f o r n in Ns :
14 E_Ln_Hn = 0
15 f o r t in range ( TESTS ) :
16 vp = t r e e ( me t r i c =lambda x , y : abs ( x − y ) ,
17 t h r e s h o l d _ r u l e =lambda h : t a u ** h )
18 f o r i in range ( n ) :
19 vp . add (2* random . random ()−1)
20 Ln = vp . g e t _ l e f t _ p a t h ( )
21 Hn = vp . g e t _ h e i g h t ( )
22 E_Ln_Hn += (Ln−1) / Hn
23 E_Ln_Hn /= TESTS
24 E . append ( E_Ln_Hn )
25 E = np . a r r a y (E )
26 p l t . p l o t ( np . l og (Ns ) , E , l a b e l =" t a u=%s " % t a u )
27
28 p l t . x l a b e l ( " l og ( n ) " )
29 p l t . y l a b e l ( "E ( Ln−1)/Hn" )
30 p l t . t i t l e ( t r e e . __name__ )
31 p l t . l e g end ( )

Лiстинг 3.5: Програмний код для генерацiї випадкових VP-дерев та дослiдження вiдношень
довжини найлiвiшого шляху та висоти.

Окремим кроком дослiдження є знаходження функцiї розподiлу в.в. X∞.
Приклад її статистичного пiдрахунку й порiвняння з теоретичними значен-
нями наведено у лiстингу 3.6.

1 import numpy as np
2 from numpy import l og
3 import random
4 import ma t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
5
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6
7 def CDF_theory ( t , t a u ) :
8 # t h e o r e t i c a l v a l u e o f F ( t )
9 i f t <= 1 . :
10 re turn 0
11 i f t >= 2 . :
12 re turn 1
13 i f 1 / t a u >= 2 . :
14 p = 1 . / (1 − 2* log ( 2 ) + 1 / t a u )
15 re turn p *( t −1)
16 i f 1 / t a u < 2 and 1 / t a u **2 >= 2 . :
17 E_1_x = 1 /2 / (1 − 4* t a u **3 + 4* t a u **2 + 2* t a u **2* log (2* t a u )**2
18 + 2* t a u * log ( t a u ) − 2* t a u * log (2* t a u ) )
19 i f t <= 1 / t a u :
20 re turn 2* t a u * ( t −1) * E_1_x
21 e l s e :
22 re turn E_1_x*2* t a u * ( t a u * t −1)
23 + 2* t a u * ( t −1)*(E_1_x−2* t a u *E_1_x* log ( t a u * t ) )
24 re turn 0
25
26
27 t a u = 0 . 7
28 d a t a = [ ]
29 X = 2 # f i r s t p o i n t
30 N = 10000 # number o f i t e r a t i o n s
31 f o r i in range (N ) :
32 u = random . un i fo rm (0 , 1 )
33 X = min ( u * X / tau , 1 ) + min ( ( 1 − u ) * X / tau , 1 )

# i t e r a t i o n o f t h e p r o c e s s
34 d a t a . append (X)
35
36 d a t a . append ( 3 ) # add ing i t f o r p l o t pu rpo s e s a t r i g h t s i d e
37 p l t . h i s t ( da t a , l en ( d a t a ) , h i s t t y p e = ’ s t e p ’ , c umu l a t i v e =True ,
38 l a b e l = ’ Emp i r i c a l ’ , d e n s i t y =True , l i n ew i d t h =2)
39
40 x = np . l i n s p a c e ( 1 , 2 . 1 , 111)
41 p l t . p l o t ( x , [ CDF_theory ( t , t a u ) f o r t in x ] , ’ . ’ )
42 p l t . x l a b e l ( ’ t ’ )
43 p l t . y l a b e l ( ’F ( t ) ’ )
44 p l t . x l im ( 0 . 9 5 , 2 . 0 5 )
45 p l t . l e g end ( [ " T h e o r e t i c a l " , " S t a t i s t i c a l " ] , f o n t s i z e =20)

Лiстинг 3.6: Програмний код для емпiричного пiдрахунку розподiлу X∞.
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3.6 Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi було зроблено перший крок в теоретичному дослiдженнi
структур даних для ефективного пошуку найближчого сусiда, а саме VP-
дерев. Попереднi вiдомi в лiтературi результатищодо цих дерев були отриманi
суто за допомогою моделювання.

У нашiй роботi, зокрема, було отримано наступнi результати:

• Дослiджено поведiнку послiдовностi розбиттiв простору, що породженi
найлiвiшим шляхом випадкового VP-дерева як ланцюга Маркова. Дове-
дено наявнiсть стацiонарного розподiлу та збiжнiсть цiєї послiдовностi
до нього.

• Отриманий слабкий закон великих чисел для довжини найлiвiшого шля-
ху VP-дерева.

• Отримана збiжнiсть до випадкової величини для довжини найлiвiшого
шляху вздовж пiдпослiдовностей.

• Отриманi точнi розподiли для одновимiрних розбиттiв простору найлiвi-
шим шляхом випадкового VP-дерева, коли послiдовнiсть точок за якою
воно побудоване, має рiвномiрний розподiл.

• Була висунута гiпотеза щодо балансування випадкового VP-дерева та
пiдтверджена емпiричним шляхом за допомогою моделювання.

Додатково було змодельовано поведiнку випадкових VP-дерев й порiв-
няно розподiли одновимiрних розбиттiв змодельованих дерев та отриманих
теоретичних значень.

Оскiльки результати цього роздiлу є лише першим кроком в теоретичному
аналiзi структур даних для задачi пошуку найближчого сусiда, iснує багато
напрямкiв для подальших дослiджень. Зокрема, можна видiлити наступнi:

• Вiдкритим питанням залишається iснування посиленого закону великих
чисел для довжини найлiвiшого шляху випадкового VP-дерева.
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• Цiкавим напрямком подальших дослiджень є знаходження асимптоти-
чного розкладу для довжини найлiвiшого шляху, в тому числi доведення
швидкостi збiжностi.

• Всi вищенаведенi результати варто посилити на випадок довiльної метри-
ки в скiнченновимiрному просторi. Це можливо зробити за допомогою
отримання аналогу твердження 37 у випадку довiльної метрики, чи, рiв-
носильно, iншої форми метричної кулi. Це твердження вже не є таким
простим у загальному випадку й зауважимо, що його доведення має ско-
рiш суто геометричний характер. Отримавши це твердження, наступнi
результати (наприклад, слабкий закон великих чисел) можливо отримати
тими самими методами та схемами доведень, що використовувались в
цьому роздiлi.

• Почавши дослiдження з розбиттiв простору VP-деревом та довжини най-
лiвiшого шляху, варто перейти до бiльш класичних функцiоналiв, зокре-
ма висоти чи профiлю, що дозволять знайти теоретичнi оцiнки для часу
вставки нового елемента та пошуку елемента в деревi. В пiдроздiлi 3.5
емпiрично була виявлена залежнiсть мiж цими величинами та вже дослi-
дженими, тому подальшi дослiдження можуть складатись з теоретичного
знаходження цiєї залежностi.

• Отриманi результати, iдеї та технiки можуть виявитись корисними для
вивчення iнших типiв дерев, що використовуються для розв’язання зада-
чi пошуку найближчого сусiда. Зокрема, в деревi куль виникають подiбнi
до VP-дерева розбиття простору.
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ВИСНОВКИ

Дана дисертацiйна робота є внеском до теорiї випадкових дерев, а са-
ме випадкових дерев простої будови, дерев загальних гiллястих процесiв та
дерев для задачi пошуку найближчого сусiда. В роботi дослiдженi асимпто-
тичнi властивостi цих об’єктiв, коли кiлькiсть вершин в деревах прямує до
нескiнченностi, й отримано ряд граничних теорем. Отриманi теореми як до-
повнюють вже вiдомi твердження, посилюючи їх, так i дають принципово новi
результати. Використанi технiки доведень, допомiжнi леми та твердження
можна використовувати для подальших дослiджень в цьому та сумiжних на-
прямках. Серед отриманих результатiв дисертацiйної роботи слiд видiлити
наступнi:

• За допомогою порiвняння з однорозгалудженим гiллястим випадковим
блуканням отримано повнi асимптотичнi розклади майже напевне для
профiлiв випадкових дерев простої будови. Отримано граничнi теореми
для моди та ширини цих профiлiв зi збiжнiстю в сенсi майже напев-
не. Отриманi рiвняння нерухомої точки, що характеризують випадковi
величини, якi фiгурують в цих теоремах та розкладах.

• Знайдена асимптотика згорток Лебега-Стiлтьєса функцiй лiнiйного ро-
сту у випадку, коли кiлькiсть розглядуваних згорток розбiгається до не-
скiнченностi. Доведена гранична теоремащодо висоти дерева загального
гiллястого процесу, побудованого за збуреним випадковим блуканням.

• Доведено слабкий закон великих чисел для довжини найлiвiшого шляху
випадкового VP-дерева у випадку `∞ метрики. Також знайдено нетри-
вiальний граничний розподiл цього шляху вздовж пiдпослiдовностей.
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Проаналiзовано розбиття простору, що породжує VP-дерево, та доведе-
но його граничну збiжнiсть. Сам граничний розподiл додатково охара-
ктеризовано за допомогою рiвняння нерухомої точки, що в свою чергу
явно розв’язано.

• Наведено комп’ютерне моделювання дослiджуваних величин, що дають
вiзуальне представлення про їх еволюцiю та пiдтверджують теоретичнi
результати.
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Додаток

Результати для однорозгалуджених гiллястих випадкових
блукань

В цiй частинi додатку використовуються позначення введенi в роздiлi 1.1.
Додамо до них також

µ(β) = ϕ′(β), σ2(β) = ϕ′′(β)

та
xn(k) := xn(k, β) =

k − µ(β) log n

σ(β)
√

log n
, k ∈ Z.

Надалi вважатимемо, що всi 5 тверджень з леми 1 виконуються для одноро-
згалуджених ГВБ. Наступнi твердження запозиченi з теорем 3.11, 3.25, 3.17,
3.20 та 3.21 в роботi [43] вiдповiдно, де можна знайти їх доведення.

Теорема59. НехайLn(k) (k ∈ Z) позначає профiль однорозгалудженого ГВБ
в момент часу n. Для всiх r ∈ N0 та компактної множини K ⊂ (β−, β+)

виконується

(log n)
r+1
2 sup

k∈Z
sup
β∈K

∣∣∣∣∣ eβknϕ(β)
Ln(k)−Hn(k; β)

r∑
j=0

Gj (xn(k); β)

(log n)j/2

∣∣∣∣∣ м.н.−→
n→∞

0,

де Gj наведено в зауваженнi 10, та

Hn(k; β) =
W∞(β)e−

1
2x

2
n(k)

σ(β)
√

2π log n
.

Теорема 60. Нехай Ln(k) (k ∈ Z) позначає профiль однорозгалудженого
ГВБ з детермiнованою кiлькiстю елементiв точкового процесу ζ в момент
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часу n. Покладемо L◦n(k) := Ln(k) − E[Ln(k)] та нехай (kn)n∈N позначає
детермiновану цiлочисельну послiдовнiсть.

(а) Якщо kn = µ(0) log n+ ασ(0)log n+ o(
√

log n) для деякого α ∈ R, тодi

log n

n
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

m(0)αe−
1
2α

2

√
2πσ2(0)

(χ1(0)− E[χ1(0)]).

(б) Якщо kn = µ(0) log n+ cn, де cn = o(log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi при
βn := βn(kn), що є розв’язком рiвняння µ(βn) = kn

log n , виконується

(log n)3/2

cnnϕ(βn)−βnµ(βn)
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

m(0)(χ1(0)− E[χ1(0)])√
2πσ3(0)

.

Зокрема, якщо cn = o(
√

log n) та limn→∞ |cn| =∞, тодi

(log n)3/2

ncn
L◦n(kn)

м.н.−→
n→∞

m(0)(χ1(0)− E[χ1(0)])

(
√

2πσ3(0)
.

(в) Якщо kn = µ(0) log n+ cn, де cn обмежена, тодi

(log n)3/2

n
L◦n(kn)−R◦(cn)

м.н.−→
n→∞

0,

де R◦(c) = R(c)− ER(c) та випадкова величина R(c) означена як

R(c) :=
m(0)√
2πσ3(0)

(
χ1(0)

(
c+

ϕ′′′(0)

2σ2(0)

)
− χ2

1(0) + χ2(0)

2

)
, c ∈ R.

Теорема 61. Iснує м.н. скiнченна випадкова величинаK така, що для n > K

мода un профiлю однорозгалудженого ГВБ в момент часу n рiвна одному з
чисел bu∗nc чи du∗ne, де

u∗n = µ(0) log n+ χ1(0)− ϕ′′′(0)

2σ2(0)
.

Теорема 62. НехайMn позначає ширину профiлю однорозгалудженого ГВБ
в момент часу n, тодi виконується

√
2π log nσ(0)

m(0)n
Mn

м.н.−→
n→∞

1.
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Теорема 63. Визначимо

M̃n := 2σ2(0) log n

(
1−
√

2π log nσ2(0)Mn

m(0)n

)
,

де Mn має змiст, що й у попереднiй теоремi. Тодi з θn = mink∈Z |u∗n − k|,
що фактично означає найближче цiле число до u∗n, а останнє означено в
теоремi 61, виконується

M̃n − θ2
n

м.н.−→
n→∞

χ2(0) +
(ϕ′′′(0))2

6σ4(0)
− ϕ(IV )(0)

4σ2(0)
.

Додатковi твердження

Наступна теорема наведена у повному формулюваннi для кращого розумiння
схеми доведення леми 51.

Теорема 64. Нехай дано два набори випадкових величин (Xm,n)m∈N,n∈N та
(Yn)n∈N такi, що для кожного n ∈ N елементи Yn, X1,n, X2,n, . . . мають
спiльну область визначення, а їх простiр значень сепарабельний. Нехай ви-
конується Xm,n

d→ Xm при n → ∞ та Xm
d→ X при m → ∞, а також для

будь-якого ε > 0

lim
m→∞

lim sup
n→∞

P{ρ(Xm,n, Yn) ≥ ε} = 0,

де ρ(·, ·) позначає вiдстань у вiдповiдному просторi значень.
Тодi Yn

d→ X при n→∞.

Доведення. Доведення цiєї теореми можна знайти в книзi [9], див. теорему
3.2 на с. 28.
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