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Abstract. The paper proposes an analysis of controllability of a
linear discrete system with change of the state vector dimension. We
offer necessary and sufficient conditions of controllability and design
the control that guarantees the decision of a problem of moving of
such system to an arbitrary final state. It provides functional stability
of technological processes described by a linear discrete system with
change of the state vector dimension.
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Анотацiя. В роботi пропонується аналiз керованостi лiнiйної
дискретної системи зi змiною розмiрностi вектора стану. Отри-
мано необхiднi i достатнi умови керованостi, побудовано керува-
ння, що гарантує розв’язок задачi переведення такої системи в
довiльний кiнцевий стан. Це забезпечує функцiональну стiйкiсть
технологiчних процесiв, якi описуються лiнiйною дискретною си-
стемою зi змiною розмiрностi вектора стану.
Ключовi слова: керованiсть, системи зi змiною розмiрностi ве-
ктора стану, технологiчнi процеси, функцiональна стiйкiсть.

Вступ
Стрiмкий розвиток сучасного високотехнологiчного суспiльства спону-

кає iнтенсивний розвиток iнформацiйних технологiй, якi характеризуються
високим ступенем автономiї. Особливо гостро ця проблема стоїть перед ви-
робничими пiдприємствами, що працюють пiд постiйною дiєю внутрiшнiх
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та зовнiшнiх дестабiлiзуючих факторiв [1]. До таких пiдприємств передусiм
вiдносять пiдприємства металургiї, енергетики, хiмiчної промисловостi то-
що. Функцiонування виробничих пiдроздiлiв таких пiдприємств забезпе-
чується iнформацiйними системами рiзних типiв. Вiдповiднi iнформацiйнi
системи тiсно iнтегрованi в процеси планування, управлiння виробничими
та технологiчними процесами, забезпечення контролiв на ключових етапах
виконання технологiчних операцiй i т.i. [1]. Використання новiтнiх iнфор-
мацiйних систем передусiм нацiлене на збiльшення продуктивностi працi
всiх виробничих центрiв при одночасному зменшеннi кiлькостi зайнятих на
виробництвi осiб та суттєвому зменшеннi частки ручної працi.

Пiдвищення ефективностi управлiння виробничим пiдприємством тiсно
пов’язане з вдосконаленням системи оперативно-виробничого планування
(ОВП) на пiдприємствi. При цьому головна мета ОВП полягає в забез-
печеннi злагодженого, комплексного, ритмiчного ходу виробництва щодо
виготовлення та випуску продукцiї при найповнiшому i рiвномiрному ви-
користаннi всiх виробничих ресурсiв. Рiшення цiєї задачi безпосередньо
пов’язане з проблемою керованостi технологiчних процесiв.

Технологiчнi процеси сучасних пiдприємств здiйснюються як на скла-
дних виробничих центрах, якi виконують як повний цикл технологiчних
операцiй для виготовлення готової продукцiї, так i поетапно – групою ви-
робничих центрiв, кожен з яких реалiзує спецiальнi технологiчнi операцiї.
Вiдтак, при автоматизацiї таких технологiчних процесiв доводиться мати
справу з рiзною кiлькiстю дiагностичної iнформацiї i, вiдповiдно, зi змi-
ною розмiрностi параметрiв технологiчнго процесу на кожному промiжно-
му етапi [2,3]. Тому розробка умов керованостi систем зi змiною розмiрностi
вектору стану є важливою актуальною проблемою при побудовi iнформа-
цiйних систем сучасних високотехнологiчних пiдприємств.

1. Постановка задачi

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду

x (t+ 1) = A (t)x (t) + C (t)u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (1)

Тут x = (x1, x2, . . . , xnt)
∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) – nt+1×nt - матриця, C (t)– nt+1×m
- матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо IN = {0, 1, . . . , N}; x(t, x0, u)
розв’язок системи (1), t ∈ IN при керуваннi u (t), t ∈ IN−1 [6].

Така система описує певний технологiчний процес в якому у визначенi
моменти часу здiйснються контроль показникiв випуску продукцiї. Матри-
ця A (t) – матриця переходу, яка характернизує вiдповiднiсть мiж станами
на попередньому xtk на наступному xtk+1

кроцi виконання технологiчного
процесу. Слiд зауважити, що при u(·) = 0 матриця A (t) описує стацiонарнi
стани технологiчного процесу у базових контрольних точках без зовнiшнiх
впливiв, матриця A (t) – структуру керування технологiчним процесом.
При цьому важливо мати на увазi, що технологiя виконання виробничих
процесiв має задовольняти умовам практичної стiйкостi [5].
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Система (1) називається цiлком керованою на iнтервалi IN , якщо для
довiльних x0 ∈ Rn0 , xN ∈ RnN знайдеться керування u (t), t ∈ IN−1 таке,
що xN = x(N, x0, u).

Розглянемо простiр `
(m)
2 , елементами якого є послiдовностi векторiв з

Rm такi, що якщо u ∈ `(m)
2 , то u (t) ∈ Rm, t = 0, 1, 2, . . . ;

∑∞
t=0 ‖u(t)‖2 <∞.

Тут ‖ · ‖ є звичайною евклiдовою нормою простору Rm. Простiр `
(m)
2 є

гiльбертовим, оскiльки в `(m)
2 можна ввести скалярний добуток

〈u, v〉`2 =
∞∑
t=0

〈u (t) , v(t)〉, u, v ∈ `(m)
2

i норму ‖u‖`2 =
√
〈u, v〉`2 . Множина допустимих керувань системи (1) скла-

дається з елементiв u ∈ `(m)
2 таких, що u(t) = 0, t = N,N + 1, . . ..

2. Критерiй повної керованостi лiнiйної дискретної системи зi
змiною розмiрностi

Позначимо Θ (t) = At−1 . . . A1A0, Θ (t, s) = At−1At−2 . . . As – nt × n0 i
nt×ns - матрицi, Θ (t, t) = I, де I – одинична матриця, t, s ∈ IN . Розглянемо

W (t) = Θ (N, t+ 1)C(t), W ∗ (t) =
(
w1(t) w2(t) . . . wnN (t)

)
,

де wj(t) ∈ Rm, t ∈ IN−1, j = 1, 2, . . . , nN є векторами, якi описують стрiчки
матрицi W (t), t ∈ IN−1, wj (t) = 0, t = N,N + 1, . . . , j = 1, 2, . . . , n; Θ (N, t)
– nN × nt матриця, W (t) – nN ×m матриця. Має мiсце така теорема.

Теорема 1. Для того, щоб система (1) була цiлком керованою на iнтер-
валi t ∈ IN необхiдно i достатньо, щоб система функцiй

H = {w1 (·) , w2 (·) , . . . , wnN (·)}

була лiнiйно незалежною в `(m)
2 .

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1) є цiлком керованою.
Побудуємо в `(m)

2 лiнiйний многовид L = Lin H, який є лiнiйною оболон-
кою, натягнутою на систему векторiв H. Це означає, що якщо w(·) ∈ L,
то

w (t) = λ1w1 (t) + λ2w2 (t) + λnNwnN (t) , t ∈ IN−1,
при цьому w (t) = 0, t = N,N+1, . . ., де λ1, λ2, . . ., λnN – скалярнi величини.
Оскiльки система (1) є цiлком керованою, то для довiльних x0 ∈ Rn0 , xN ∈
RnN iснує керування u ∈ `(m)

2 таке, що
N−1∑
k=0

Θ (N, k + 1)C (k)u (k) = c, c = xN −Θ(N)x0.

Це спiввiдношення можна записати так:
N−1∑
k=0

W (k)u(k) = c. (2)
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Так як система (1) є цiлком керованою, то систему (2) можна розв’язати
для довiльної правої частини, знаходячи допустимi керування u (k), k =
0, 1, . . . , N − 1.

Оскiльки `
(m)
2 – гiльбертiв простiр, то `

(m)
2 розкладається в пряму су-

му `
(m)
2 = L ⊕ L⊥, де L⊥ – ортогональне доповнення до L. Це означає,

що довiльне u ∈ `
(m)
2 можна подати у виглядi u (t) = u0 (t) + v (t), t =

0, 1, . . ., u0 ∈ L, v ∈ L⊥. З означення ортогонального доповнення випли-
ває, що 〈u0, v〉`2 = 0 для u0 ∈ L. Оскiльки u0 ∈ L , то iснує вектор
λ = (λ1, λ2, . . . , λnN )∗ такий, що

u0 (t) = λ1w1 (t) + λ2w2 (t) + λnNwnN (t) = W ∗(t)λ.

Отже,
u (t) = W ∗ (t)λ+ v (t) , t = 0, 1, . . . . (3)

Пiдставимо його в (2). Одержимо

N−1∑
k=0

W (k)W ∗ (k)λ = c. (4)

Зауважимо, що
∑N−1

k=0 W (k) v (k) = 0, так як v ∈ L⊥. Оскiльки система (2),
а значить i (4), має розв’язок для довiльної правої частини, то матриця цiєї
системи

Φ (N) =
N−1∑
k=0

W (k)W ∗ (k) (5)

є невиродженою. Матриця Φ (N) є матрицею Грамма за системою функцiй
H розмiрностi nN×nN . Оскiльки матриця Грамма невироджена, то система
H – лiнiйно незалежна.

Достатнiсть. Якщо система H – лiнiйно незалежна, то матриця (5) є
невиродженою. Покажемо, що для довiльних x0 ∈ Rn0 , xN ∈ RnN iснує
допустиме керування u (t), t ∈ IN−1, яке переводить систему зi стану x0
в стан x (N) = xN . Як ми показали в доведеннi необхiдностi, будь-яке
допустиме керування можна подати у виглядi (3). Пiдставимо (3) в (2) i
одержимо систему (4) для знаходження вектора λ. Оскiльки матриця (5)
невироджена, то вектор λ можна визначити з (4) так

λ = Φ−1 (N) c, c = xN −Θ(N)x0.

Отже, з (3) одержуємо, що керування

u (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) c+ v(t) (6)

розв’язує задачу про переведення системи зi стану x0 в стан xN , де v ∈ L⊥
– довiльний елемент. Теорему доведено. �

Наслiдок 1. Для того, щоб система (1) була цiлком керованою необхi-
дно i достатньо, щоб матриця (5) була невиродженою. При цьому в (5)
W (k) = Θ (N, k + 1)C(k).
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Наслiдок 2. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi керування

u0 (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) (xN −Θ (N)x0) , t = 0, 1, . . . , N − 1 (7)

переводить систему (1) зi стану x (0) = x0 в стан x (N) = xN .

Теорема 2. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi серед усiх керу-
вань, якi переводять систему (1) зi стану x (0) = x0 в стан x (N) = xN

керування (7) має найменшу норму в `(m)
2 .

Доведення. Доведення теореми спирається на доведення теореми 1. Ми по-
казали, що довiльне керування, яке переводить систему (1) зi стану x (0) =
x0 в стан x (N) = xN , має вигляд (6). Отже, u = u0 + v, де v ∈ L⊥. Тому
‖u‖`2 = 〈u0+v, u0+v〉`2 = 〈u0, u0〉`2 +〈v, v〉`2 +2〈u0, v〉`2 = 〈u0, u0〉`2 +〈v, v〉`2 ,

так як v ∈ L⊥, u0 ∈ L. Звiдси ‖u‖`2 ≥ 〈u0, u0〉`2 = ‖u0‖`2 . �

Наслiдок 3. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi керування (7)
розв’язує задачу оптимального керування, яка полягає в мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

I(u) =
N−1∑
t=0

‖u(t)‖2

на розв’язках системи (1) за умов x (0) = x0, x (N) = xN .

Висновок
В роботi побудовано критерiй керованостi лiнiйної дискретної системи

зi змiною ромiрностi стану. Показано, що для того, щоб така система була
цiлком керованою, необхiдно i достатньо, щоб матриця (5) була невиро-
дженою. При цьому серед допустимих керувань, якi розв’язують задачу
переведення зi точки в точку, керування (7) має найменшу норму.

Пiдсумовуючи необхiдно зазначити, що iснування керування (7) свiд-
чить про те, що властивiть функцiональної стiйкостi вiдповiдних техноло-
гiчних процесiв забезпечується повною мiрою. Тобто технологiчний процес
буде виконуватись вiд початкового стану x0 до фiнального стану xN , який
описує стан процесу на стадiї випуску готової продукцiї. При цьому те-
хнологiчний процес є цiлком керованим i гарантує виконання вiдповiдного
виробничого плану. Отриманi теореми є пiдґрунтям для створення iнфор-
мацiйної системи на виробничому пiдприємствi з функцiонально стiйким
технологiчним процесом.

В подальшому буде продовжено дослiдження проблематики побудови
функцiонально стiйкої iнформацiйної системи пiдприємств, якi функцiо-
нують в екстремальних умовах впливу зовнiшнiх та внутрiшнiх дестабiлi-
зуючих факторiв на основi методiв теорiї керування. Головний акцент буде
скеровано на особливостi потреб пiдприємств, що функцiонують в секто-
рах промисловостi в умовах неперервного виробничого циклу зi складною
структурою керування технологiчними процесами.
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Аннотация. В работе предлагается анализ управляемости ли-
нейной дискретной системы с изменением размерности вектора
состояния. Получены необходимые и достаточные условия управ-
ляемости, построены управления, гарантирующее решение зада-
чи перевода такой системы в произвольное конечное состояние.
Это обеспечивает функциональную устойчивость технологиче-
ских процессов, которые описываются линейной дискретной си-
стемой с изменением размерности вектора состояния.
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