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Запропоновано метод визначення характеристик функціонально-градієнтних матеріалів (ФГМ) 

для забезпечення нульових термонапружень у нескінченному шарі при заданих сталих теплових 
навантаженнях. Вважаємо, що на поверхнями шару задані класичні умови теплообміну, 
температурне поле стаціонарне, характеристики ФГМ описуються моделлю простої суміші, 
характеристики термонапруженого стану і матеріалу залежать тільки від поперечної змінної. 
Отримано точні аналітичні вирази для розподілу концентрації одного з матеріалів по товщині шару 
при відсутності масових сил та теплових джерел, яка забезпечує нульові поздовжні напруження.  

Ключові слова: функціонально-градієнтні матеріали, термомеханічні характеристики, шар, 
модель простої суміші, відсутність напружень, стаціонарне температурне поле, композити. 
 

A method for determining the characteristics of functional gradient materials (FGM) for providing zero 
thermal stresses in an infinite layer with given constant thermal loads is proposed. We assume that the 
classical convective conditions of heat transfer are given on the surfaces of the layer, the temperature field is 
stationary, the characteristics of the FGM are described by the model of a simple mixture, the 
characteristics of the thermo-stressed state and the material depend only on the transverse variable. Precise 
analytical expressions were obtained for the distribution of the concentration of one of the materials on the 
thickness of the layer in the absence of mass forces and heat sources, which provides zero longitudinal 
stresses. 

Key words: functional-gradient materials, thermomechanical characteristics, layer, model of a simple 
mixture, absence of stresses, stationary temperature field, composites.
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Сучасні технології дозволяють виготовляти 

матеріали з заданими розподілами їх харак-
теристик для продовження терміну експлуатації 
виробів при теплових та силових навантаженнях. 
Це, зокрема, композити та функціонально 
градієнтні матеріали (ФГМ)[1–3]. 

Актуальною задачею стає підбір таких харак-
теристик ФГМ, який би забезпечував відсутність 
переміщень чи напружень при заданих теплових 
і, можливо, силових навантаженнях.  

У цій праці отримано зв’язок між 
стаціонарним температурним полем та 
характеристиками ФГМ у нескінченному 
неоднорідному по товщині шарі при заданих 
теплових навантаженнях на його поверхнях, який 
забезпечує нульові поздовжні та поперечні 
напруження. 

Постановка задачі та її розв’язання 
Розглянемо нескінчений неоднорідний по 

товщині h вздовж осі Oz шар, на який діють 
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силові та стаціонарні теплові навантаження, 
викликані внутрішніми тепловими джерелами 
Q(z) та конвективним теплоообміном з 
середовищами з температурою T1 на нижньому 
шарі з координатою z = 0 і T2 – на верхньому 
шарі з координатою z = h відповідно. 
Вважатимемо, що у перерізі відсутні згинні 
моменти, а деформації exx = eyy = e = const вздовж 
осей Ox та Oy – сталі. Характеристики матеріалу: 
модуль пружності E, коефіцієнт лінійного 
теплового розширення α, коефіцієнт 
теплопровідності λ, коефіцієнт Пуассона ν,  і 
стаціонарне температурне поле T вважаємо 
функціями координати z Потрібно встановити 
умови відсутності термонапружень у такому шарі 
і використати їх для визначення характеристик 
матеріалів. Подібна задача для порожнистого 
циліндра розглянута в роботі [4]. 

Вираз для поздовжніх напружень та 
деформацій  у неоднорідному шарі, коли наявні 
силові та температурні навантаження в 
неоднорідному шарі можна записати при 
відсутності силових навантажень [5]: 
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де Ф(T(z)) – може описувати вклад довільного 
зовнішнього поля, зокрема температурного. У 
цьому випадку Ф(T(z)) = α(T(z) – T0), де T0 –
відлікова температура, при якій відсутні 
напруження. Напруження у поперечному напрямі 
будуть відсутніми, якщо нема поперечних 
силових навантажень. Відповідне однорідне 
інтегральне рівняння Фредгольма 2-го роду для 
визначення умов відсутності термонапружень 
отримаємо з виразів (1), (2), якщо напруження і 
всі силові навантаження дорівнюють нулеві 
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Його розв’язком як рівняння з виродженим 
ядром, що має власні значення є: 

( ( ))T z D  ,                       (4) 

де D – довільна стала. З виразу (4) отримано 
вираз для температурного поля,  

   ( ) ( )
Dt z z


,       0( ) ( )t z T z T  ,         (5) 

яке повинно бути розв’язком відповідної 
стаціонарної задачі теплопровідності (взято 
випадок умов конвективного теплообміну):  

( ( ) ) ( )d dtz Q zdx dz   ,                      (6) 
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(0)(0) 0dt tdx    ,   2 2

( )( ) 0dt hh tdx    ,  (7)  

де t1 = T(0) – T1, де t2 = T(h) – T2, T1, T2 – 
температури оточуючих середовищ, Q(z) – 
інтенсивність теплових джерел. Отже з виразів 
(5) – (7) слідує, що розв’язок (5), який має одну 
довільну сталу повинен задовольняти 
диференціальне рівняння (6) і дві умови (7). 

Умови на межах (7) накладають зв’язки між 
температурами середовищ, коефіцієнтами 
теплообміну з середовищем, значеннями 
коефіцієнта лінійного теплового розширення на 
межах, а диференціальне рівняння (7) – між 
інтенсивностями теплових джерел, коефіцієнтом 
лінійного теплового розширення та коефіцієнтом 
теплопровідності. Ці зв’язки, отримані після 
підставляння виразу (5) у рівняння (6) та умови 
(7)  мають вигляд  
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,  

де C, C1, C2 – довільні сталі.  
Рівняння (6) можна трактувати як вираз 

інтенсивності теплових джерел через коефіцієнт 
лінійного теплового  розширення та коефіцієнт 
теплопровідності. Тому найпростішим теоре-
тичним  способом отримання відсутності напру-
жень є створення об’ємних теплових джерел, 
отриманих з рівняння (6) після підставляння в 
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нього характеристик матеріалів з врахуванням 
обмежень на умови  теплообміну (8). Однак 
технологічно легше реалізувати випадок, коли 
теплові джерела відсутні. Це значить, як слідує з 
рівняння (6), що крім умов теплообміну потрібно 
узгодити також механічні та теплові 
характеристики матеріалів. 
Характеристики матеріалів, які призводять до 

відсутності термонапружень 
Тому розглянемо випадок, який цікавий для 

практики і його порівняно можливо реалізувати: 
це випадок відсутності об’ємних теплових 
джерел Q(z) = 0 у двокомпонентних матеріалах, 
характеристики яких описуються моделлю 
простої суміші [6] 

2 1( ) (1 ( ))P z P P V z   ,            (10)  
де ( )V z  ( ( ) [0,1])V z   – концентрація другого 
матеріалу в першому, P1, P2 – термомеханічні 
характеристики відповідно 1-го та 2-го матеріалів  
відповідно. Виявляється, що у цьому випадку 
нелінійне диференціальне рівняння (9) відносно 
концентрації V(z) має точний розв’язок, який 
виражається через функції Лямберта [7] 
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З формули (11) можна визначити сталі B та C1, 
якщо відомі концентрації у двох точках, 
наприклад V1=V(0), та V2=V(h), які відповідають 
значенням (0) та ( )h  відповідно при вибраних 
характеристиках складових суміші. Отримаємо 
два трансцендентні рівняння:  
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З виразу (12) при значеннях z = z1 і z = z2 та (14) 
отримана система двох алгебричних рівнянь для 
визначення сталих BD та C1, розв’язком  якої є 

1 2 1 2 2 1 2 2 1
1

1
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2

( )ln ( )

( )ln ( )( )

h
C

           


          


, 

1
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2
2

1 2 1 2

( )ln ( )( )

( )
BD

h


          




   
. (16) 

Якщо розв’язків рівняння (11) при значенях 
V1та V2 лівої частини не існує, то це значить, що 
вибрали не ті матеріали або при заданих умовах  
теплоообміну не можна забезпечити відсутності 
напружень у шарі. Сталу D визначено з однієї з 
умов (7) після визначення концентрації V(z), 
підставлянням сталих (16) у вираз (11) і вра-
хуванням того що [7]  ( ) ( ) / (1 ( ))W z W z z W z   , 
коли 0z   і (0) 1W   у границі.  

Результати обчислень 
ФГМ з характеристиками складових (алю-

міній і циркон  [8]) α1 = 23·10-6 К-1, α2 = 10·10-6 К-1, 
λ1 = 204 Вт/(м·K) λ2 = 2,09 Вт/(м·K) для забезпе-
чення у шарі товщиною 0,1 м нульових напру-
жень підбирався для температури середовища  
t1 = 200 K, відлікової температури  T0 = 300 K, 
коефіцієнтів теплообміну β1 = 40000 Вт/(м2·К) і 
β2 = 20 Вт/(м2·К). В результаті обчислень 
отримана температура другого оточуючого 
середовища t2 = 1783,1 K . 

 

Рис.1. Залежності від поперечної координати тем-
ператури,  концентрації  та характеристик ФГМ,  
які забезпечують нульові радіальні напруження   

При цих значеннях характеристик складових і 
температур на поверхні D = 0,003164494463.  
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Висновки 
У праці : 
 отримано точний аналітичний вираз для 

температурного поля через характеристики 
матеріалу при відсутності силових навантажень, 
який є умовою відсутності термонапружень у шарі 
та повинен бути розв’язком стаціонарної задачі 
теплопровідності; 

 отримано умови узгодження параметрів 
конвективного теплообміну і характеристик 
матеріалів, необхідних для відсутності 
термонапружень. 
 

 у випадку ФГМ, характеристики якого опису-
ються моделлю простої суміші, отримано точні 
аналітичні вирази для концентрації складових,  
яка забезпечує нульові напруження; 

 адекватність підходу підтверджена 
обчисленням значень концентрацій складових у 
реально існуючому ФГМ, які повинні забезпечити 
відсутність нескінченному неоднорідному шарі; 

 при довільних заданих характеристиках 
матеріалу відсутність напружень можна 
забезпечити тепловими джерелами, інтенсивність 
яких визначається з рівняння теплопровідності (6). 
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