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Abstract. The boundary value problems for the Lyapunov equati-
on in the resonant (irregular) case in Banach and Hilbert spaces,
when the solution of the equation does not exist for all right-hand si-
des and its uniqueness may be violated, have been investigated. The
conditions for bifurcation and branching of solutions in linear and
nonlinear cases, including with a moving right end of the segment on
which the corresponding boundary value problem is considered, are
found.
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Анотацiя. Дослiджено крайовi задачi для рiвняння Ляпунова
у резонансному (нерегулярному) випадку у просторах Банаха та
Гiльберта, коли розв’язок рiвняння iснує не для всiх правих ча-
стин й може порушуватися його єдинiсть. Знайдено умови бi-
фуркацiї та розгалуження розв’язкiв у лiнiйному та нелiнiйному
випадках й у тому числi з рухомим правим кiнцем вiдрiзка на
якому розглядається вiдповiдна крайова задача.
Ключовi слова: крайова задача, рiвняння Ляпунова, iснуван-
ня, бiфуркацiї, розгалуження.

Вступ
Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь у рiзних функцiональних

просторах займають важливе мiсце у якiснiй теорiї диференцiальних рiв-
нянь. Серед останнього класу добре вiдомим є рiвняння Ляпунова яке до-
слiджується як у скiнченновимiрному так i у нескiнченновимiрному ви-
падках [1–3, 18–26, 28, 30, 31, 33–44]. Рiвняння Ляпунова використовується
в теорiї стiйкостi руху, теорiї керування та квантовiй механiцi. Воно вiдi-
грає важливу роль в теорiї лiнiйних гамiльтонових систем, варiацiйному
численнi та теорiї iгор [5]. Вiдома динамiчна система, що породжується га-
мiльтонiаном у чотиривимiрному просторi й носить назву «configurational
quantum cat» [25]. Рiвняння Ляпунова розглядають як в матричному, так
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й операторному випадках [4, 6, 20]. Слiд зауважити, що як правило дослi-
джуються коректнi нерезонанснi задачi, коли iснує єдиний розв’язок, який
неперервно залежить вiд правих частин рiвняння.

В данiй роботi буде дослiджено крайовi задачi для рiвняння Ляпунова у
резонансному (нерегулярному) випадку у просторах Банаха та Гiльберта,
коли розв’язок рiвняння iснує не для всiх правих частин й може пору-
шуватися його єдинiсть. Буде знайдено умови бiфуркацiї та розгалуження
розв’язкiв у лiнiйному та нелiнiйному випадках й у тому числi з рухомим
правим кiнцем вiдрiзка на якому розглядається вiдповiдна крайова задача.

Слiд зауважити, що у скiнченновимiрних просторах аналогiчна задача
у перiодичному випадку дослiджувалася у роботах [6] для рiвняння Ля-
пунова та Рiккатi. Бiфуркацiйнi методи є досить розвиненим й потужним
iнструментом в теорiї диференцiальних рiвнянь [13–15].

Робота виконана за пiдтримки науково-дослiдних робiт молодих учених
2021–2022 рр. (проєкт № 0121U111949 «Аналiз крайових задач у моделях
природничих наук»).

Рiвняння Ляпунова зi сталими коефiцiєнтами

Розглянемо наступну крайову задачу:

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), (1)

`Z(·) = α, (2)

де Z = Z(t) є невiдомою оператор-функцiєю; A,B ∈ L(B1) — лiнiйнi обме-
женi оператори, що дiють з простору Банаха B1 в себе; оператор-функцiя
Φ(t) є шляхом в просторi лiнiйних та обмежених операторiв, тобто непе-
рервне вiдображення вiдрiзка [a; b] в простiр L(B1), Φ(t) ∈ C([a; b];L(B1));
лiнiйний обмежений оператор ` переводить оператор-функцiю Z(t) в про-
стiр Банаха B2, тобто ` : C1([a; b];L(B1)) → B2, α — елемент простору
B2.

Розглянемо лiнiйний оператор Kt
τ , який переводить оператор-функцiю

Φ(t) з простору C ([a; b], L(B1)) в оператор-функцiюKt
τ [Φ] таку, щоKt

τ [Φ] ∈
C([a; b]× [a; b];L(B1)) вигляду

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ), (t, τ ∈ [a; b]) . (3)

За допомогою цього оператора можна представити загальний розв’язок
рiвняння (1) у виглядi

Z(t) = Kt
a[M ] +

∫ t

a
Kt
τ [Φ(τ)]dτ, (4)

де довiльний оператор M ∈ L(B1); Z̃(t) — частинний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння (1), який має вигляд:

Z̃(t) =

∫ t

a
Kt
τ [Φ(τ)]dτ. (5)
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Пiдставимо (4) в крайову умову (2) та отримаємо наступне операторне
рiвняння вiдносно оператора M :

LM = α− `
∫ ·
a
K·τ [Φ]dτ, (6)

де оператор L дiє за правилом LM = `K·a[M ] : L(B1) → B2. Покажемо,
що за певних додаткових умов на оператор L дане рiвняння має розв’язки.
Розглянемо випадок, коли оператор L є узагальнено-оборотним [7].

В цьому випадку розв’язки рiвняння (6) iснують тодi й тiльки тодi [7],
коли

PYL

[
α− `

∫ ·
a
K·τ [Φ]dτ

]
= 0. (7)

Тут PYL — проєктор на пiдпростiр YL iзоморфний ядру N(L∗) спряженого
до L оператора L∗ (B2 = YL⊕R(L)). Ця умова гарантує належнiсть правої
частини рiвняння (6)

[
α− `

∫ ·
aK
·
τ [Φ]dτ

]
∈ R(L) множинi значень оператора

L.
За виконання умови розв’язностi (7), операторне рiвняння (6) має мно-

жину розв’язкiв вигляду:

M = L−
[
α− `

∫ ·
a
K·τ [Φ]dτ

]
+ PN(L)C, (8)

де C — довiльний лiнiйний обмежений оператор (C ∈ L(B1)), PN(L) —
проєктор на ядро оператора L, L− — узагальнено-обернений до оператора L
[17]. Пiдставивши оператор M в умову (4), отримаємо загальний розв’язок
(1), (2) у виглядi:

Z(t, C) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (9)

де узагальнений оператор Грiна визначається наступним чином

(G[Φ, α])(t) =

∫ t

a
Kt
τ [Φ(τ)]dτ −Kt

a[L
−`

∫ ·
a
K·τ [Φ(τ)]dτ ] + Kt

a[L
−α]. (10)

Таким чином доведено наступну теорему.

Теорема 1. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Тодi крайова за-
дача (1), (2) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконується умова
(7). За виконання умови (7) розв’язки крайової задачi (1), (2) мають ви-
гляд

Z(t, C) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (11)

для довiльного оператора C ∈ L(B1), де (G[Φ, α])(t) — узагальнений опера-
тор Грiна, який визначається з (10).

Зауваження 1. Якщо оператор L оборотний, то умова (7) виконується
автоматично й крайова задача для рiвняння Ляпунова має єдиний розв’я-
зок.
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Приклад 1. Розглянемо крайову задачу (1), (2) для рiвняння Ляпунова у
просторi Банаха m = l∞ обмежених числових послiдовностей iз дiагональ-
ними операторми A, B й оператор-функцiєю Φ(t) ∈ C([0, p],B):

A = diag
{

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
,
1

2
, . . .

}
, (12)

B = diag {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} , (13)

Φ(t) = diag
{
e

1
2
t, e

3
2
t, e

1
2
t, e

3
2
t, . . . , e

1
2
t, e

3
2
t, . . .

}
, (14)

i крайовою умовою вигляду

`Z(·) = (Zii(0)− Zii(p))i∈N = (αi)i∈N ∈ m, p > 0.

Припускається, що простiр C([0, p],B) складається з таких оператор фун-
кцiй, яким вiдповiдає злiченна матриця Z(t) = (zij(t))i,j∈N:

||Z|| = sup
t∈[0,p]

sup
k

+∞∑
i=1

|zki(t)| <∞.

Таким чином B ⊂ L(m). Знайдемо оператор-функцiю Kt
τ [Φ] (t, τ ∈ [0; p]).

Оператори eA(t−τ) та eB(t−τ) визначаються таким чином:

eA(t−τ) = diag(e
1
2
t− 1

2
τ , e

1
2
t− 1

2
τ , ...), eB(t−τ) = diag(1, et−τ , ...)

звiдки
Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ) = diag(e

1
2
t, e

3
2
t, ...). (15)

Частинний розв’язок Z̃(t) неоднорiдного рiвняння (1) має вигляд:

Z̃(t) =

∫ t

0
Kt
τ [Φ(τ)]dτ = diag(e

1
2
tt, e

3
2
tt, ...). (16)

Загальний розв’язок рiвняння (1) можна представити у виглядi (4), деM =
(mij)i,j∈N — лiйнiйний обмежений оператор з невiдомими компонентами,
якi треба знайти. Знайдемо оператор-функцiю Kt

0[M ]:

Kt
0[M ] = (e

1
2
tmi2k−1, e

3
2
tmi2k)i,k∈N. (17)

Пiдставивши (17) в крайову умову (2), отримаємо, що в даному випадку
оператор L : B→ m (на пiдпросторi L(m)) дiє на M наступним чином:

LM = (m11(1− e
1
2
p), m22(1− e

3
2
p),m33(1− e

1
2
p), ...).

Легко бачити, що даний оператор дiє неперервним чином i має множи-
ну узагальнено-обернених операторiв L−, якi можна визначити наступним
чином:

L−(α1, α2, ...) = D = (dij)i,j∈N, α = (α1, α2, ...) ∈ m,
де дiагональнi елементи

d2i2i =
α2i

(1− e
3
2 p)

, d2i−12i−1 =
α2i−1

(1− e
1
2 p)

,
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а решта коефiцiєнтiв dij обирається довiльним чином за умови, щоб ||D||B
була скiнченною. Дiя проєкторiв PN(L) : B→ B та PYL : m→ m (в загаль-
ному виглядi) визначається таким чином:

PN(L)M = (I − L−L)M = (pij)i,j∈N, де pij =

{
0, якщо i = j,

mij − dij , якщо i 6= j,

а проєктор PYL = 0. Таким чином умова розв’язностi (7) виконується авто-
матично. Тодi операторне рiвняння LM = α − `

∫ ·
0 K
·
τ [Φ]dτ має розв’язок

вигляду:

M = L−
(
α− `

∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ

)
+ PN(L)C, C ∈ B

або в розгорнутому виглядi:

M =



α1+e
1
2 pp

1−e
1
2 p

c12 c13 ...

c21
α2+e

3
2 pp

1−e
3
2 p

c23 ...

c31 c32
α1+e

1
2 pp

1−e
1
2 p

...

... ... ... ...

 .

Таким чином, за допомогою отриманого оператора M можна виписати за-
гальний розв’язок крайової задачi (1), (2) у виглядi:

α1+e
1
2 pp

1−e
1
2 p

e
t
2 0 0 ...

0 α2+e
3
2 pp

1−e
3
2 p

e
3
2
t 0 ...

0 0 α1+e
1
2 pp

1−e
1
2 p

e
t
2 ...

... ... ... ...

+

+


0 e

3
2
tc12 e

t
2 c13 e

3
2
tc14 ...

e
t
2 c21 0 e

t
2 c23 e

3
2
tc24 ...

e
t
2 c31 e

3
2
tc32 0 e

3
2
tc34 ...

... ... ... ...

 (18)

Безпосередньою пiдстановкою (18) в крайову задачу (1), (2) можна пере-
конатися в достовiрностi отриманого результату.

Рiвняння Ляпунова зi змiнними коефiцiєнтами.
Узагальненi розв’язки

Розглянемо наступну крайову задачу для рiвняння Ляпунова

Ż(t) = A(t)Z(t)− Z(t)B(t) + Φ(t), (19)

`Z(·) = α, (20)
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де Z(t) ∈ C1 ([a; b];L(B1)), оператор-функцiї A(t), B(t) ∈ L(B1) при ко-
жному t (для простоти A(t), B(t) ∈ C ([a; b];L(B1))). Розглянемо лiнiйний
оператор Kt

τ , який переводить Φ(t) в оператор-функцiю

Kt
τ [Φ] ∈ C ([a; b]× [a; b];L(B1))

вигляду
Kt
τ [Φ] = U(t)U−1(τ)Φ(τ)V (τ)V −1(t), (21)

де U(t), V (t) — еволюцiйнi оператори операторно-диференцiальних рiв-
нянь:

Ẋ(t, τ) = A(t)X(t, τ), X(τ, τ) = I, U(t) := U(t, 0), (22)

Ẏ (t, τ) = B(t)Y (t, τ), Y (τ, τ) = I, V (t) := V (t, 0), (23)

вiдповiдно. Очевидно, що V −1(t) задовольняє такому операторно-диферен-
цiальному рiвнянню (нормований в нулi):

Ẏ (t, τ) = −Y (t, τ)B(t), Y (τ, τ) = I.

Для простоти будем розглядати випадок, коли [a, b] = [0, T ]. За допомо-
гою цього оператора можна зобразити загальний розв’язок рiвняння (19)
у виглядi

Z(t) = Kt
0[M ] +

∫ t

0
Kt
τ [Φ]dτ, (24)

де довiльний оператор M ∈ L(B1). Пiдставимо (24) у крайову умову (20)
та отримаємо операторне рiвняння вiдносно оператора M :

LM = α− `
∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ, (25)

де оператор L дiє за правилом LM = `K·0[M ] : L(B1) → B2. Неважко по-
казати, що за умови узагальненої оборотностi оператора L для задачi зi
змiнними операторними коефiцiєнтами буде справедлива теорем аналогi-
чна до теореми (1).

Покажемо, що цю задачу можна зробити розв’язною i у тому випадку,
коли множина значень оператора L не є замкненою.

Перейдемо до вiдповiдних конструкцiй. Нехай задано лiнiйний обмеже-
ний оператор L, що дiє з простору Банаха L(B1) у простiр Банаха B2.
Надалi будемо вважати, що пiдпростори N(L) та R(L) є доповнювальними
тобто мають мiсце розклади у прямi суми пiдпросторiв

L(B1) = N(L)⊕X, B2 = R(L)⊕ Y, (26)

й вiдповiднi розклади одиницi

IL(B1) = PN(L) + PX , IB2 = P
R(L)

+ PY ,

де PN(L), PX , PR(L)
, PY — проєктори на вiдповiднi пiдпростори. За аналогi-

єю з означенням [48], [45] допустимої пари введемо означення узагальненого
L допустимого пiдпростору.
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Означення 1. Нехай L : L(B1)→ B2 лiнiйний обмежений оператор, що дiє
з простору Банаха L(B1) у простiр Банаха B2, а пiдпростори X ⊂ L(B1),
R(L) ⊂ B2 такi, що виконується умова (26). Тодi пiдпростори X та R(L)
будемо називати узагальненими L-допустимими.

Розглянемо звужений оператор LX : X → R(L), LXM = LM,M ∈ X
(вiн буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним). Поповнимо простiр X за
нормою

||M || = ||LXM ||B2

i розширимо оператор LX на поповнений простiр X за неперервнiстю. Роз-
ширений оператор будемо позначати LX . Тодi, як i у випадку гiльбертових
просторiв [45], оператор LX : X → R(L) буде здiйснювати гомеоморфiзм
мiж просторами X та R(L). Будемо позначати через L(B1) = X ⊕N(L) —
розширений вихiдний простiр.

Означення 2. Нехай L ∈ L(L(B1), B2) та X, R(L) — узагальненi L-до-
пустимi пiдпростори. Тодi вiдображення

L−X : B2 → L(B1),

L−Xy = L
−1
X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y,

називатимемо сильним (X,R(L)) — узагальнено-оберненим до L.

Безпосередньо з означення сильного (X,R(L)) — узагальнено-оберненого
оператора випливають такi властивостi:

LL−XL = L, L−XLL
−
X = L−X на X,

(або з замiною L на LX),

LXL
−
XLX = LX , L−XLXL

−
X = L−X на X.

Аналогiв властивостей 3 та 4 з означення псевдооберненого оператора у
загальному випадку немає.

Розглянемо тепер рiвняння (25) у просторах Банаха L(B1) та B2, яке
перепишемо у виглядi

LM = y, (27)
де y = α−`

∫ ·
0 K
·
τ [Φ]dτ, — елемент простору B2, L — такий лiнiйний обмеже-

ний оператор, що пiдпростори X,R(L) є узагальненими L — допустимими.
Вiдомо [17], що у загальному випадку розв’язок такого рiвняння може

iснувати не для всiх правих частин й може бути не єдиним. Коли розв’язку
не iснує у звичайному сенсi, то часто знаходять такий оператор M = M ∈
L(B1) який мiнiмiзує норму нев’язки

||LM − y||B2 = inf
M∈L(B1)

||LM − y||B2 .

Його називають квазiрозв’язком [17, 49]. Для iснування такого розв’язку
умова замкненостi множини значень оператора L є суттєвою, але у загаль-
ному випадку така варiацiйна задача може не мати розв’язку.
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Запропонуємо означення розв’язкiв для рiвняння (27), щоб можна було
гарантувати їх iснування у тому чи iншому сенсi.

Використавши побудовану вище конструкцiю розширимо вихiдний про-
стiр L(B1) й оператор L заданий на ньому таким чином, щоб варiацiйна
задача на розширеному просторi завжди мала розв’язки у певному сенсi.
Вiдображення, яке буде встановлювати вiдповiднiсть мiж розв’язками та
правими частинами у загальному випадку виявляється багатозначним.

Означення узагальнених розв’язкiв. Для рiвняння (27) ми будемо
видiляти такi три типи розв’язкiв.

1) Класичнi розв’язки. Розглянемо випадок, коли оператор L нор-
мально-розв’язний. Тодi, як вiдомо [17], неоднорiднiсть y ∈ R(L) у рiвняннi
(27) належить образу оператора тодi й тiльки тодi, коли PY y = 0. У цьому
випадку iснує узагальнено — обернений оператор L− за допомогою якого
множина розв’язкiв рiвняння (27) у просторi Банаха має вигляд

M = L−y + PN(L)C, ∀C ∈ L(B1).

2) Сильнi узагальненi розв’язки. Розглянемо випадок, коли множи-
на значень оператора L не є замкненою. Оскiльки оператор L має (X,R(L))
узагальнений L — допустимий пiдпростiр, то для просторiв L(B1), B2 спра-
ведливий розклад (26).

Тодi ми можемо вести мову про сильний узагальнений розв’язок рiвнян-
ня (27). Оскiльки оператор LX здiйснює гомеоморфiзм мiж просторами X
та R(L), то iснує L−1X та коректним буде таке означення.

Означення 3. Довiльний елемент з множини {L−1X y + PN(L)C}C∈L(B1)

будемо називати сильним узагальненим розв’язком рiвняння (27), якщо
y ∈ R(L).

Тодi множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння (27) буде
мати вигляд

M = L−Xy + PN(L)C, ∀C ∈ L(B1),

а оператор L−Xy := L
−1
X y1, де y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y .

3) Узагальненi квазiрозв’язки. Розглянемо випадок, коли y /∈ R(L).
Для елемента y це рiвносильно виконанню умови PY y 6= 0. У цьому випадку
сильних узагальнених розв’язкiв не iснує, але iснують такi елементи з X,
що є розв’язками варiацiйної задачi

inf ||LM − y||B2 ,

де L = LXPX та iнфiмум береться по всiм елементам (операторам) M ∈
L(B1). Тут PX — проєктор на X. Цi елементи i будемо називати узагаль-
неними квазiрозв’язками.

Означення 4. Довiльний елемент з множини

{L−Xy + PN(L)C}C∈L(B1)

будемо називати узагальненим квазiрозв’язком рiвняння (27).
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Зауваження 2. Зазначимо, що якщо R(L) = R(L), то узагальненi квазi-
розв’язки спiвпадають зi звичайними квазiрозв’язками [17].

Зауваження 3. З наведеного вище означення оператор L−Xy може мати
не найменшу норму на вiдповiдному просторi, на вiдмiну вiд L+

y.

Виходячи з цього, повна теорема розв’язностi крайової задачi (19), (20)
набуде такого вигляду.

Теорема 2. Нехай оператор L має узагальненi L-допустимi пiдпростори
(X,R(L)). Тодi:

1 а) Крайова задача (19) (20) має сильнi узагальненi розв’язки тодi й
тiльки тодi, коли виконується умова

PY

[
α− `

∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ

]
= 0;

якщо α− `
∫ ·
0 K
·
τ [Φ]dτ ∈ R(L), то розв’язки будуть звичайними класични-

ми;
1 b) За виконання умови розв’язностi (25) множина сильних узагаль-

нених розв’язкiв має вигляд

Z(t, C) = Kt
0[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), ∀C ∈ L(B1), (28)

де узагальнений оператор Грiна визначається таким чином

(G[Φ, α])(t) =

∫ t

0
Kt
τ [Φ]dτ −Kt

0

[
L−X`

∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ

]
+ Kt

0[L
−
Xα]; (29)

2 a) Крайова задача (19) (20) має сильнi узагальненi квазiрозв’язки тодi
й тiльки тодi, коли виконується умова

PY

[
α− `

∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ

]
6= 0; (30)

2 b) За виконання умови розв’язностi (30) множина сильних узагаль-
нених розв’язкiв має вигляд

Z(t, C) = Kt
0[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (31)

де узагальнений оператор Грiна визначається з (29).

Приклад 2. Розглянемо однорiдну крайову задачу (Φ(t) = 0) з постiйними
операторами A та B дiагонального вигляду

A = diag(
1

2
,
1

2
, ...), B = diag(1, 1, 1, ...)

зi значеннями в пiдпросторi B ⊂ L(l2), який складається з злiченних ма-
триць C = (cij)i,j∈N елементи яких є квадратично-сумовними

∑
i,j c

2
ij <∞

(кожнiй такiй матрицi вiдповiдає лiнiйний обмежений оператор з L(l2)).
Оператор-функцiя Z(t) = (zij(t))i,j∈N ∈ C1([0; 1];B), тобто

||Z|| = sup
t∈[0;1]

{||Z(t)||B + ||Ż(t)||B} <∞

47



О. О. ПОКУТНИЙ

та крайовою умовою наступного вигляду:

`Z(·) = (0, z22(0),
z33(0)

2
, ...,

zii(0)

i− 1
, ...) = (α1, α2, ..., αn, ...) ∈ l2.

Тодi загальний розв’язок системи буде мати вигляд

Z(t, C) = Kt
0[C] = e

3
2
t[C], C ∈ B.

Пiдставляючи в крайову умову отримаємо, що розв’язнiсть крайової задачi
еквiвалентна розв’язностi наступного рiвняння

`Z(·) = LC = (0, c22,
c33
2
, ...) = (α1, α2, ...) ∈ l2.

Тут L : B → l2. Покажемо, що оператор L має незамкнену множину зна-
чень. Для цього достатньо помiтити, що

l2 3 (0, 1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...) = lim

k→∞
(0, 1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ...),

(0, 1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ...) = LCk,

де в якостi послiдовностi операторiв Ck обирається наступна

Ck = diag(1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k+1

, 0, 0, ...) ∈ B ⊂ L(l2),

та для C = diag(1, 1, ..., 1, ...)

LC = (0, 1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, ...).

Але C не належить пiдпростору L(l2) з квадратично сумовних послiдов-
ностей, оскiльки ||C|| = limn→∞

∑n
i=1 12 → ∞. Таким чином маємо послi-

довнiсть Ck таку, що LCk = yk = (0, 1, 12 , ...,
1
k , 0, 0, ...) ∈ l2 й yk → y =

(0, 1, 12 , ...,
1
k , ...) в просторi l2, коли k → ∞, але y = LC, де C не належить

пiдпростору B ⊂ L(l2). Таким чином оператор L має незамкнену множи-
ну значень. В даному випадку для простору B має мiсце такий розклад у
пряму суму пiдпросторiв:

B = N(L)⊕X,

де нуль-простiр N(L) оператора L складається з операторiв вигляду

C =


c11 c12 .... c1n ...
c21 0 ... c2n ...
c31 c32 ... c3n ...
... ... ... ... ...
cn1 cn2 ... 0 ...
... ... ... ... ...

 =

{
cij , i 6= j, або i = j = 1

0, iнакше,

а пiдпростiр X складається з матриць

C =

{
cii, i 6= 1

0, iнакше.
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Згiдно до сказаного вище маємо оператор LX : X → R(L), що буде лiнiйним
та iн’єктивним. Поповнивши отриманий пiдпростiр за нормою

||C||X = ||LXC||l2 =

+∞∑
i=1

(
cii
i

)2

отримаємо простiр X та простiр B в якому розширений оператор L =
LXPX буде нормально-розв’язним. У цьому випадку сильний псевдообер-
нений оператор L

+
: l2 → B буде мати наступний вигляд

L
+
α = L

+
(α1, α2, ..., αn, ...) = diag(0, α2, 2α3, ..., (n− 1)αn, ...).

Задача буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли α1 = 0. Тодi один з сильних
узагальнених розв’язкiв крайової задачi буде мати вигляд

Z(t) = Kt
0[L

+
α] = e

3
2
tdiag(0, α2, 2α3, ..., (n− 1)αn, ...)

в просторi C1([0; 1];B).

Крайова задача при лiнiйних збуреннях
Розглянемо крайову задачу

Ż(t, ε) = AZ(t, ε)− Z(t, ε)B + εC(t)Z(t, ε) + Φ(t), (32)

`Z(·, ε) = α+ εl1Z(·, ε), (33)
де A,B ∈ L(H1) — лiнiйнi обмеженi оператори, Φ(t), C(t) ∈ C([a, b];L(H1))
— неперервнi оператор-функцiї, `, l1 : C1([a, b];L(H1))→ H2 — лiнiйнi обме-
женi оператори, ε — малий параметр, L(H1) — простiр лiнiйних та обме-
жених операторiв, що дiють з простору Гiльберта H1 у себе; H1, H2 — про-
стори Гiльберта, α ∈ H2. Шукаємо розв’язок Z(t, ε) ∈ C1([a, b];L(H1)) ×
C(0, ε0] для фiксованого ε0 > 0. Для простоти будемо розглядати випадок,
коли [a, b] = [0, T ]. Можливi два випадки, коли породжуюча задача (ε = 0)
має розв’язки та коли не має [26].

1) Породжуюча крайова задача має розв’язки. У цьому випадку
розв’язок крайової задачi (32), (33) будемо шукати у виглядi ряду

Z(t, ε) =
+∞∑
i=0

εiZi(t).

Прирiвнюючи коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε отримаємо низку
крайових задач.

Крайова задача при ε0 буде мати такий вигляд:

Ż0(t) = AZ0(t)− Z0(t)B + Φ(t), (34)

`Z0(·) = α. (35)
Для простоти будемо розглядати випадок, коли оператор L нормально-
розв’язний та узагальнено-оборотний. Тодi згiдно теореми 1 загальний розв’-
язок (34), (35) має вигляд:

Z0(t, C0) = Kt
0[PN(L)C0] + (G[Φ, α])(t), (36)

49



О. О. ПОКУТНИЙ

для всiх C0 ∈ L(H1) при виконаннi умови розв’язностi

PYL

[
α− `

∫ ·
0
K·τ [Φ]dτ

]
= 0. (37)

При ε1 отримаємо наступну крайову задачу

Ż1(t) = AZ1(t)− Z1(t)B + C(t)Z0(t, C0), (38)

`Z1(·) = l1Z0(·, C0). (39)

Загальний розв’язок рiвняння (38) буде мати вигляд

Z1(t, C1) = etAC1e
−tB +

∫ t

0
e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e

(τ−t)Bdτ.

Пiдставляючи в умову (39) отримаємо наступне операторне рiвняння

LC1 = g1, (40)

де

g1 = l1Z0(·, C0)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e

(τ−·)Bdτ.

Умова розв’язностi набуде вигляду:

PYLg1 = 0. (41)

Введемо до розгляду оператор B0 : L(H1) → YL дiя якого визначається
таким чином

B0C0 = PYL [l1e
·APN(L)C0e

−·B − `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)eτAPN(L)C0e

−τBe(τ−·)Bdτ ].

Пiдставляючи розв’язок Z0 в умову розв’язностi (41), отримуємо оператор-
не рiвняння вiдносно оператора C0:

B0C0 = −PYL [l1(G[Φ, α])(·)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)Bdτ ]. (42)

Припустимо, що оператор B0 є узагальнено-оборотним. Тодi за виконання
достатньої умови PYB0

PYL = 0 (YL = YB0 ⊕R(B0)) рiвняння (42) буде мати
розв’язок у виглядi

C0 = −B−0 PYL [l1(G[Φ, α])(·)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)Bdτ ]. (43)

Тодi розв’язок операторного рiвняння (40) буде мати такий вигляд

C1 = PN(L)C1 + L−g1.

Пiдставляючи в загальний розв’язок отримаємо

Z1(t, C1) =

= etAPN(L)C1e
−tB + etAL−g1e

−tB +

∫ t

0
e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e

(τ−t)Bdτ,
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де C0 визначається з рiвностi (43). Враховуючи визначення оператора Грi-
на, загальний розв’язок крайової задачi (38), (39) можна переписати у ви-
глядi

Z1(t, C1) = etAPN(L)C1e
−tB + (G[CZ0, l1Z0])(t).

Дiючи за iндукцiєю отримаємо при εi наступну крайову задачу

Żi(t) = AZi(t)− Zi(t)B + C(t)Zi−1(t), (44)

`Zi(·) = l1Zi−1(·). (45)
Загальний розв’язок задачi (44) буде мати вигляд

Zi(t, Ci) = etACie
−tB +

∫ t

0
e(t−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e

(τ−t)Bdτ.

Пiдставляючи в крайову умову (45) отримаємо операторне рiвняння

LCi = gi,

де

gi = l1Zi−1(·, Ci−1)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e

(τ−·)Bdτ.

Умова розв’язностi набуде вигляду

PYLgi = 0.

Виходячи з позначень отримуємо, що умова розв’язностi еквiвалентна розв’-
язностi операторного рiвняння

B0Ci−1 = −PYL [l1(G[CZi−2, l1Zi−2])(·)−

− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−2, l1Zi−2])(τ)e(τ−·)Bdτ ]. (46)

Тодi

Ci−1 = −B+
0 PYL [l1(G[CZi−2, l1Zi−2])(·)−

− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−2, l1Zi−2])(τ)e(τ−·)Bdτ ],

Ci = PN(L)Ci + L−gi,

та загальний розв’язок крайової задачi (44), (45) буде мати вигляд

Zi(t, Ci) = etAPN(L)Cie
−tB + (G[CZi−1, l1Zi−1])(t).

Таким чином отримали теорему (достатню умову розв’язностi).

Теорема 3. Нехай оператори L, B0 узагальнено-оборотнi та

PYL{α− `
∫ ·
0
e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ} = 0,

PYB0
PYL = 0.

Тодi крайова задача (32), (33) має розв’язок у виглядi такого ряду

Z(t, ε) =

+∞∑
i=0

εiZi(t),
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коефiцiєнти якого знаходяться наступним чином

Z0(t, C0) = etAPN(L)C0e
−tB + (G[Φ, α])(t), C0 ∈ L(B1)

Zi(t, Ci) = etAPN(L)Cie
−tB + (G[CZi−1, l1Zi−1])(t), Ci ∈ L(B1)

де (G[·, ·])(t) — узагальнений оператор Грiна (10). Ci, i ≥ 0 заданi так

C0 = −B−0 PYL [l1(G[Φ, α])(·)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[Φ, α])(τ)e(τ−·)Bdτ ],

Ci = −B−0 PYL [l1(G[CZi−1, l1Zi−1])(·)−

− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)(G[CZi−1, l1Zi−1])(τ)e(τ−·)Bdτ ].

Зауваження 4. Зазначимо, що розроблена методика дозволяє дослiджу-
вати умови iснування лiнiйно збуреної крайової задачi для рiвняння Ля-
пунова й у тому випадку, коли множини значень операторiв L та B0 не
є замкненими R(L) 6= R(L), R(B0) 6= R(B0), тобто оператори L, B0 не
є нормально-розв’язними. У такому випадку побудована вище процедура
буде давати узагальненi розв’язки або квазiрозв’язки й задача може бу-
ти дослiдженою повнiстю. Доведення проводиться аналогiчним чином до
теореми 3.

2) Породжуюча крайова задача не має розв’язкiв. У цьому ви-
падку розв’язок шукаємо у виглядi ряду

Z(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εiZi(t). (47)

Пiдставимо ряд (47) у крайову задачу (32), (33) i прирiвняємо коефiцiєнти
при однакових степенях ε.

При ε−1 приходимо до однорiдної крайової задачi:

Ż−1(t) = AZ−1(t)− Z−1(t)B, (48)

`Z−1(·) = 0. (49)
Задача (48), (49) має розв’язок:

Z−1(t, C−1) = etAPN(L)C−1e
−tB, (50)

для довiльного оператора C−1 ∈ L(B1), який буде знайдений нижче.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0, отримаємо крайову задачу для Z0(t):

Ż0(t) = AZ0(t)− Z0(t)B + C(t)Z−1(t, C−1) + Φ(t), (51)

`Z0(·) = α+ l1Z−1(·, C−1). (52)
Операторне рiвняння (51) має розв’язок:

Z0(t, C0) = etAC0e
−tB +

∫ t

0
e(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)Bdτ. (53)
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Пiдставляючи Z0(t, C0) в крайову умову (52), отримаємо наступне опе-
раторне рiвняння

LC0 = g0, (54)
де

g0 = α+ l1Z−1(·, C−1)− `
∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)Bdτ.

Знову будемо припускати, що опеартор L є узагальнено-оборотним. Тодi
розв’язок рiвняння (54) iснує тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

PYLg0 = 0.

Пiдставляючи в отриману умову розв’язностi представлення (50) для розв’яз-
ку Z−1 приходимо до операторного рiвняння

B0C−1 = −PYL
[
α− `

∫ ·
0
e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ

]
, (55)

де оператор B0 має вигляд

B0C−1 =

= PYL

[
l1e
·APN(L)C−1e

−·B − `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)eτAPN(L)C−1e

−τBe(τ−·)Bdτ

]
.

Рiвняння (55) є розв’язним тодi i лише тодi, коли його права частина
задовольняє умову

PYB0
PYL

[
α− `

∫ ·
0
e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ

]
= 0. (56)

За виконання достатньої умови

PYB0
PYL = 0, (57)

умова розв’язностi (56) буде виконуватись автоматично й операторне рiв-
няння (55) при цьому буде мати принаймнi один розв’язок у виглядi:

C−1 = −B−0 PYL
[
α− `

∫ ·
0
e(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ

]
. (58)

В цьому випадку розв’язок рiвняння LC0 = g0 буде мати вигляд:

C0 = L−g0 + PN(L)C0, C0 ∈ L(B1),

або

C0 =

= L−
[
α+ l1Z−1(·, C−1)− `

∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)Bdτ

]
+

+ PN(L)C0.

Таким чином розв’язок Z0(t, C0) можна записати у наступному виглядi:

Z0(t, C0) = etAPN(L)C0e
−tB + Z0(t), (59)
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для довiльного оператора C0 ∈ L(H1), який буде знайдений нижче.

Z0(t) = etA
[
L−{α+ l1Z−1(·, C−1)}

]
e−tB + (G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t),

(60)
де оператор Грiна має вигляд:

(G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t) =

=

∫ t

0
e(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)Bdτ−

− etA
[
L−`

∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−·)Bdτ

]
e−tB. (61)

При ε1 отримуємо крайову задачу для визначення Z1(t) вигляду

Ż1(t) = AZ1(t)− Z1(t)B + C(t)Z0(t, C0), (62)

`Z1(·) = l1Z0(·, C0). (63)
Операторне рiвняння (62) має розв’язок:

Z1(t, C1) = etAC1e
−tB +

∫ t

0
e(t−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e

(τ−t)Bdτ. (64)

Пiдставляючи Z1(t) в крайову умову (64), отримаємо операторне рiвняння

LC1 = g1,

де

g1 = l1Z0(·, C0)− `
∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Z0(τ, C0)e

(τ−·)Bdτ.

Розв’язок операторного рiвняння iснує тодi й тiльки тодi, коли виконується
умова

PYLg1 = 0.

Пiдставляючи в отриману умову розв’язностi представлення для Z0(t, C0)
отримуємо операторне рiвняння вiдносно оператора C0:

B0C0 = −PYL
[
l1Z0(·)− `

∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Z0(τ)e(τ−·)Bdτ

]
. (65)

За виконання умови (57) операторне рiвняння (65) має принаймнi один
розв’язок у виглядi

C0 = −B−0 PYL
[
l1Z0(·)− l

∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Z0(τ)e(τ−·)Bdτ

]
. (66)

У цьому випадку розв’язок рiвняння LC1 = g1 буде мати вигляд:

C1 = L−g1 + PN(L)C1, C1 ∈ L(H1),

або

C1 = L−
[
l1Z0(·, C0)− `

∫ ·
0
e(·−τ)A [C(τ)Z0(τ, C0)] e

(τ−·)Bdτ

]
+ PN(L)C1.

Таким чином розв’язок Z1(t, C1) можна зобразити у виглядi:

Z1(t, C1) = etAPN(L)C1e
−tB + Z1(t), (67)
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для довiльного оператора C1 ∈ L(H1), який буде знайдений нижче. Тут

Z1(t) = etA
[
L−l1Z0(·, C0)

]
e−tB + (G [C(·)Z0(·, C0)]) (t). (68)

Дiючи за iндукцiєю, для визначення коефiцiєнта Zi(t) при εi ряду (47)
маємо таку крайову задачу

Żi(t) = AZi(t)− Zi(t)B + C(t)Zi−1(t, Ci−1), (69)

`Zi(·) = l1Zi−1(·, Ci−1). (70)
За виконання умови (57), крайова задача (69),(70) має розв’язок:

Zi(t, Ci) = etAPN(L)Cie
−tB + Zi(t), (71)

де частинний розв’язок Zi(t) крайової задачi (69),(70) має вигляд:

Zi(t) = etA
[
L−l1Zi−1(·, Ci−1)

]
e−tB + (G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t). (72)

Оператор Ci ∈ L(H1) знаходиться за формулою:

Ci = −B−0 PYL
[
l1Zi(·)− `

∫ ·
0
e(·−τ)AC(τ)Zi(τ)e(τ−·)Bdτ

]
. (73)

Таким чином, маємо iтерацiйний алгоритм побудови розв’язку крайової
задачi (69), (70):

Zi(t, Ci) =

{
etAPN(L)Cie

−tB, i = −1;

etAPN(L)Cie
−tB + Zi(t), i = 0,∞.

(74)

Ci =

=

{
−B−0 PYL

[
α− l

∫ ·
0 e

(·−τ)AΦ(τ)e(τ−·)Bdτ
]
, i = −1;

−B−0 PYL
[
l1Zi(·)− l

∫ ·
0 e

(·−τ)AC(τ)Zi(τ)e(τ−·)Bdτ
]
, i = 0,∞.

(75)

Zi(t) =

=


etA [L− (α+ l1Z−1(·, C−1))] e−tB+

+ (G [C(·)Z−1(·, C−1) + Φ(·)]) (t), i = 0;

etA [L−l1Zi−1(·, Ci−1)] e−tB + (G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t), i ≥ 1.

(76)

Узагальнений оператор Грiна визначається таким чином:

(G [C(·)Zi−1(·, Ci−1)]) (t) =

=



∫ t
0 e

(t−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) + Φ(τ)] e(τ−t)Bdτ−
−etA

[
Q+l

∫ ·
0 e

(·−τ)A [C(τ)Z−1(τ, C−1) +

+Φ(τ)] e(τ−·)Bdτ
]
e−tB, i = 0;∫ t

0 e
(t−τ)AC(τ)Zi−1(τ, Ci−1)e

(τ−t)Bdτ−
−etA

[
Q+l

∫ ·
0 e

(·−τ)A [C(τ)Zi−1(τ, Ci−1)] e
(τ−·)Bdτ

]
e−tB, i ≥ 1.

(77)

Отже, достатня умова розв’язностi крайової задачi (32), (33) має такий
вигляд.
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Теорема 4. (достатня умова розв’язностi). Якщо оператори L, B0 є
узагальнено-оборотнiми, породжуюча крайова задача, отримана iз (32),
(33) при ε = 0 не має розв’язкiв й PYB0

PYL = 0, то збурена крайова задача
(32), (33) має принаймнi один розв’язок у виглядi ряду:

Z(t) =

+∞∑
i=−1

εiZi(t),

абсолютно збiжного при довiльних фiксованих ε ∈ (0, ε∗] коефiцiєнти яко-
го визначаються iтерацiйним алгоритмом (74)–(77).

Бiфуркацiя розв’язкiв
Розглянемо автономну крайову задачу

Ż(t, ε) = AZ(t, ε)− Z(t, ε)B + εR(Z(t, ε), ε) + Φ(t), (78)

`Z(·, ε) = α+ εJ(Z(·, ε), ε), (79)
де Z = Z(t, ε) ∈ C1 ([a; b(ε)];L(H1)) × C(0; ε0] для фiксованого ε0 > 0
невiдома оператор-функцiя; A,B ∈ L(H1) — лiнiйнi обмеженi операто-
ри, оператор-функцiя Φ(t) ∈ C([a; b(ε)];L(H1)]), H1, H2 — гiльбертовi про-
стори, α ∈ H2; нелiнiйна по Z оператор-функцiя R(Z(t, ε), ε) неперервно-
диференцiйовна по Z(t, ε) в околi породжуючого розв’язку i неперервна по
ε в околi нуля:

R(Z(·, ε)) ∈ C1[‖Z − Z0‖ ≤ q];R(Z, ·) ∈ C[0; ε0],

q — достатньо мала константа; ` : C1([a; b(ε)];L(H1)) → H2 — лiнiйний
обмежений оператор; нелiнiйний оператор J(Z(·, ε), ε) неперервно-диферен-
цiйовний по Z у розумiннi Фреше. Знайдемо необхiдну та достатню умо-
ви iснування розв’язкiв Z(t, ε) крайової задачi (78), (79), якi при ε = 0
перетворюються в породжуючий розв’язк Z0(t, C) вигляду (11) на [a, b∗]
(b∗ = b(0)):

Z0(t, C) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t). (80)

Правий кiнець b(ε) вiдрiзку [a; b(ε)], на якому шукається розв’язок задачi
(78), (79), невiдомий i його треба визначити у процесi побудови розв’язку.
Будемо шукати його у виглядi:

b(ε) = b∗ + ε(b∗ − a)β(ε), β(0) = β∗. (81)

Зробимо замiну змiнної [7, с. 209]:

t = a+ (τ − a)(1 + εβ(ε)).

Отримаємо нелiнiйну автономну крайову задачу з невiдомою оператор-
функцiєю Z = Z(τ, ε), яка визначена на вiдрiзку [a; b∗] фiксованої довжини,
з простору C1 ([a; b∗];L(H1))× C(0; ε0] для фiксованого ε0 > 0:

Ż(τ, ε) = AZ(τ, ε)− Z(τ, ε)B + Φ+

+ ε

(
β(ε)

(
AZ(τ, ε)− Z(τ, ε)B + Φ

)
+(1 + εβ(ε))R(Z(τ, ε), ε)

)
, (82)
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`Z(·, ε) = α+ εJ(Z(·, ε), ε). (83)

Виконаємо у крайовiй задачi (82), (83) замiну змiнних:

Z(τ, ε) = Z0(τ, C
0) + Y (τ, ε). (84)

Розв’язок Z(τ, ε) = Z0(τ, C
0) + Y (τ, ε) шукаємо в околi розв’язку поро-

джуючої задачi (19), (20). Враховуючи, що Z0(τ, C
0) є розв’язком крайової

задачi (19), (20), отримаємо таку крайову задачу:

Ẏ (τ, ε) = AY (τ, ε)− Y (τ, ε)B+

+ ε

(
β(ε)

(
A(Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε))− (Z0(τ, C
0) + Y (τ, ε))B + Φ(τ)

)
+

+ (1 + εβ(ε))R
(
Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε), ε
))

, (85)

`Y (·, ε) = εJ
(
Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε), ε
)
, (86)

на фiксованому вiдрiзку [a; b∗]. Застосовуючи теорему 1 до задачi (85), (86),
приходимо до необхiдної умови iснування розв’язкiв задачi (78), (79):

PYL

[
J(Z0(·, C0), 0)− `

∫ b∗

a
K·τ

[
β∗
(
AZ0(τ, C

0)− Z0(τ, C
0)B + Φ(τ)

)
+

+R
(
Z0(τ, C

0), 0
)]
dτ

]
= 0.

Ввiвши позначення

F0(τ, C
0) = β∗

[
AZ0(τ, C

0)− Z0(τ, C
0)B + Φ

]
+R
(
Z0(τ, C

0), 0
)
,

приходимо до такого твердження.

Теорема 5. Нехай автономна крайова задача (82), (83) має розв’язок
Z(τ, ε) ∈ C1 ([a; b∗];L(H1)) × C(0; ε0], який при ε = 0 обертається у по-
роджуючий розв’язок Z0(τ, 0) = Z0(τ, C

0) задачi (19), (20). Тодi оператор
C0 ∈ L(H1) задовольняє операторне рiвняння

PYL

[
J(Z0(·, C0), 0)− `

∫ b∗

a
K·τ

[
F0(τ, C

0)

]
dτ

]
= 0. (87)

Рiвняння (87) будемо називати рiвнянням для породжуючих операторiв
крайової задачi (78), (79).

Знайдемо достатню умову iснування розв’язкiв Z(t, ε) крайової задачi
(78), (79). Нехай оператор C0 задовольняє рiвняння для породжуючих опе-
раторiв (87). Розв’язок крайової задачi (85), (86) має представлення:

Y (τ, ε) = Kτ
0

[
PN(L)C

0
]

+ Y (1)(τ, ε), (88)
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де

Y (1)(τ, ε) = εKt
0

[
L−J

(
Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε), ε
)]

+

+ εG1

{
β(ε)

[
A(Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε))− (Z0(τ, C
0) + Y (τ, ε))B + Φ

]
+

+
(
1 + εβ(ε)

)
R
(
Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε), ε
)}

(τ)

та

G1{F}(t) =

∫ t

0
Kt
τ [F ]dτ −Kt

0

[
L−`

∫ ·
0
K·τ [F ]dτ

]
. (89)

Видiлимо у оператор-функцiї R(Z0 + Y, ε) i оператора J(Z0 + Y, ε) лiнiйну
частину по Y i члени нульового порядку по ε:

R
(
Z0(τ, C

0) + Y (τ, ε), ε
)

= R
(
Z0(τ, C

0), 0
)

+A1(τ)Y + ϕ1(Y, ε), (90)

J
(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)
= J

(
Z0(·, C0), 0

)
+ `1Y (·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
, (91)

де

A1(τ) =
∂

∂Z
R(Z, 0)|Z=Z0(τ,C0), ϕ1(0, 0) = 0,

∂ϕ1(0, 0)

∂Y
= 0,

`1 =
∂

∂Z
J(Z, 0)|Z=Z0(τ,C0), J(0, 0) = 0,

∂

∂Y
J(0, 0) = 0.

Перетворимо неоднорiднiсть системи (85), використовуючи розклад (90)

β
[
A(Z0 + Y )− (Z0 + Y )B + Φ

]
+(1 + εβ)R

(
Z0 + Y, ε

)
=

= βAZ0+βAY −βZ0B−βY B+βΦ+R
(
Z0, 0

)
+A1(τ)Y +ϕ1(Y, ε)+εβR

(
Z, ε

)
=

= β∗AZ0+βAZ0+β∗AY +βAY −β∗Z0B−βZ0B−β∗Y B−βY B+β∗Φ−βΦ+

+R
(
Z0, 0

)
+A1(τ)Y + ϕ1(Y, ε) + εβR

(
Z, ε

)
=

= F0(τ, C
0) + β∗AY +A1(τ)Y − β∗AKτ

0

[
PN(L)C

0
]
−A1(τ)Kτ

0

[
PN(L)C

0
]

+

+β∗AKτ
0

[
PN(L)C

0
]

+A1(τ)Kτ
0

[
PN(L)C

0
]
− β∗Y B + β∗Kτ

0

[
PN(L)C

0
]
B−

−β∗Kτ
0

[
PN(L)C

0
]
B+βAZ0−βZ0B−βΦ+βAY −βY B+ϕ1(Y, ε)+εβR

(
Z, ε

)
=

= F0(τ, C
0) +A1[c](τ) +

[
β∗A+A1(τ)

]
Y (1)(τ, ε)− β∗Y (1)(τ, ε)B +R1(Y, ε),

де введено наступнi позначення:

A1[·](τ) =
{[
β∗A+A1(τ)

]
Kτ

0

[
PN(L)·

]
− β∗Kτ

0

[
PN(L)·

]
B,AZ0 − Z0B + Φ

}
,

блочний оператор; c =

(
C0

β

)
, β = β − β∗ ∈ R1, а оператор R1(Y, ε) має

вигляд:
R1(Y, ε) = βAY − βY B + εβR

(
Z0 + Y, ε

)
+ϕ1(Y, ε).

Таким чином, приходимо до задачi побудови розв’язку Y (τ, ε):

Y (τ, ε) ∈ C1 ([a; b∗];L(H1))× C(0; ε0], τ ∈ [a; b∗], ε ∈ [0; ε0], Y (τ, 0) = 0
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операторно-диференцiального рiвняння

dY (τ, ε)

dτ
= AY (τ, ε)− Y (τ, ε)B + ε

{
F0(τ, C

0) +A1[c](τ)+

+
[
β∗A+A1(τ)

]
Y (1)(τ, ε)− β∗Y (1)(τ, ε)B +R1(Y, ε)

}
, (92)

яке задовольняє крайовiй умовi

`Y (·, ε) = εJ
(
Z0(·, C0) + Y (·, ε), ε

)
. (93)

Умова розв’язностi крайової задачi (85), (86) та, вiдповiдно, i задачi (92),
(93) у нових позначеннях приймає вигляд

PYL

[
J
(
Z0(·, C0), 0

)
+ `1Y (·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
−

− `
∫ b∗

a
K·s

[
F0(s, C

0) +A1[c](s)+

+
[
β∗A+A1(τ)

]
Y (1)(s, ε)− β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

]
ds

]
= 0.

З урахуванням умови (87) маємо

PYL

[
`1K

·
0

[
PN(L)C0

]
− `

∫ b∗

a
K·s

[
A1

[(
C0

β

)]
(s)

]
ds

]
=

= −PYL

[
`1Y

(1)(·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗

a
K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y (1)(s, ε)− β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

]
ds

]
.

Отримаємо операторне рiвняння:

B0C0 = G0, (94)

де

B0C = PYL

[
`1K

·
0

[
PN(L)C

]
− `

∫ b∗

a
K·s

[
A1

[(
C

β

)]
(s)

]
ds

]
,

G0 = −PYL

[
`1Y

(1)(·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗

a
K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y (1)(s, ε)− β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

]
ds

]
.

Для розв’язностi рiвняння (94) за умови узагальненої оборотностi операто-
ра B0 необхiдно i достатньо, щоб

PYB0
PYL

[
`1Y

(1)(·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
−
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−`
∫ b∗

a
K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y (1)(s, ε)− β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

]
ds

]
= 0.

Достатньою умовою розв’язностi операторного рiвняння (94) є умова

PYB0
PYL = 0.

Таким чином, для побудови розв’язку Y (τ, ε) ∈ C1 ([a; b∗];L(H1))×C(0; ε0],
Y (τ, 0) = 0 крайової задачi (92), (93) приходимо до операторної системи:

Y (τ, ε) = Kτ
0 [PN(L)C

0] + Y (1)(τ, ε),

C0 = −B−0 PYL

[
`1Y

(1)(·, ε) + J1

(
Y (·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗
a K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y (1)(s, ε)−

−β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

]
ds

]
+

+PN(B)C0,

Y (1)(τ, ε) = εKt
0

[
L−J

(
Z0 + Y, ε

)]
+

+εG1

{
F0(s, C

0) +A1[c](s)+

+
[
β∗A+A1(s)

]
Y (1)(s, ε)−

−β∗Y (1)(s, ε)B +R1(Y, ε)

}
(τ),

(95)

де

G1{F}(t) =

∫ b∗

a
Kt
τ [F ]dτ −Kt

0

[
L−`

∫ b∗

a
K·τ [F ]dτ

]
, c =

(
C0

β

)
.

Операторна система (95) належить до класу систем, для розв’язку яких
застосовується збiжний для всiх ε ∈ [0; ε∗] метод простих iтерацiй, причо-
му величину ε∗ можна оцiнити знизу за допомогою мажоруючих рiвнянь
Ляпунова.

Перше наближення Y1(τ, ε) системи (95) природньо шукати, як розв’язок
крайової задачi

dY1(τ, ε)

dτ
= AY1(τ, ε)− Y1(τ, ε)B + εF0(τ, C

0),

`Y1(·, ε) = εJ
(
Z0(·, C0), 0

)
,

яке має вигляд

Y1(τ, ε) = Kτ
0 [PN(L)C0] + Y

(1)
1 (τ, ε), C0 = 0,

Y
(1)
1 (τ, ε) = εKt

0

[
L−J

(
Z0, 0

)]
+ εG1

{
F0(s, C

0)
}

(τ).
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Друге наближення Y2(τ, ε) шукається, як розв’язок крайової задачi

dY2(τ, ε)

dτ
= AY2(τ, ε)− Y2(τ, ε)B + ε

{
F0(τ, C

0) +A1[c](τ)+

+
[
β∗A+A1(τ)

]
Y

(1)
1 (τ, ε)− β∗Y (1)

1 (τ, ε)B +R1(Y1, ε)
}
,

`Y2(·, ε) = εJ
(
Z0(·, C0) + Y1(·, ε), ε

)
,

у виглядi

Y2(τ, ε) = Kτ
0 [PN(L)C1] + Y

(1)
2 (τ, ε),

Y
(1)
2 (τ, ε) = εKt

0

[
L−J

(
Z0 + Y1, ε

)]
+ εG1

{
F0(s, C

0) +A1[c](s)+

+
[
β∗A+A1(s)

]
Y

(1)
1 (s, ε)− β∗Y (1)

1 (s, ε)B +R1(Y1, ε)

}
(τ).

З умови розв’язностi системи для другого наближення, отримаємо рiв-
няння вiдносно оператора C1:

B0C1 = −PYL

[
`1Y

(1)
1 (·, ε) + J1

(
Y1(·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗

a
K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y

(1)
1 (s, ε)− β∗Y (1)

1 (s, ε)B +R1(Y1, ε)

]
ds

]
,

розв’язок якого має вигляд

C1 = −B−0 PYL

[
`1Y

(1)
1 (·, ε) + J1

(
Y1(·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗

a
K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y

(1)
1 (s, ε)−β∗Y (1)

1 (s, ε)B+R1(Y1, ε)

]
ds

]
+PN(B)C1.

Продовжуючи обчислення далi, приходимо до висновку, що розв’язок
операторної системи (95) може бути знайдений за допомогою наступного
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iтерацiйного процесу:

Ck = −B−0 PYL

[
`1Y

(1)
k (·, ε) + J1

(
Yk(·, ε), ε

)
−

−`
∫ b∗
a K·s

[[
β∗A+A1(s)

]
Y

(1)
k (s, ε)− β∗Y (1)

k (s, ε)B+

+R1(Yk(s, ε), ε)

]
ds

]
+PN(B)Ck,

Y
(1)
k+1(τ, ε) = εKt

0

[
L−J

(
Z0(·, C0) + Yk(·, ε), ε

)]
+εG1

{
F0(s, C

0)+

+A1

[(
Ck

β

)]
(s) +

[
β∗A+A1(s)

]
Y

(1)
k (s, ε)− β∗Y (1)

k (s, ε)B+

+R1(Yk(s, ε), ε)

}
(τ),

Yk+1(τ, ε) = Kτ
0 [PN(L)Ck] + Y

(1)
k+1(τ, ε),

Y0(τ, ε) = Y
(1)
0 (τ, ε) = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

(96)

Теорема 6. (достатня умова розв’язностi). Припустимо, що оператор
B0 є узагальнено-оборотним й виконується умова PYB0

PYL = 0. Тодi для
кожного оператора C0, що є коренем рiвняння для породжуючих операто-
рiв (87) крайова задача (82), (83) має розв’язок Z(τ, ε) ∈ C1 ([a; b∗];L(H1))×
C(0; ε0], Z(τ, 0) = Z(τ, C0), який можна знайти за допомогою iтерацiйного
процесу (96) збiжного при ε ∈ [0; ε∗]

Zk(τ, ε) = Z0(τ, C
0) + Yk(τ, ε), k = 0, 1, 2, . . .
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