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В данiй роботi ми розглядаємо умови iснування та скiнченостi експоненцiйного моменту
для часу одночасного вiдновлення двох випадкових блукань на пiвпрямiй. Допускається, що ви-
падковi блукання є неоднорiдними за часом. Отриманi умови за яких експоненцiйний момент
скiнчений для кожного окремого ланцюга а також для часу спiльного потрапляння у множинi.
Показано, яким чином можна обчислити оцiнки у практичних застосуваннях.

Результати дослiдження доповiдались на Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Modern Stochasti-
cs: Theory and Applications. V” (MSTA-V).
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This paper is devoted to studying the recurrence properties of a pair of time-inhomogeneous random
walks on a half-line. We consider a chain of the form Xn+1 = (Xn+Wn)

+, where X0 is a given starting
point (random or non-random), and increments Wn are independent, but not necessarily equally di-
stributed random variables, which makes Markov chain (Xn)n>0 time-inhomogeneous. We demonstrate
that there exists a set C = [−c, c] such that under suitable conditions on Wn (which are the existence
of a uniform geometric moment and uniformly negative expectation), the chain (Xn)n>0 has finite
exponential moment for the return time to the set C. The exponential moment, thus obtained, is uni-
formly bounded on the C. We show how the parameter c can be calculated in terms of the distribution
of Wn and provide formulas for the bound of the exponential moment, which are suitable for practical
application. Later we extend this result to the pair of Markov chains of the same form. We demonstrate
that under the same conditions, an exponential moment exists for the simultaneous return time for the
pair of chains to the set C×C. We also provide bounds that could be calculated in applications, provided
that distributions of increments are known.
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1 Вступ

Оцiнки моментiв для часу спiльного потраплян-
ня двох ланцюгiв Маркова у певну множину вi-
дiграють ключову роль для побудови склеюван-
ня двох таких ланцюгiв, що у свою чергу дозво-
ляє розв’язувати широкий клас задач, зокрема
отримувати оцiнки стiйкостi перехiдних ймовiр-
ностей за n крокiв або оцiнки стiйкостi фун-
кцiоналiв вiд двох ланцюгiв. Важливим аспе-
ктом методу склеювання є те, що оцiнки можна
отримувати навiть для неоднорiдного за часом
випадку, що викликає великi труднощi при ви-
користаннi класичних методiв.

В данiй роботi використовуються результа-
ти двох праць [2] та [3] у яких було розвину-
то теорiю для побудови оцiнок експоненцiйно-

го часу потрапляння у множину для атомарних
та загальних ланцюгiв Маркова вiдповiдно. Ва-
жливо зазначити, що ключову роль у побудо-
вi оцiнок вiдiграє умова зсуву (drift condition)
яка широко використовується у класичнiй те-
орiї однорiдних ланцюгiв Маркова (див. [4] та
[1]).

У роботi [2] було отримано варiант умо-
ви зсуву для неоднорiдних ланцюгiв Маркова,
який гарантує iснування експоненцiйного мо-
менту. Цю умову було використано для побудо-
ви оцiнки одночасного потрапляння двох (мо-
жливо неоднорiдних) ланцюгiв Маркова у пев-
ний атом. У роботi [3] цi результати було уза-
гальнено на випадок неатомарних множин, при
цьому викоростовувався вiдомий метод розще-
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плення (splitting method) - див. [4].
В результатi були отриманi не лише умо-

ви iснування експоненцiйного моменту, але i за-
пропоновано пiдхiд до обчислення оцiнок цього
моменту iз використанням умови зсуву. Саме
такий пiдхiд i використовується у данiй роботi.

Цiкаво вiдзначити, що ланцюги, якi розгля-
даються в данiй роботi є атомарними (мають
атом в 0). Однак, виявляється, що для розв’яза-
ння задачi, що розглядається бiльш зручно ви-
користовувати пiдхiд iз роботи [3], тобто видi-
лити певну “малу” множину (в нашому випадку
множину [0, c], c ∈ R

+), i побудуват пробну фун-
кцiю яка задовiльняє умовi зсуву на цiй множи-
нi а не на атомi {0}.

Зауважимо, що у данiй роботi не припуска-
ється нормальнiсть випадкового блукання. На-
томiсть розглядається широкий клас розподiлiв
на який накладаються умови, що запезпечують
iснування скiнченого експоненцiйного моменту.
Накладенi умови є природнiми i вiдповiдають
вiдомим умовам в однорiдному випадку (див.
[4]). Розглядаючи множину [0, c] вдається ви-
писати пробну функцiю у майже явному ви-
глядi для довiльного розподiлу, що задовiльняє
умовам описаним вище, а також отримати зру-
чнi вирази для оцiнки експоненцiйного момен-
ту. Для практичних застосувань, де розподiл iн-
кременту випадкового блукання явно вiдомий,
отриманi оцiнки можна обчислити за допомо-
гою чисельних методiв наближено обчисливши
певнi iнтеграли.

2 Основнi позначення та формулювання
задачi

Будемо використовувати позначення R
+ для

множини невiд’ємних дiйсних чисел, та B(R+)
- позначатиме борельову σ-алгебру на цiй мно-
жинi.

Розглядаємо два незалежнi ланцюги Мар-
кова {X(1)

n , n > 0} та {X(2)
n , n > 0}, зi значен-

нями в (R+,B(R+)), заданих на спiльному ймо-
вiрнiсному просторi (Ω,F,P) наступним чином:

X(1)
n =

(
X

(1)
n−1 +Wn

)+
, n > 1

X(2)
n =

(
X

(2)
n−1 + Zn

)+
, n > 1,

де величини Wn, Zn, n > 0 є незалежними в су-
купностi, заданi на тому ж ймовiрнiсному про-

сторi (Ω,F, P ) та мають розподiли:

Fn(x) = P{Xn ∈ dx},

Gn(x) = P{Zn ∈ dx}.
Таким чином обидва ланцюги є неоднорiдними
за часом.

Нехай

Pi,n : R
+ ×B(R+) → [0, 1],

це перехiднi ймовiрностi на n-тому кроцi для
i-того ланцюга, i ∈ {1, 2}. Тодi

Pi,n(x,A) = P

{
X

(i)
n+1 ∈ A|X(i)

n = x
}
.

Будемо позначати через Pi,x, i ∈ {1, 2},
x ∈ R

+ мiру асоцiйовану з ланцюгом X(i), що
стартує з точки x ∈ R

+. Iншими словами:

Pi,x{A} = P

{
X(1) ∈ A|X(1)

0 = x
}
,

де A ∈ (B(R+))
∞ - множина з цилiндричної σ-

алгебри на множинi (R+)∞. Вiдповiдне матема-
тичне сподiвання позначатимемо через Ei,x. Бу-
демо також використовувати позначення Px,y

та Ex,y, x, y ∈ R
+ для позначення аналогiчної

ймовiрностi та математичного сподiвання поро-
джених парою ланцюгiв

(
X(1), X(2)

)
.

Нехай c > 0 - константа, визначимо

σ
(i)
c = min

{
t > 1 : X

(i)
t ∈ [0, c]

}
,

σc = min
{
t > 1 :

(
X

(1)
t , X

(2)
t

)
∈ [0, c]× [0, c]

}
,

(1)
як час першого повернення у множину [0, c] та
час першого спiльного потрапляння у цю мно-
жину для обох ланцюгiв вiдповiдно.

Задача полягає у тому, щоб з’ясувати за
яких умов iснує таке c > 0 та β > 1, що

Ei,x

[
βσ

(i)
c

]
< ∞,

та
Ex,y [β

σc ] < ∞,

для всiх i ∈ {1, 2}, x, y ∈ R
+, а також отри-

мати оцiнки для вищеозначених математичних
сподiвань. Зауважимо, що σ

(i)
c та σc можна вва-

жати, як випадковими величинами заданими на
просторi (Ω,F,P), так i величинами на просторi
((R+)∞,B(R+)∞) з мiрами Pi,x та Px,y. Тому в
подальшому ми будемо вiльно використовува-
ти, як символ P так i Pi,x для роботи з цими
величинами, та будь-якими iншими, що є фун-
кцiями вiд X(i). Зауважимо також, що β може
бути рiзним у першiй та другiй нерiвностях ви-
ще. Як ми побачимо далi, саме так i буде.
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3 Умова зсуву для ланцюгiв X(1) та X(2)

Розглянемо наступнi умови, якi, як ми побачи-
мо далi, запезпечують скiнченiсть експоненцiй-
них моментiв та дозволяють отримати їх оцiн-
ки.

Умова (A) Нехай iснує таке ε > 0, що∫ ∞

−∞
xFn(dx) < −ε,

та ∫ ∞

−∞
xGn(dx) < −ε,

для всiх n > 0.
Iншими словами,

sup
n>1

{E [Zn] ,E [Wn]} < −ε < 0.

Умова (B) Нехай iснують такi ρ0 > 0, та
M > 0, що

sup
n>0

{E [exp (ρ0Wn)] ,E [exp (ρ0Zn)]} < M.

Iншими словами, iснують скiнченi експоненцiй-
нi моменти для величин Wn та Zn.

Основним iснтрументом дослiдження буде
умова зсуву у формi;

Pi,nV (x) 6 λV (x) + b1[0,c](x),

де V : R+ → [1,∞]- деяка пробна функцiя, λ ∈
(0, 1), b < ∞ - деякi константи. Ми покажемо,
що за умов (A) та (B) виконується умова зсуву
для обох ланцюгiв X(1) та X(2), та, обчислимо
величини λ та b.

Теорема 3.1. Нехай для ланцюгiв X(1) та X(2)

визначених вище виконанi умови (A) та (B).
Тодi
1. Iснує таке число c > 0, що для всiх n > 0∫ ∞

−c
xFn(dx) < −ε/2,

та ∫ ∞

−c
xGn(dx) < −ε/2.

2. Iснує таке ρ > 0, що∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6 ρε/4,

та ∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Gn(dy) 6 ρε/4,

для всiх n > 0.
3. Для функцiї V (x) = eρx, n > 0, i ∈ {1, 2}
та довiльного x > 0 має мiсце наступна нерiв-
нiсть

E

[
V
(
X

(i)
n+1

)
|X(i)

n = x
]
6 λV (x) + b1[0,c](x),

де
λ = 1− ρε/4 < 1,

b = sup
i∈{1,2},06x6c,n>0

E

[
V
(
X

(i)
n+1

)
|X(i)

n = x
]
< ∞.

Доведення.
Очевидно, умова (А) гарантує iснування c > 0,
що задовiльняє твердження 1. теореми. Помiти-
мо тепер, що

|eρy − ρy − 1| = ρ

(
eρy − 1

ρ
− ρy

)
→ 0, ρ → 0.

Окрiм того,

|eρy − ρy − 1| 6 eρy + ρ|y|+ 1 ∈ L1(Fn),

в силу умови (B). Отже iснує таке ρ < ρ0, що∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6 ρε/4.

З умови (B) також випливає рiвномiрна iнте-
гровнiсть сiмейств величини {Wn, n > 0} та
{Zn, n > 0}, таким чином константу ρ можна
вибрати не залежною вiд n i такою, що задо-
вiльняє твердження 2. теореми для Fn та Gn.

Розглянемо пробну функцiю V (x) у формi

V (x) = eρx, ρ < ρ0,

де ρ взято iз 2. Розглянемо умову зсуву для
X(1). Для довiльних n > 0 та x > c маємо

P1,nV (x)/V (x) = e−ρx

∫ ∞

−∞
eρ(x+y)+Fn(dy)

= e−ρx

(
Fn(−∞,−x] +

∫ ∞

−x+0
eρ(x+y)Fn(dy)

)
= Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
eρyFn(dy)

= Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)

+

∫ ∞

−x+0
(ρy + 1)Fn(dy)

6 Fn(−∞,−x]e−ρx +

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)
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+ρ

∫ ∞

−c
yFn(dy) + F (−x,∞)

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx)

+

∫ ∞

−x+0
(eρy − ρy − 1)Fn(dy)

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx)

+

∫ ∞

−∞
|eρy − ρy − 1|Fn(dy) 6

6 1− ρε/2− Fn(−∞,−x](1− e−ρx) + ρε/4

6 1− ρε/4 = λ < 1.

Очевидно аналогiчнi мiркування справедливi
також для Gn. Оскiльки ланцюги X(1) та X(2)

феллєровi, та ρ < ρ0, то функцiя ϕ(x) =

E[V (X
(i)
n+1)|X

(i)
n = x] є скiнченою для кожного

x та неперервною. А отже є обмеженою на ком-
пактi [0, c].

�

4 Експоненцiйний момент для часу
спiльного попадання у множину [0, c]

Тепер скористаємось результатими з робiт [2] та
[3] щоби встановити скiнченiсть експоненцiйних
моментiв для σ

(i)
c та σc.

Теорема 4.1. Для ланцюгiв X(1) та X(2) ви-
значених вище, та для констант ρ, c, λ, b з Те-
ореми 3.1 має мiсце нерiвнiсть

Ex

[
λ−σ

(i)
c

]
6 eρx + b1[0,c](x),

для всiх x > 0, i ∈ {1, 2}.

Доведення.
Дане твердження є прямим наслiдком Теореми
1 з роботи [2].

�
Для встановлення оцiнки для експоненцiй-

ного момента для σc скористаємось Теоремою
4.3 iз [3]. Для зручностi, формулювання Теоре-
ми 4.3 з [3] наведено у додатку.

Спочатку покажемо, що множина C = [0, c]
є малою множиною для ланцюгiв X(1) та X(2).
Цей результат гарантується наступною теоре-
мою.

Але перед цим нам потрiбно ввести понят-
тя мiнiмуму двох мiр. Нехай µ, ν двi мiри заданi
на деякому ймовiрнiсному просторi. Нехай

f =
µ

µ+ ν
, f ′ =

ν

µ+ ν
,

тодi мiнiмумом двох мiр µ та ν (або мiнiмаль-
ною мiрою) називається ймовiрнiсна мiра:

µ ∧ ν = (f ∧ f ′) · (µ+ ν),

де знак · слiд розумiти як:

µ ∧ ν(A) =

∫
A
(f ∧ f ′)(x)(µ+ ν)(dx),

для довiльної вимiрної A.
Аналогiчним чином можна визначити мiнi-

мальну мiру для злiченої сiм’ї мiр {µn, n > 0}.

Лема 4.1. Нехай X(1) та X(2) ланцюги якi
визначенi вище. Припустимо для них викона-
нi умови (А) та (B). Нехай ν̃ - мiнiмальна
мiра для сiм’ї ймовiрнiсних мiр {Pi,n(x, ·), i ∈
{1, 2}, x ∈ [0, c]}. Тодi

α := ν̃(R+) > 0,

та для i ∈ {1, 2}, x ∈ [0, c] та A ∈ B(R+) має
мiсце нерiвнiсть:

Pi,n(x,A) > αν(A),

де ν(A) = ν̃(A)/α - ймовiрнiсна мiра, причому
ν([0, c]) > 0.

Доведення.
В силу умови (B):

inf
n>0

{Fn(−∞, 0], Gn(−∞, 0]} > 0.

тодi для x ∈ [0, c]

inf
n>0

P1,n(x, [0, c]) = inf
n>0

Fn(−∞, c− x]

> inf
n>0

Fn(−∞, 0] > 0,

та аналогiчна нерiвнiсть виконана для
P2,n(x, [0, c]). Таким чином мiра ν̃ ненульова
та ν̃([0, c]) > 0. Тодi, очевидно, ν коректно ви-
значена ймовiрнiсна мiра, для якої ν([0, c]) > 0.

�
Тепер ми готовi почати перевiрку умов Те-

ореми 4.3 з [3]. Не втрачаючи загальностi, вва-
жатимемо, що α < ρ визначене вище в Теоремi
3.1.

В якостi функцiй Vt(x) з умови 1, Теоре-
ми 4.3. будемо використовувати функцiї V (x) =
eαx. Зауважимо, що вони не залежать вiд t, i є
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однаковими для всiх моментiв часу. Скоритав-
шись нерiвнiстю Чернова, як у [2], роздiл 3.2
отримаємо:

Px{σ(i)
c > n} 6 eαxλn,

для x > c, та

Px{σ(i)
c > n} 6 (λeαc + b)λn,

для x ∈ [0, c]. Отже умова 1 Теореми 4.3. вико-
нана, з константами

β0 = λ−1,

D = λeαc + b,

де константи c та b визначенi в Теоремi 3.1. Пе-
ревiримо умову 2. Для цього треба розглянути

q(i)n,x(A) =
Pi,n(x,A)− αtνt(A)

1− αt
.

Оскiльки в нашому випадку, α та ν не залежать
вiд n маємо:

q(i)n,x(A) =
Pi,n(x,A)− αν(A)

1− α
.

Для i = 1 маємо

q(i)n,x(A) =

∫
A∩[0,∞) Fn(dy − x)− αν(A)

1− α

+
1A(0)Fn(−∞,−x]

1− α
.

Тодi

q(1)n,x(V ) =

∫∞
0+ (Fn(dy − x)− αν(dy)) eαy

1− α

+
Fn(−∞,−x]

1− α
.

Очевидно, що аналогiчна рiвнiсть має мiсце i
для q

(2)
n,x(V ) якщо замiнити, Fn на Gn. Тодi ско-

риставшись умовою (B), отримаємо:

(1− α)Q̂ = (1− α) sup
n>0,06x6c,i∈{0,1}

q
(i)
n,x(V )

6
(
M − α

∫∞
0 eαyν(dy)

)
+

supn {Fn(−∞, 0], Gn(−∞, 0]} < ∞
(2)

Зокрема маємо таку грубу оцiнку для Q̂

Q̂ 6 M + 1

1− α
,

де M визначено в умовi (B).
Умова 3 Теореми 4.3 з [3] гарантується Те-

оремою 4.1.
Таким чином всi умови Теореми 4.3. вико-

нанi i ми можемо сформулювати основний ре-
зультат даної роботи.

Теорема 4.2. Нехай X(1) та X(2) два ланцюги
Маркова визначених вище, що задовiльняють
умови (А) та (В). Нехай λ, ε, ρ, c - констан-
ти з Теореми 4.1 а α, ν - константа на мiно-
ризацiйна мiра з Леми 4.1. Тодi для довiльних
x, y ∈ R

+

Ex,y[δ
σc
1 ] 6 M0

(
Ex

[
δσ

(1)
c

0

]
S1 + Ey

[
δσ

(2)
c

0

]
S2

)
,

де

δ0 =
1

2

(
1 +

√
1 +

α(λ−1 − 1)

(1− α)Q̂λ−1 + α

)
,

γ0 =

{
(1− α)

(
1 +

(δ20 − 1)λ−1

λ−1 − δ20
Q̂

)} 1
2

,

ε̂ - довiльна мала константа

γ1 = (αν[0, c])m×,

α, ν визначено у Теоремi 4.1,

× exp

(
ln
(
1− Ďδ−m

)( δm+1
0

δ0 − 1
− 1

))
,

δ1 = (1 + ε̂/2)
1

m+n0 ,

Ď = D
1 + γ0
1− γ0

(
1 +

(δ0 − 1)λ−1

λ−1 − δ0
Q̂

)
×,

D = λeαc + b,

α, c та b з Теореми 3.1,

×
(
1 +

δ0(λ
−1 − 1)

λ−1 − δ0

)
,

m = min
{
n > 1|Ďδ−n

0 < 1
}
,

n0 =

⌊
ln

(
ε̂(δ0 − λ−1)

2Ďλ−m−1

)
/ ln

(
λ−1

δ0

)⌋
+ 3,

M0 =

(
1 +

1

1−
√

(1 + ε̂)(1− γ1

)(
1 + γ0
1− γ0

)
,

S1 та S2 визначено в Теоремi 4.2 з [3], та вони
задовiльняють нерiвнiсть

max {S1, S2} 6 D(1− α)−1,

Q̂ визначено у ( 2).

30



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Доведення.
Зауважимо, що попередньо ми перевiрили всi
умови Теореми 4.3 з роботи [3], та знайшли ви-
раз для Q̂. Оскiльки отриманi δ0 та δ1 меншi
за β0 = λ−1 то очевидно також виконанi умови
Теореми 4.2 з [3]. Тодi нерiвнiсть

Ex,y[δ
σc
1 ] 6 M0

(
Ex

[
δσ

(1)
c

0

]
S1 + Ey

[
δσ

(2)
c

0

]
S2

)
,

та вираз для M0 випливають з Теореми 4.2 (з
[3]), а формули для констант з Теореми 4.3 та
попереднiх мiркувань. �

5 Додаток

Наводимо формулювання Теореми 4.3 з роботи
[3]. За деталями позначень, та доведеннями вiд-
силаємо читача до тексту самої роботи [3]. Всi
посилання у формулюваннi теореми вiдповiда-
ють оригiнальнiй роботi.

Теорема 5.1. Нехай X(1) та X(2) два ланцюги
Маркова, що задовiльняють умову мiноризацiї
(Condition (A) - в оригiнальнiй роботi) та
X̌(1), X̌(2) вiдповiднi розщепленi ланцюги, що
визначенi у роздiлi 3, випадковi величини σ

(1)
C ,

σ
(2)
C визначенi в ( 1) та µ1, µ2 ∈ M1(E). Позна-

чимо µ̌i = (1− αt)µi × {0}+ αtµi × {1}.
1. Припустимо iснує експоненцiйно домi-

нуюча послiдовнiсть з константами D > 0,
β0 > 1 та вимiрнi функцiї V (i)

t : E → R+

sup
t>0,x∈C

P
t
x

{
σ
(i)
C > n

}
6 Gn = Dβ−n

0 ,

та для всiх x ∈ E \ C

P
t
x

{
σ
(i)
C > n

}
6 Gn(x) = V

(i)
t (x)β−n

0 .

2. Для кожного t > 0, x ∈ C, i ∈ {0, 1} визначи-
мо ймовiрнiсну мiру q

(i)
t,x(·) ∈ M1 таку що

q
(i)
t,x(A) =

Pt,i(x,A)− αtνt(A)

1− αt
.

Припустимо, що

Q̂ = sup
t>0,x∈C,i∈{1,2}

q
(i)
t,x(V

(i)
t )

= sup
t>0,x∈C, i∈{1,2}

∫
E
q
(i)
t,x(dy)V

(i)
t (y) < ∞.

3. Нехай
inf
t>0

νt(C) > 0.

Якщо умови 1-3 виконанi, тодi сталi δ0 >
1, δ1 > 1, γ0 > 0, γ1 > 0 та ε > 0 можуть бути
обранi наступним чином:

δ0 <

√
1 +

α(β0 − 1)

(1− α)β0Q̂+ α
,

γ0 =

{
(1− α)

(
1 +

(δ20 − 1)β0
β0 − δ20

Q̂

)} 1
2

,

ε - довiльна мала константа

γ1 =
(
α inf

t
νt(C)

)m
exp

(
ln
(
1− Ďδ−m

)( δm+1
0

δ0 − 1
− 1

))
,

δ1 = (1 + ε/2)
1

m+n0 ,

Ď = D
1 + γ0
1− γ0

(
1 +

(δ0 − 1)β0
β0 − δ0

Q̂

)(
1 +

δ0(β0 − 1)

β0 − δ0

)
,

m = min
{
n > 1|Ďδ−n

0 < 1
}
,

n0 =

⌊
ln

(
ε(δ0 − β0)

2Ďβm+1
0

)
/ ln

(
β0
δ0

)⌋
+ 3,

та α визначено у Condition (A).
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