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Abstract. The paper analyzes the mathematical problem consi-
sting of constructing a general solution to the problem of termi-
nal control of a discrete system. We gibe the general solution and
the general pseudosolution for the linear system. A solution to the
problem of constructing the reachability set from the origin of the
coordinates with restrictions on the norm of the control function is
obtained.
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Анотацiя. В роботi аналiзується математична проблема побудо-
ви загального розв’язку задачi термiнального керування дискре-
тної системи. Наводяться загальний розв’язок i загальний псевдо-
розв’язок для лiнiйної системи. Одержано розв’язок задачi кон-
струювання множини досяжностi з початку координат при обме-
женнях на норму функцiї керування.
Ключовi слова: дискретна система, термiнальне керування,
псевдообернена матриця, множина досяжностi.

Вступ
Задача термiнального керування є однiєю з базових в теорiї керування.

Для лiнiйної системи керування умови розв’язностi такої задачi пов’язанi
з критерiями керованостi. Разом з тим виникає проблема конструювання
множини всiх керувань, якi б забезпечували розв’язок задачi термiнального
керування. Параметричне представлення всього класу таких керувань ми
називаємо загальним розв’язком. Разом з тим, якщо умови керованостi для
системи керування не виконуються, то ставиться задача про знаходження
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керувань, якi б забезпечували перехiд в найближчий стан до заданого i,
вiдповiдно, знаходження всiх таких керувань в параметричному виглядi [1,
2]. Така проблематика має суттєве прикладне значення, зокрема, в задачах
аналiзу функцiональної стiйкостi технологiчних процесiв [3].

В статтi пропонується побудова загального розв’язку задачi термiналь-
ного керування лiнiйної дискретної системи. Знайдено загальний псевдо-
розв’язок за умови втрати керованостi у фiнальний стан. Крiм цього, одер-
жано розв’язок задачi конструювання множини досяжностi з початку ко-
ординат при обмеженнях на норму функцiї керування. .

В статтi позначаємо: Rn — n-вимiрний евклiдiв простiр з евклiдовою
нормою ∥·∥ i скалярним добутком ⟨·, ·⟩; 0, N — сукупнiсть цiлих чисел вiд
0 до N ; T — знак транспонування; A−1, A+ — обернена, псевдообернена
матриця до матрицi A, Im(A), Ker(A), det A — образ, ядро, визначник
матрицi A.

1. Постановка задачi термiнального керування
Нехай система керування з дискретним аргументом описується системою

рiвнянь
x(k + 1) = f(x(k), u(k), k), (1)

x(0) = x(0), (2)
де x ∈ Rn — вектор стану системи (1), u ∈ Rm – вектор керування систе-
мою, f(x, u, k) — неперервна за x та u при кожному фiксованому k вектор-
функцiя розмiрностi n, k = 0, N , x(0) ∈ Rn — початковий стан. Припустимо,
що система (1) за умови (2) керована в термiнальний стан

x(N + 1) = x(1), (3)

де x(1) ∈ Rn. Тодi проблема побудови загального розв’язку задачi термi-
нального керування (1)–(3) формулюється так: знайти множину Ωu всiх
функций керування u(k), k = 0, N , при яких для системи (1) виконуються
умови (2), (3). Iншими словами, будь-яка функцiя керування u(k), k = 0, N ,
що належить класу Ωu, переводить систему керування (1) зi стану (2) в
термiнальний стан (3).

Пiд загальним розв’язком задачi термiнального керування (1)–(3) в па-
раметричнiй формi розумiтимемо функцiю керування

u(k) = Ψ(k, x(0), x(1), v), (4)

яка для довiльного вектора параметрiв v, що належить класу параметрiв
Ωv, задовольняє умовам

x(k + 1) = f(x(k),Ψ(k, x(0), x(1), v), k), k = 0, N, (5)

x(0) = x(0), x(N + 1) = x(1).

При цьому кожний частковий розв’язок задачi термiнального керування
(1)–(3) описується формулою (4) при вiдповiдному виборi вектора v(k) з
множини Ωv. Тут Ψ(k, x(0), x(1), v) — неперервна за x(0), x(1) та v ∈ Ωv при
кожному фiксованому k = 0, N вектор-функцiя розмiрностi m.
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Якщо система (1) за умови (2) не керована в термiнальний стан (3), то
виникає задача знаходження загального псевдорозв’язку задачi термiналь-
ного керування (1)–(3): знайти множину Ωu всiх функций керування u(k),
k = 0, N , якi мiнiмiзують ∥∥x(N + 1)− x(1)

∥∥2
на розв’язках системи (1) з умовою (2). При цьому загальним псевдо-
розв’язком задачi термiнального керування в параметричнiй формi назива-
тимемо функцiю (4), для якої має мiсце (5), x(0) = x(0) i яка для довiльного
v ∈ Ωv мiнiмiзує ∥∥x(N + 1)− x(1)

∥∥2 .
При цьому кожний частковий псевдорозв’язок задачi термiнального керу-
вання (1)–(3) описується формулою (4) при вiдповiдному виборi вектора v
з множини Ωv.

2. Загальний розв’язок задачi термiнального керування для
лiнiйної системи

Розглянемо задачу знаходження загального розв’язку задачi термiналь-
ного керування для лiнiйної систем з дискретним аргументом

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k), k = 0, N, (6)

при цьому початковий i кiнцевий стани

x(0) = 0, x(N + 1) = x(1). (7)

Тут x ∈ Rn — вектор стану системи (6), u ∈ Rm – вектор керування, A(k),
B(k) — матрицi розмiрностi n × n, n ×m вiдповiдно, x(1) ∈ Rn — заданий
кiнцевий стан.

Якщо вибрати довiльну допустиму функцiю керування u(k) ∈ Rm, k =
0, N , то вiдповiдний кiнцевий стан системи (6) можна записати так

x(N + 1) =
N∑
k=0

W (N + 1, k)u(k), (8)

де W (N, k) = A(N − 1)A(N − 2) . . . A(k + 1)B(k), k = 0, N . Рiвнiсть (8)
можна представити також у виглядi [1, 2]

x(N + 1) = W (N + 1)u, (9)

де u = (uT (0), uT (1), . . . , uT (N))T — вектор розмiрностi (N + 1)m, який
описує функцiю керування u(k) ∈ Rm, k = 0, N ,

(W (N + 1, 0),W (N + 1, 1), . . . ,W (N + 1, N))

— матриця розмiрностi n× (N + 1)m.
Отже, з (9) випливає, що задача знаходження термiнального керування

(1)–(3) еквiвалентна пошуку розв’язку системи алгебраїчних рiвнянь

W (N + 1)u = x(1). (10)
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Розв’язок системи (10) iснує тодi i тiльки тодi, коли

x(1) ∈ Im(W (N + 1)), (11)

де Im(W (N + 1)) — образ матрицi W (N + 1). Умова (11) еквiвалентна
рiвностi

x(1) = Y (W (N + 1))x(1),

яку можна записати так∥∥(I − Y (W (N + 1)))x(1)
∥∥2 = 0,

або в еквiвалентному виглядi

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) = 0, (12)

де Y (W (N + 1)) = W (N + 1)W+(N + 1) — проектор на Im(W (N + 1)),
Z(W (N+1)) = I−W (N+1)W+(N+1) — проектор на ядро Ker(W T (N+1))
[4, 5].

Нехай умова (12) виконується. Отже, розв’язок системи (10) iснує i цей
розв’язок є розв’язком задачi∥∥W (N + 1)u− x(1)

∥∥2 → min
u

. (13)

Множина розв’язкiв задачi (13) спiвпадає з множиною розв’язкiв системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь [4]

W T (N + 1)W (N + 1)u = W T (N + 1)x(1). (14)

Розв’язок (14) єдиний тодi i тiльки тодi, коли det(W T (N+1)W (N+1)) > 0.
Отже, необхiднi i достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку

задачi термiнального керування (6), (7), такi

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) = 0, det(W T (N + 1)W (N + 1)) > 0, (15)

вiдповiдне керування визначається рiвнiстю

u =
(
W T (N + 1)W (N + 1)

)−1
W T (N + 1)x(1) = (16)

= W T (N + 1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)−1
x(1) = W T (N + 1)P−1x(1),

де P = W (N + 1)W T (N + 1) =
∑N

j=0W (N + 1, j)W T (N + 1, j).
Необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку задачi термiналь-

ного керування (6), (7)

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) = 0, (17)

при цьому множина керувань, якi розв’язують задачу термiнального керу-
вання (6), (7), визначається через загальний розв’язок [4] системи лiнiйних
алгебраiчних рiвнянь (14) у виглядi

u =
(
W T (N + 1)W (N + 1)

)+
W T (N + 1)x(1) + Z(W T (N + 1)W (N + 1))v =

= W T (N + 1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1)+ (18)

+ Z(W T (N + 1)W (N + 1))v, v ∈ Rm(N+1),
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де

Z(W T (N + 1)W (N + 1)) =

= I − (W T (N + 1)W (N + 1))+W T (N + 1)W (N + 1) =

= I −W T (N + 1)(W (N + 1)W T (N + 1))+W (N + 1) =

= I −W T (N + 1)P+W (N + 1),

при цьому вектор

u0 =
(
W T (N + 1)W (N + 1)

)+
W T (N + 1)x(1)

серед всiх керувань, якi розв’язують задачу термiнального керування (6),
(7), має найменшу норму.

З (19) робимо висновок, що за умови (17) функцiя керування

u(k) = W T (N + 1, k)P+x(1) + v(k)− = (19)

−W T (N + 1, k)P+
N∑
j=0

W (N + 1, j)v(j), k = 0, N

є загальним розв’язком задачi термiнального керування (6), (7) в па-
раметричнiй формi, де v(j) ∈ Rm, j = 0, N — довiльнi. Зокрема, у цьому
випадку керування

u0(k) = W T (N + 1, k)P+x(1) (20)

розв’язує задачу термiнального керування (6), (7) i мiнiмiзує критерiй яко-
стi

I (u) =
N∑
j=0

∥u(j)∥2. (21)

Якщо умова (17) порушується, то задача термiнального керування (6),
(7) не має розв’язку. У цьому випадку визначаємо псевдорозв’язок за-
дачi термiнального керування (6), (7) як розв’язок задачi

min
u(k)

∥∥x(N + 1)− x(1)
∥∥ (22)

за умов (6), x(0) = x0. Для того, щоб псевдороз’язок задачi керування (6),
(7) був єдиним необхiдно i достатньо, щоб

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) > 0, det W T (N + 1)W (N + 1) > 0,

при цьому псевдотермiнальне керування визначається з формули

û =
(
W T (N + 1)W (N + 1)

)−1
W T (N + 1)x(1) = W T (N + 1)P+x(1).

Якщо умова єдиностi порушується i

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) > 0, detW T (N + 1)W (N + 1) = 0,
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то ми маємо множину псевдорозв’язкiв задачi термiнального керування,
яка визначається формулою

Ωû =
{
û : û = W T (N + 1)P+x(1)+

+ v −W T (N + 1)P+W (N + 1)v, v ∈ Rm(N+1).

При цьому керування (19) є загальним псевдорозв’язком задачi термi-
нального керування (6), (7) в параметричнiй формi, де v(j) ∈ Rm, j = 0, N
— довiльнi, (20) мiнiмiзує критерiй якостi (21).

Зазначимо, що якщо розв’язувати задачу термiнального керування си-
стемою (6) з умовами

x(0) = x̃0, x(N + 1) = x̃(1),

де x̃0, x̃(1) ∈ Rn — заданi початковий i кiнцевий стани, то така задача
зводиться до задачi (6), (7), якщо

x(1) = x̃(1) −A(N)A(N − 1) . . . A(0)x̃0.

3. Множина досяжностi

Розглянемо задачу конструювання множини досяжностi R(N+1) систе-
ми (6) з точки x(0) = 0 за обмежень на керування вигляду

N∑
j=0

∥u(j)∥2 ≤ r2, (23)

де r > 0.
Якщо x(1) ∈ R(N+1), то iснує розв’язок задачi термiнального керування

(6), (7) i виконується умова (17)

xT(1)Z(W T (N + 1))x(1) = 0,

при цьому керування, яке розв’язує задачу (6), (7) i має найменшу норму,
визначається так

u = W T (N + 1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1). (24)

З (23) випливає ∥u∥ ≤ r, звiдки〈
W T (N + 1)

(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1),

W T (N + 1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1)

〉
≤ r2.

Остання нерiвнiсть дає

xT(1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1) ≤ r2.

У випадку, якщо x(1) /∈ R(N + 1), то або не виконується умова (17), або
керування (24) не задовольняє обмеженню (23) i тодi

xT(1)
(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1) > r2.
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Звiдси можемо зробити висновок, що множина досяжностi

R(N + 1) =
{
x ∈ Rn : xT(1)

(
W (N + 1)W T (N + 1)

)+
x(1) ≤ r2

}
∩

∩
{
x ∈ Rn : xTZ(W T (N + 1))x = 0

}
.

4. Термiнальне керування дискретною коливною системою
двох мас

Розглянемо дискретну математичну модель коливною системою, яка скла-
дається iз двох мас m1, m2, якi з’єднанi пружинами з вiдповiдними коефi-
цiєнтами жорсткостi c1, c2, c3 (Pис. 1.) Позначимо через x1(k), x3(k) —
координати вiдхилення мас вiд положення рiвноваги, а через x2(k), x4(k)
— швидкостi вiдхилення вiдповiдних мас (Рис. 1).

Рис. 1. Коливання двох мас

Нехай дискретна функцiя керування системою прикладена до першої
маси. Тодi дискретна система описується наступним рiзнецевим спiввiдно-
шенням

x(k + 1) = (I +A)x(k) + bu(k),

де I — одинична матриця розмiру 3 × 3, а матриця A i вектор b мають
вигляд

A =


0 1 0 0

− (c1+c2)
m1

0 c2
m1

0

0 0 0 1
c2
m2

0 − (c2+c3)
m2

0

 , b =


0
1
m1

0
0

∆t,

∆t — прирiст аргументу для дискретного сигналу.
Параметри коливної системи:

m1 = 0.2, m2 = 0.1, c1 = 0.4, c2 = 0.1, c3 = 0.2, N = 50.

Синтезується керування u, яке переводить систему з нульового початкового
стану x(0) = (0, 0, 0, 0)T в кiнцевий стан x(N) = (1, 0, −2, 0)T , N = 50,
∆t = 0.01.

На Рис. 2 вiдображенi результати розв’язання задачi термiнального ке-
рування дискретною коливною системою двох мас (графiки керуючого
впливу на систему u(k) та перехiдних процесiв змiнних станiв системи
x1(k), x2(k), x3(k), x4(k).
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Рис. 2. Термiнальне керування системою та вiдповiднi
траєкторiї
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