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Вступ

Актуальнiсть роботи.
Диференцiальнi рiвняння Хукухари є диференцiальними рiвняннями з ба-

гатозначною правою частиною [6, 7]. Теорiя диференцiальних рiвнянь Хуку-
хари тiсно пов’язана i є природним продовженням теорiї диференцiальних
включень, яка грає важливу роль у задачах керування i стiйкостi [1–3,10,11].

Рiвняння Хукухари виникають в задачах дослiдження динамiчних систем
з неповною iнформацiєю. Задачi з неповною iнформацiєю зустрiчаються у рi-
зних галузях технiки, економiки, бiологiї i т.д. Одним з принципiв розв’язання
таких задач є ймовiрносний метод, у якому неповнота iнформацiї розумiється
пiд дiєю впливу випадкових збурень. Якщо параметри математичної моделi,
яка описується системою диференцiальних рiвнянь, вiдомi з певною точнi-
стю i вплив на цi параметри є детермiнованим, то права частина системи має
багатозначний характер. У такий спосiб динамiка системи характеризується
множиною досяжностi у певний момент часу, для опису якої застосовуються
рiвняння Хукухари. Рiвняння Хукухари – це спецiальний тип рiвнянь з бага-
тозначною правою частиною. Але на вiдмiну вiд диференцiальних включень,
його розв’язком є багатозначна функцiя [6, 7].

В основi означення рiвняння Хукухари лежить поняття похiдної вiд ба-
гатозначної функцiї в сенсi Хукухари. Проблема означення похiдної вiд ба-
гатозначної функцiї є однiєю з основних в теорiї багатозначних вiдображень.
Основною причиною виникнення труднощiв є те, що простiр опулих компа-
ктних множин скiнченновимiрного евклiдового простору є нелiнiйним, що ве-
де за собою вiдсутнiсть коректної операцiї вiднiмання. Рiзниця за Хукухарою,
на якiй базується похiдна Хукухари, є одним з пiдходiв до означення рiзни-
цi двох множин [6]. Дослiдженню рiвнянь Хукухари присвячена низка робiт,
огляд яких представлений в [6]. Результати розвитку теорiї рiвнянь Хукухари
знайшли застосування також i у теорiї нечiтких множин [4]. Теорiя нечiтких
множин також використовується для опису систем з неповною iнформацiєю.
Так, за допомогою нечiтких множин можна давати оцiнки величинам, якi
неможливо вимяряти точно, наприклад, вiдстанi мiж двома об’єктами, при
умовi, що атоми на їх поверхнях знаходяться у постiйному русi i тим самим
змiнюють значення цiєї вiдстанi. Зi зростанням складностi системи стає де-
далi важче формулювати точнi твердження, що мiстили б у собi якийсь сенс
стосовно цiєї системи. Теорiя нечiтких множин дозволяє отримувати iнфор-
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мацiю про систему, нехтуючи абсолютною точнiстю. Теорiя рiвнянь Хукухари
викорустовується у теорiї нечiтких множин для апроксимацiї динамiки ди-
ференцiальних рiвнянь з нечiткою правою частиною. За допомогою похiдної
Хукухари були введенi поняття iнтегралу та похiдної для нечiтких вiдобра-
жень [6, 7].

Мета роботи.

1 Проаналiзувати властивостi розв’язкiв рiвняння Хукухари.

2 Проаналiзувати зв’язок мiж рiвняннями Хукукхари та рiвняннями з
нечiткою правою частиною.

3 Розробити алгоритми наближеного знаходження розв’язку рiвнянь Ху-
кухари.

4 Розробити алгоритми наближеного знаходження розв’язку рiвнянь з
нечiткою правою частиною.

5 Провести обчислювальнi експерименти i здiйснити їхнiй аналiз.
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Основнi позначення

R𝑛 – евклiдовий 𝑛-вимiрний простiр;
𝑐𝑜(𝐴) – опукла оболонка множини 𝐴;
𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑛) – множина всiх непорожнiх компактiв з R𝑛;
𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) – множина всiх опуклих непорожнiх компактiв з R𝑛;
𝐼 = [0, 𝑎];
𝐵(𝑟) = {𝑥 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} – куля радiусу 𝑟 з центром в початку координат;
𝑆 = {𝑥 : ‖𝑥‖ = 1} – одинична сфера в R𝑛;
𝐴+𝐵 = {𝑥+ 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵} – сума за Мiнковським множин з R𝑛;
[𝐴]𝜀 = 𝐴+𝐵(𝜀).
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1 Властивостi розв’язкiв рiвнянь Хукухари

1.1 Основнi вiдомостi i теореми

Основною метрикою в багатозначному аналiзi є метрика Хаусдорфа, що
задає вiдстанi мiж множинами.

Означення 1.1. [8, 11] Вiдображення ℎ : 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑛) × 𝑐𝑜𝑚𝑝(R𝑛) → R+, що
задається формулою

ℎ(𝐴,𝐵) = 𝑚𝑎𝑥(𝛽(𝐴,𝐵), 𝛽(𝐵,𝐴)), (1.1)

де

𝛽(𝐴,𝐵) = 𝑖𝑛𝑓{𝜖 > 0 : 𝐴 ⊆ [𝐵]𝜖}, (1.2)

називається метрикою Хаусдорфа.

Аналогом iнтеграла Лебега для багатозначних функцiй є iнтеграл Аума-
на.

Означення 1.2. [11] Нехай 𝐹 : 𝐼 → 𝑐𝑙(R𝑛) . Селектором вiдображення 𝐹

називається функцiя 𝑓 : 𝐼 → R𝑛 , для якої м.в. по 𝑥 ∈ 𝐼 виконується вклю-
чення 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 (𝑥) .
Позначимо через 𝑆(𝐹 ) множину всiх iнтегровних за Лебегом на множинi 𝐼
селекторiв вiдображення 𝐹 .

Означення 1.3. [11] Iнтегралом Аумана багатозначного вiдображення 𝐹 на
вiдрiзку 𝐼 називають множину

𝐺 =

𝑎∫︁
0

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥 =

{︂ 𝑎∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 : 𝑓 ∈ 𝑆(𝐹 )

}︂
. (1.3)

Якщо 𝑆(𝐹 ) = ∅, то покладемо 𝐼 = ∅.

Один зi способiв задання опуклої множини є визначення опорної функцiї
для неї.

Означення 1.4. [8, 9, 11] Нехай 𝜓 ∈ R𝑛 – одиничний вектор, 𝐴 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛).
Тодi функцiя

𝐶(𝐴,𝜓) = 𝑚𝑎𝑥{(𝑎, 𝜓) : 𝑎 ∈ 𝐴} (1.4)
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називається опорною функцiєю множини 𝐴.

Теорема 1.1. [8, 9, 11] Опорна функцiя задовiльняє наступним властиво-
стям:

1) 𝐶(𝐴, 𝜆𝜓) = 𝜆𝐶(𝐴,𝜓), 𝜆 ≥ 0,
2) 𝐶(𝐴,𝜓1 + 𝜓2) ≤ 𝐶(𝐴,𝜓1) + 𝐶(𝐴,𝜓2),
3) 𝐶(𝐴+𝐵,𝜓) = 𝐶(𝐴,𝜓) + 𝐶(𝐵,𝜓),
4) 𝐶(𝜆𝐴, 𝜓) = 𝐶(𝐴, 𝜆𝜓),
5) 𝑐𝑜(𝐴) = ∩{𝑥 ∈ R𝑛|(𝑥, 𝜓) ≤ 𝐶(𝐴,𝜓), 𝜓 ∈ 𝑆},
6) якщо для всiх 𝜓 ∈ 𝑆 𝐶(𝐴,𝜓) = 𝐶(𝐵,𝜓), то 𝑐𝑜(𝐴) = 𝑐𝑜(𝐵),
7) якщо 𝐴 ⊆ 𝐵, то 𝐶(𝐴,𝜓) ≤ 𝐶(𝐵,𝜓) i, навпаки, якщо для всiх

𝜓 ∈ 𝑆 𝐶(𝐴,𝜓) ≤ 𝐶(𝐵,𝜓), то 𝑐𝑜(𝐴) ⊆ 𝑐𝑜(𝐵),
8) якщо 𝐴∩𝐵 ̸= ∅, то 𝐶(𝐴,𝜓)+𝐶(𝐵,−𝜓) ≥ 0 i, навпаки, якщо для

всiх 𝜓 ∈ 𝑆 𝐶(𝐴,𝜓) + 𝐶(𝐵,−𝜓) ≥ 0, то 𝑐𝑜(𝐴) ∩ 𝑐𝑜(𝐵) ̸= ∅,
9) |𝐶(𝐴,𝜓1)− 𝐶(𝐴,𝜓2)| ≤ |𝐴|‖𝜓1 − 𝜓2‖, |𝐴| = ℎ(𝐴, {0}),
10) |𝐶(𝐴,𝜓)− 𝐶(𝐵,𝜓)| ≤ ‖𝜓‖ · ℎ(𝐴,𝐵),
11) ℎ(𝐴,𝐵) ≥ ℎ(𝑐𝑜(𝐴), 𝑐𝑜(𝐵)) = 𝑚𝑎𝑥{|𝐶(𝐴,𝜓)− 𝐶(𝐵,𝜓)|, 𝜓 ∈ 𝑆}.

Наступна група умов є достатньо поширеною в теорiї багатозначних фун-
кцiї, так що їх об’єднують одною назвою.

Означення 1.5. [11] Кажуть, що багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡,𝑋) : 𝐼 ×
R𝑛 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) задовольняє умовам Каратеодорi, якщо

1) для довiльного 𝑥 вiдображення 𝐹 (·, 𝑥) вимiрне,
2) для м.в. 𝑡 ∈ 𝐼 вiдображення 𝐹 (𝑡, ·) неперервне,
3) iснує така iнтегровна функцiя 𝑚(𝑡), що для всiх 𝑡 ∈ 𝐼, 𝑥 ∈ R𝑛

виконується ‖𝐹 (𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑚(𝑡) .

1.2 Похiдна Хукухари

Означення 1.6. [6] Нехай𝑋, 𝑌 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛). Множина 𝑍 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) така, що
𝑋 = 𝑌 + 𝑍, називається рiзницею Хукухари множин 𝑋 i 𝑌 та позначається

𝑋
ℎ
− 𝑌 .

Лема 1.2. [6] Рiзниця Хукухари, якщо вона iснює, визначається єдиним
чином.

Лема 1.3. [6] Нехай 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜇 ∈ R𝑛. Тодi
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1) (𝑋 + 𝑌 )
ℎ
− (𝑍 + 𝑈) = (𝑋

ℎ
− 𝑍) + (𝑌

ℎ
− 𝑈), якщо 𝑋

ℎ
− 𝑍 i 𝑌

ℎ
− 𝑈

iснують,

2) (𝑋
ℎ
− 𝑌 )

ℎ
− (𝑍

ℎ
−𝑈) = (𝑋

ℎ
−𝑍)

ℎ
− (𝑌

ℎ
−𝑈), якщо (𝑋

ℎ
−𝑍)

ℎ
− (𝑌

ℎ
−𝑈)

i 𝑍
ℎ
− 𝑈 iснують,

3) (𝑋
ℎ
− 𝑌 )

ℎ
− (𝑍

ℎ
− 𝑈) = (𝑋

ℎ
− 𝑍) + (𝑈

ℎ
− 𝑌 ), якщо 𝑋

ℎ
− 𝑍,𝑈

ℎ
− 𝑌 i

𝑍
ℎ
− 𝑈 iснують,

4) 𝑋
ℎ
− 𝑈 = (𝑋

ℎ
− 𝑌 ) + (𝑌

ℎ
− 𝑈), якщо 𝑋

ℎ
− 𝑌 i 𝑌

ℎ
− 𝑈 iснують,

5) 𝜆(𝑋
ℎ
− 𝑌 ) = 𝜆𝑋

ℎ
− 𝜆𝑌 , якщо 𝑋

ℎ
− 𝑌 iснує,

6) (𝛼𝑋+𝛽𝑌 )
ℎ
−(𝜆𝑈+𝜇𝑍) = (𝛼−𝜆)𝑋+𝜆(𝑋

ℎ
−𝑈)+(𝛽−𝜇)𝑌 +𝜇(𝑌

ℎ
−𝑍),

якщо 𝜆 ≥ 0, 𝜇 ≥ 0, 𝛼− 𝜆 ≥ 0, 𝛽 − 𝜇 ≥ 0 i 𝑋
ℎ
− 𝑈, 𝑌

ℎ
− 𝑍 iснують,

7) ℎ(𝑋
ℎ
−𝑈, 𝑌

ℎ
−𝑍) ≤ ℎ(𝑋, 𝑌 )+ℎ(𝑈,𝑍), якщо 𝑋

ℎ
−𝑈 i 𝑌

ℎ
−𝑍 iснують,

8) ℎ(𝜆𝑋, 𝜆𝑌 ) = 𝜆ℎ(𝑋
ℎ
− 𝑌, {0}), якщо 𝜆 ≥ 0 i 𝑋

ℎ
− 𝑌 iснує.

Лема 1.4. [6] Операцiя рiзницi за Хукухарою неперервна в метрицi Хаус-
дорфа: якщо послiдовностi {𝑋𝑚} i {𝑌𝑚} збiгаються до 𝑋 i 𝑌 та рiзницi

𝑋𝑚

ℎ
− 𝑌𝑚 iснують при всiх 𝑚 ∈ N, то рiзниця 𝑋

ℎ
− 𝑌 iснує i послiдовнiсть

{𝑋𝑚

ℎ
− 𝑌𝑚} збiгається до 𝑋

ℎ
− 𝑌 .

Вищенаведенi леми демонструють схожiсть мiж рiзницею Хукухари для
множин та звичайною рiзницею для чисел.

Приклад 1.1. 𝑋 = 𝐵(𝑟), 𝑌 = 𝐵(𝑚), 𝑟,𝑚 ≥ 0. Тодi при 𝑟 ≥ 𝑚 рiзниця

Хукухари iснує i рiвна 𝑋
ℎ
− 𝑌 = 𝐵(𝑟 − 𝑚). При 𝑟 ≤ 𝑚 рiзниця Хукухари

множин 𝑋 та 𝑌 не iснує.

Приклад 1.2. Якщо

𝑋 =

𝑏∫︁
0

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥, 𝑌 =

𝑎∫︁
0

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥, 𝑎 < 𝑏 (1.5)

то рiзниця за Хукухарою множин буде

𝑋
ℎ
− 𝑌 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥. (1.6)
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Зауваження 1.1. Приклади 1.1, 1.2 показують, що в загальному випадку рi-

зниця за Хукухарою не спiвпадає з рiзницею за Мiнковським, тобто 𝑋
ℎ
−𝑌 ̸=

𝑋 + (−1)𝑌 .

Означення 1.7. [6] Багатозначне вiдображення𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) називають
диференцiйовним за Хукухарою в точцi 𝑡 ∈ 𝐼, якщо iснує множина 𝐷𝐻𝑋(𝑡) ∈
𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) така, що

lim
△𝑡↓0

1

△𝑡
(𝑋(𝑡+△𝑡)

ℎ
−𝑋(𝑡)), lim

△𝑡↓0

1

△𝑡
(𝑋(𝑡)

ℎ
−𝑋(𝑡−△𝑡)) (1.7)

iснують та рiвнi 𝐷𝐻𝑋(𝑡). Множину 𝐷𝐻𝑋(𝑡) при цьому називають похiдною
Хукухари багатозначного вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) в точцi 𝑡.

Лема 1.5. [6] Нехай багатозначнi вiдображення 𝑋, 𝑌 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) дифе-
ренцiйовнi за Хукухарою в точцi 𝑡. Тодi

1) Багатозначне вiдображення 𝑋+𝑌 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) диференцiйовне
за Хукухарою в точцi 𝑡, причому

𝐷𝐻(𝑋 + 𝑌 )(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡) +𝐷𝐻𝑌 (𝑡); (1.8)

2) якщо в околi 𝐽 точки 𝑡 iснує рiзниця за Хукухарою (𝑋
ℎ
− 𝑌 )(·),

то багатозначне вiдображення 𝑋
ℎ
− 𝑌 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) диференцiйовне за

Хукухарою в точцi 𝑡 , причому

𝐷𝐻(𝑋
ℎ
− 𝑌 )(𝑡) = 𝐷𝐻𝑋(𝑡)

ℎ
−𝐷𝐻𝑌 (𝑡); (1.9)

3) для довiльного 𝜆 ∈ R𝑛 багатозначне вiдображення 𝜆𝑋 : 𝐼 →
𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) диференцiйовне за Хукухарою в точцi 𝑡, причому

𝐷𝐻(𝜆𝑋)(𝑡) = 𝜆𝐷𝐻𝑋(𝑡). (1.10)

Означення 1.8. [6] Багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) нази-
вають диференцiйовним за Хукухарою на 𝐼, якщо воно диференцiйовне за
Хукухарою в довiльнiй точцi 𝑡 ∈ 𝐼.

Лема 1.6. [6] Нехай багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) дифе-
ренцiйовне за Хукухарою. Тодi воно неперервне.
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Лема 1.7. [6] Багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) є константою
тодi i тiльки тодi, коли 𝐷𝐻𝑋(𝑡) = {0}.

Лема 1.8. Нехай багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) неперервне.
Тодi для кожного 𝑡 ∈ 𝐼 iнтеграл Аумана 𝐺(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0 𝑋(𝑠)𝑑𝑠 диференцiйовний
та 𝐷𝐻𝐺(𝑡) = 𝑋(𝑡).

Лема 1.9. [6] Нехай багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) неперервно-
диференцiйовне. Тодi багатозначне вiдображення 𝐷𝐻𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) iн-
тегроване та

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝐷𝐻𝑋(𝑠)𝑑𝑠. (1.11)

Зауваження 1.2. [6] Якщо багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) ви-
мiрне та iснує така iнтегровна функцiя 𝑘(·), що для м.в. 𝑡 ∈ 𝐼 виконується
нерiвнiсть |𝑋(𝑡)| ≤ 𝑘(𝑡), то багатозначне вiдображення 𝐺(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0 𝑋(𝑠)𝑑𝑠 аб-
солютно неперервне на 𝐼 та 𝐷𝐻𝐺(𝑡) = 𝑋(𝑡) м.в. на 𝐼. Окрiм цього, якщо
багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) абсолютно неперервне, то ба-
гатозначне вiдображення 𝐷𝐻𝑋(·) визначене всюди на 𝐼, iнтегровне та спра-
ведлива рiвнiсть

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝐷𝐻𝑋(𝑠)𝑑𝑠. (1.12)

Таким чином, на похiдну Хукухари переносяться бiльшiсть властивостей
звичайної похiдної для однозначних функцiй.

1.3 Рiвняння Хукухари

Одним з видiв диференцiальних рiвнянь з багатозначною правою части-
ною є рiвняння Хукухари.

Означення 1.9. [6] Рiвняння вигляду

𝐷𝐻𝑋 = 𝐹 (𝑡,𝑋), 𝑋(0) = 𝑋0, (1.13)

де 𝐹 : 𝐼 × 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), називається рiвнянням
Хукухари.

10



Означення 1.10. [6] Багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) назива-
ють розв’язком рiвняння Хукухари 1.13, якщо воно абсолютно неперервне на
𝐼 та задовiльняє рiвнiсть при м.в. 𝑡 ∈ 𝐼.

Означення 1.11. [6] Багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) назива-
ють розв’язком iнтегрального рiвняння

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠, (1.14)

якщо воно неперервне на 𝐼 та задовiльняє цьому рiвнянню для всiх 𝑡 ∈ 𝐼.

В силу лем 1.8, 1.9 та зауваження 1.2 рiвняння 1.13 i 1.14 є еквiвалентними,
тобто розв’язок рiвняння 1.13 є розв’язком рiвняння 1.14 та навпаки.

Теорема 1.10. [6] Нехай в областi 𝑄 = 𝐼×𝐷,𝐷 = {𝑋 : ℎ(𝑋,𝑋0) ≤ 𝑏} бага-
тозначне вiдображення 𝐹 (𝑡,𝑋) задовiльняє умовам Каратеодорi з фунцiєю
𝑚(𝑡).

Тодi на вiдрiзку [0, 𝑑] iснує розв’язок рiвняння Хукухари 1.13, де 𝑑 > 0

таке, що

𝑑 ≤ 𝑎, 𝜙(𝑑) ≤ 𝑏, 𝜙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠. (1.15)

Теорема 1.11. [6] Нехай в областi 𝑄 = 𝐼 ×𝐷,𝐷 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) багатозначне
вiдображення 𝐹 (𝑡,𝑋) задовiльняє умовi Лiпшиця с константою 𝐿 > 0.

Тодi розв’язок рiвняння Хукухари 1.13 iснує та єдиний.

Означення 1.12. [6] Рiвняння Хукухари вигляду

𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐹 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (1.16)

де 𝐴(𝑡) - матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛, еслементами якої є однозначнi функцiї,
𝐹 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛), називають лiнiйним.

Теорема 1.12. [6] Нехай для рiвняння

𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (1.17)

виконуються наступнi умови:
1) всi елементи матрицi 𝐴(𝑡) iнтегровнi на 𝐼,
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2) багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡) вимiрне, |𝐹 (𝑡)| ≤ 𝑚(𝑡), де фун-
кцiя 𝑚(·) iнтегровна на 𝐼.

Тодi розв’язок рiвняння 1.17 с будь-якою початковою умовою 𝑋(𝑡0) =

𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) iснує на 𝐼 та єдиний.

Таким чином, при достатньо загальних припущеннях розв’язок рiвнян-
ня Хукухари iснує, причому, як i для звичайних диференцiальних рiвнянь,
додавання умови Лiпшиця на праву частину робить розв’язок єдиним.

1.4 Рiвняння з нечiткою правою частиною

Одним iз важливих роздiлiв, де застосовується похiдна Хукухари, є дифе-
ренцiальнi рiвняння з нечiткою правою частиною. У цьому роздiлi ми дамо
означення такого рiвняння та розглянемо його зв’язок iз рiвнянням Хукуха-
ри.

Означення 1.13. [6] Нехай 𝐸 = R𝑛. Введемо простiр E𝑛 вiдображень 𝑢 :

R𝑛 → [0, 1], якi задовiльняють наступним умовам:
1) 𝑢 напiвнеперервне згори,
2) iснує вектор 𝑦0 ∈ R𝑛 такий, що 𝑢(𝑦0) = 1,
3) для будь-яких 𝑦1, 𝑦2 ∈ R𝑛, 𝜆 ∈ [0, 1] виконується нерiвнiсть 𝑢(𝜆𝑦1+

(1− 𝜆)𝑦2) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑢(𝑦1), 𝑢(𝑦2)},
4) замикання множини {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑢(𝑦) > 0} компактне.

Простiр E𝑛 називається простором нечiтких множин.

Нулем в просторi E𝑛 є елемент

̂︀0(𝑦) =
⎧⎨⎩1, 𝑦 = 0,

0, 𝑦 ̸= 0.
(1.18)

Позначимо [6] через [𝑢]𝛼 множину {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑢(𝑦) > 𝛼} при 0 < 𝛼 ≤
1 i замикання множини {𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑢(𝑦) > 0} при 𝛼 = 0. Такi множини
називаються 𝛼-зрiзками 𝑢.

Теорема 1.13. [6] Якщо 𝑢 ∈ E𝑛, то
1) [𝑢]𝛼 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) для всiх 𝛼 ∈ [0, 1],
2) [𝑢]𝛼2 ⊆ [𝑢]𝛼1 для всiх 0 ≤ 𝛼1 ≤ 𝛼2 ≤ 1,
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3) якщо {𝛼𝑘} - неспадна послiдовнiсть, що прямує до 𝛼, то [𝑢]𝛼 =

∩{[𝑢]𝛼𝑘|𝑘 ≥ 1}.
Навпаки, якщо сiмя множин {𝐴𝛼|𝛼 ∈ [0, 1]} з простору 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) задо-

вiльняє умовам 1)-3), то iснує 𝑢 ∈ E𝑛 таке, що [𝑢]𝛼 = 𝐴𝛼 для всiх 𝛼 ∈ (0, 1]

i [𝑢]0 = ∪{𝐴𝛼|𝛼 ∈ (0, 1]} ⊆ 𝐴0.

Зрозумiло, що функцiя 𝑢 з простору E𝑛 є характеристичною функцiєю
приналежностi [4] 𝜇𝐴(𝑥) для деякої нечiткої множини 𝐴.

Означення 1.14. [6] Вiдображення 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 називають слабко непе-
рервним в точцi 𝑡 ∈ 𝐼, якщо для всiх 𝛼 ∈ [0, 1] багатозначне вiдображення
𝑓𝛼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) неперервне в точцi 𝑡.

Означення 1.15. [6] Iнтегралом вiдображення 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 на промiжку 𝐼

називають елемент 𝑔 =
∫︀ 𝑎

0 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ∈ E𝑛 такий, що [𝑔]𝛼 =
∫︀ 𝑎

0 𝑓𝛼(𝑡)𝑑𝑡 ∈ E𝑛 для
всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Означення 1.16. [6] Вiдображення 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 називають диференцiйовним
в точцi 𝑡 ∈ 𝐼, якщо для будь-якого 𝛼 ∈ [0, 1] багатозначне вiдображення 𝑓𝛼(·|
диференцiйовне за Хукухарою в точцi 𝑡 i сiм’я множин {𝐷𝐻𝑓𝛼(𝑡) : 𝛼 ∈ [0, 1]}
визначає деякий елемент 𝑓 ′(𝑡) ∈ E𝑛.

Якщо 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 диференцiйовне в точцi 𝑡 ∈ 𝐼, то елемент 𝑓 ′(𝑡) будемо
називати нечiткою похiдною вiд 𝑓(𝑡) в точцi 𝑡.

Отже, диференцiйовнiсть нечiткого вiдображення визначається напряму
через похiдну Хукухари.

Теорема 1.14. [6] Якщо 𝑓, 𝑔 : 𝐼 → E𝑛 диференцiйовнi та 𝜆 ∈ R, то

(𝑓 + 𝑔)′(𝑡) = 𝑓 ′(𝑡) + 𝑔′(𝑡), (𝜆𝑓)′(𝑡) = 𝜆𝑓 ′(𝑡). (1.19)

Теорема 1.15. [6] Якщо вiдображення 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 диференцiйовне, то воно
слабко неперервне.

Теорема 1.16. [6] Нехай вiдображення 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 слабко неперервне. Тодi
для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 𝑎) iнтеграл 𝑔(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0 𝑓(𝑠)𝑑𝑠 диференцiйовний i 𝑔′(𝑡) =
𝑓(𝑡).
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Теорема 1.17. [6] Нехай 𝑓 : 𝐼 → E𝑛 диференцiйовне i нечiтка похiдна 𝑓 ′(𝑡)
iнтегрована на 𝐼. Тодi для будь-якого 𝑡 ∈ 𝐼

𝑓(𝑡) = 𝑓(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′(𝑠)𝑑𝑠. (1.20)

Таким чином нечiтка похiдна i iнтеграл вiд нечiткої функцiїї пов’язанi
тими ж вiдношеннями, що i похiдна Хукухари та iнтеграл Аумана.

Означення 1.17. [6] Рiвняння вигляду

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0, (1.21)

де 𝑓 : 𝐼 × E𝑛 → E𝑛, називається нечiтким диференцiальним рiвнянням.

Означення 1.18. [6] Вiдображення 𝑥 : 𝐼 → E𝑛 називається розв’язком рiв-
няння 1.21, якщо воно слабко неперервне та задовiльняє

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)𝑑𝑠. (1.22)

З означення нечiткої похiдної та теореми 1.13 випливає, що нечiтке ди-
ференцiальне рiвняння 1.21 можна апроксимувати згори системою рiвнянь
Хукухари

{𝐷𝐻 [𝑥]
𝛼 = [𝑓(𝑡, 𝑥)]𝛼 : 𝛼 ∈ [0, 1]}. (1.23)
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2 Чисельнi методи знаходження розв’язкiв рiв-
няння Хукухари

2.1 Метод Ейлера для знаходження розв’язку рiвняння

Хукухари

Розглянемо розбиття вiдрiзку 𝐼 = [0, 𝑎] [6]

0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚 = 𝑎, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = 𝛿, 𝐼𝑘 = [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0,𝑚− 1 (2.1)

та побудуємо за допомогою нього „ламану” Ейлера для рiвняння 1.13

𝑋𝑚(𝑡) = 𝑋𝑚(𝑡𝑘) + (𝑡− 𝑡𝑘)𝐹 (𝑡𝑘, 𝑋𝑚(𝑡𝑘)), 𝑡 ∈ 𝐼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (2.2)

𝑋𝑚(0) = 𝑋0. (2.3)

У лiнiйному випадку маємо:

𝑋𝑚(𝑡) = 𝑋𝑚(𝑡𝑘) + (𝑡− 𝑡𝑘)[𝐴(𝑡𝑘)𝑋𝑚(𝑡𝑘) + 𝐹 (𝑡𝑘)], 𝑡 ∈ 𝐼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (2.4)

𝑋𝑚(0) = 𝑋0. (2.5)

Позначимо через 𝑅 = max𝑡∈[0,𝑎] ℎ(𝑋𝑚(𝑡), 𝑋(𝑡)) вiдхилення апроксимацiї
вiд точного розв’язку.

Теорема 2.1. [6] Нехай багатозначне вiдображення 𝐹 : 𝐼 × 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) →
𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) задовiльняє наступним умовам:

1) 𝐹 (·, ·) неперервне за обома змiнними,
2) 𝐹 (𝑡, ·) задовiльняє умовi Лiпшиця по 𝑋 з константою 𝐿,
3)розв’язок 𝑋(·) рiвняння label має неперервну другу похiдну 𝐷𝐻(𝐷𝐻𝑋(·))

на 𝐼 таку, що |𝐷𝐻(𝐷𝐻𝑋(·))| < 𝐾, 𝑡 ∈ 𝐼.
Тодi похибка задовольняє нерiвнiсть:

𝑅 <
𝛿𝐾

2

[︂(︂
1

𝐿
+ 𝛿

)︂
(𝑒𝑎𝐿 − 1) + 𝛿

]︂
. (2.6)

Приклад 2.1. Лiнiйне рiвняння Хукухари

𝐷𝐻(𝑋) = 𝐴(𝑡)𝑋 + 𝐹 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (2.7)
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у якому функцiї 𝐴(𝑡) i 𝐹 (𝑡) неперервно-диференцiйовнi на 𝐼, задовiльняє умо-
вам теорем 1.12 i 2.1, тому послiдовнiсть „ламаних” Ейлера збiгається до
розвязку рiвняння 2.7.

Використовуючи апарат опорних функцiй для лiнiйної апроксимацiї 2.4,
маємо

𝐶(𝑋𝑚(𝑡), 𝜓) = 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓) + (𝑡− 𝑡𝑘)[𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝐴
𝑇 (𝑡𝑘)𝜓) + 𝐶(𝐹 (𝑡𝑘), 𝜓)].

(2.8)

При 𝑡 = 𝑡𝑘+1 маємо

𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓) = 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓) + 𝛿[𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝐴
𝑇 (𝑡𝑘)𝜓) + 𝐶(𝐹 (𝑡𝑘), 𝜓)]. (2.9)

Для побудови апроксимацiї множини 𝑋𝑚(𝑡𝑘+1) знайдемо 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖),
де 𝜓𝑖 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, 𝑁 – деяка множина одиничних векторiв.

З 2.9 маємо

𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖) = 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖) + 𝛿[𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝐴
𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖) + 𝐶(𝐹 (𝑡𝑘), 𝜓𝑖)].

(2.10)

Оскiльки при 𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖 ̸= 0

𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝐴
𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖) = ‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖𝐶

(︂
𝑋𝑚(𝑡𝑘),

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖

‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

)︂
, (2.11)

то маємо

𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖) ≈ 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖) + 𝛿[‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), ̂︁𝜓𝑖𝑘) + 𝐶(𝐹 (𝑡𝑘), 𝜓𝑖)],

(2.12)

де ̂︁𝜓𝑖𝑘 таке, що⃦⃦⃦⃦̂︁𝜓𝑖𝑘 −
𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖

‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

⃦⃦⃦⃦
= min

𝑗=1,𝑁

⃦⃦⃦⃦
𝜓𝑗 −

𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖

‖𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖‖

⃦⃦⃦⃦
. (2.13)

У випадку 𝐴𝑇 (𝑡𝑘)𝜓𝑖 = 0

𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘+1), 𝜓𝑖) = 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖) + 𝛿𝐶(𝐹 (𝑡𝑘), 𝜓𝑖). (2.14)

16



Таким чином можна отримати значення опорних функцiй 𝐶(𝑋𝑚(𝑡𝑘), 𝜓𝑖), 𝑘 =

0,𝑚, 𝑖 = 1, 𝑁 . Оскiльки значення опорної функцiї повнiстю характеризує опу-
клу множину, то цим методом можна наблизити розв’язок рiвняння Хукухари
у вузлових точках, а, згiдно з 2.4, i на всьому промiжку 𝐼.

2.2 Розвинення методу Ейлера з апроксимацiєю правої

частини

Навiть якщо ми маємо наближене рiвняння 2.2, все одно у правiй частинi
залишається множина, яку неможливо занести в комп’ютер для автомати-
чних обчислень. Тому постає питання про апроксимацiю цiєї множини скiн-
ченною множиною.

Проте занадто велика потужнiсть апроксимуючої множини може зробити
час роботи програми занадто довгим. Тому було б гарно, якби можна було
ефективно та економiчно апроксимувати множини, що виникають у рiвняннi
2.2. Звiсно, на функцiю 𝐹 при цьому будуть накладатися певнi умови.

Нехай для будь-яких значень параметрiв значення функцiї 𝐹 є опуклою
множиною, що мiстить 0 з деяким його околом. Для того, щоб апроксимувати
множину 𝐴 = 𝐹 (𝑡), оберемо на її границi деяку кiлькiсть точок. Тодi їх
опукла оболонка буде наближати задану множину.

Означення 2.1. [5,8,9] Нехай 𝐴 ∈ R𝑛– довiльна опукла множина, що мiстить
0 з деяким його околом. Функцiонал

𝑝𝐴(𝑥) = 𝑖𝑛𝑓{𝑟 : 𝑥/𝑟 ∈ 𝐴, 𝑟 > 0} (2.15)

називається функцiоналом Мiнковського опуклої множини .

Якщо −→𝑒 - деякий вектор одиничної довжини, то величина (𝑝𝐴(
−→𝑒 ))−1 є

вiдстанню мiж нулем та та границею множини за напрямком −→𝑒 .
Тепер, якщо ми маємо деяку опуклу множину A, що мiстить нуль разом

з деяким його околом, ми можемо побудувати дискретну апроксимацiю цiєї
множини

Справдi, нехай ми маємо таку множину :
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Рис. 2.1: Опукла множина

Вiзьмемо кулю одиничного радiуса та вiзьмемо на її поверхнi деяку мно-
жину {𝑎𝑖} точок так, щоб вiдстань мiж опуклою оболонко цих точок та кулею
була достатньо малою. Тобто ℎ(𝑐𝑜𝑛𝑣({𝑎𝑖}), 𝐵) < 𝜀, де 𝜀 - деяке мале число.
Тодi сукупнiсть точок {︂

𝑎𝑖
𝑝𝐴(𝑎𝑖)

}︂
(2.16)

буде мати наступнi властивостi:
1) кожна з цих точок лежить на границi множини A,
2) вiдстань мiж їх опуклою оболонкою та множиною A менше деякого

числа 𝜀1 , що залежить вiд 𝜀 та величини max𝑥∈𝜕𝐴(𝑝𝐴(𝑥))
−1.

Тобто 𝑐𝑜𝑛𝑣(
{︀

𝑎𝑖
𝑝𝐴(𝑎𝑖)

}︀
) є апроксимацiєю множини

Рис. 2.2: Апроксимацiя опуклої множини
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Тодi якщо ми будемо збiльшувати кiлькiсть точок на сферi, краще її апро-
ксимуючи, ми будемо також краще апроксимувати множину A.

Тодi метод наближення точного розв’язку ламаними Ейлера буде мати
наступний вигляд.

Для рiвняння

𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐹 (𝑡,𝑋(𝑡)), 𝑋(0) = 𝑋0 (2.17)

та розбиття вiдрiзку 𝐼 = [0, 𝑎]

0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚 = 𝑎, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = 𝛿, 𝐼𝑘 = [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0,𝑚− 1 (2.18)

матимемо:

𝑋𝑚(𝑡) = 𝑋𝑚(𝑡𝑘) + (𝑡− 𝑡𝑘)𝐹𝑑(𝑡𝑘, 𝑋𝑚(𝑡𝑘)), 𝑡 ∈ 𝐼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (2.19)

𝑋𝑚(0) = (𝑋0)𝑑, (2.20)

де 𝐹𝑑(𝑡𝑘, 𝑋𝑚(𝑡𝑘)), (𝑋0)𝑑 - дискретнi апроксимацiї множин 𝐹 (𝑡𝑘, 𝑋𝑚(𝑡𝑘)), 𝑋0.
Якщо рiвняння Хукухари є лiнiйним:

𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (2.21)

то формула 2.19 набуває вигляд

𝑋𝑚(𝑡) = ((𝑡− 𝑡𝑘)𝐴(𝑡𝑘) + 𝐸))𝑋𝑚(𝑡𝑘) + (𝑡− 𝑡𝑘)𝐹𝑑(𝑡𝑘), 𝑡 ∈ 𝐼𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1.

(2.22)

Таким чином, маємо наступний алгоритм пошуку розв’язку рiвняння Ху-
кухари:

Вхiд: рiвняння Хукухари 1.13, 𝜀 > 0 - порядок наближення.
Крок 1. Побудувати розбиття вiдрiзку 𝐼 2.18 з кроком 𝛿 = 𝛿(𝜀) та дискре-

тизувати початкову множину 𝑋0 з точнiстю 𝜀1 = 𝜀1(𝜀) та покласти 𝑋[0] =

(𝑋0)𝑑, 𝑖 = 0.
Крок 2. Покласти

𝑋[𝑖+ 1] :=
⋃︁

{𝑥+ 𝛿𝑓 : 𝑥 ∈ 𝑋[𝑖], 𝑓 ∈ 𝐹𝑑(𝑖𝛿,𝑋[𝑖])}, (2.23)

де 𝐹𝑑(𝛿𝑖,𝑋[𝑖]) - дискретизацiя правої частини рiвняння Хукухари 2.17 з то-
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чнiстю 𝜀1.
Крок 3. Повторювати Крок 2, поки не дiйдемо до потрiбної точки вiдрiзку

𝐼.
Вихiд: опукла оболонка 𝑋[·] у вiдповiдному елементi масиву буде набли-

женням розвязку рiвняння Хукухари в данiй точцi вiдрiзку 𝐼. За формулою
2.2 обчислюємо наближений розв’язок на всьому промiжку 𝐼.

2.3 Метод наближеного розв’язку рiвняння з нечiткою

правою частиною

За теоремою 1.13 нечiтка множина 𝐴 повнiстю задається системою зрiзок
[𝐴]𝛼. Оберемо тепер натуральне число 𝑀 та покладемо 𝛼𝑘 =

𝑘
𝑀 , 𝑘 = 0,𝑀 .

Побудуємо тепер для множини 𝐴 систему множин 𝐵𝛼, 𝛼 ∈ [0, 1] за фор-
мулами:

𝐵𝛼 =

⎧⎨⎩[𝐴]𝛼𝑘, 𝛼 = 𝛼𝑘,⋂︀
𝛼𝑘≥𝛼𝐵𝛼𝑘

, 𝛼 ̸= 𝛼𝑘.
(2.24)

Система 𝐵𝛼 задовiльняє умовам теореми 1.13 i, отже, визначає деяку не-
чiтку множину 𝐵. Таку множину можна вважати апроксимацiєю нечiткої
множини 𝐴. Приклад множин 𝐴 i 𝐵 можна бачити на рис. 2.3.

Рис. 2.3: Приклад нечiткої множини та її апроксимацiї. 𝑀 = 5

Зi збiльшенням 𝑀 точнiсть апроксимацiї буде зростати. Зрозумiло, що
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замiсть 𝑘
𝑀 у якостi 𝛼𝑘 можна обирати довiльну множину точок з [0, 1], тiльки

щоб виконувалося 𝑚𝑎𝑥{𝛼𝑖 − 𝛼𝑗, 𝛼𝑖, 1− 𝛼𝑖} → 0,𝑀 → ∞.
Поставимо тепер задачу знайти наближений розв’язок рiвняння з нечi-

ткою правою частиною

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0. (2.25)

Як ми бачили вище, цей розв’язок можна апроксимувати згори системою
рiвнянь Хукухари:

{𝐷𝐻 [𝑥]
𝛼 = [𝑓(𝑡, 𝑥)]𝛼 : 𝛼 ∈ [0, 1]}. (2.26)

Оберемо достатньо велике число 𝑀 i вiзьмемо множину точок {𝛼𝑘 =
𝑘
𝑀 :

𝑘 = 0,𝑀}. Тодi замiсть нескiнченної кiлькостi рiвнянь 2.26 ми маємо скiн-
ченну кулькiсть рiвнянь Хукухари:

{𝐷𝐻 [𝑥]
𝛼𝑘 = [𝑓(𝑡, 𝑥)]𝛼𝑘 : 𝛼𝑘 =

𝑘

𝑀
, 𝑘 = 0,𝑀}. (2.27)

Нехай 𝑥𝛼𝑘
- наближенi розвязки рiвнянь 2.27 для вiдповiдних 𝛼𝑘, якi мо-

жна знайти за алгоритмом з пункту 2.2. Тодi покладемо

𝑥𝛼(𝑡) =
⋂︁
𝛼𝑘≥𝛼

𝑥𝛼𝑘
(𝑡), 𝛼 ∈ [0, 1] (2.28)

для всiх 𝑡 ∈ 𝐼.
Тодi ми можемо записати алгоритм пошуку наближеного розв’язку для

рiвняння з нечiткою правою частиною.
Вхiд: рiвняння 2.25, точнiсть 𝜀.
Крок 1. Обрати 𝑀 = 𝑀(𝜀) та звести рiвняння з нечiткою правою части-

ною до скiнченної системи рiвнянь Хукухари 2.27.
Крок 2. Розвязати рiвняння Хукухари за алгоритмом з роздiлу 2.2 з то-

чнiстю 𝜀1 = 𝜀1(𝜀) та отримати систему наближених розвязкiв 𝑥𝛼𝑘
.

Крок 3. За формулою 2.28 отримати значення наближеного розвязку для
всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Вихiд: отримана система задає наближення розвязку рiвняння 2.25.
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3 Обчислювальний експеримент

Деталi реалiзацiiї: всi приклади були змодельованi та обчисленi в системi
комп’ютерної алгебри Maple 18 (Waterloo Maple Inc.)

3.1 Моделювання розв’язкiв рiвнянь Хукухари

Приклад 3.1. Розглянемо лiнiйне рiвняння Хукухари

𝐷𝐻𝑋 = 𝜆(𝑡)𝑋 + 𝐹 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (3.1)

де 𝜆 : 𝐼 → R+ iнтегровна, 𝐹 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) вимiрне та |𝐹 (𝑡)| 6 𝑚(𝑡),
де 𝑚 : 𝐼 → R+ iнтегровна, 𝑋0 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛). Неважко пересвiдчитися, що
багатозначне вiдображення 𝑋 : 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛)

𝑋(𝑡) = 𝑒
∫︀ 𝑡

0
𝜆(𝑠)𝑑𝑠

[︂
𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (𝑠)𝑒
∫︀ 𝑠

𝑡
𝜆(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

]︂
(3.2)

є розвязком рiвняння 3.1.
Нехай 𝐼 = [0, 1], 𝑛 = 1, 𝜆 ≡ 1, 𝑋0 = 0, 𝐹 (𝑡) = 𝐵 = {𝑥 : |𝑥| ≤ 1} -

одинична куля в R. Тодi багатозначне вiдобаження

𝑋(𝑡) = 𝐵(𝑒𝑡 − 1) (3.3)

буде розв’язком рiвняння

𝐷𝐻𝑋 = 𝑋 +𝐵. (3.4)

Апроксимуємо цей розв’язок, поклавши 𝛿 = 0.1 та взявши в якостi на-
ближення функцiї 𝐹 (𝑡) = 𝐵 множину {−1, 1}.

Графiки точного та наближеного розв’язкiв зображенi на рис. 3.1.
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Рис. 3.1: Точний та наближений розв’язки для прикладу 3.1

З графiку видно, що опукла оболонка чорних точок добре апроксимує
справжнiй розв’язок рiвняння, що є опуклою оболонкою червоних експонент.
Апроксимацiя тим краще, чим ближче розв’язок до 0. У даному прикладi
дискретизацiя початкової множини та правої частини на всiх iтерацiях
алгоритму є точною, тобто 𝜀1 може бути як завгодно малим. Тим самим
точнiсть наближеного розв’язку залежить лише вiд кроку сiтки 𝛿.

Приклад 3.2. Нехай маємо наступне рiвняння

𝐷𝐻𝑋 = 𝐴(𝑡)𝑋 + 𝐹 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (3.5)

Нехай 𝐼 = [0, 1], 𝑛 = 2, 𝐴(𝑡) ≡

(︃
1 1

0 −1

)︃
, 𝑋0 = (1, 0), 𝐹 (𝑡) ≡ 𝐵 = {𝑥 :

|𝑥| ≤ 1} - одинична куля в R.
Наблизимо одиничну кулю, як показано на рис. 3.2.
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Рис. 3.2: Апроксимацiя одиничної кулi

Тодi наближений розв’язок даного рiвняння Хукухари у точках 𝑡 = 0.25,𝑡 =
0.5,𝑡 = 0.75 буде мати наступний вигляд:

Рис. 3.3: Наближений розв’язок у точцi 0.25
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Рис. 3.4: Наближений розв’язок у точцi 0.5

Рис. 3.5: Наближений розв’язок у точцi 0.75
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З рисункiв видно, що розв’язок має елiпсоподiбну форму для 𝑡 > 0. Також
можна спостерiгати, що кiлькiсть точок апроксимуючої множини дуже
шивдко зростає, тому при великiй кiлькостi iтерацiї програмне середовище
не може досить швидко обробляти такi велики масиви даних. Це основний
з недолiкiв алгоритму - ефективно його можна використовувати лише на
малiй кiлькостi iтерацiй.

Приклад 3.3. Розглянемо те ж рiвняння Хукухари, що i в прикладi 3.1,
тiльки цього разу в якостi початкової множини покладемо 𝑋0 = [−1, 1].
Одночасно будемо розглядати рiвняння Хукухари з покатковими множи-
нами 𝑋0 = {−1}, 𝑋0 = {0} та 𝑋0 = {1}. Графiки розв’язкiв рiвнянь маємо
на рис. 3.6.

Рис. 3.6: Розвязок для прикладу 3.3

З результатiв видно, що якщо покласти в якостi початкової множи-
ни неопуклу дискретну множину 𝑋0 = {0,−1, 1}, то розв’язком рiвняння
Хукухари з такою початковою множиною можна вважати об’єднання роз-
вязкiв рiвнянь, де початковою множиною є одноточкова пiдмножина 𝑋0.
Таким чином, алгоритм можна застосовувати i для неопуклих початкових
множин, проте теореми iснування розв’язкiв та збiжнiсть послiдовностi
ламаних Ейлера можуть вже не виконуватися.
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3.2 Моделювання розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

з нечiткою правою частиною

Приклад 3.4. Розглянемо диференцiальне рiвняння з нечiткою правою ча-
стиною

𝑢′ = −𝐾𝑢, 𝑢(0) = 𝑢0, (3.6)

де

𝐾 = 0.02, (3.7)

𝑢0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥−90
10 , 90 < 𝑥 < 100,

110−𝑥
10 , 100 < 𝑥 < 110,

0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

(3.8)

Рис. 3.7: Початкове значення 𝑢0 для прикладу 3.4

Iнтерпретацiя такого початкового значення така: з рiвнем довiри 100%
початкове значення дорiвнює рiвно 100, з рiвнем довiри 90% значення поча-
ткової точки лежить у [99,101] i так далi.

Тодi розiбємо промiжок [0, 1] на 𝑀 = 40 частин та розв’яжемо систе-
му рiвнянь Хукухари {𝐷𝐻 [𝑢]

𝛼𝑖 = [−𝐾𝑢]𝛼𝑖 : 𝛼𝑖 = (𝑖 + 1)/𝑀, 𝑖 = 1,𝑀} на
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промiжку [0, 20] з кроком 𝛿 = 0.2. Тим самим ми отримаємо наближення
розвязку рiвняння 3.6. Результат можна бачити на рис. 3.8.

Рис. 3.8: Розв’язок для прикладу 3.4

Наближення розв’язку при фiксованих 𝑡 можна побачити на рис. 3.9.

Рис. 3.9: Перерiзи розв’язку рiвнняня з прикладу 3.4 при 𝑡 = 0, 10, 20.

Отже, за допомогою алгоритму для розв’язку рiвняння Хукухари, ми
змогли змоделювати розв’язок диференцiального рiвняння з нечiткою пра-
вою частиною.
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Висновки

Робота присвячена аналiзу i чисельним методам знаходження розв’язкiв
рiвнянь Хукухари. Основнi результати роботи такi:

1) проаналiзовано теореми про iснування розв’язкiв рiвняння Хуку-
хари;

2) проаналiзовано зв’язок диференцiальних рiвнянь з нечiткою пра-
вою частиною з вiдповiдними рiвняннями Хукухари;

3) розглянуто особливостi методу ламаних Ейлера для апроксима-
цiї розвязкiв рiвнянь Хукухари. Наведено умови, за яких метод наближає
розв’язок вiдповiдного рiвняння Хукухари з певною точнiстю;

4) запропоновано розвиток методу Ейлера через апроксимацiю правої
частини рiвняння Хукухари за допомогою функцiї Мiнковського. Запропоно-
вано вiдповiдний алгоритм;

5) розглянуто алгоритм апроксимацiї динамiки зрiзок диференцiаль-
ного рiвняння з нечiткою правою частиною на основi методiв знаходження
розв’язку рiвняння Хукухари;

6) проведенi обчислювальнi експерименти.
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