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Запропоновано у просторовій постановці підхід до розв'язку задачі стійкості нетонких 

циліндричних анізотропних шаруватих оболонок під розподіленим боковим тиском. Спираючись на 
модифікований варіаційний принцип Ху-Васідзу, отримано тривимірну систему однорідних 
диференціальних рівнянь стійкості для розрахунку оболонок, анізотропія яких характеризується 
матеріалом з однією площиною пружної симетрії. Розв’язок тривимірної системи проведено при 
використанні методу Бубнова-Гальоркіна та чисельного методу дискретної ортогоналізації. 

Досліджено вплив збільшення кількості перехресно укладених шарів однакової товщини на 
стійкість циліндричної анізотропної оболонки. Результати розв’язку представлено графіками та 
приведено їх аналіз. 

Ключові слова: стійкість, тривимірний підхід, анізотропні шаруваті циліндричні оболонки. 
 
A three-dimensional approach to solving the problem of stability of non-thin cylindrical anisotropic 

layered shells under distributed lateral pressure is proposed. Based on the modified Hu-Washizu variational 
principle, a three-dimensional system of homogeneous differential stability equations is obtained for the 
calculation of shells, the anisotropy of which is characterized by a material with one plane of elastic 
symmetry. The solution of the three-dimensional system was carried out using the Bubnov-Galerkin methods 
and numerical discrete orthogonalization.  

The influence of an increase in the number of cross-laid layers of the same thickness on the stability of an 
anisotropic cylindrical shell is studied. The results of the solution are presented by graphs and their analysis 
is given. 

Key Words: stability, three-dimensional approach, anisotropic layered cylindrical shells. 
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Вступ 

Дослідження стійкості анізотропних оболон-
кових конструкцій є актуальною проблемою. 
Однак, вирішенню цього питання присвячена 
незначна кількість наукових досліджень. Роз-
в’язання задач стійкості таких конструкцій, базу-
ється на співвідношеннях двовимірних класичної 
або уточненої теорій [1, 2]. Їх використання 

 призводить до того, що низька зсувна 
жорсткість, обтиснення матеріалу оболонки за 
товщиною, а також його неоднорідність, за цим 
напрямком, або не враховуються взагалі, або в 
неповному обсязі. З точки зору врахування цих 
особливостей напруженого стану тривимірна 
теорія є більш придатною, тому що позбавлена 
необхідності використання гіпотез, наприклад, 
двовимірних теорій. 
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Класичні роботи [3, 4] присвячені досліджен-
ню стійкості оболонкових конструкцій у просто-
ровій постановці з ізотропного або ортотропного 
матеріалу. Загально відомо, що використовувані 
в оболонках матеріали можуть  створюватись 
шляхом укладання під деякими кутами, 
наприклад, волокнистих композитів на оправку 
(рис. 1). Внаслідок чого, має місце створення 
матеріалу, який прийнято вважати матеріалом з 
однією площиною пружної симетрії.  

 

 
Рис. 1. Циліндрична анізотропна оболонка. 

 
У представленій роботі, спираючись на 

модифікацію узагальненого варіаційного 
принципу Ху-Васідзу [5], подано підхід до виве-
дення системи однорідних диференціальних рів-
нянь стійкості в рамках тривимірної теорії пруж-
ності анізотропного тіла. Процес розв’язку по-
ставленої задачі проводиться шляхом зменшення 
розмірності системи при використанні аналітич-
ного методу Бубнова-Гальоркіна та розв’язку 
отриманої одновимірної системи чисельним 
методом дискретної ортогоналізації. 

 
Методика досліджень 

Необхідні рівняння стійкості, співвід-
ношення пружності та граничні умови відповідно 
до варіаційного принципу Ху-Васідзу [6, 7] 
можна отримати з умови стаціонарності 
функціоналу Π1, що визначається з інтегралу: 
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В (1) варіюються без використання додаткових 
умов деформації ije , напруження iiσ  та перемі-

щення iu , напруження ip  на поверхні 2S  ви-
кликані переміщеннями iu . Також у цьому функ-
ціоналі ( )ijeW  — потенціальна енергія 

деформації, ( )iuT  — кінетична енергія, ( )iuΦ , 
( )iuΨ  — потенціали об'ємних і поверхневих 

навантажень, крапка з комою перед параметрами 
i, j позначає коваріантну похідну за координатою 
з відповідним індексом i, j = 1, 2, 3. 

Використовуючи підхід, представлений в [6, 
7], з умови стаціонарності варіації функціоналу 
(1), отримаємо тривимірну систему з шести одно-
рідних диференціальних рівнянь стійкості анізо-
тропних циліндричних оболонок в частинних 
похідних з відповідними граничними умовами на 
поверхнях та торцях. Скориставшись проце-
дурою методу Бубнова-Гальоркіна [6] для змен-
шення розмірності отриманих рівнянь, здобудемо 
нескінчену одновимірну систему звичайних 
однорідних диференціальних рівнянь стій кості 
циліндричної оболонки в нормальній формі Коші 
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зуюча вектор-функція, ( )λ,rT  — матриця із 
змінними коефіцієнтами, що залежить від аргу-
менту r  та параметра навантаження λ . 

Система рівнянь стійкості (2) при умовах на 
поверхнях оболонки  

при :1rr =   
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розв’язується за використанням адаптованого 
авторами до реалізації задачі стійкості чисель-
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ного методу дискретної ортогоналізації [1, 8]. 
Алгоритм розв’язку реалізовано у вигляді пакетів 
прикладних програм для ПК. 

 
Реалізація пропонованого підходу 

В якості реалізації запропонованого підходу 
була розглянута задача дослідження стійкості 
циліндричної оболонки сталої товщини, 
утвореної перехресним укладанням однакових за 
товщиною шарів під кутом повороту на ψ±  
головних напрямів пружності матеріалу до 
твірної z. Кількість шарів змінюється від одного 
до восьми. Оболонка на зовнішній поверхні 
навантажена розподіленим зовнішнім тиском: 







−=

L
zqq πsin0 . Геометричні характеристики 

циліндричної оболонки: радіус внутрішньої 
поверхні r1=0,5925м; зовнішньої — r2=0,6075м; 
довжина уздовж твірної L=1,2м. Механічні 
характеристики однонапрямленого волокнистого 
композиту боропластику: Еzz=280Е0;  
Еθθ=Еrr=31Е0; Gzθ=Grθ=10,5Е0; Grz=21,2Е0; 
vθz=0,25; vzθ=0,0277; Е0=1000МПа. 

На рис. 2 представлено залежність критич-
них величин бокового тиску crq від кута ψ . 
Позначення кривих відповідають кількості 
анізотропних шарів, а графік 1/ — це результати 
розрахунку оболонкової конструкції з 
ортотропного матеріалу [6]. 

Аналіз представлених результатів вказує на 
те, що найменші значення критичного 
зовнішнього тиску мають місце для двошарового 
пакету (крива 2) армованого під кутами ψ±  до 
твірної. Порівняно із одношаровою оболонкою 
(крива 1) критичні навантаження є меншими, 
максимальна розбіжність складає 32% при 

60=ψ . Результати отримані для тришарової 
оболонки (крива 3) практично не відрізняються 
від знайдених для одношарової. Розбіжність 
складає менше 1,5%. Критичні навантаження для 
чотиришарової оболонки (крива 4) менші на 6% у 
порівнянні з одношаровою. Подальше 
збільшення кількості перехресно-армованих 
шарів до п’яти (крива 5) та восьми (крива 8) веде 
до наближення отриманих критичних величин 
зовнішнього бокового тиску до значень 
визначених для ортотропної оболонки (крива 1/). 

 Отримані результати є підтвердженням 
описаного в [1] факту, що для тонкостінних 
анізотропних циліндричних оболонок збільшення 
кількості перехресно укладених шарів пакету до 
семи — восьми та більше, призводить до 
можливості розрахунку циліндричних оболонок 
на стійкість за ортотропним підходом. 
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Рис. 2. Графік залежності критичних значень 
бокового тиску від кута повороту головних 
напрямів пружності матеріалу. 

 
Висновки 

 
У роботі, за використанням модифікованого 

варіаційного принципу Ху-Васідзу, отримана 
тривимірна система однорідних диференціальних 
рівнянь в частинних похідних, що описують 
стійкість анізотропних шаруватих циліндричних 
оболонок. Для приведення її до одновимірної 
використано процедуру методу Бубнова-
Гальоркіна. Розв’язок системи звичайних 
однорідних диференціальних рівнянь стійкості 
нормальної форми Коші реалізується, в 
радіальному напрямку, при використанні 
чисельного методу дискретної ортогоналізації. 

Розглянута стійкість шаруватої композитної 
анізотропної циліндричної оболонки сталої 
товщини, що перехресно армована волокнистим 
боропластиком. Отримані результати 
порівнювались із такими, що здобуті при 
використанні ортотропного підходу до 
розрахунку циліндричної оболонки. 
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