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Abstract. In this paper, variants of extrapolation from the past
algorithm and operator extrapolation algorithm with Bregman di-
vergence for solving variational inequalities with monotone and Lip-
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Анотацiя. У статтi дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполя-
цiї з минулого та операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Бре-
гмана для розв’язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та
лiпшицевими операторами, що дiють в скiнченновимiрному дiй-
сному лiнiйному просторi. Основнi результати: оцiнки ефектив-
ностi в термiнах функцiї зазору.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, дивергенцiя Брегмана,
метод екстраполяцiї з минулого, метод операторної екстраполя-
цiї, функцiя зазору.

Вступ

Варiацiйнi нерiвностi з монотонними операторами є загальним класом
задач з опуклою структурою [1].

Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть ефектив-
но розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових (мiнiма-
ксних) задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей.
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З появою генеруючих змагальних нейронних мереж та iнших моделей
змагального навчання стiйкий iнтерес до алгоритмiв розв’язання варiацiй-
них нерiвностей виник i в середовищi спецiалiстiв в галузi машинного на-
вчання.

Дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та близь-
ких задач триває. Г. М. Корпелевич в 1970-х роках запропонувала екстра-
градiєнтний метод. В 1980 роцi Л. Д. Попов запропонував для пошуку сi-
длових точок опукло-угнутих функцiй цiкаву модифiкацiю методу Ерроу–
Гурвiца, який став джерелом багатьох сучасних алгоритмiв. Ефективним
сучасним варiантом екстраградiєнтного методу є проксимальний дзеркаль-
ний метод (MirrorProx) А. С. Немировського [2].

У статтi дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та
операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють
в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. Основнi результати:
оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

1. Допомiжнi вiдомостi

Розглянемо варiанти алгоритмiв з дивергенцiєю Брегмана для розв’-
язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операто-
рами, що дiють в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi.

Нехай E — скiнченновимiрний дiйсний лiнiйний простiр. Введемо у цьо-
му просторi норму ‖·‖ (не обов’язково евклiдову). E∗ — спряжений простiр.
Для a ∈ E∗ та b ∈ E через 〈a, b〉 позначимо значення линiйної функцiї a в
точцi b. Спряжена норма на E∗ позначається ‖·‖∗.

Нехай C ⊆ E — непорожня замкнена та опукла множина, A — оператор,
що дiє з E в E∗. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть [1]:

знайти x ∈ C : 〈Ax, y − x〉 ≥ 0 ∀y ∈ C, (1)

множину розв’язкiв якої позначимо S.
Введемо необхiднi для алгоритмiв конструкцiї.
Нехай ϕ : E → R ∪ {+∞} — власна замкнена опукла функцiя, що ди-

ференцiйовна на dom(∂ϕ). Дивергенцiя Брегмана (вiдстань Брегмана), що
вiдповiдає функцiї ϕ, задається формулою [3]

V (a, b) = ϕ (a)− ϕ (b)− 〈∇ϕ (b) , a− b〉 ∀a ∈ dom(ϕ), b ∈ dom(∂ϕ).

Припустимо, що виконанi такi умови:

• функцiя ϕ власна замкнена та опукла;
• функцiя ϕ диференцiйовна на dom(∂ϕ);
• C ⊆ dom(ϕ);
• на множинi C функцiя ϕ є сильно опуклою вiдносно норми ‖·‖ з
константою сильної опуклостi σ > 0.

Зрозумiло, що

V (a, b) ≥ σ
2 ‖a− b‖

2 ∀a ∈ C ∀b ∈ C ∩ dom(∂ϕ).
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та
V (a, b) = 0 ⇔ a = b.

Має мiсце корисна 3-точкова тотожнiсть [3]:

V (a, c) = V (a, b) + V (b, c) + 〈∇ϕ (b)−∇ϕ (c) , a− b〉 ,
де a ∈ dom(ϕ), b, c ∈ dom(∂ϕ).

Розглянемо два основних приклади дивергенцiй Брегмана. Для

ϕ (·) = 1
2 ‖·‖

2
2 ,

де ‖·‖2 — евклiдова норма, маємо

V (x, y) = 1
2 ‖x− y‖

2
2 .

Для ймовiрносного симплексу

∆m =

{
x ∈ Rm : xi ≥ 0,

m∑
i=1

xi = 1

}
та функцiї вiд’ємної ентропiї

ϕ (x) =
m∑
i=1

xi lnxi

(за нерiвнiстю Пiнскера [4] вона сильно опукла з константою 1 вiдносно
`1-норми на симплексi ∆m) отримуємо дивергенцiю Кульбака–Лейблера [3]

V (x, y) =
m∑
i=1

xi ln

(
xi
yi

)
,

де x ∈ ∆m, y ∈ ∆m
+ = {x ∈ Rm : xi > 0,

∑m
i=1 xi = 1}.

Розглянемо сильно опуклi задачi мiнiмiзацiї вигляду

PCx (a) = argminy∈C {− 〈a, y − x〉+ V (y, x)} , (2)

де a ∈ E∗, x ∈ dom(∂ϕ). Вiдомо [3], що задача (2) має єдиний розв’язок
z ∈ C ∩ dom(∂ϕ), причому

−〈a, y − z〉+ 〈∇ϕ (z)−∇ϕ (x) , y − z〉 ≥ 0 ∀y ∈ C.
Останню нерiвнiсть, ураховуючи 3-точкову тотожнiсть, можна записати у
виглядi

V (y, z) ≤ V (y, x)− V (y, z)− 〈a, y − z〉 ∀y ∈ C.

Зауваження 1. Точка PCx (a) в евклiдовому випадку спiвпадає з евклiдо-
вою метричною проєкцiєю

PC (x+ a) = argminy∈C ‖y − (x+ a)‖2 .

Зауваження 2. Для ймовiрносного симплексу ∆m та дивергенцiї Куль-
бака–Лейблера маємо [3]

P∆m

x (a) =

(
x1e

a1∑m
j=1 xje

aj
,

x2e
a2∑m

j=1 xje
aj
, . . . ,

xme
am∑m

j=1 xje
aj

)
, a ∈ Rm, x ∈ ∆m

+ .
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Зауваження 3. Часто вiдображення PCx : E∗ → C ∩ dom(∂ϕ) називають
прокс-вiдображенням [5] та позначають PCx (a) через Mirrx(a) [6].

Припустимо, що виконанi такi умови:
• множина C ⊆ E – опукла та замкнена;
• оператор A : E → E∗ – монотонний на C, тобто

〈Ax−Ay, x− y〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax−Ay‖∗ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

• множина S непорожня.
Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 ≤ 0 ∀y ∈ C. (3)

Множину розв’язкiв задачi (3) позначимо Sd. Множина Sd опукла та за-
мкнена. Для монотонних операторiв A завжди маємо S ⊆ Sd. В наших
умовах маємо Sd = S.

2. Алгоритми

Перший з розглянутих алгоритмiв має вигляд.
Алгоритм 1. Екстраполяцiя з минулого.

Для x1 = y0 ∈ C ∩ dom(∂ϕ) генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈
C ∩ dom(∂ϕ) за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = PCxn (−λnAyn−1) ,
xn+1 = PCxn (−λnAyn) ,

де λn > 0.

Зауваження 4. Алгоритм 1 запропоновано в [7]. В роботах [7–10] дослi-
джувалась його збiжнiсть та прононувались деякi модифiкацiї.

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (4)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = PCxn (−λnAyn)

рiвносильна нерiвностi

〈Ayn, y − xn+1〉+
〈∇ϕ(xn+1)−∇ϕ(xn), y − xn+1〉

λn
≥ 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (4) випливає

〈Ayn, y − yn〉 ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.
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Аналогiчно, з

〈Ayn−1, y − yn〉+
〈∇ϕ(yn)−∇ϕ(xn), y − yn〉

λn
≥ 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (4) отримуємо yn ∈ S.
Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (4) не має мiсця.
Другий з розглянутих алгоритмiв має вигляд.

Алгоритм 2. Операторна екстраполяцiя.

Обираємо x0 = x1 ∈ C ∩ dom(∂ϕ), λn, µn > 0. Покладаємо n = 1.

1: Обчислити

xn+1 = PCxn (−λnAxn − µn(Axn −Axn−1)) .

2: Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n+ 1 та
перейти до 1.

Зауваження 5. Алгоритм 2 запропоновано в [11]. Алгоритм 2 є модифи-
кацiєю методу з попереднього роздiлу, що використовує дивергенцiю Бре-
гмана замiсть квадрату евклiдової норми.

Правило зупинки в алгоритмi 2 обґрунтовується так: при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо
xn = PCxn (−λnAxn) ,

звiдки xn ∈ S.
Наведемо двi версiї алгоритму 2.
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на стандартному симплексi:

знайти x ∈ ∆m : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ ∆m.

Обираючи дивергенцiю Кульбака–Лейблера та µn = λn = λ > 0, одержуємо
таку версiю:

xn+1
i =

xni e
−λ(2Axn−Axn−1)i∑d

j=1 x
n
j e
−λ(2Axn−Axn−1)j

, i = 1, ...,m,

де (a)i ∈ R — i-та координата вектора a ∈ Rm.
Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на добутку стандартних симплексiв:

знайти x ∈ ∆m1 ×∆m2 : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ ∆m1 ×∆m2 . (5)

За сепарабельною функцiєю

ϕ (x) = ϕ1 (x1) + ϕ2 (x2) =

m1∑
i=1

x1,i lnx1,i +

m2∑
i=1

x2,i lnx2,i,
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де x = (x1, x2) = (x1,1, x1,2, . . . x1,m1︸ ︷︷ ︸
x1

, x2,1, x2,2, . . . x2,m2︸ ︷︷ ︸
x2

) ∈ Rm1 × Rm2 , побу-

дуємо дивергенцiю Брегмана на C = ∆m1 ×∆m2 :

V (x, y) = V1 (x1, y1) + V2 (x2, y2) =

m1∑
i=1

x1,i ln
x1,i

y1,i
+

m2∑
i=1

x2,i ln
x2,i

y2,i
.

Алгоритм 2 для нерiвностi (5) з таким вибором дивергенцiї та µn = λn =
λ > 0 приймає вигляд:

xn+1
k,i =

xnk,i exp
(
−λ (2Axn −Axn−1)k,i

)
∑mk

j=1 x
n
k,j exp

(
−λ (2Axn −Axn−1)k,j

) , k = 1, 2, i = 1, . . . ,mk,

де (a)k,i —
(∑k−1

t=1 mt + i
)
-та координата вектора a ∈ Rm1 × Rm2 .

Якiсть наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (1) будемо
оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї зазору [2]

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 . (6)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (6) необхiдна обме-
женiсть допустимої множини C. Якщо x ∈ C — розв’язок (1), то gap (x) = 0.
Навпаки, якщо для x ∈ C маємо gap (x) = 0, то x — розв’язок (1).

3. Cублiнiйнi оцiнки ефективностi
У випадку обмеженостi множини C доведемо, що алгоритмам необхiдно

зробити O
(

1
ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 ≤ ε.

Почнемо з аналiзу алгоритму 1.
Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn) та (yn) мають мiсце

нерiвностi

−λn 〈Ayn−1, y − yn〉 ≤ V (y, xn)− V (yn, xn)− V (y, yn) ∀y ∈ C. (7)

−λn 〈Ayn, y − xn+1〉 ≤ V (y, xn)− V (xn+1, xn)− V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (8)
З (8) випливає

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, y − xn+1〉 =

= V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+
+ λn 〈Ayn, y − yn〉 .

Урахувавши монотонность оператора A, отримаємо

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+
+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (9)

З (7) випливає

−V (xn+1, xn) ≤ λn 〈Ayn−1, xn+1 − yn〉 − V (yn, xn)− V (xn+1, yn) . (10)
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Оцiнимо зверху −V (xn+1, xn) в (9) за допомогою (10). Отримаємо

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn)− V (xn+1, yn)− V (yn, xn) +

+ λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉+
+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (11)

Оцiнимо зверху доданок λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉 в (11). Маємо

λn 〈Ayn −Ayn−1, yn − xn+1〉 ≤ λnL ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ ≤

≤ λnL

2
‖yn−1 − yn‖2 +

λnL

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ λnL ‖yn−1 − xn‖2 + λnL ‖yn − xn‖2 +
λnL

2
‖yn − xn+1‖2 ≤

≤ 2λnL

σ
V (xn, yn−1) +

2λnL

σ
V (yn, xn) +

λnL

σ
V (xn+1, yn).

Приходимо до нерiвностi

V (y, xn+1) ≤ V (y, xn)− V (yn, xn)− V (xn+1, yn) +

+
2λnL

σ
V (xn, yn−1) +

2λnL

σ
V (yn, xn) +

λnL

σ
V (xn+1, yn)+

+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (12)

Перепишемо (12) у виглядi

λn 〈Ay, yn − y〉 ≤
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V (xn, yn−1)

)
−

−
(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V (xn+1, yn)

)
−

−
(

1− 2λn+1L

σ
− λnL

σ

)
V (xn+1, yn)−

−
(

1− 2λnL

σ

)
V (yn, xn). (13)

Припустимо, що λn ∈
(
0, σ3L

]
. Тодi з (13) випливає

2λn〈Ay, yn − y〉 ≤
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V (xn, yn−1)

)
−

−
(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V (xn+1, yn)

)
. (14)

Просумувавши (14) по n вiд 1 до N отримаємо

2
N∑
n=1

λn〈Ay, yn − y〉 ≤ V (y, x1) +
2λ1L

σ
V (x1, y0),

та
〈Ay, zN − y〉 ≤

V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
, (15)

89



О. С. ХАРЬКОВ

де zN =
∑N

n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму по y ∈ C в (15)

gap(zN ) ≤
supy∈C V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай C ⊆ E — непорожня опукла замкнена обмежена мно-
жина, A : E → E∗ — монотонний та L-лiпшицевий на множинi C опера-
тор. Нехай (yn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 1 з λn = σ

3L ,
тобто, 

x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

(
xn − σ

3LAyn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn − σ

3LAyn
)
.

Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN ) ≤
L 3

2σ supy∈C V (y, x1)

N
.

Проаналiзуємо алгоритм 2.
Нехай λn ∈

(
0, σ2L

]
, µn = λn−1. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiв-

нiсть

− 〈λnAxn + λn−1(Axn −Axn−1), y − xn+1〉 ≤
≤ V (y, xn)− V (xn+1, xn)− V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (16)

Перепишемо (16) таким чином

V (y, xn)− V (y, xn+1) ≥
≥ λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λn 〈Axn+1 −Axn, xn+1 − y〉+

+ λn−1 〈Axn −Axn−1, xn − y〉+ λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+
+ V (xn+1, xn) . (17)

Сумуючи (17) по n вiд 1 до N , отримуємо

V (y, x1)− V (y, xN+1) ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λN 〈AxN+1 −AxN , xN+1 − y〉+

+
N∑
n=1

(λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) . (18)
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Лiпшицевiсть оператора A дає

N∑
n=1

(λn−1 〈Axn −Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) ≥

≥
N∑
n=1

(
−λn−1L

2
‖xn − xn−1‖2 −

λn−1L

2
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
≥

≥
N∑
n=1

(
−σ

4
‖xn − xn−1‖2 −

σ

4
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=
N∑
n=1

(
−σ

4
‖xn − xn−1‖2 +

σ

4
‖xn+1 − xn‖2

)
=
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 .

Використовуючи останню оцiнку в (18), отримуємо

V (y, x1)− V (y, xN+1) ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λN 〈AxN+1 −AxN , xN+1 − y〉+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 ≥

≥
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 −
λNL

2
‖xN+1 − y‖2 .

Приходимо до нерiвностi

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 −
λNL

2
‖xN+1 − y‖2 +

+ V (y, xN+1) ≤ V (y, x1) ∀y ∈ C. (19)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 ≥
N∑
n=1

λn 〈Ay, xn+1 − y〉 =

=

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉 , (20)

де

zN+1 =

∑N
n=1 λnxn+1∑N

n=1 λn
.
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Враховуючи оцiнку (20) в (19), приходимо до нерiвностi(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉+

(
σ

2
− λNL

2

)
‖xN+1 − y‖2 ≤ V (y, x1) ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C
〈Ay, zN+1 − y〉 ≤

supy∈C V (y, x1)∑N
n=1 λn

.

Таким чином, має мiсце

Теорема 2. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 2 з
λn = µn = σ

2L , тобто,

xn+1 = PCxn
(
− σ

2L (2Axn −Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) ≤
L 2
σ supy∈C V (y, x1)

N
,

де zN+1 = 1
N

∑N
n=1 xn+1.

Зауваження 6. Припустимо, що замiсть лiпшицевостi A виконана така
умова:

• оператор A : E → E∗ — вiдносно лiпшицевий на C (з константою
L > 0), тобто

〈Ax−Ay, x− z〉 ≤ LV (x, y) + LV (z, x),

де x, y ∈ C ∩ dom(∂ϕ), z ∈ C;
Якщо оператор A : E → E∗ — L-лiпшицевий на C, то вiн є L

σ -вiдносно
лiпшицевим на C [12]. Дiйсно,

〈Ax−Ay, x− z〉 ≤ ‖Ax−Ay‖∗‖x− z‖ ≤ L‖x− y‖‖x− z‖ ≤

≤ L

2
‖x− y‖2 +

L

2
‖x− z‖2 ≤ L

σ
V (x, y) +

L

σ
V (z, x).

Актуальною є задача отримання оцiнок для алгоритмiв 1 та 2 в класi
вiдносно лiпшицевих монотонних операторiв.

Зауваження 7. У роботi [13] побудованi адаптивнi варiанти алгоритмiв 1,
2.

Заключнi зауваження

У роботi дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та
операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють
в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. Основнi результати:
O
(

1
ε

)
-оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.
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Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Обчи-
слювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та
оборони», 0122U002026).
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