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В роботi дослiджується фiзично здiйснима однорiдна лiнiйна система з iмпульсною пере-
хiдною функцiєю. В якостi оцiнки iмпульсної функцiї розглядається сумiсна корелограма мiж
процесами на входi та виходi системи. Знаходиться розподiл похибки оцiнювання iмпульсної
функцiї в просторi неперервних функцiй.
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The problem of estimation of a stochastic linear system has been a matter of active research for
the last years. One of the simplest models considers a ‘black box’ with some input and a certain output.
The input may be single or multiple and there is the same choice for the output. This generates a great
amount of models that can be considered. The sphere of applications of these models is very extensive,
ranging from signal processing and automatic control to econometrics (errors-in-variables models). In
this paper a time-invariant continuous linear system is considered with a real-valued impulse response
function. We assume that impulse function is square-integrable. Input signal is supposed to be Gaussian
stationary stochastic process with known spectral density. A sample input–output cross-correlogram is
taken as an estimator of the response function. An upper bound for the tail of the distribution of
the supremum of the estimation error is found that gives a convergence rate of estimator to impulse
response function.

Key Words: impulse response function, linear time-invariant system (LTI), Gaussian process, cross-
correlogram.
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1 Вступ

Задача оцiнювання характеристик лiнiйних си-
стем рiзної фiзичної природи виникає у бага-
тьох галузях, наприклад, у радiофiзицi, сейсмо-
логiї, метеорологiї, теорiї сигналiв та автомати-
чного контролю, теорiї фiльтрацiї, фiнансовiй
математицi тощо. Останнiм чсом цей напрямок
досить активно розвивається.

Деякi методи оцiнювання невiдомих iм-
пульсних перехiдних функцiй лiнiйних систем
та вивчення властивостей вiдповiдних оцiнок
розглядались у роботах В.Булдигiна та його
учнiв. У класi лiнiйних систем важливий пiд-
клас складають неперервнi однорiднi системи.
В якостi оцiнок беруться сумiснi перiодограми
або сумiснi корелограми мiж процесами на вхо-
дi та виходi системи.

Для корелограмної дискретної за ча-

сом оцiнки у роботах В.Булдигiна, В.Зайця,
В.Курочки та Ф.Уцета [2], [4] вивчалися умови
асимптотичної незмiщеностi та конзистентностi
у середньому квадратичному, а також умови
асимптотичної нормальностi як у сенсi збiжно-
стi скiнченновимiрних розподiлiв, так у сенсi
збiжностi вiдповiдних розподiлiв у просторi не-
перервних функцiй.

В працях В.Булдигiна та I.Блажiєвської
[1] встановлюється асимптотична незмiщенiсть
та конзистентнiсть у середньому квадрати-
чному корелограмної iнтегральної оцiнки; з
менш обмежувальними умовами, нiж в статтях
В.Булдигiна i Фу Лi, вивчались питання асим-
птотичної нормальностi оцiнки та похибки оцi-
нювання у просторi неперервних функцiй.

Потрiбно зауважити, що у вищезгаданих
роботах вивчаються асимптотичнi властивостi
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оцiнок перехiдної iмпульсної функцiї i не при-
дiляється увага знаходженню точних оцiнок
розподiлiв для супремуму похибки оцiнюван-
ня. Вперше такi оцiнки були знайденi в роботi
Ю. Козаченка та I. Розори [7].

В данiй роботi розглядається корелограмна
iнтегральна оцiнка iмпульсної перехiдної фун-
кцiї та знаходиться оцiнка розподiлу супрему-
му похибки оцiнювання при iнших умовах на
iмпульсну перехiдну функцiю нiж в статтi [7].

2 Корелограми та їх властивостi

Розглянемо фiзично здiйсниму однорiдну си-
стему з iмпульсною перехiдною функцiєю
H(τ), τ ∈ R. Це означає, що дiйснозначна фун-
кцiя H(τ) = 0 при τ < 0, а реакцiя системи
на допустимий вхiдний сигнал X(t), t ∈ R, має
вигляд

Y (t) =

∫ ∞

0
H(τ)X(t− τ)dτ. (1)

При вивченнi таких систем виникає зада-
ча оцiнювання функцiї H за спостереженнями
за реакцiєю системи на вхiдний сигнал. У да-
нiй статтi розглядається корелограмний метод
оцiнювання iмпульсної перехiдної функцiї H за
умови H ∈ L2(R).

Розглянемо дiйснозначний стацiонарний
центрований гауссiвський випадковий процес
X = (X(t), t ∈ R), що збурює систему (1). Не-
хай f = (f(λ), λ ∈ R) — спектральна щiльнiсть
процесу X. Припускаємо, що дана функцiя не-
перервна i задовольняє умовам

sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞;

KX ∈ L1(R),

де KX(t) =
∞∫

−∞
eiλtf(λ)dλ, t ∈ R, — кореляцiй-

на функцiя випадкового процесу X.
Оцiнку для H в точцi τ, τ > 0, визначи-

мо у виглядi сумiсної емпiричної корелограми
мiж вхiдним та вихiдним процесами (див., на-
приклад, [1])

ĤT (τ) =
1

T

∫ T

0
Y (t+ τ)X(t)dt, τ > 0, (2)

де T — довжина iнтервалу усереднення, при
цьому пiдходi до оцiнювання H припускається

також, що X(t) = X∆(t), тобто на вхiд системи
подається сiм’я процесiв, залежних вiд параме-
тра ∆ > 0 та iз певним виглядом спектральної
щiльностi. В подальшому параметр ∆ будемо
опукати.

Припустимо, що H ∈ L2(R).
Через

H∗(λ) =

∫ +∞

−∞
eiλtH(t)dt, λ ∈ R,

позначимо перетворення Фур’є- Планшереля
функцiї H.

Зауваження 1. Iнтеграли в (1) та (2) роз-
глядаються як середньоквадратичнi iнтеграли
Рiмана.

Iнтеграл в (1) iснує тодi i тiльки тодi, ко-
ли iснує iнтеграл Рiмана (див. [5], ст. 278)

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)KX(s− τ)H(s)dsdτ. (3)

Якщо в даному iнтегралi використати
зображення кореляцiйної функцiї через спе-
ктральну щiльнiсть та перетворення Фур’є-
Планшереля для функцiї H(τ), отримаємо

∫ ∞

0

∫ ∞

0
H(τ)K(s− τ)H(s)dsdτ =

=

∫ +∞

−∞
H∗(−λ) ·H∗(λ)f(λ)dλ.

Оскiльки sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞ i H ∈ L2(R), то iнте-

грал (3) iснує, а отже, i iснує iнтеграл в (1).
Будемо вважати, що iнтеграл (3) iснує

також як iнтеграл Лебега.

Легко пiдрахувати, що математичне сподi-
вання ĤT (τ) дорiвнює

EĤT (τ) =

∫ ∞

0
H(s)KX(τ − s)ds. (4)

Отже, з (4) маємо, що в загальному випадку

EĤT (τ) ̸= H(τ), τ ∈ R.

Це означає, що оцiнка ĤT (τ) є змiщеною.
В роботах [1] та [3] розглядаються послiдов-

ностi коварiацiйних функцiй, якi залежать вiд
параметру ∆, i знаходяться умови, коли оцiнка
ĤT,∆(τ) є асимптотично незмiщеною для H(τ)
при ∆ → ∞. Також в [3] показано, що за пев-
них умов ĤT,∆(τ) → H(τ) з ймовiрнiстю 1 при
∆ → ∞ i T → ∞.
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Зауваження 2. З роботи [1] випливає, що всi
потрiбнi умови для асимптотичної незмiще-
ностi та для збiжностi з ймовiрнiстю 1 вико-
нуються для послiдовностi таких спектраль-
них щiльностей

f∆(λ) =
c

2π
exp

{
−λ2

∆

}
, λ ∈ R, ∆ > 0. (5)

Нехай

ẐT (τ) = ĤT (τ)− EĤT (τ).

В [1] показано, що кореляцяцiйна функцiя
ẐT (τ) має вигляд

EẐT (τ1)ẐT (τ2) =

=
2π

T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
ei(τ1−τ2)λ2 |H∗(λ2)|2+

+ ei(τ1λ1+τ2λ2)H∗(λ1)H
∗(λ2)

)
×

× ΦT (λ2 − λ1)f(λ1)f(λ2)dλ1dλ2, (6)

де ΦT (λ) — ядро Фейєра

ΦT (λ) =
1

2πT

(
sin(Tλ/2)

λ/2

)
.

Нехай S — параметрична множина. Фун-
кцiя ρ(t, s) називається псевдометрикою на S,
якщо вона задовольняє всi аксiоми метрики,
окрiм того, що множина {(t, s) ∈ S×S : ρ(t, s) =
0} може бути бiльшою нiж дiагональ {(t, s) ∈
S × S : t = s}.

Розглянемо функцiю ( див. [3])

gH(τ) =

[∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2 sin2 λτ

2
dλ

]1/2
, τ > 0.

(7)
Оскiльки H ∈ L2(R), то функцiя (7) коректно
визначена та породжує псевдометрику

√
σ(τ1, τ2) =

√
gH(|τ1 − τ2|), τ1, τ2 ∈ R.

Доведення того,
√
σ(τ1, τ2) є псевдометрикою

можна подивитись у [3].
В роботi Козачено Ю, Розора I. доведено

такий результат:

Теорема 2.1. [7] Припустимо, що H ∈ L2(R)
i sup
λ∈R

|f(λ)| < ∞, де f(t) — спектральна щiль-

нiсть процесу X(t), та наступний iнтеграл є
збiжним∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2 ln2α

(
λ

2
+ eα

)
dλ < ∞, α > 0.

Тодi (
E|ẐT (τ1)− ẐT (τ2)|2

) 1
2 6

6 Kln · ln−
α
2

(
1

|τ1 − τ2|
+ eα

)
, τ1, τ2 ∈ R, α > 0,

(8)
де Kln має вигляд

Kln = Kln(T ) =
4
√
π√
T

· sup
t∈R

|f(t)| · ||H∗||
1
2
2 ·

·
(∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2 ln2α

(
λ

2
+ eα

)
dλ

)1/4

. (9)

3 Квадратично-Гауссовi випадковi про-
цеси

В даному роздiлi розглядаються означення та
деякi властивостi квадратично-гауссових ви-
падкових величин i процесiв.

Нехай (Ω, F, P ) — ймовiрнiсний простiр та
(T, ρ)— компактний метричний простiр з метри-
кою ρ.

Наведемо означення iз книги [6].

Означення 3.1. [6] Нехай Ξ = {ξt, t ∈ T} —
сiм’я сумiсно гауссiвських випадкових величин,
Eξt = 0 (наприклад, ξt, t ∈ T, є гауссiвським
випадковим процесом).

Простiр SGΞ(Ω) називається простором
квадратично-гауссових випадкових величин,
якщо кожен елемент η ∈ SGΞ(Ω) можна пред-
ставити у виглядi

η = ξ̄TAξ̄ − Eξ̄TAξ̄, (10)

де ξ̄T = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξk ∈ Ξ, k = 1, . . . , n, A—
дiйснозначна матриця,

або η ∈ SGΞ(Ω) представляється як сере-
дньоквадратична границя послiдовностi випад-
кових величин з (10)

η = l.i.m.n→∞(ξ̄TnAξ̄n − Eξ̄TnAξ̄n).
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Означення 3.2. [6] Випадковий процес ξ(t) =
{ξ(t), t ∈ T} називається квадратично-
гауссовим, якщо для кожного t ∈ T випадкова
величина ξ(t) належить простору SGΞ(Ω).

Вiдомо також, що

• SGΞ(Ω) є банаховим простором з нормою
∥ζ∥ =

√
Eζ2;

• SGΞ(Ω) є пiдпростором простору Орлiча,
що породжується функцiєю

U(x) = exp |x| − 1;

• норма ∥ζ∥LU (Ω) на SGΞ(Ω) еквiвалентна
нормi

√
Eζ2.

Приклад 1. Розглянемо сiм’ю гауссiвських цен-
трованих випадкових процесiв

ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t), t ∈ T. Нехай матриця
A(t) є симетричною. Тодi

X(t) = ξ̄T (t)A(t)ξ̄(t)− Eξ̄T (t)A(t)ξ̄(t),

де ξ̄T (t) = (ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)), є
квадратично-гауссовим випадковим процесом.

Загальнi властивостi квадратично-
гауссових випадкових процесiв можна знайти
в роботах [6], [8].

Через N(u) позначимо мiнiмальну кiль-
кiсть замкнених куль радiуса u, що покривають
множину T з метрикою ρ.

Нехай ξ(t) = {ξ(t), t ∈ T}— квадратично-
гауссовий випадковий процес. Припустимо, що
iснує функцiя σ(h), h > 0, яка є монотонно зро-
стаючою, неперервною i σ(h) → 0 при h → 0, а
також

sup
ρ(t,s)6h

(Var(ξ(t)− ξ(s)))
1
2 6 σ(h).

Визначимо деякi сталi:

ε0 = inf
t∈T

sup
s∈T

ρ(t, s), t0 = σ(ε0),

γ0 = sup
t∈T

(Var ξ(t))1/2,

Позначимо C = max{t0, γ0}.

Теорема 3.1. [6] Нехай ξ(t) = {ξ(t), t ∈ T}—
сепарабельний квадратично-гауссовий випадко-
вий процес, зростаюча функцiя r(u) > 0, u > 1,

є такою, що r(u) → ∞ при u → ∞ i функцiя
r(exp{t}) є опуклою. Нехай∫ t0

0
r(N(σ(−1)(u)))du < ∞.

Тодi для всiх x > 0

P

{
sup
t∈T

|ξ (t)| > x

}
6

6 2 inf
0<p<1

{
r(−1)

(
1

t0p

∫ t0p

0
r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)

×

(
1 +

√
2x(1− p)

C

) 1
2

exp

{
−x(1− p)√

2γ0

} .

4 Про швидкiсть збiжностi корелограм
в просторi неперервних функцiй

Даний роздiл присвячений знаходженню швид-
костi збiжностi корелограмних iнтегральних
оцiнок невiдомих iмпульсних перехiдних фун-
кцiй лiнiйних систем в просторi неперервних
функцiй. А саме, знаходиться оцiнка розподi-
лу супремуму похибки оцiнювання на вiдрiзку
[0, A].

Припустимо, що X = (X(t), t ∈ R) вимiр-
ний дiйснозначний стацiонарний центрований
гауссiвський процес, що збурює систему (1).

Розглянемо корелограму

ĤT (τ) =
1

T

∫ T

0
Y (t+ τ)X(t)dt, τ > 0,

що є оцiнкою iмпульсної перехiдної функцiї H.
Випадковий процес Y (t) визначається в (1).

Доведемо допомiжну лему.

Лема 1. Випадковий процес ẐT (τ) = ĤT (τ) −
EĤT (τ), τ > 0, є квадратично-гауссовим.

Доведення. Процес ẐT (τ), τ > 0, можна подати
у виглядi

ẐT (τ) =
1

T

∫ T

0
(Y (t+τ)X(t)−EY (t+τ)X(t))dt.

(11)
Оскiльки кожна iнтегральна сума (11)∑

k

(Y (tk + τ)X(tk)− EY (tk + τ)X(tk)) △ tk

належить простору SGΞ(Ω), а сам процес ẐT (τ)
є середньо-квадратичною границею цих сум, то
ẐT (τ) є квадратично-гауссовим процесом. От-
же, лема повнiстю доведена.

33



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2018, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Розглянемо точнiсть оцiнювання як рiзни-
цю оцiнки ĤT (τ) та iмпульсної перехiдної фун-
кцiї H(τ)

ĤT (τ)−H(τ), τ > 0.

Оцiнимо супремум похибки оцiнювання на вiд-
рiзку [0, A], де A—деяке фiксоване додатне чи-
сло.

P{ sup
τ∈[0,A]

|ĤT (τ)−H(τ)| > ε}, ε > 0.

Позначимо

h(τ) = EĤT (τ)−H(τ), τ ∈ [0, A].

Припустимо, що функцiя h(τ) є обмеженою на
вiдрiзку [0, A].

Зауваження 3. Дана умова виконується, ко-
ли, наприклад, функцiї EĤT (τ) i H(τ) є непе-
рервними на [0, A].

Позначимо

h− = min
τ∈[0,A]

h(τ), h+ = max
τ∈[0,A]

h(τ),

h∗ = max
τ∈[0,A]

|h(τ)| = max{h+,−h−}.

Iз спiввiдношення (6) випливає, що

γ0 = γ0(T ) = sup
τ∈[0,A]

(Var ẐT (τ))
1/2 =

= sup
τ∈[0,A]

(
2π

T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(
|H∗(λ2)|2+

+ eiτ(λ1+λ2)H∗(λ1)H
∗(λ2)

)
×

× ΦT (λ2 − λ1)f(λ1)f(λ2)dλ1dλ2)
1
2 .

Позначимо

C = C(T ) = max{γ0,Kln ln
−α

2

(
2

A
+ eα

)
},

де значення Kln з (9).

Теорема 4.1. Нехай X = (X(t), t ∈ R) — се-
парабельний дiйснозначний стацiонарний гаус-
сiвський процес, що збурює систему (1). При-
пустимо, що перехiдна функцiя H ∈ L2(R) i
для деякого α ∈ (0, 1] виконується умова∫ ∞

−∞
|H∗(λ)|2 ln2α

(
λ

2
+ eα

)
dλ < ∞, α > 2.

Для спектральної щiльностi f(t) випадкового
процесу X(t) виконується умова sup

λ∈R
|f(λ)| <

∞. Тодi для
ε > h∗,

має мiсце нерiвнiсть

P

{
sup

τ∈[0,A]
|ĤT (τ)−H(τ)| > ε

}
6

6 2Ae
α

α−2 inf
p∈(0,1)

{(
A

2
+ eα

) 1

p2/α

×

(
1 +

√
2(ε− h∗)(1− p)

C

) 1
2

× exp

{
−(ε− h∗)(1− p)√

2γ0

}}
. (12)

Доведення. Рiзницю ĤT (τ)−H(τ) можна пода-
ти в такому виглядi

ĤT (τ)−H(τ) = ĤT (τ)− EĤT (τ) + h(τ) =

= ẐT (τ) + h(τ).

Тодi

ĤT (τ)−H(τ) > ε ⇔ ẐT (τ) > ε− h(τ),

ĤT (τ)−H(τ) 6 −ε ⇔ ẐT (τ) 6 −ε− h(τ).

Отже, для ε > h∗ отримаємо

{|ĤT (τ)−H(τ)| > ε} ⊂

⊂ {|ẐT (τ)| > min{ε− h+, ε+ h−}}

та
P{ sup

τ∈[0,A]
|ĤT (τ)−H(τ)| > ε} 6

6 P{ sup
τ∈[0,A]

|ẐT (τ)| > min{ε−h+, ε+h−}}. (13)

Очевидно, що min{ε− h+, ε+ h−} = ε− h∗

Для зручностi позначимо

x = ε− h∗.

Оскiльки з леми 1 випливає, що ẐT (τ) є
квадратично-гауссовим процесом, тодi для ньо-
го можна використати твердження теореми 3.1.
З (8) випливає, що у якостi функцiї σ(h) можна
розглянути σ(h) = Kln · 1

ln
α/2( 1

h
+eα)

, де Kln з (9).
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З означення функцiї σ(u) випливає, що

σ(−1)(u) =
(
exp{(Kln/u)

2/α} − eα
)−1

,

0 < u <
Kln

α
α
2

,

тодi

N(σ(−1)(u)) 6
(

A

2σ(−1)(u)
+ 1

)
=

=

(
A

2
(exp{(Kln/u)

2/α} − eα) + 1

)
.

Зауважимо, що

Kln

αα/2
> t0p,

так як p ∈ (0, 1) i (ln(eα+ 2
A
))α/2

αα/2 > 1 при α > 0 та
в нашому випадку

t0 = σ

(
A

2

)
=

Kln

lnα/2
(
2
A + eα

) . (14)

Оскiльки для u ∈ (0, t0p) має мiсце спiввiд-
ношення

1− A

2
eα 6 A

2
exp

{(
Kln

u

)2/α
}
,

то

N(σ(−1)(u)) 6 A exp{(Kln/u)
2/α}.

Розглянемо тепер функцiю

r(u) = (lnu)β, β ∈ [1,
α

2
), u > 1.

Легко перевiрити, що вона задовольняє умовам
теореми 3.1. А тому для u ∈ (0, t0p) виконується
наступне твердження

r(N(σ(−1)(u))) 6 r
(
A · exp{(Kln/u)

2/α}
)
6

6
(
lnA+ (Kln/u)

2/α
)β

6
(Kln

u

)2β/α(
lnA

( t0p

Kln

)2/α
+ 1
)β

. (15)

Оскiльки обернена функцiя до r(u) дорiв-
нює

r(−1)(u) = exp{x1/β}, β ∈ [1,
α

2
),

то, використовуючи оцiнку (15) та значення t0
з (14), маємо

r(−1)

(
1

t0p

∫ t0p

0

r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)
=

= exp

{(
1

t0p

∫ t0p

0

r
(
N
(
σ(−1)(ν)

))
dν

)1/β
}

6

6 exp


(

1

t0p

∫ t0p

0

(Kln

u

) 2β
α
(
lnA

( t0p

Kln

) 2
α

+ 1
)β

dν

) 1
β

 =

= exp

(lnA( t0p

Kln

) 2
α

+ 1
)( α

α− 2β

(Kln

t0p

) 2β
α

) 1
β

 =

= exp

{(
α

α− 2β

) 1
β
(
lnA+

(Kln

t0p

) 2
α

)}
=

= A

(
A

2
+ eα

) 1

p2/α

exp

{(
α

α− 2β

) 1
β

}
. (16)

Якщо пiдставити оцiнку (16) в невiрнiсть з
теореми 3.1, то отримаємо

P{ sup
τ∈[0,A]

|ẐT (τ)| > x} 6

6 2A

(
A

2
+ eα

) 1

p2/α

exp

{(
α

α− 2β

)1/β
}

×

(
1 +

√
2x(1− p)

C

) 1
2

exp

{
−x(1− p)√

2γ0

}
.

Лiва частина нерiвностi не залежить вiд β.
Тому знайдемо мiнiмум правої частини за β.

Оскiльки функцiя

g(β) = exp

{(
α

α− 2β

)1/β
}

зростає за β, β ∈ [1, α/2), тому його мiнiмум
досягається в точцi β = 1 i дорiвнює

min
β∈[1,α/2)

g(β) = g(1) = exp

{
α

α− 2

}
.

Отже, отримаємо

P{ sup
τ∈[0,A]

|ẐT (τ)| > x} 6
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6 2A exp

{
α

α− 2

}(
A

2
+ eα

) 1

p2/α

×

(
1 +

√
2x(1− p)

C

) 1
2

exp

{
−x(1− p)√

2γ0

}
.

Якщо врахувати, що x = ε− h∗, то з остан-
ньої нерiвностi отримуємо твердження теоре-
ми.

5 Висновки

В роботi розглядалась корелограмна iнтеграль-
на оцiнка iмпульсної перехiдної функцiї лiнiйної
однорiдної системи. Знайдено оцiнку швидкостi
збiжностi даної корелограми в просторi непе-
рервних функцiй. Тобто отримано оцiнку роз-
подiлу супрумуму похибки оцiнювання.
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