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У роботi дослiджуються властивостi класичного процесу ризику X(t) = u + Ct −
∑Nt

i=1 Yi,
який утворений бiномiальною сумою строго φ-субгауссових ризикiв. Отримано оцiнки для ймо-
вiрностi виходу такої суми за монотонно зростаючу неперервну функцiю. Зокрема, за лiнiйного
надходження премiй отримано оцiнку банкрутства для вiдповiдного процесу ризику.

Ключовi слова: бiномiальний розподiл, φ-субгауссовi випадковi величини, ймовiрнiсть бан-
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In this paper, we study the properties of a classical risk process X(t) = u + Ct −
∑Nt

i=1 Yi with
binomially distributed number of events P(Nt = k) = Ck

nθ(t)
k(1− θ(t))n−k, and claim sizes that after

centering are considered as strictly φ-sub-Gaussian random variables. Recall, that ξ is a φ-sub-Gaussian
random variable, if Eξ = 0 and there exists such a constant a > 0 that E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) for all
λ ∈ R.

We assume also that probability of event θ(t) satisfies assumption that |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s|
for some µ > 0, and amount f(t) of insurance premiums received during time t is a continuous
monotonically increasing function, such that |f(u)−f(v)| ≤ δ(u−v) for some continuous monotonically
increasing function δ.

Estimates for probability P
(
sup
t
(
∑Nt

i=1 Yi − f(t)) > x
)

of exceeding a monotone increasing conti-

nuous curve by such a binomial sum of risks are obtained for any level x > 0. In particular, the ruin
probability estimate is derived for the risk process in case of linearly incoming premiums.

Key Words: binomial distribution, φ-sub-Gaussian random variables, ruin probability.
Communicated by Dr. Rozora I.V.

1 Вступ

Розглянемо портфель страхової компанiї iз n
незалежних однорiдних ризикiв, кожен з яких
може викликати не бiльше однiєї страхової по-
дiї (наприклад, критичної хвороби чи смертi за-
страховоної особи). Запишемо вiдповiдний про-
цес ризику в такому виглядi:

X(t) = u+ Ct−
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0, (1.1)

де u – початковий капiтал страхової компанiї,
C > 0 – iнтенсивнiсть надходження страхових
внескiв та

(I) Nt – процес, що описує число страхових
подiй, якi сталися на iнтервалi вiд 0 до

t вiдпвовiдно до бiномiального розподi-
лу P(Nt = k) = Ck

nθ(t)
k(1 − θ(t))(n−k),

0 ≤ k ≤ n, де θ(t) – неперервна функцiя,
що описує ймовiрнiсть настання страхової
подiї вродовж часу [0, t], тобто θ(0) = 0,
θ(+∞) = 1, θ(t1) ≤ θ(t2) для довiльних
t1 < t2. Крiм того, вважатимемо, що чи-
сла подiй, що сталися на неперетинних ча-
сових iнтервалах, є незалежними.

(II) Yi – незалежнi однаково розподiленi ви-
падковi величини страхових виплат.

(III) Nt та послiдовнiсть випадкових величин
(Y1, Y2, . . .) – незалежнi.
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Процес ризику (1.1) також можна подати
так:

X(t) = u+Ct−
Nt∑
i=1

(Yi + α) = u+(C−αµ)t−
Nt∑
i=1

Yi,

де α – середнiй розмiр страхової виплати. При-
пустимо також, що

(IV) Yi належать простору Subφ(Ω) випадко-
вих величин.

Про властивостi класiв φ-субгауссових та
строго φ-субгауссових випадкових величин i
процесiв можна дiзнатися в книгах Булдигiна
В.В. i Козаченка Ю.В. [2], Василик О.I., Коза-
ченка Ю.В. i Ямненка Р.Є. [1].

Надалi ми будемо вивчати властивостi суми
виплат вигляду

S(t) =

Nt∑
i=1

Yi, (1.2)

для яких виконуються вищенаведенi умови.
Зауважимо, що в роботах [6, 7] дослi-

джуються властивостi подiбних сум iз φ-
субгауссовими доданками, де число доданкiв
N(t) описується пуассонiвським процесом.

Робота складається зi вступу та двох роз-
дiлiв. У роздiлi 2 наведено основнi поняття та
деякi необхiднi результати щодо випадкових ве-
личин iз простору Subφ(Ω), якi далi застосову-
ються для дослiдження властивостей сум (1.2).
Основнi результати наведено у роздiлi 3, а саме,
отримано оцiнки для ймовiрностi перевищення
такими φ-субгауссовими сумами заданої кривої.

2 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
[1, 2, 3] та результати, отриманi для φ-субгаус-
сових випадкових величин та процесiв [1, 4].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлiча, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x→ ∞.

Означення 2.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлiча. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

φ(x)
x2 = C > 0. Можливо,

що C = +∞.
Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний

простiр.

Означення 2.3. Нехай φ— N-функцiя Орлiча,
для якої виконується умова Q. Випадкова ве-
личина ξ належить простору Subφ(Ω) (просто-
ру φ-субгауссових випадкових величин), якщо
Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує
така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 2.1. [2] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|
та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)— деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя HT (ε) := lnNT (ε), ε > 0,
де NT (ε)— це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 2.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.

Означення 2.6. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subφ(Ω) називається строго φ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubφ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τφ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (2.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.
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Означення 2.7. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
φ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubφ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го φ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Нехай (T, ρ) – псевдометричний сепара-
бельний простiр iз псевдометрикою ρ. Розгля-
немо сепарабельний φ-субгауссовий процесX =
(X(t), t ∈ T ). Припустимо, що iснує неперевна
функцiя σ = {σ(h), h > 0}, яка монотонно зро-
стає i σ(h) → 0 при h → 0, та має мiсце нерiв-
нiсть

sup
ρ(t,s)≤h

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σ(h). (2.3)

Зокрема, таку властивiсть має функцiя σ(h) =
supρ(t,s)≤h τφ(X(t) − X(s)), якщо процес X(t) є
неперервним у нормi τφ.

3 Бiномiальнi φ-субгауссовi суми

Отже, розглянемо суму випадкового числа φ-
субгауссових виплат вигляду (1.2).

Лема 3.1. Нехай {S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випад-

ковий процес, для якого виконуються припуще-
ння (I)–(IV). Тодi для всiх 0 ≤ st < s i λ ∈ R
виконуються такi нерiвностi:

E exp{λS(t)} ≤ (θ(t) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t))n ,
(3.1)

E exp{λ(S(t)− S(s))} ≤

((θ(t)− θ(s)) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t) + θ(s)))n

(3.2)
та

E

(
Nt∑
n=1

Yn −
Ns∑
k=1

Yk

)2

= n|θ(t)− θ(s)|EY 2
1 . (3.3)

Доведення. Оскiльки S(t) має складний бiномi-
альний розподiл, то з (2.1) випливає, що

E exp{λS(t)} = E exp{λ
Nt∑
i=1

Yi}

= E
Nt∏
i=1

exp{λYi} = E
n∑

m=0

m∏
i=1

exp{λYi}I{Nt=m}

=

n∑
m=0

(
m∏
i=1

E exp{λYi}

)
P(Nt = m)

=

n∑
m=0

(E exp{λY1})mCm
n θ(t)

m(1− θ(t))n−m

= (θ(t)E exp{λY1}+ 1− θ(t))n

≤ (θ(t) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t))n .

Аналогiчно, враховуючи, що Ns ≤ Nt,

E exp{λ(S(t) − S(s))} = E exp
{
λ

Nt∑
i=Ns+1

Yi

}
=

n∑
m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k P({Nt = m} ∩ {Ns =

k}) =
n∑

m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k P({Nt =

m}/{Ns = k})P(Ns = k) =
n∑

m=0

m∑
k=0

(E exp{λYi})m−k Cm−k
n−k (θ(t)−θ(s))m−k(1−

θ(t)+ θ(s))n−m+kCk
nθ(s)

k(1− θ(s))n−k =
(
(θ(t)−

θ(s)) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(t) + θ(s))
)n
.

Так як D(S(t) − S(s)|Nt = k,Ns = l) =

D
(∑k

i=l+1 Yi

)
= (k − l)DYi, то D(S(t) −

S(s)|Nt, Ns) = (Nt − Ns)DY1. Отже, D(S(t) −
S(s)) = n(θ(t)− θ(s))EY 2

1 .

Дослiдимо оцiнки ймовiрностi перевищення
сумами (1.2) рiвня x ≥ 0 над деякою неперерв-
ною функцiєю f(t), яка вiдображає величину
надходження страхових премiй за час t. Роз-
глянемо спершу умови обмеженостi супремуму
рiзницi S(t)−f(t) та оцiнки для експоненцiаль-
ного моменту цього супремуму.

Припустимо, що |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для
деякого µ > 0. Тодi, користуючись тотожнi-
стю (3.3), у якостi функцiї σ(h), що задовольняє
припущення (2.3) для процесу S(t), виберемо

σ(h) =
(
µhEY 2

1

) 1
2 . (3.4)

Лема 3.2. Нехай X(t) = S(t)−f(t), де {S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випадковий процес, для якого

виконуються припущення (I)–(IV). Нехай та-
кож |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для деякого µ > 0.
Припустимо, що прирости неперервної фун-
кцiї f = {f(t), t ∈ T} обмеженi монотон-
но зростаючою функцiєю δ = {δ(s), s > 0}:
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), а {qk, k ∈ N} – де-

яка послiдовнiсть, така що qk > 1 i
∞∑
k=1

1
qk

≤ 1.
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Тодi для всiх λ > 0 i p ∈ (0, 1) виконується
нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤

∞∏
k=1

(
NB

((
βpk

)2
µEY 2

1

)) 1
qk

× sup
u∈B

[
(θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))

n
q1 ×

× exp{−λf(u)}
]
×

×

((
βpk

)2
EY 2

1

exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

) n
qk

×

× exp

{
λδ

((
βpk

)2
µEY 2

1

)}
. (3.5)

Доведення. Покладемо εk = σ(−1)
(
βpk

)
=

(βpk)
2

µEY 2
1

i позначимо через Vεk множину центрiв
замкнених куль радiусу εk, яка утворює мiнi-
мальне покриття компакту B. Кiлькiсть точок
у множинi Vεk дорiвнює NB(εk). Iз леми 3.1 i не-
рiвностi Чебишова випливає, що для будь-якого
ε > 0

P {|S(t)− S(s)| > ε} ≤ 1

ε2
E

(
Nt∑
n=1

Yn −
Ns∑
k=1

Yk

)2

= ε−2nµ|θ(t)− θ(s)|EY 2
1 .

Отже, процес S(t) i, вiдповiдно, процес X(t) =
S(t)− f(t) неперервнi за ймовiрнiстю. Якщо се-
парабельний випадковий процес на (B, ρ) не-
перервний за ймовiрнiстю, тодi будь-яка злi-
ченна скрiзь щiльна по вiдношенню до ρ мно-
жина може розглядатися як множина сепара-
бельностi цього процесу. Таким чином, множи-

на V =
∞∪
k=1

Vεk є сепарантою процесу X, i з ймо-

вiрнiстю одиниця виконується рiвнiсть

sup
t∈B

X(t) = sup
t∈V

X(t). (3.6)

Розглянемо вiдображення αn = {αn(t), n =
0, 1, . . .} множини V в Vεn , де αn(t) – точка з
множини Vεn така, що ρ(t, αn(t)) = |t−αn(t)| <
εn. Якщо t ∈ Vεn , тодi αn(t) = t. Якщо ж
iснує кiлька таких точок з множини Vεn , що

ρ(t, αn(t)) < εn, тодi виберемо одну з них i по-
значимо через αn(t). Застосуємо нерiвнiсть Че-
бишова. Iз (2.1) i леми 3.1 випливає, що

P
{
|S(t)− S(αn(t))| > p

n
2

}
≤ E(S(t)− S(αn(t)))

2

pn

=
nµY 2

1 |t− αn(t)|
pn

<
nµY 2

1 εn
pn

=
β2pn

µY 2
1

. (3.7)

Остання нерiвнiсть означає, що

∞∑
n=1

P
{
|S(t)− S(αn(t))| > p

n
2

}
<∞.

Тому з леми Бореля-Кантеллi випливає, що
S(t) − S(αn(t)) → 0 i, вiдповiдно, X(t) −
X(αn(t)) → 0 при n → ∞ з ймовiрнiстю
одиниця. Множина V злiченна, отже, X(t) −
X(αn(t)) → 0 при n → ∞ для всiх t одночасно.
Нехай t – довiльна точка з множини V . Позна-
чимо через tm = αm(t), tm−1 = αm−1(tm), . . .,
t1 = α1(t2) для будь-якого m ≥ 1. Тодi для
всiх m ≥ 2 виконується така нерiвнiсть: X(t) =

X(t1)+
m∑
k=2

(X(tk)−X(tk−1))+X(t)−X(αm(t)) ≤

maxu∈Vε1
X(u) +

m∑
k=2

maxu∈Vεk
(X(u) −

X(αk−1(u)) + X(t) − X(αm(t))). Тому з
(3.6) випливає, що з iмовiрнiстю одиниця
sup
t∈B

X(t) = sup
t∈V

X(t) ≤ lim
m→∞

inf
(
max
u∈Vε1

X(u) +

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
)
.

Далi, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера i
лему Фату, для всiх λ > 0 отримаємо

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ E lim inf

m→∞
exp

{
λ
(
max
u∈Vε1

X(u)

+

m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
)}

≤ lim inf
m→∞

E exp
{
λ
(
max
u∈Vε1

X(u) +
m∑
k=2

max
u∈Vεk

(X(u)−

X(αk−1(u)))
)}

≤ lim inf
m→∞

(
E exp{q1λ max

u∈Vε1

X(u)}
) 1

q1

×
m∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))
}) 1

qk

≤
(
E exp

{
q1λ max

u∈Vε1

X(u)

}) 1
q1

×
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×
∞∏
k=2

(
E exp

{
qkλ max

u∈Vεk

(X(u)−X(αk−1(u)))

}) 1
qk

= I1 ·
∞∏
k=2

Ik.

Розглянемо окремо кожен множник Ik. Iз
леми 3.1 випливає, що

E exp {q1λS(u)} ≤ (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))n .

Вiдповiдно, I1 ≤( ∑
u∈Vε1

E exp {q1λS(u)} exp {−q1λf(u)}
) 1

q1

≤
( ∑

u∈Vε1

max
u∈Vε1

(µu exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1)n

exp{−q1λf(u)}
) 1

q1 ≤
(
NB(ε1)

) 1
q1 ×

× sup
u∈B

[
(θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))

n
q1 ×

× exp{−λf(u)}
]
.

Iз (3.2) також випливає, що
E exp {qkλ (S(u)− S (αk−1(u)))} ≤

(
|u −

αk−1(u)| exp{φ(λτφ(Y1))}+1−|u−αk−1(u)|
)n ≤(

µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1
)n
.

А значить, iз припущення про обмеженiсть
приростiв функцiї f , маємо

Ik ≤
(
NB(εk) max

u∈Vεk

E exp{qkλ(S(u)−

S(αk−1(u)))} exp {−qkλ (f(u)− f (αk−1(u)))}
) 1

qk

≤ (NB (εk))
1
qk

(
max
u∈Vεk

(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+

+1
)n

exp{qkλδ(ρ (u, αk−1(u)))}
) 1

qk

≤ (NB (εk))
1
qk

(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

) n
qk

× exp{λδ (εk)} =

(
NB

((
βpk

)2
µEY 2

1

)) 1
qk

×

×
((βpk)2

EY 2
1

exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1
) n

qk

× exp

{
λδ

((
βpk

)2
µEY 2

1

)}
.

Звiдки i випливає твердження леми.

Лема 3.3. Припустимо, що умови леми 3.2
виконуються та

β∫
0

HB

(
σ(−1)(u)

)
du <∞, (3.8)

Тодi для всiх p ∈ (0, 1), 0 ≤ β ≤
(
µ(b−a)EY 2

1
2

) 1
2 ,

βp2 ≤ EY 2
1 i λ > 0 виконується нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
(S(t)− f(t))

}
≤ Z(λ, p, β), (3.9)

де Z(λ, p, β) =

= exp
{
W (λ, p, β) +

n+ 1

βp

βp2∫
0

HB

(
u2

µEY 2
1

)
du
}
×

× exp
{
n
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
+

+λ
∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)}
,

W (λ, p, β) = inf
v≥ 1

1−p

(1
v
HB

( (βp)2
µEY 2

1

)
+

+ sup
u∈B

[n
v
ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

])
.

Доведення. З леми 3.2 випливає, що для всiх

qk > 1, k ∈ N, таких що
∞∑
k=1

1
qk

≤ 1, та довiльно-

го λ > 0 справедлива нерiвнiсть

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ exp

{ 1

q1
HB(ε1)+

sup
u∈B

[ n
q1

ln (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))−λf(u)
]}

× exp
{
λ

∞∑
k=2

δ(εk) +
∞∑
k=2

1

qk

[
HB(εk)+

+n ln
(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

)]}
. (3.10)

де εk = (βpk)2

µEY 2
1

.

Нехай q1 = v, де v – таке число, що v ≥ 1
1−p ,

i для k = 2, 3, . . .

qk =
1

λτφ(Y1)
φ(−1)

(
ln
[
− 1+ (3.11)
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+
1

µεk
exp

{
HB(εk) + φ

( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}])
,

Так як для всiх k ≥ 2 при βp2 ≤ EY 2
1 маємо

1
qk

<
λτφ(Y1)

φ(−1)
(
ln
[
−1+ 1

µεk
exp
{
φ
(

λτφ(Y1)

(1−p)pk−1

)}])
≤ λτφ(Y1)

φ(−1)
(
φ
(

λτφ(Y1)

(1−p)pk−1

)) = pk−1(1− p), то

∞∑
k=1

1

qk
<

∞∑
k=1

pk−1(1− p) = 1.

Розглянемо Z̃(p, λ) =

=

∞∑
k=2

HB(εk) + n ln
(
µεk exp{φ(qkλτφ(Y1))}+ 1

)
qk

.

Для послiдовностi qk iз (3.11) маємо Z̃(p, λ) =

=

∞∑
k=2

HB(εk)

qk
+

∞∑
k=2

n

qk

(
HB(εk) +

λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)

< (n+ 1)(1− p)
∞∑
k=2

HB(εk)p
k−1+

+
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
. (3.12)

Функцiя HB

(
u2

µEY 2
1

)
= HB

(
σ(−1)(u)

)
є спа-

дною при u > 0. Тодi

βpk∫
βpk+1

HB

(
σ(−1)(u)

)
du ≥ HB

(
σ(−1)(βpk)

)
βpk(1−p).

(3.13)
Iз нерiвностей (3.12) i (3.13) маємо, що

Z̃(p, λ) ≤ n+ 1

βp

βp2∫
0

HB

(
σ(−1)(u)

)
du+

+
β2(1− p)

µEY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
. (3.14)

Тому оцiнка (3.8) випливає з нерiвностей
(3.10) та (3.14).

Застосовуючи нерiвнiсть Чебишова до леми
3.3, можна отримати теорему, що мiстить умо-
ви обмеженостi з ймовiрнiстю одиниця та оцiн-
ки ймовiрностi виходу траєкторiй процесу S(t)
за рiвень, визначений деякою кривою.

Теорема 3.1. Нехай для процесу {S(t), t ∈
B}, виконуються умови леми 3.3, а r =
{r(u), u ≥ 1} – така неспадна неперервна фун-
кцiя, що r(u) > 0 при u > 1, а s(t) =
r(exp{t}), t ≥ 0, є опуклою функцiєю. Тодi якщо
β∫
0

r
(
NB

(
u2

µEY 2
1

))
du < ∞, то для всiх 0 ≤ β ≤(

µ(b−a)EY 2
1

2

) 1
2 справджуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(S(t)− f(t)) > x

}
≤ Zr(β, x),

P

{
inf
t∈B

(S(t)− f(t)) < −x
}

≤ Zr(β, x),

P

{
sup
t∈B

|S(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Zr(β, x),

де Z(p, β, x) =

= inf
p∈(0,1)

r(−1)

(
n+ 1

βp

βp2∫
0

r
(
NB

( u2

µEY 2
1

))
du

)
×

× inf
λ>0

exp

{
nβ2(1− p)

EY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)
+

+W (λ, p, β) + λ

∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)
− λx

}
,

W (λ, p, β) = inf
v≥ 1

1−p

(1
v
HB

( (βp)2
µEY 2

1

)
+

+ sup
u∈B

[n
v
ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

])
.

Доведення. Скористаємось доведенням леми
3.3. Вибравши вiдповiднi qk (див. (3.11)), мати-
мемо для довiльних λ > 0, p ∈ (0, 1) i v ≥ 1

1−p

E exp

{
λ sup

t∈B
X(t)

}
≤ exp

{1
v
HB(ε1)+

sup
u∈B

[n
v
ln (θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+ 1− θ(u))−λf(u)

]
+λ

∞∑
k=2

δ

(
β2p2k

µEY 2
1

)
+

∞∑
k=2

n+ 1

qk
HB(εk)+

+n
β2(1− p)

EY 2
1

∞∑
k=2

p3k−1φ

(
λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)]}
.

(3.15)
Згiдно умови теореми функцiя s(t) =

r (exp{t}) є опуклою, тому для будь-яких xi ≥ 0
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та δi > 0, i = 1,∞, таких, що
∞∑
i=1

δi = 1, маємо

s

( ∞∑
i=1

δixi

)
≤

∞∑
i=1

δis(xi). Якщо ж
∞∑
i=1

δi < 1, то

s

( ∞∑
i=1

δixi

)
= s

( ∞∑
i=1

δixi + 0 ·

(
1−

∞∑
i=1

δi

))

≤
∞∑
i=1

δis(xi) +

(
1−

∞∑
i=1

δi

)
s(0) =

∞∑
i=1

δis(xi).

(3.16)
Iз нерiвностей (3.15) i (3.16) випливає, що

exp

{ ∞∑
k=2

n+ 1

qk
HB

(
σ(−1)

(
βpk

))}
=

r(−1)
(
r
(
exp

{ ∞∑
k=2

n+ 1

qk
lnNB

(
σ(−1)

(
βpk

))}))

≤ r(−1)
( ∞∑

k=2

n+ 1

qk
s
(
lnNB

(
σ(−1)

(
βpk

))))
≤ r(−1)

(
(n+ 1)(1− p)×

×
∞∑
k=2

pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

))))
. (3.17)

Функцiя NB

(
σ(−1)(u)

)
= NB

(
u2

µEY 2
1

)
спадає

при u > 0. Тодi
βpk∫

βpk+1

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du ≥

r
(
NB

(
σ(−1)(βpk)

))
βpk(1− p) та

(n+ 1)
∞∑
k=2

(1− p)pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

)))

≤ n+ 1

βp

∞∑
k=2

βpk∫
βpk+1

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

=
n+ 1

βp

βp2∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du. (3.18)

Отже, твердження цiєї теореми випливає з
(3.15), (3.17), (3.18) та нерiвностi Чебишова.

Теорема 3.2. Нехай X(t) = S(t) − f(t), де

{S(t) =
Nt∑
i=1

Yi, t ≥ 0} – випадковий процес, для

якого виконуються припущення (I)–(IV). Не-
хай також |θ(t) − θ(s)| ≤ µ|t − s| для деяко-
го µ > 0. Припустимо, що прирости неперерв-
ної функцiї f = {f(t), t ∈ T} обмеженi моно-
тонно зростаючою функцiєю δ = {δ(s), s > 0}:
|f(u) − f(v)| ≤ δ(ρ(u, v)), а r = {r(u), u ≥ 1} –
така неспадна неперервна функцiя, що r(u) > 0
при u > 1, а s(t) = r(exp{t}), t ≥ 0, є опуклою

функцiєю. Тодi для всiх 0 ≤ β ≤
(
µ(b−a)EY 2

1
2

) 1
2

справджуються нерiвностi

P

{
sup
t∈B

(S(t)− f(t)) > x

}
≤ Zr(β, x),

P

{
inf
t∈B

(S(t)− f(t)) < −x
}

≤ Zr(β, x),

P

{
sup
t∈B

|S(t)− f(t)| > x

}
≤ 2Zr(β, x),

де Zr(β, x) =

= inf
p∈(0,1)

r(−1)

(
1

βp

βp∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

)
×

× inf
λ>0

exp

{ ∞∑
k=2

n ln
(β2p2k
EY 2

1

exp
{
φ
( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}
+1
)
+ ηφ(λ, p) + λδ

((
βpk−1

)2
µEY 2

1

))
− λx

}
,

ηφ(λ, p) = sup
u∈B

[
n(1− p)×

× ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

]}
.

Доведення. Використаємо лему 3.2, вибравши
послiдовнiсть qk = 1

(1−p)pk−1 , де p ∈ (0, 1). По-

кладемо також ηφ(λ, p) = sup
u∈B

[
n(1− p)×

× ln
(
θ(u) exp{φ(λτφ(Y1))}+1−θ(u)

)
−λf(u)

]}
.

Тодi E exp {λ supt∈B X(t)} ≤

≤ exp
{
ηφ(λ, p) +

∞∑
k=1

(1− p)pk−1HB

(
β2p2k

µEY 2
1

)
+

+

∞∑
k=2

n ln
(β2p2k
EY 2

1

exp
{
φ
( λτφ(Y1)

(1− p)pk−1

)}
+ 1
)

+ λδ

((
βpk−1

)2
µEY 2

1

))}
. (3.19)

Iз властивостей функцiї r(t) випливає, що

exp

{ ∞∑
k=1

(1− p)pk−1HB

(
β2p2k

µEY 2
1

)}
=
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r(−1)

(
r
(
exp

{ ∞∑
k=1

(1− p)pk−1 lnNB

(β2p2k
µEY 2

1

)}))

≤ r(−1)

( ∞∑
k=1

(1− p)pk−1r
(
NB

(
σ(−1)

(
βpk

))))

≤ r(−1)

 1

βp

βp∫
0

r
(
NB

(
σ(−1)(u)

))
du

 , (3.20)

де функцiя σ(u) визначена в (3.4). Тодi твер-
дження теореми випливає з леми 3.2, нерiвно-

стей (3.19), (3.20) i Чебишова.

Висновки

У роботi отримано оцiнки ймовiрностi банкрут-
ства процесу ризику, що описується сумою ви-
падкового бiномiально розподiленого числа до-
данкiв, якi є φ-субгауссовими випадковими ве-
личинами позовiв, а iнтенсивнiсть надходжен-
ня премiй є монотонно зростаючою неперерв-
ною кривою, зокрема, лiнiйною.
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