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Abstract. Cyber-physical systems generate multidimensional ti-
me series describing the state of the system. When the state of
the system changes, it is necessary to detect the transition point in
the time series. The article describes a new nonparametric method
for detecting the transition point in multidimensional time series
generated by components of cyber-system components, using the
principal component analysis (PCA) as a dimensionality reducti-
on method, and this dimensionality reduction is accompanied by
the application of Petunin statistics to one-dimensional data sets.
Numerical and quasi-real experiments demonstrate the high accuracy
and stability of the proposed algorithm over a wide range of distri-
butions and hypothetical examples of cyber-physical systems. The
accuracy is measured by the number of steps after the transition
point when it was detected. There is also a comparison with the
already known methods — the Wilcoxon test and the Kolmogorov-
Smirnov consistency test. Accuracy up to 20 steps from the transiti-
on point was achieved, and in most cases even less — no more than
10 steps. This method provides a clear and human-understandable
interpretation of algorithms and their results.
Keywords: real-time series, changepoint, nonparametric statistics,
cyber-physical systems, dimensionality reduction.

Анотацiя. Кiберфiзичнi системи генерують багатовимiрнi часовi
ряди, що описують стан системи. Коли стан системи змiнюється,
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необхiдно виявити точку переходу в часовому рядi. У статтi опи-
сано новий непараметричний метод виявлення точки переходу
у багатовимiрних часових рядах, що генеруються компонентами
кiберсистемних компонентiв, з використанням методу головних
компонент (PCA) як методу зменшення розмiрностi, i це зменше-
ння розмiрностi супроводжується застосуванням статистики Пе-
тунiна до одновимiрних наборiв даних. Чисельнi та квазiреаль-
нi експерименти демонструють високу точнiсть та стабiльнiсть
запропонованого алгоритму в широкому дiапазонi розподiлiв та
гiпотетичних прикладiв кiберфiзичних систем. Точнiсть вимiрю-
ється кiлькiстю крокiв пiсля точки переходу, коли вона була ви-
явлена. Також є порiвняння з вже вiдомими методами — критерi-
єм Вiлкоксона i критерiєм узгодженостi Колмогорова-Смiрнова.
Було досягнуто точностi до 20 крокiв вiд точки переходу, а в бiль-
шостi випадкiв навiть менше — не бiльше 10 крокiв. Цей метод
забезпечує чiтку та зрозумiлу людиною iнтерпретацiю алгори-
тмiв та їх результатiв.
Ключовi слова: часовi ряди, точка переходу, непараметрична
статистика, кiберфiзичнi системи, зменшення розмiрностi.

1. Вступ

Автоматизованi системи та штучний iнтелект започаткували нову еру
можливостей для виявлення точок переходу у багатовимiрних часових ря-
дах. Цей технологiчний прогрес має особливе значення в таких галузях, як
медицина, iнженерiя, економiка та кiбербезпека, де може бракувати вузько-
спецiалiзованих спецiалiстiв. Комп’ютерне моделювання та iнтелектуальнi
системи вiдiграють ключову роль в оптимiзацiї розподiлу людських ресур-
сiв, спрямовуючи їх на розв’язання критичних задач, що безпосередньо
впливають на добробут людей.

Ще одна важлива сфера, де комп’ютерне моделювання та iнтелектуаль-
нi системи мають вирiшальне значення — це атомна енергетика. З огляду
на багаторiчне використання таких джерел енергiї, забезпечення цiлiсно-
стi та працездатностi ключових компонентiв стає критично важливим для
запобiгання або мiнiмiзацiї наслiдкiв потенцiйних аварiй. Вiдповiдно, си-
стеми атомних електростанцiй постiйно вдосконалюються, охоплюючи ре-
зервнi та диверсифiкованi механiзми безпеки, що забезпечують надiйнiсть
i змiцнюють довiру до захисту працiвникiв i населення навiть в умовах
непередбачуваних ситуацiй.

Щоб метод вважався ефективним у такому контекстi, вiн має вiдповiдати
таким ключовим критерiям:

1. Висока точнiсть: мiнiмiзує кiлькiсть хибнопозитивних i хибноне-
гативних спрацьовувань, пiдвищуючи надiйнiсть виявлення точок
переходу.

2. Стабiльнiсть: гарантує, що одиничнi викиди або аномалiї не спри-
чиняють суттєвих викривлень у сигналi та не провокують хибне
виявлення переходу.

102



НЕПАРАМЕТРИЧНИЙ СТАТИСТИЧНИЙ МЕТОД

3. Незалежнiсть вiд основного розподiлу: унiверсальнiсть мето-
ду для рiзних ситуацiй, процесiв та об’єктiв є бажаною властивiстю,
що робить його гнучким i широко застосовуваним.

4. Низька обчислювальна вартiсть: можливiсть працювати он-
лайн без iстотного навантаження на сервери є практичною необ-
хiднiстю.

5. Збалансована чутливiсть: важливо знайти правильний баланс
— не надто чутливий (щоб уникати реагування на незначнi змiни) i
не надто нечутливий (щоб не пропустити критичнi подiї на кшталт
вибуху реактора).

У цiй статтi розглядається новий непараметричний метод виявлення то-
чок переходу у багатовимiрних часових рядах, що базується на критерiї,
запропонованому Клюшиним i Петунiним [1]. Цей пiдхiд демонструє явнi
переваги над традицiйними статистичними критерiями, такими як стати-
стики Колмогорова-Смiрнова та Вiлкоксона, що також вiдзначено у попе-
реднiх дослiдженнях. Окрiм того, обговорюється потенцiал запропонова-
ного методу у сферi медицини.

2. Огляд лiтератури

В останнє десятилiття завдання своєчасного виявлення структурних зсу-
вiв у багатовимiрних часових рядах стало ключовим для кiберфiзичних си-
стем: вiд енергетики й автономного транспорту до медичного монiторингу.
Поява рiзкої змiни середнього, дисперсiї або кореляцiйної структури сигна-
лу часто сигналiзує про критичнi вiдхилення, отже методи детекцiї мають
працювати онлайн, бути стiйкими до викидiв i не залежати вiд гiпотез щодо
базового розподiлу.

У лiтературi простежується двi парадигми. Пакетнi (batch) алгоритми
аналiзують увесь масив даних постфактум, тодi як потоковi (streaming)
опрацьовують спостереження по мiрi надходження, що критично, коли рi-
шення потрiбно приймати в реальному часi. Розгорнутий огляд офлайн-
процедур наведено у [2], де систематизували класичнi CUSUM-тести, се-
гментацiйнi схеми й байєсiвськi пiдходи до вже сформованих вибiрок.

Однак iз зростанням розмiрностi даних ефективнiсть традицiйних кри-
терiїв падає: явище «прокляття розмiрностi» призводить до втрати стати-
стичної потужностi й вибухового зростання обчислювальних витрат. Це до-
кладно продемонстровано у [3], де дослiджували логарифмiчну правдопо-
дiбнiсть та розходження Кульбака–Лейблера для багатовимiрних потокiв.
Проблему частково пом’якшують контроль-карти нового поколiння, здатнi
фiксувати розрiдженi (sparse) зсуви середнього у високих вимiрностях, що
показали у [4].

Поряд iз параметричними методами активно розвиваються непараме-
тричнi детектори. Прикладом є E-detectors — унiверсальна рамка онлайн-
тестiв, яка мiнiмiзує припущення про розподiли й показує конкурентну
швидкодiю на симульованих потоках. Близьку за iдеологiєю, Байєсiвську
стратегiю пропонують у [5]; їхнiй алгоритм iз лiнiйною складнiстю дозволяє
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налаштовувати компромiс мiж точнiстю та швидкiстю у випадку множин-
них змiн.

Коли потрiбна детальна локалiзацiя сегментiв, дослiдники звертаються
до методiв мережевого кластерування станiв [6]. Цей пiдхiд демонструє
високу роздiльну здатнiсть, але платить за це значними обчислювальни-
ми витратами, що обмежує його застосування в режимi реального часу.
Високорозмiрнi задачi пiдштовхнули до розробки процедур, якi обрiзають
пошуковий простiр. Наприклад, у [7] запропонували швидку багатозмiнну
схему, проте вона покладається на припущення про незалежнiсть спосте-
режень, що не завжди реалiзується у практицi.

Суттєвий виклик — наявнiсть викидiв; класичнi CUSUM-тести можуть
«сплутати» одиничний аномальний сплеск iз тривалим трендом. Модифi-
ковану байєсiвську процедуру, стiйку до аномалiй, розробили у [8], проде-
монструвавши, що коректне обмеження апостерiорної ймовiрностi значно
знижує кiлькiсть хибних спрацьовувань. Додатково у [9] показали, що фун-
кцiональне «обрiзання» CUSUM-статистики дає змогу отримати асимпто-
тично оптимальнi пороги при збереженнi лiнiйної складностi, що особливо
актуально для хмарних серверiв iз жорсткими ресурсними квотами.

Окремий клас робiт присвячено адаптацiї байєсiвської онлайн-детекцiї
до бюджетних обчислень: у [10] описали схему, де розмiр буфера й кiль-
кiсть перевiрок динамiчно коригуються, що дозволяє тримати затримку
сповiщення в межах кiлькох десяткiв спостережень навiть у потоках з ти-
сячами параметрiв.

Методи машинного навчання широко використовуються для вирiшен-
ня цих проблем, але вони спираються на навчальнi данi, i отриманi данi
можуть мати зовсiм рiзнi розподiли [11]. Аналiз iснуючих методiв пошуку
точок переходу та аномалiй не показує унiверсальних тестiв для вирiшення
цих проблем [12].

Статтю присвячено опису нового унiверсального статистичного методу
виявлення точок змiн та аномалiй у багатовимiрних часових рядах, що ге-
неруються компонентами кiберфiзичних систем. Методи машинного навча-
ння широко використовуються для виявлення точок змiн у багатовимiрних
часових рядах, що генеруються кiберфiзичними системами, надаючи цiннi
можливостi в рiзних галузях, таких як медицина, iнженерiя, економiка та
кiбербезпека [13].

Знаходження точки переходу можна здiйснити рiзними способами, на-
приклад, простим скануванням часового ряду на наявнiсть точки переходу
або шляхом визначення конкретного мiсця розташування потрiбної точки.
Iснування точки переходу визнається в [14], але локалiзацiя та точнiсть
координат цiльової точки є недостатнiми.

Запропонований метод необхiдний для аналiзу безперервного потоку да-
них, оскiльки вiн може виявляти викиди, не базується на жодних конкре-
тних припущеннях та не залежить вiд iнформацiї про розподiл даних. Ниж-
че наведено роботи авторiв, якi дотримуються такої ж позицiї з цього пи-
тання. Розширений байєсiвський метод онлайн-виявлення точок змiни був
створений у [15]. У [16] представлено стратегiю дослiдження географiчних
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даних. Автори [17] врахували алгоритми, якi були запропонованi лише для
експоненцiальних моделей. Данi про тип розподiлу були використанi в [18]
для зменшення обчислювальної складностi. Подiбний недолiк можна зна-
йти в статтi [19].

Знаходження точок змiни моделi вимагає апрiорних припущень щодо да-
них. Часто потрiбна попередня обробка даних, щоб точно визначити точки
змiни в багатовимiрному часовому рядi [8]. Автори оцiнили байєсiвський
метод розщеплення багатовимiрних часових рядiв за допомогою вибiрки
Гiббса та методу MCMC. Автори показали, що точки змiни надiйно виявля-
ються, а їхнi координати локалiзуються шляхом неявно аналiзу структури
залежностi. Подiбнi пропозицiї щодо розпiзнавання жестiв були зробленi в
статтi [20]. Через значнi зрушення середнiх значень оцiнка точки змiни за
допомогою оцiнки моментiв Юла-Вокера [21] є нестабiльною.

Попри помiтний прогрес, огляд виявляє кiлька прогалин.
По-перше, вiдсутнiй єдиний репрезентативний бенчмарк, який би поєд-

нував реалiстичнi викиди, сезоннiсть i корельованi канали.
По-друге, бiльшiсть статей звiтує про результати на синтетичних даних,

тодi як публiкацiй iз вiдкритими промисловими наборами (наприклад, те-
леметрiя ядерних реакторiв чи флоти БПЛА) обмаль.

Нарештi, залишається вiдкритим питання автоматичного налаштування
ширини ковзного вiкна й адаптивних порогiв. Узагальнюючи, сучасна нау-
кова спiльнота просувається вiд статичних, розподiл-залежних моделей до
гiбридних, непараметричних i ресурсо-ефективних схем. Наступним кро-
ком бачиться всебiчна валiдацiя цих пiдходiв на реальних потоках даних
та розробка iнтегрованих систем монiторингу, де алгоритм детекцiї змiни
є основою, а не iзольованим модулем.

3. Теоретична частина
1. Статистика Петунiна. В роботах [22, 23, 24] запропонована та до-

слiджена p-статистика, що базується на теоремi Хiлла [25], яка дозволяє
оцiнити ступiнь близькостi мiж двома вибiрками. Перевiрка гiпотези про
однаковiсть функцiй розподiлу вибiрок виконується саме за допомогою цiєї
статистики.

Розглядаються функцiї розподiлу FG та FG′ для двох генеральних суку-
пностей G i G′. Нехай маємо двi вибiрки:

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G, x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
m) ∈ G′,

де x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n) i x′(1) ≤ x′(2) ≤ · · · ≤ x′(m) — вiдповiднi порядковi
статистики. Припустимо, що FG(u) = FG′(u), тодi ймовiрнiсть того, що
деяке x′k належить iнтервалу (x(i), x(j)), дорiвнює [25]

P
(
A

(k)
ij

)
= P

(
x′k ∈ (x(i), x(j))

)
= p

(n)
ij =

j − i

n+ 1
. (1)

Якщо x′k ∈ {x′(1), x
′
(2), . . . , x

′
(m)}, то можна знайти частоту h

(n)
ij подiї Aij

та побудувати довiрчi iнтервали
(
∆

(1)
ij ,∆

(2)
ij

)
для pij на рiвнi значущостi β:
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тобто
B =

{
pij ∈

(
∆

(1)
ij ,∆

(2)
ij

)}
, P (B) = 1− β. (2)

Вiдповiдно до [26], маємо:

∆
(1)
ij =

h
(n)
ij n+ g2

2 − g
√
h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )n+ g2

4

n+ g2
, (3)

∆
(2)
ij =

h
(n)
ij n+ g2

2 + g
√
h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )n+ g2

4

n+ g2
. (4)

Можна визначити рiвень значущостi iнтервалу довiри

I
(n,m)
ij = (∆

(1)
ij ,∆

(2)
ij )

через значення g, припускаючи:

φ(g) = 1− β

2
, (5)

де φ(g) — функцiя щiльностi нормального розподiлу. Згiдно з правилом 3σ
[27], значення g = 3 вiдповiдає рiвню значущостi не бiльше нiж 0.05.

Загальна кiлькiсть довiрчих iнтервалiв

N =
n(n− 1)

2
, (6)

а кiлькiсть таких iнтервалiв Iij , що мiстять ймовiрнiсть p
(n)
ij , позначимо L.

Таким чином, статистика Петунiна

h(n) =
L

N
, (7)

характеризує ступiнь близькостi вибiрок x i x′. Перевiрка гiпотези H на
рiвнi значущостi 0.05 проводиться шляхом пiдстановки значення h у фор-
мулу для довiрчого iнтервалу i перевiркою, чи потрапляє оцiнене значення
в межi I = (∆(1),∆(2)) [1].

2. Доведення консистентностi. Поведiнка h пiд нульовою гiпо-
тезою H0 :FG = FG′.

Для кожної пари (i, j) справджується:

P{pij ∈ Iij} = 1− β.

Введемо функцiю-iндикатор:

Bij = 1{pij ∈ Iij}.

Тодi математичне сподiвання iндикатора:

E(Bij) = 1− β ⇒ EL = (1− β)N ⇒ Eh = (1− β).

Оскiльки Bij ∈ {0, 1} i таких iндикаторiв N штук, можна застосувати не-
рiвнiсть Хеффдiнга для сум незалежних бернуллiвських випадкових вели-
чин.
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Лема 1 (Нерiвнiсть Хеффдiнга для змiнних Бернуллi). Нехай X1, X2,. . . ,
Xn — незалежнi випадковi величини, де Xi ∈ [0, 1] та EXi = µi. Тодi для
будь-якого t > 0 виконується:

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

µi

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 2 exp(−2nt2).

У нашому випадку це застосовується до Xi = Bij , а отже до h = 1
N

∑
Bij ,

i отримаємо:
P (|h− (1− β)| > ε) ≤ 2e−2ε2N .

При n → ∞, вiдповiдно N =
(
n
2

)
→ ∞, тому для будь-якого фiксованого

ε > 0 маємо:
2e−2ε2N → 0,

а отже
P (|h− (1− β)| > ε) → 0.

Це означає, що h
P−→ (1−β), тобто h є ймовiрнiсно консистентною оцiнкою.

Поведiнка h пiд альтернативною гiпотезою H1 : FG ̸= FG′. «Силь-
ною» називають альтернативу, за якої FG i FG′ вiдрiзняються у будь-
якiй точцi, тобто supx |FG(x)− FG′(x)| = δ > 0.

Якщо ж FG i FG′ збiгаються на якiйсь пiдмножинi (наприклад, рiзняться
лише стрибком у точцi x0), то h буде збiгатись не до 0, а до деякого числа
γ ∈ (0, 1−β) — це нормально, критерiй усе одно консистентний (ймовiрнiсть
помилки II роду → 0).

Ми хочемо показати, що при будь-якому «справжньому» вiдхиленнi роз-
подiлiв FG i FG′ , значення h прямує до 0, а не до 1 − β, як пiд H0. Тодi
критерiй, який вiдхиляє H0, коли h менше за порiг, буде консистентним.

Введемо функцiю рiзницi D(x) = FG(x)−FG′(x). Позначимо максималь-
ну абсолютну рiзницю мiж функцiями як δ = sup

x
|D(x)| > 0.

Оберемо будь-яку точку x∗, де |D(x∗)| = δ.
У впорядкованiй вибiрцi X, x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n) позначимо за k

найбiльший iндекс, для якого x(k) ≤ x∗. Тобто ми затиснули x(k) ≤ x∗ <
x(k+1).

Як добре вiдомо, для великих n позицiя k добре наближує квантиль
F (x∗) за формулою k ≈ n · F (x∗).

За наших визначень, iнтервал (x(i), x(j)) перетинає x∗, якщо i ≤ k < j,
тобто точка x∗ лежить всерединi такого iнтервалу. Порахуємо їхню кiль-
кiсть. Кiлькiсть значень i − k, кiлькiсть значень j − n − k, тому кiлькiсть
таких пар (i, j) дорiвнює k(n− k), що можна наблизити як:

k(n− k) ≈ F (x∗) · (1− F (x∗)) · n2.

Для будь-якої такої пари (i, j), для якої iнтервал (x(i), x(j)) перетинає x∗,
виконується, що теоретична ймовiрнiсть пiд H0 це pij = j−i

n+1 , а справжня
ймовiрнiсть за FG′ це λij = FG′(xj)− FG′(xi).

Тому:

|λij − pij | = |FG′(xj)− FG′(xi)− FG(xj) + FG(xi)| = |D(xj)−D(xi)|.
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За припущенням, iснує точка x∗, де |D(x∗)| = δ > 0. Без обмеження
загальностi розглянемо випадок, де D(x∗) = δ (якщо −δ, усi знаки нижче
мiняються на протилежнi).

Через неперервнiсть D iснує ε > 0 таке, що D(x) ≥ δ
2 для всiх x ∈

(x∗ − ε, x∗ + ε) = (a, b).
Вiзьмемо будь-який iндекс i такий, що x(i) ≤ a. Для нього D(x(i)) ≤

D(a) ≤ δ
2 .

Вiзьмемо будь-який iндекс j такий, що x(j) ∈ (a, b), щоб для нього вико-
нувалось D(x(j)) ≥ 3δ

4 .
Тодi для обраних iндексiв:

|D(xj)−D(xi)| ≥
3δ

4
− δ

2
=

δ

4
= ∆.

Число таких iндексiв i приблизно дорiвнює n ·F (a) = c1n, а число таких
iндексiв j приблизно дорiвнює n ·p(a, b) = c2n. Отже всiх комбiнацiй «пога-
них» пар, для яких iндикатор дорiвнює нулю дорiвнює M = c1n ·c2n = cn2,
де c = c1c2 > 0 не залежить вiд n.

Для пари (i, j) у другiй вибiрцi спостерiгаємо частоту hij =
Lij

m .
При рiвнi значущостi 1− β формула Вiлсона дає:

∆
(1)
ij =

h
(n)
ij m+ g2

2 − g
√
h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )m+ g2

4

m+ g2
,

∆
(2)
ij =

h
(n)
ij m+ g2

2 + g
√
h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )m+ g2

4

m+ g2
.

Напiвширина цього iнтервалу обчислюється як:

wij =
g
√

h
(n)
ij (1− h

(n)
ij )m+ g2

4

m+ g2
.

Оскiльки 0 ≤ hij ≤ 1 ⇒ hij(1−hij) ≤ 1
4 , використаємо це для оцiнки wij :

wij ≤
g
√

1
4m+ g2

4

m+ g2
=

g

2
√

m+ g2
≤ g

2
√
m
.

Отже якщо ми хочемо, щоб wij ≤ ∆
2 для всiх iнтервалiв, достатньо взяти

m ≥
( g
∆

)2.
Пари, якi здатнi породити |λij − pij | < δ це всi впорядкованi пари (i, j)

iз Nδ точок, якi лежать у Bδ = {x : |D(x)| < δ}.
Для великого n за законом великих чисел, Nδ = #{i : xi ∈ Bδ} = npδ +

op(n), тобто лiнiйно багато (в середньому npδ).
Оцiнимо кiлькiсть таких пар. Їх не бiльше, нiж

(
Nδ
2

)
= 1

2p
2
δn

2. Обираючи
δ достатньо малим, робимо (pδ)

2 достатньо малим, тобто щоб «гарних»
було iстотно менше, нiж «поганих». Маємо

EL ≤ 1

2
(1− β)(pδ)

2n2 ⇒ Eh =
EL
N

≤ (1− β)(pδ)
2.
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Оскiльки δ → 0, то i pδ → 0, отже Eh → 0.
Далi робимо так само, як i пункт з H0. Використовуємо нерiвнiсть Хеф-

фдiнга:
P(|h− Eh| ≥ ε) ≤ 2 · exp(−2ε2N).

Права частина прямує до 0 при будь-якому фiксованому ε. Разом iз тим,
що Eh → 0, маємо, що h → 0 за ймовiрнiстю, коли n,m → ∞.

Разом iз результатом першого кроку (h → 1−β пiд H0) це доводить кон-
систентнiсть критерiю: вибiр порогу мiж 1−β та 0 гарантує, що ймовiрностi
помилки I та II роду прямують до 0.

3. Доведення потужностi p-статистики Петунiна. Припущення
про форму щiльностi. У бiльшостi реальних задач функцiя щiльностi f
є унiмодальна (зростає до моди m, далi спадає). Це покриває нормальний
розподiл, Лапласа, GEV (k > −1), логнормальний тощо.

Важливий наслiдок. Функцiя щiльностi f(x) є зростаючою на (−∞;m]
i спадною на [m; +∞).

Теорема 1 (Теорема про потужнiсть p-статистики Петунiна у випадку
гiпотези про зсув). Нехай F — неперервна, строго зростаюча функцiя
розподiлу з унiмодальною щiльнiстю f > 0 на R. Є вибiрки X1:n

iid∼ F ,
Y1:m

iid∼ G = F (x − µ), µ ̸= 0. (без обмеження загальностi µ > 0 – по-
зитивний зсув). Тодi p-статистика Петунiна hn,m

P→ 0 при n,m → ∞,
тобто критерiй має асимптотичну потужнiсть 1 при будь-якому нену-
льовому зсувi µ.

Доведення. Введемо D(x) = F (x) − G(x) = F (x) − F (x − µ). Оскiльки F
строго зростаюча i неперервна, lim

x→±∞
D(x) = 0. Також D′(x) = f(x)−f(x−

µ). Iз припущення про унiмодальнiсть щiльностi f випливає:
• для x < m та µ > 0: x− µ < x < m ⇒ f(x) > f(x− µ) ⇒ D′(x) > 0,
• для x > m+ µ: x > x− µ > m ⇒ f(x) < f(x− µ) ⇒ D′(x) < 0.

Отже, iснує x∗ ∈ (m,m + µ) таке, що D′(x∗) = 0, i x∗ — локальний
максимум D. Позначимо δ = D(x∗) > 0.

Вiзьмемо ε ∈
(
0, δ2
)

i областi:

A =

{
x : D(x) ≥ δ

2

}
,

B = {x : D(x) ≤ ε} .

Ймовiрнiсть потрапляння в A: pA = F (x∗+η)−F (x∗−η) > 0, аналогiчно
для pB > 0.

Нехай NA = #{i : Xi ∈ A}, NB = #{i : Xi ∈ B}. За законом великих
чисел

NA

n

P−→ pA,
NB

n

P−→ pB

З ймовiрнiстю → 1 при великих n

NA ≥ 1

2
pAn, NB ≥ 1

2
pBn
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Беремо будь-який iндекс i ∈ B, j ∈ A. Для них

|D(Xj)−D(Xi)| ≥
δ

2
− ε = ∆ > 0

Кiлькiсть таких пар Mn ≥ 1
4pApBn

2 = cn2 — це були «поганi» пари.
Тепер порахуємо «гарнi» пари.

Для будь-яких i < j

pij =
j − i

n+ 1
= F (Xj)− F (Xi)

У зсунутому розподiлi G(x) = F (x− µ)

λij = G(Xj)−G(Xi) = F (Xj − µ)− F (Xi − µ)

Тодi отримаємо, що 0 ≤ λij ≤ pij , звiдки

|λij − pij | = pij − λij ≥ pij − pij−1 =
1

n+ 1

Тодi щоб |λij − pij | ≤ ε необхiдно мати pij ≤ ε + 1
n+1 ⇒ j − i ≤ ⌊(n + 1)ε⌋.

Тому кiлькiсть таких пар iндексiв |Sε| ≤ n⌊(n+ 1)ε⌋ = O(εn2)
Тепер можемо оцiнити очiкуване значення

Ehn,m =
ELn,m

N
≤ (1− β)

Sε

N
≤ 2(1− β)ε

При ε → 0 отримаємо, що Ehn,m → 0. Тодi за нерiвнiстю Хеффдiнга
отримаємо, що i hn,m

P−→ 0. □

Теорема 2 (Теорема про потужнiсть p-статистики Петунiна у випадку
гiпотези про масштаб). Нехай F — неперервна, строго зростаюча функцiя
розподiлу з унiмодальною щiльнiстю f > 0 на R. Є вибiрки X1:n

iid∼ F ,
Y1:m

iid∼ G = F
(
x
σ

)
, σ ̸= 1 (без обмеження загальностi σ > 1 — чисте

розтягування; ширший розподiл). Тодi p-статистика Петунiна hn,m
P→ 0

при n,m → ∞, тобто критерiй має асимптотичну потужнiсть 1 при
будь-якому неодиничному розтягуваннi σ.

Доведення. Введемо рiзницеву функцiю D(x) = F (x)−G(x) = F (x)−F
(
x
σ

)
.

– При x > 0: x
σ < x ⇒ F

(
x
σ

)
< F (x) ⇒ D(x) > 0.

– При x < 0: x
σ > x ⇒ F

(
x
σ

)
> F (x) ⇒ D(x) < 0.

– При x = 0: D(0) = 0.
Також зрозумiло, що D′(x) = f(x)− 1

σf
(
x
σ

)
.

На правiй пiввiсi x > m, починаючи з деякого x0 буде виконуватись те,
що D′(x) < 0.

Для околу моди, тобто для x трохи бiльших за m, f(x) > f
(
x
σ

)
, бо обидва

аргументи близькi до пiку, але x ближче, тому D′(x) > 0. Тож iснує точка
x∗+, для якої D′(x∗) = 0, причому x∗+ — максимум.

По аналогiї на лiвiй пiввiсi ми знайдемо точку мiнiмуму x∗−.
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Позначимо D(x∗+) = δ+, D(x∗−) = −δ−. Вiзьмемо число 0 < ε < δ
2 i двi

областi:

A :=

{
x : D(x) ≥ δ+

2

}
⊃ (x∗+ − η, x∗+ + η),

B :=

{
x : D(x) ≤ −δ−

2

}
⊃ (x∗− − η, x∗− + η)

для деякого малого η > 0.
Ймовiрнiсть потрапити в цей iнтервал:

pA = F (x∗+ + η)− F (x∗+ − η) > 0, pB = F (x∗− + η)− F (x∗− − η) > 0

Нехай NA = #{i : Xi ∈ A}, NB = #{i : Xi ∈ B}. За законом великих
чисел NA

n
P→ pA, NB

n
P→ pB

З ймовiрнiстю → 1 при великих n NA ≥ 1
2pAn, NB ≥ 1

2pBn.
Беремо будь-який iндекс i ∈ B, j ∈ A. Для них

|D(Xj)−D(Xi)| ≥
∣∣∣∣δ+2 −

(
−δ−

2

)∣∣∣∣ = δ.

Кiлькiсть таких пар Mn ≥ 1
4pApBn

2 = cn2 — це були «поганi» пари.
Тепер порахуємо «гарнi» пари.
Для будь-яких i < j pij =

j−i
n+1 = F (Xj) − F (Xi). У зсунутому розподiлi

G(x) = F (xσ )

λij = G(Xj)−G(Xi) = F

(
Xj

σ

)
− F

(
Xi

σ

)
Тодi отримаємо, що 0 ≤ λij ≤ pij , звiдки

|λij − pij | = pij − λij ≥ pij − pij−1 =
1

n+ 1

Тодi щоб |λij − pij | ≤ ε необхiдно мати pij ≤ ε + 1
n+1 ⇒ j − i ≤ ⌊(n + 1)ε⌋.

Тому кiлькiсть таких пар iндексiв |Sε| ≤ n⌊(n+ 1)ε⌋ = O(εn2)
Тепер можемо оцiнити очiкуване значення

Ehn,m =
ELn,m

N
≤ (1− β)

Sε

N
≤ 2(1− β)ε.

При ε → 0 отримаємо, що Ehn,m → 0. Тодi за нерiвнiстю Хеффдiнга отри-
маємо, що i hn,m

P→ 0. □

4. Метод головних компонент (Principal Component Analysis).
PCA був запропонований Карлом Пiрсоном ще у 1901 роцi [28] як аналог
теореми головних осей у механiцi.

Головнi компоненти визначаються як ортогональне лiнiйне перетворен-
ня, що трансформує данi у нову систему координат таким чином, що най-
бiльша дисперсiя (за деякою скалярною проєкцiєю даних) припадає на пер-
шу координату (першу головну компоненту), друга за величиною дисперсiя
— на другу координату i так далi [29].

Розглянемо матрицю даних X розмiру n × p, центровану по кожному
стовпцю (тобто емпiричне середнє кожного стовпця дорiвнює нулю), де
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кожен рядок x(i) — це одна реалiзацiя експерименту, а кожен стовпець —
окрема ознака (наприклад, вимiр певного сенсора).

Математично перетворення задається як набiр з l векторiв-коефiцiєнтiв
розмiрностi p:

w(k) = (w1, . . . , wp)(k)

якi проєктують кожен рядок x(i) матрицi X у новий вектор головних ком-
понент:

t(i) = (t1, . . . , tl)(i), де tk(i) = x(i) · w(k), i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , l

Це робиться так, що новi змiннi t1, . . . , tl (якi розглядаються по всiй
вибiрцi) послiдовно наслiдують максимальну можливу дисперсiю вiд X.
При цьому кожен вектор коефiцiєнтiв w нормований i є одиничним (тобто
∥w∥ = 1). Зазвичай кiлькiсть головних компонент l вибирається меншою
за p, щоб досягнути зменшення розмiрностi.

4. Практична частина
1. Опис алгоритму. Метою експериментiв є перевiрка ефективностi

алгоритму, що призначений для аналiзу стацiонарних часових рядiв, зосе-
редженого на виявленнi першої точки переходу та перевiрцi гiпотези одно-
рiдностi. Алгоритм працює за наступною схемою:

1. Пiдготовка даних. Спочатку задається параметр ширини вiкна
w (width) та видiляється початкова вибiрка x1, x2, . . . , xw. Далi за-
стосовується метод ковзного вiкна.

2. Основнi пiдрахунки. Для кожного вiкна (xi+1, xi+2, . . . , xi+w) ви-
конується наступне:

– Аналiз головних компонент. Проводиться проєкцiя вибiрок
методом головних компонент (Principal Component Analysis).

– Зменшення розмiрностi. Отримуються проєкцiї для обох
пiдвибiрок: (p1, . . . , pw) та (pi+1, . . . , pi+w).

– Розрахунок статистики Петунiна. Обчислюється p-статис-
тика Петунiна (pstat) для кожної з пiдвибiрок.

– Перевiрка однорiдностi. Якщо значення pstat ≥ 0,95, то
вважаємо, що розподiли спiвпадають. Якщо pstat < 0,95 —
розподiли вiдмiннi.

3. Зсув вiкна. Вiкно (xi+1, xi+2, . . . , xi+w) зсувається на один елемент
вправо. Алгоритм повторюється з кроку 2.

4. Завершення. Процедура повторюється доти, доки не буде проана-
лiзовано всю послiдовнiсть. Якщо пiдвибiрка пiсля деякого елемен-
та xn демонструє неоднорiднiсть, точку xn+1 розглядаємо як точку
переходу.

Для демонстрацiї роботи алгоритму використовується ширина вiкна w =
40, часовий ряд довжини N = 200, роздiлений на двi рiвнi частини з рiзни-
ми розподiлами, де кожен елемент є 100-вимiрним вектором. Процедуру
повторюємо 100 разiв та обчислюємо середнє значення p-статистики Пету-
нiна.
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На завершення результати вiзуалiзуються: значення pstat ≥ 0,95 позна-
чаються синiм кольором (однаковi розподiли), а значення pstat < 0,95 —
червоним (вiдмiннi розподiли).

Крiм p-статистики Петунiна, ми додатково використовуємо критерiй Вiл-
коксона та Колмогорова–Смiрнова для незалежних вибiрок. За допомогою
кожного з цих критерiїв також визначається позицiя першої точки перехо-
ду, i результати порiвнюються мiж собою за точнiстю локалiзацiї.

2. Стрибок по середньому для рiвномiрного розподiлу. У цьому
прикладi розглядається часова послiдовнiсть довжини N = 200, яка скла-
дається з двох iнтервалiв з рiзними розподiлами, де U(a, b) — рiвномiрний
розподiл на iнтервалi [a; b].

Часовий iнтервал T1 T2
0–99 U(0; 1) —

100–199 — U(1; 2)

Табл. 1. Опис розподiлу для координат у часовому рядi.

Для кожного кроку застосовується PCA та обчислюються три типи ста-
тистик.

Результати вiзуалiзуються у виглядi таких графiкiв: значення p-статисти-
ки з використанням порогового значення 0,95, KS-статистики Колмогорова-
Смiрнова та W-статистики Вiлкоксона з використанням порогового значе-
ння 0,05.

Значення вище порогу (однорiднi вибiрки) позначаються синiм кольо-
ром, нижче (неоднорiднi вибiрки) — червоним.

Рис. 1. Приклад розподiлу однiєї з координат.
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Рис. 2. Значення P-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 105.

Як видно з Таблицi 1, шукана перша точка переходу дорiвнює 100, а
потiм вiдбулося вiдхилення вiд початкового розподiлу.

З Рисунку 2 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 105, тобто
через 5 крокiв пiсля початку стрибка.

З Рисунку 3 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 110, тобто
через 10 крокiв пiсля початку стрибка.

Рис. 3. Значення KS-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 110.
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Рис. 4. Значення W-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 109.

З Рисунку 4 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 109, тобто
через 9 крокiв пiсля початку стрибка.

Як видно, кожна зi статистик доволi швидко розпiзнала точку переходу,
причому p-статистика виявилась не гiршою за iнших.

3. Стрибок по дисперсiї для нормального розподiлу. У цьому при-
кладi розглядається часова послiдовнiсть довжини

N = 200,

яка складається з двох iнтервалiв з рiзними розподiлами, де N(µ, σ) —
нормальний розподiл з параметрами µ i σ.

Часовий iнтервал T1 T2
0–99 N(0; 1) —

100–199 — N(0; 2)

Табл. 2. Опис розподiлу для координат у часовому рядi.

Для кожного кроку застосовується PCA та обчислюються три типи ста-
тистик.

Результати вiзуалiзуються у виглядi таких графiкiв: значення p-статистики
з використанням порогового значення 0,95, KS-статистики Колмогорова-
Смiрнова та W-статистики Вiлкоксона з використанням порогового зна-
чення 0,05.

Значення вище порогу (однорiднi вибiрки) позначаються синiм кольо-
ром, нижче (неоднорiднi вибiрки) — червоним.

Як видно з Таблицi 2, шукана перша точка переходу дорiвнює 100, а
потiм вiдбулося вiдхилення вiд початкового розподiлу.
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Рис. 5. Приклад розподiлу однiєї з координат.

З Рисунку 6 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 108, тобто
через 8 крокiв пiсля початку стрибка.

З Рисунку 7 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 132, тобто
через 32 кроки пiсля початку стрибка.

З Рисунку 8 видно, статистика Вiлкоксона не знайшла жодної точки
переходу.

В цьому експериментi вже видно, що в гiпотезi про змiнення масштабу
p-статистика показує кращi результати за iншi статистики.

Рис. 6. Значення P-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 108.
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Рис. 7. Значення KS-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 132.

Рис. 8. Значення W-статистики пiсля PCA. Не виявле-
но жодної точки переходу.

4. Стрибок по дисперсiї для логнормального розподiлу. У цьо-
му прикладi розглядається часова послiдовнiсть довжини N = 200, яка
складається з двох iнтервалiв з рiзними розподiлами, де LogN(µ, σ) — ло-
гнормальний розподiл з параметрами µ i σ.

Часовий iнтервал T1 T2
0–99 LogN(0; 1) —

100–199 — LogN(0; 0.5)

Табл. 3. Опис розподiлу для координат у часовому рядi.
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Для кожного кроку застосовується PCA та обчислюються три типи ста-
тистик.

Результати вiзуалiзуються у виглядi таких графiкiв: значення p-статисти-
ки з використанням порогового значення 0,95, KS-статистики Колмогорова-
Смiрнова та W-статистики Вiлкоксона з використанням порогового значе-
ння 0,05. Значення вище порогу (однорiднi вибiрки) позначаються синiм
кольором, нижче (неоднорiднi вибiрки) — червоним.

Рис. 9. Приклад розподiлу однiєї з координат.

Рис. 10. Значення P-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 107.

Як видно з Таблицi 3, шукана перша точка переходу дорiвнює 100, а
потiм вiдбулося вiдхилення вiд початкового розподiлу.
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З Рисунку 10 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 107, тобто
через 7 крокiв пiсля початку стрибка.

Рис. 11. Значення KS-статистики пiсля PCA. Перша
точка переходу — 136.

З Рисунку 11 видно, що перша знайдена точка змiни дорiвнює 136, тобто
через 36 крокiв пiсля початку стрибка.

З Рисунку 12 видно, статистика Вiлкоксона не знайшла жодної точки
переходу.

Рис. 12. Значення W-статистики пiсля PCA. Не вияв-
лено жодної точки переходу.

Так само як i в попередньому експериментi, p-статистика показує кращi
результати за iншi статистики.
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5. Висновки
У цiй статтi представлено новий непараметричний пiдхiд до виявлення

точок переходу у багатовимiрних часових рядах, згенерованих кiберфiзи-
чними системами. Запропонований алгоритм не потребує припущень щодо
типу розподiлу, поєднує зменшення розмiрностi (через PCA) iз використа-
нням P-статистики, та забезпечує ефективне i точне виявлення змiн стану
системи.

Експериментальнi дослiдження iз застосуванням таких трьох статистик:
P-статистики, KS-статистики (Колмогорова–Смiрнова) та W-статистики
(Манна–Уiтнi–Вiлкоксона) — продемонстрували такi результати.

При перевiрцi гiпотези про зсув середнього значення (рiвномiрний розпо-
дiл U(0; 1) → U(1; 2)), усi три критерiї показали подiбну ефективнiсть, своє-
часно виявляючи першу точку переходу. У цьому випадку P-статистика не
поступалася альтернативним методам.

Однак при перевiрцi гiпотези про змiну масштабу (нормальний розпо-
дiл N(0, 1) → N(0, 2)), переваги запропонованого пiдходу є очевидними.
Лише P-статистика та KS-статистика демонстрували здатнiсть до виявле-
ння точки переходу. Причому KS-статистика виявилась надмiрно чутливою
до викидiв, оскiльки ґрунтується на оцiнцi супремуму рiзницi емпiричних
функцiй розподiлу.

У свою чергу, P-статистика виявила точку переходу ранiше, стабiльнiше
та точнiше, нiж усi iншi. Це свiдчить про її придатнiсть для задач вияв-
лення аномалiй, пов’язаних iз варiативнiстю або розсiюванням даних. W-
статистика в умовах змiни масштабу взагалi не забезпечувала задовiльного
результату.

Таким чином, саме запропонована P-статистика виявляється найбiльш
придатною для задач детектування аномалiй, пов’язаних iз варiативнiстю
чи дисперсiєю даних. Її використання, у поєднаннi з технiками зменшення
розмiрностi (зокрема, PCA), забезпечує нову якiсть у вирiшеннi задач ви-
явлення точок переходу у складних динамiчних системах i iдентифiкацiї
змiни режимiв роботи складних систем.

Автор заявляє про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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