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1 Вступ

Стандартна модель фiзики елементарних частинок (СМ) була ство-
рена наприкiнцi 60-х рокiв ХХ столiття Стiвеном Вайнбергом, Абду-
сом Саламою та Шелдоном Глешоу. СМ найкращим чином описує
електромагнiтнi, слабкi та сильнi взаємодiї елементарних частинок та
вдало витримує перевiрку великою кiлькiстю високоточних експери-
ментiв за участю елементарних частинок до енергетичних масштабiв
∼ 100 ГеВ (а для окремих процесiв i до декiлькох ТеВ), а також добре
узгоджується з даними космологiчних спостережень.

З iншого боку, ряд фактiв (наявнiсть у нейтрино маси, проблема
барiонної асиметрiї, наявнiсть у Всесвiтi темної матерiї) свiдчить про
те, що СМ не є повною фiзичною моделлю та потребує модифiкацiї.

СМ, як теоретична модель, базується на принципах локальної ка-
лiбрувальної iнварiантностi та механiзмi Хiггса генерацiї маси вектор-
них бозонiв. В цьому сенсi є цiкавим розглянути альтернативний пiд-
хiд до опису масивних векторних полiв, а саме пiдхiд Штюкельберга.
В цьому пiдходi лагранжiан масивного векторного поля має калiбру-
вальну iнварiантнiсть вiдносно внутрiшньої (фейкової) групи симе-
трiї, в результатi чого маса векторного поля не потребує механiзму
Хiггса i задається як зовнiшнiй параметр теорiї.

Застосування пiдходу Штюкельберга має цiкавi фiзичнi наслiдки.
В СМ пiдхiд Штюкельберга, застосований до опису електромагнiтно-
го поля, дозволяє iснування ненульової маси фотона, що менша за
iснуючi експериментальнi обмеження 𝑚𝛾 < 10−22 еВ. У векторному
розширеннi СМ шляхом додавання нових векторних бозонiв (темних
фотонiв) використання пiдходу Штюкельберга може бути корисним,
знiмаючи питання про генерацiю маси даних частинок, та дозволяє
обiйтися вiд введення в теорiю нового (темного) хiггсiвського поля.
Взаємодiя векторного поля Штюкельберга з аксiальним фермiонним
струмом або з аномальним струмом, що генерується явищем кiраль-
ної аномалiї, призводить до появи нових взаємодiй, вiдсутнiх в СМ,
та забезпечує скорочення кiральної аномалiї.

Даний навчально-методичний посiбник написаний з метою допо-
могти студентам опанувати досить складний матерiал вiдповiдної те-
ми з курсу "Розширення Стандартної моделi" , що читається автором
для студентiв фiзичного факультету освiтньої програми "Квантова
теорiя поля".
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2 Мотивацiя введення формалiзму Штюкельбер-
га опису масивних векторних полiв групи 𝑈(1)

Як вiдомо, iснують два пiдходи до лагранжевого опису масивного
векторного поля: запис лагранжiана за допомогою тензора Максвела
(лагранжiан Прока) та запис лагранжiана масивного векторного по-
ля за аналогiєю з записом лагранжiана масивного скалярного поля,
див. [1]. Оскiльки зазначенi два лагранжiани вiдрiзняються один вiд
одного на повну похiдну, ми очiкуємо їх еквiвалентностi. Однак, як
ми побачимо далi, процедура вторинного квантування у зазначених
двох формалiзмах буде вiдрiзнятися. При спробi узгодити мiж собою
теорiю вторинно квантованих векторних масивних полiв в зазначених
двох пiдходах i виникне поняття поля Штюкельберга.

Нагадаємо, як вiдбувається вторинне квантування масивного ве-
кторного поля [1]. В стандартному пiдходi лагранжiан масивного за-
рядженого векторного поля (лагранжiан Прока) має вигляд

ℒ = −1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +𝑚2𝑉 𝜇𝑉 †
𝜇 . (2.1)

Даний лагранжiан не має калiбрувальної iнварiантностi вiдносно пе-
ретворень за групою 𝑈(1) за рахунок масового доданку. Рiвняння ру-
ху для векторного поля, що описується лагранжiаном (2.1), має ви-
гляд рiвняння Прока:

𝜕𝜇𝐹𝜇𝜈 +𝑚2𝑉𝜈 = 0. (2.2)

Взявши похiдну 𝜕𝜈 вiд обох частин останнього рiвняння, отримаємо
𝑚2𝜕𝜈𝑉𝜈 = 0, звiдки автоматично випливає умова Лоренца 𝜕𝜈𝑉𝜈 = 0.
Вираз для енергiї поля, що задається (2.1), є додатньовизначеним.
За рахунок наявностi умови Лоренца кiлькiсть ступенiв вiльностi ве-
кторного поля замiсть 4 стає рiвною 3 (три поляризацiйнi стани з
проекцiєю спiну на напрямок руху ±1, 0). Вторинне квантування вiд-
бувається канонiчним чином.

В результатi канонiчного вторинного квантування [2] отримаємо

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉𝜈(𝑦)]− = 0, [𝑉 †
𝜇 (𝑥), 𝑉

†
𝜈 (𝑦)]− = 0 (2.3)

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉
†
𝜈 (𝑦)]− = −𝑖

(︂
𝑔𝜇𝜈 +

1

𝑚2
𝜕𝜇𝜕𝜈

)︂
∆𝑚(𝑥− 𝑦), (2.4)
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де ∆𝑚(𝑥 − 𝑦) – функцiя Паулi-Йордана, що задовольняє рiвнянню
Клейна-Гордона (𝜕𝜇𝜕

𝜇 +𝑚2)∆𝑚(𝑥 − 𝑦) = 0. Взявши похiднi вiд обох
частин даного виразу та використавши рiвняння на ∆𝑚(𝑥−𝑦), можна
показати, що

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− = 0. (2.5)

Розглянемо тепер лагранжiан масивного зарядженого векторного
поля у формi, подiбнiй до лагранжiану скалярного поля:

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 𝜇𝜕𝜈𝑉
†
𝜇 +𝑚2𝑉 𝜇𝑉 †

𝜇 . (2.6)

Цей лагранжiан вiдрiзняється вiд (2.1) лише на повну похiдну, тому
ми очiкуємо еквiвалентностi лагранжiанiв (2.1) та (2.6). З лагранжiа-
ну (2.6) випливає рiвняння руху у формi Клейна-Гордона (в рiвняння
входить лише 4-потенцiал, без тензора Максвелла)

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)𝑉𝜈 = 0. (2.7)

Взявши похiдну вiд обох частин даного виразу, отримаємо

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)(𝜕𝜈𝑉𝜈) = 0. (2.8)

Тобто, як частковий випадок, згортка 𝜕𝜈𝑉𝜈 може бути рiвною нулю, а
в загальному випадку це може бути ненульова функцiя, що задоволь-
няє рiвнянню (2.8).

Вираз для енергiї поля, що задається лагранжiаном (2.6), не є до-
датньовизначеним [1]:

𝑇 00=

3∑︁
𝛼=1

[𝑚2𝑉 † 𝛼𝑉 𝛼 + 𝜕𝜇𝑉
† 𝛼𝜕𝜇𝑉

𝛼]− [𝑚2𝑉 † 0𝑉 0 + 𝜕𝜇𝑉
† 0𝜕𝜇𝑉

0]. (2.9)

Просторовi компоненти векторного поля дають позитивний внесок в
енергiю, а нульова компонента векторного поля дає негативний внесок
в енергiю векторного поля. Ситуацiю рятує накладання умови Лорен-
ца 𝜕𝜇𝑉 𝜇 = 0, але воно вiдбувається штучно, а не випливає з рiвнянь
руху, як це було в (2.2). Використання умови Лоренца дозволяє ви-
разити нульову компоненту поля через три просторовi компоненти. В
результатi вираз для енергiї стає додатньовизначеним i мiстить лише
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три просторовi компоненти векторного поля. Вiдповiдно при застосу-
ваннi процедури вторинного квантування данi три просторовi компо-
ненти будуть проквантованi, а оператор нульової компоненти вектор-
ного поля буде виражатися через оператори просторових компонент
завдяки умовi Лоренца.

Подiбна ситуацiя виникає i у випадку безмасового електромагнi-
тного поля, якщо його описувати лагранжiаном

ℒ = −1

2
𝜕𝜈𝐴𝜇𝜕

𝜈𝐴𝜇. (2.10)

Щоб енергiя електромагнiтного поля не була негативною, штучно на-
кладається умова Лоренца 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0. Якщо це зробити на рiвнi кла-
сичних полiв, то у вираз для енергiї ввiйдуть лише двi компоненти
електромагнiтного поля (внесок нульової компоненти поля та компо-
ненти повздовжньої до просторового вектора iмпульсу (третя компо-
нента) взаємно скоротяться). Вiдповiдно при застосуваннi процедури
вторинного квантування лише двi просторовi поперечнi компоненти
будуть проквантованi, а нульова та третя компоненти залишаться не-
квантованими компонентами поля [1]. Тому при вторинному кванту-
ваннi електромагнiтного поля методом Блейлера-Гупта виявляється
коректним накласти умову Лоренца не на класичнi поля, а на опера-
тори електромагнiтних полiв пiсля вторинного квантування, а саме:

𝜕𝜇𝐴−
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0, (2.11)

де мається на увазi 𝐴𝜇 = 𝐴−
𝜇 +𝐴+

𝜇 , оператор 𝐴−
𝜇 мiстить лише опера-

тори знищення, а 𝐴+
𝜇 лише оператори народження.

Комутацiйнi спiввiдношення на оператори нейтральних безмасо-
вих полiв в цьому випадку матимуть вигляд [1]:

[𝐴𝜇(𝑥), 𝐴𝜈(𝑦)]− = −𝑖𝑔𝜇𝜈∆0(𝑥− 𝑦), (2.12)

де нижнiй iндекс 0 поблизу ∆ означає безмасовiсть векторних полiв.
Легко отримати, що

[𝜕𝜇𝐴𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝐴𝜈(𝑦)]− = 0, (2.13)

бо для безмасового поля 𝜕𝜇𝜕𝜇∆0(𝑥− 𝑦) = 0.
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Спiввiдношення (2.11) не суперечить умовi (2.13). Справдi, подi-
явши праворуч на фiзичний стан системи

[𝜕𝜇𝐴𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝐴𝜈(𝑦)]− =

= [𝜕𝜇𝐴−
𝜇 (𝑥), 𝜕

𝜈𝐴+
𝜈 (𝑦)]− + [𝜕𝜇𝐴+

𝜇 (𝑥), 𝜕
𝜈𝐴−

𝜈 (𝑦)]− = 0 / |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ (2.14)

та врахувавши (2.13), отримаємо

𝜕𝜇𝐴−
𝜇 (𝑥)𝜕

𝜈𝐴+
𝜈 (𝑦)|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ − 𝜕𝜈𝐴−

𝜈 (𝑦)𝜕
𝜇𝐴+

𝜇 (𝑥)|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ =

/𝜕𝜇𝐴+
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = |𝑝ℎ𝑦𝑠′⟩/ = 0, (2.15)

де справедливiсть твердження 𝐴+
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = |𝑝ℎ𝑦𝑠′⟩ показана в [1].

Здавалося б, що метод Блейлера-Гупта можна застосувати i для
масивного зарядженого векторного поля з лагранжiаном

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 †
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 +𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇, (2.16)

але виявляється, що накладання умови (2.11) є суперечливим по вiд-
ношенню до комутацiйних операторiв полiв [3]. Справдi, комутацiйнi
спiввiдношення на оператори масивних заряджених векторних полiв
в даному пiдходi матимуть вигляд [1]:

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉
†
𝜈 (𝑦)]− = −𝑖𝑔𝜇𝜈∆𝑚(𝑥− 𝑦), (2.17)

вiдповiдно,

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− = 𝑖𝜕𝜇𝜕𝜇∆𝑚(𝑥− 𝑦) = −𝑖𝑚2∆𝑚(𝑥− 𝑦) ̸= 0, (2.18)

що суперечить умовi 𝜕𝜇𝑉 −
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0 [1, 3].

Для вирiшення цiєї проблеми Штюкельберг у 1938 роцi запропо-
нував доповнити лагранжiан зарядженого векторного масивного по-
ля (2.6), а саме - додати до нього заряджене скалярне поле 𝐵(𝑥),
що отримало назву поля Штюкельберга. Дане поле має задовольняти
рiвнянню

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)𝐵 = 0 (2.19)

з тiєю ж масою, що i маса векторного зарядженого масивного поля.
Для операторiв вторинноквантованого скалярного поля комута-

цiйнi спiввiдношення мають стандартний вигляд [1]:

[𝐵̂(𝑥), 𝐵̂(𝑦)]− = 0, [𝐵̂(𝑥), 𝐵̂†(𝑦)]− = 𝑖∆𝑚(𝑥− 𝑦). (2.20)

8



Тодi автоматично буде виконуватися умова

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥) +𝑚𝐵̂(𝑥), 𝜕𝜈𝑉 †
𝜈 (𝑦) +𝑚𝐵̂†(𝑦)]− =

= [𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− +𝑚2[𝐵̂(𝑥), 𝐵̂†(𝑦)]− = 0 (2.21)

i можна накласти несуперечливу умову квантування у виглядi

𝑆−|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = (𝜕𝜇𝑉𝜇 +𝑚𝐵̂)−|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0 (2.22)

та комутацiйнi спiввiдношення

[𝑆(𝑥), 𝑆(𝑦)]− = [𝑆(𝑥), 𝑆†(𝑦)]− = 0. (2.23)

До питання введення додаткового скалярного поля Штюкельберга
можна пiдiйти i з iншого боку, бiльш просто. Комутацiйнi спiввiдноше-
ння для вторинноквантованих операторiв полiв лагранжiана (2.1) ма-
ють вигляд (2.4), а комутацiйнi спiввiдношення для вториннокванто-
ваних операторiв полiв лагранжiана (2.16) мають вигляд (2.17). Якщо
лагранжiани (2.1) та (2.16) є тотожними (вiдрiзняються на доданки,
що являють собою повну похiдну), то чому комутацiйнi спiввiдношен-
ня для вторинноквантованих операторiв полiв є рiзними? Доповнення
векторного поля додатковим скалярним полем вирiшує цю проблему,
справдi[︂

𝑉𝜇(𝑥)−
1

𝑚
𝜕𝜇𝐵(𝑥), 𝑉 †

𝜈 (𝑦)−
1

𝑚
𝜕𝜈𝐵

†(𝑦)

]︂
−
=

= −𝑖
(︂
𝑔𝜇𝜈 +

1

𝑚2
𝜕𝜇𝜕𝜈

)︂
∆𝑚(𝑥− 𝑦), (2.24)

що й збiгається з виразом (2.4). Можна показати, що умови (2.21) та
(2.24) еквiвалентнi.

Таким чином, замiсть лагранжiана (2.6), Штюкельберг запропо-
нував використовувати лагранжiан векторного масивного поля разом
з допомiжним скалярним полем 𝐵:

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 †
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 +𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇 + 𝜕𝜇𝐵†𝜕𝜇𝐵 −𝑚2𝐵†𝐵. (2.25)

Накладання додаткової умови (2.22) робить енергiю системи полiв
даного лагранжiана додатньовизначеною.
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Порахуємо тепер кiлькiсть ступенiв вiльностi в останньому лагран-
жiанi – їх 5, а має бути для лагранжiана масивного векторного поля
3. Один ступiнь вiльностi знiме додаткова умова (2.22). Однак має
iснувати ще одна умова, яка б зняла ще один ступiнь вiльностi. Та-
кою умовою є умова калiбрувальної iнварiантностi лагранжiану (2.25)
вiдносно перетворень

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 + 𝜕𝜇Λ, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 +𝑚Λ, (2.26)

де Λ – комплексна функцiя, що задовiльняє умовi (𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)Λ = 0.
Зазначену iнварiантнiсть легко побачити, якщо додати до лагранжiа-
ну (2.25) повну похiдну −𝑚𝜕𝜇[𝑉 †

𝜇𝐵+𝐵†𝑉𝜇] i перетворити лагранжiан
до вигляду:

ℒ = −1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +𝑚2

(︂
𝑉 †
𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

†
)︂(︂

𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−

− (𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 +𝑚𝐵†)(𝜕𝜇𝑉𝜇 +𝑚𝐵) =

− 1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇 − (𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 )(𝜕

𝜈𝑉𝜈) + 𝜕𝜇𝐵
†𝜕𝜇𝐵 −𝑚2𝐵†𝐵 (2.27)

де ми врахували, що якщо вiдкинути повну похiдну, є справедливим
вираз

𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈/2 = 𝜕𝜈𝑉
†
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 − (𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 )(𝜕

𝜈𝑉𝜈).

Умова (𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)Λ = 0 випливає з iнварiантностi другого рядка ла-

гранжiана (2.27) вiдносно перетворень (2.26). Лагранжiан (2.27) отри-
мав назву лагранжiана Штюкельберга.

У випадку нейтрального векторного поля лагранжiан Штюкель-
берга набуває вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−1

2
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝑚𝐵)2

= −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2
(𝜕𝜇𝑉𝜇)

2 +
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝑚2

2
𝐵2. (2.28)

Якщо перепозначити 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇− 1
𝑚𝜕𝜇𝐵, то 𝐹𝜇𝜈 = 𝑋𝜇𝜈 та отримаємо

ℒ = −1

2
𝑋†

𝜇𝜈𝑋
𝜇𝜈 +𝑚2𝑋†

𝜇𝑋
𝜇 − (𝜕𝜇𝑋†

𝜇)(𝜕
𝜈𝑋𝜈), (2.29)

ℒ = −1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑋𝜇𝑋

𝜇 − 1

2
(𝜕𝜈𝑋𝜈)

2 (2.30)
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для випадкiв зарядженого та нейтрального полiв вiдповiдно. Зверта-
ємо увагу, що комутацiйнi спiввiдношення для операторiв вторинно-
квантованих полiв записуються саме для полiв 𝑋𝜇 (2.24).

Головна вiдмiннiсть лагранжiанiв Штюкельберга вiд лагранжiану
звичайного масивного векторного поля полягає у тому, що лагранжi-
ан звичайного векторного масивного поля не має iнварiантностi до
калiбрувальних перетворень, а лагранжiан Штюкельберга масивних
векторних полiв має iнварiантнiсть вiдносно фейкових калiбруваль-
них перетворень групи 𝑈(1), див. (2.26), при яких поле 𝑋𝜇 не змiню-
ється [4]. Це дає новi можливостi для запису доданкiв для взаємодiї
поля Штюкельберга з iншими полями.

3 𝑅𝜉 калiбрування у формалiзмi Штюкельберга

Наведенi вище лагранжiани Штюкельберга (2.29), (2.30) були по-
будованi виходячи з вимоги узгодження комутацiйних спiввiдношень
для операторiв вторинноквантованих функцiй з вiдповiдними спiввiд-
ношеннями, що випливали з лагранжiану Прока. Однак використання
лагранжiану Штюкельберга дозволяє провести узагальнення лагран-
жiана векторного поля на випадок довiльного калiбрування.

Для спрощення розглядатимемо лише випадок нейтрального ве-
кторного поля. Узагальнення має такий вигляд:

ℒ𝜉 = −1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−

1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵)2 =

= −1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑋𝜇𝑋

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑋𝜇)

2 =

− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜈𝑉

𝜈)2 +
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝜉𝑚2

2
𝐵2, (3.31)

де 𝜉 > 0 – параметр, що фiксує калiбрування. Звертаємо увагу, що
означення 4-вектора 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚 не змiнилося, змiнилася лише
маса поля 𝐵: 𝑚→

√
𝜉𝑚 (тому й накладається вимога 𝜉 > 0). Звертає-

мо увагу, що змiнився вираз для 4-дивергенцiї 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 +𝑚𝐵 →
𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵.
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Вираз в передостанньому рядку лагранжiана (3.31) можна розгля-
дати як функцiю Лагранжа з додатковою умовою 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 0 у форма-
лiзмi знаходження екстремуму функцiй в математичному аналiзi за
наявностi додаткової умови на функцiю. Параметр 𝜉 в цьому випад-
ку можна розглядати як параметр Лагранжа. Отже, можна вважати,
що в узагальненому формалiзмi Штюкельберга векторне поле 𝑋𝜇 є
комбiнацiєю векторного та скалярного полiв 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 1

𝑚𝜕𝜇𝐵 (𝐵 –
скалярне поле з масою

√
𝜉𝑚) з узагальненою умовою Лоренца у формi

𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 = 0. Оскiльки нам треба зберегти кiлькiсть сту-
пенiв вiльностей для масивного векторного поля, що дорiвнює 3, то
замiсть умови Лоренца ми могли обрати i будь-яку iншу умову. Умова
ж 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 = 0 видiлена тим, що забезпечує вiдсутнiсть
змiшування мiж полями 𝑉𝜇 та 𝐵 в кiнцевому лагранжiанi.

Лагранжiан Штюкельберга (3.31) в узагальненому випадку зали-
шається iнварiантним до "фейкових" калiбрувальних перетворень

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 + 𝜕𝜇Λ, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 +𝑚Λ, (3.32)

де Λ має задовольняти умовi (𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝜉𝑚2)Λ = 0.
З лагранжiана (3.31) можна отримати такi рiвняння на польовi

функцiї

𝜕𝜈𝜕
𝜈𝑉𝜇 +𝑚2𝑉𝜇 − (1− 𝜉−1)𝜕𝜇(𝜕𝜈𝑉

𝜈) = 0, (3.33)

(𝜕𝜈𝜕
𝜈 + 𝜉𝑚2)𝐵 = 0. (3.34)

Продиференцiювавши обидвi частини рiвняння (3.33) за допомогою
дiї оператора 𝜕𝜇, отримаємо

𝜉−1(𝜕𝜇𝜕
𝜇 + 𝜉𝑚2)(𝜕𝜈𝑉

𝜈) = 0, (3.35)

тобто 𝜕𝜈𝑉
𝜈 в цьому випадку не обов’язково має дорiвнювати нулю,

воно має задовольняти рiвнянню Клейна-Гордона, неначе скалярне
поле з масою

√
𝜉𝑚.

Використавши означення 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 1
𝑚𝜕𝜇𝐵, легко отримати, що

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 + 𝜉𝑚2)(𝜕𝜈𝑋

𝜈) = 0. (3.36)

12



3.1 Пропагатор поля Штюкельберга в 𝑅𝜉 калiбруваннi
Для лагранжiана векторного масивного поля у формi Прока (2.1)

причинна функцiя Грiна, або пропагатор, має вигляд

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩𝑃𝑟𝑜𝑐 =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.37)

Пропагатор поля Штюкельберга визначається як

𝐷𝑆ℎ𝑡
𝜇𝜈 (𝑥− 𝑥′) = −𝑖⟨0|𝑇𝑋̂𝜇(𝑥)𝑋̂𝜈(𝑥

′)|0⟩ =

− 𝑖⟨0|𝑇 (𝑉𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐵̂(𝑥)/𝑚)(𝑉𝜈(𝑥
′)− 𝜕𝜈𝐵̂(𝑥′)/𝑚)|0⟩ =

− 𝑖⟨0|𝑇𝑉𝜇(𝑥)𝑉𝜈(𝑥′)|0⟩ − 𝑖
𝜕
(𝑥)
𝜇 𝜕

(𝑥′)
𝜈

𝑚2
⟨0|𝑇𝐵̂(𝑥)𝐵̂(𝑥′)|0⟩. (3.38)

Пропагатор векторного поля з останнього рядка лагранжiана (3.31)

ℒ𝑉 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜈𝑉

𝜈)2 (3.39)

в iмпульсному просторi має вигляд [5, 6, 7]

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩=
−𝑖

𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈+(1−𝜉) 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝜉𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

)︂
. (3.40)

Пропагатор скалярного поля з останнього рядка лагранжiана (3.31)

ℒ𝐵 =
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝜉𝑚2

2
𝐵2 (3.41)

в iмпульсному просторi має вигляд

⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ = 𝑖

𝜉𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖
. (3.42)

Вiдповiдно, в iмпульсному просторi

⟨𝑋̂𝜇(𝑘)𝑋̂𝜈(−𝑘)⟩ = ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩+
𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2
⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ =

−𝑖
𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈+(1−𝜉) 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝜉𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

)︂
+

𝑖𝑘𝜇𝑘𝜈/𝑚
2

𝜉𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖
=

−𝑖
𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.43)
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Звертаємо увагу, пропагатор поля Штюкельберга в довiльному ка-
лiбруваннi виявився незалежним вiд калiбрування та рiвним пропага-
тору лагранжiана Прока (3.37). Проаналiзуємо складовi отриманого
виразу для окремих значень калiбрувального параметра 𝜉.

Для випадку 𝜉 = 0 (калiбрування Ландау) матимемо

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
, (3.44)

тобто внесок поля 𝑉𝜇 в пропагатор є повнiстю поперечним, бо згор-
тка ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩𝑘𝜈 = 0 (𝑉𝜇𝑘𝜇 = 0). Вiдповiдно, внесок поля 𝐵 є
повнiстю повздовжнiм. Саме тому часто в лiтературi внесок в поле
Штюкельберга вiд скалярного поля називають повздовжнiм внеском
або повздовжньою компонентою поля Штюкельберга навiть при не-
нульовому значеннi параметра 𝜉. Вираз пропагатора (3.44) збiгається
з виразом пропагатора безмасового векторного поля, де внесок у про-
пагатор дають лише два поляризацiйнi стани з проекцiєю спiна ±1 на
напрямок руху. При 𝜉 = 0 маса поля 𝐵 дорiвнює нулю i ситуацiя стає
схожою на ту, коли бозон векторного поля набуває масу в результатi
спонтанного порушення симетрiї, а додатковий ступiнь вiльностi бере
за рахунок поглинання голдстоунiвського бозону.

Для випадку 𝜉 =∞ (унiтарне калiбрування) матимемо

⟨𝑋̂𝜇(𝑘)𝑋̂𝜈(−𝑘)⟩ = ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.45)

Скалярне поле 𝐵 випадає з розгляду та нi на що не впливає, бо має
масу

√
𝜉𝑚 =∞, вiдповiдно, ⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ = 0. Вiдповiдно, в унiтарно-

му калiбруваннi формалiзм поля Штюкельберга збiгається з форма-
лiзмом векторного поля, що задається лагранжiаном Прока.

Звертаємо увагу, що при довiльному скiнченному значеннi 𝜉 (не
0 та не ∞), асимптотична поведiнка пропагаторiв при 𝑘𝜇 → ∞ має
вигляд:

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ ∼
1

𝑘2
;

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2
⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ ∼ 1

𝑚2

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

, (3.46)

тобто внесок поля 𝐵 (повздовжнiй внесок) є домiнуючим та не прямує
до нуля, що є небезпечним для перенормовностi теорiї.
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Якщо ж розглядати поле Штюкельберга як зовнiшню лiнiю у пев-
нiй дiаграмi Фейнмана, то трьом векторам поляризацiй вiдповiдають
вектора

𝜀1 = (0, 1, 0, 0), 𝜀2 = (0, 0, 1, 0), 𝜀𝐿 =
1

𝑚
(|⃗𝑘|, 0, 0, 𝑘0). (3.47)

Ми знову бачимо, що зi зростанням енергiї внесок повздовжньої моди
буде збiльшуватися.

В цьому мiсцi доречно згадати про теорему еквiвалентностi голд-
стоунiвського бозона [6]: амплiтуда випромiнення або поглинання пов-
здовжнього масивного калiбрувального векторного бозона при вели-
ких енергiях дорiвнює амплiтудi випромiнення або поглинання голд-
стоунiвського бозона:

𝜀𝜆𝜇ℳ𝜇(𝐴) = 𝜀𝐿𝜇ℳ𝜇(𝐴) =
𝑘𝜇

𝑚𝐴
ℳ𝜇(𝑋) = 𝑖ℳ(𝐺, 𝜉 = 0), (3.48)

що вказує домiнуючий внесок в реакцiю голдстоунiвського мезона, що
був поглинутий масивним векторним полем.

У випадку поля Штюкельберга можна зробити аналогiчне твер-
дження, яке називається теорема повздовжньої еквiвалентностi. Во-
на говорить про те, що для високоенергетичного бозона Штюкельбер-
га основний внесок в реакцiю буде йти вiд доданка, що являє собою
похiдну вiд скалярного поля. Це можна записати у виглядi твердже-
ння для згортки амплiтуди реакцiї з 4-вектором поляризацiї бозона
Штюкельберга у випадку |⃗𝑘| ≫ 𝑚𝑋 :

𝜀𝜆𝜇ℳ𝜇(𝑋) = 𝜀𝐿𝜇ℳ𝜇(𝑋) =
𝑘𝜇

𝑚𝑋
ℳ𝜇(𝑋) = 𝑖ℳ(𝐵, 𝜉 = 0). (3.49)

4 Маса поля Штюкельберга

Перше, на що потрiбно звернути увагу, так це на те, що коли ве-
кторне поле калiбрувальної групи 𝑈(1) описувалося в фрмалiзмi Про-
ка, то його масовий доданок порушував принцип локальної калiбру-
вальної iнварiантностi [8]. Вiдповiдно, для введення маси векторного
поля нам було необхiдно поле Хiггса зi спонтанним порушенням си-
метрiї, чиє ненульове вакуумне середнє генерувало масу векторного
поля. У випадку ж векторного поля Штюкельберга його лагранжiан
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(3.31) має iнварiантнiсть вiдносно "фейкових" калiбрувальних пере-
творень (3.32) i наявнiсть масового доданку векторного поля нiчим не
забороняється, а отже, маса поля Штюкельберга може задаватися як
стартовий параметр теорiї. Тобто для введення маси поля Штюкель-
берга немає потреби у введеннi поля Хiггса та застосуваннi принципу
спонтанного порушення симетрiї [9].

Розглянемо для узагальнення ситуацiю, коли ми маємо масивне
поле Штюкельберга (3.31) та скалярне поле Хiггса:

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+ (𝐷𝜇𝜙)
*𝐷𝜇𝜙− 𝜆

(︂
|𝜙|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

, (4.50)

де𝐷𝜇 = 𝜕𝜇−𝑖𝑒𝑉𝜇, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉𝜈−𝜕𝜈𝑉𝜇. Звертаємо увагу, що в подовжену
похiдну 𝐷𝜇 входить лише поле 𝑉𝜇, оскiльки для лагранжiана скаляр-
ного поля з калiбрувальним полем ми i далi вимагатимемо виконання
принципу локальної калiбрувальної iнварiантностi.

Далi ми вважатимемо, що поле Хiггса знаходиться в околi стану з
мiнiмумом енергiї:

𝜙 =
𝜙0 + 𝜒(𝑥)√

2
𝑒𝑖𝜃(𝑥)/𝜙0 . (4.51)

Тодi лагранжiан (4.50) отримає вигляд

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕𝜇𝜒+

1

2
(𝜕𝜇𝜃 − 𝑒𝜙0𝑉𝜇)

2

(︂
1 +

𝜒

𝜙0

)︂2

− 𝜆𝜒2
(︁
𝜙0 +

𝜒

2

)︁2

, (4.52)

де поле 𝜃 є безмасовим голдстоунiвським бозоном та здається нефiзи-
чним, тобто таким вiд якого можна позбутися шляхом калiбрувальних
перетворень.

Справдi, лагранжiан (4.50) здається калiбрувально iнварiантним
вiдносно перетворень

𝜙→ 𝜙′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜙, 𝜙* → 𝜙*′ = 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝜙*,

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝛼(𝑥)/𝑒, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 −𝑚𝛼(𝑥)/𝑒. (4.53)
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Тодi, здавалося б, вiд поля 𝜃 можна позбутися шляхом калiбрувальних
перетворень

𝜙→ 𝑒−𝑖𝜃/𝜙0𝜙 =
𝜙0 + 𝜒√

2
, 𝑉𝜇 → 𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝜃

𝑒𝜙0
, 𝐵 → 𝐵 − 𝑚

𝑒𝜙0
𝜃, (4.54)

в результатi яких лагранжiан (4.50) набуде вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕𝜇𝜒+

𝑒2

2
(𝜙0 + 𝜒)2𝑉 𝜇𝑉𝜇 −

𝜆

4
(𝜒2 + 2𝜙0𝜒)

2 (4.55)

i здавалося б, завдання виконане i з лагранжiану зникло голдстоунiв-
ське поле 𝜃. Однак є проблема, пов’язана з тим, що останнiй доданок
в першому рядку лагранжiана (4.55) при перетвореннях (4.54) буде
iнварiантним лише за умови (𝜕𝜇𝜕

𝜇 + 𝜉𝑚2)𝜃 = 0, але ж поле 𝜃 є без-
масовим – ми отримали протирiччя. Це значить, що перехiд до унi-
тарного калiбрування поля Хiггса (позбавитися вiд поля 𝜃) у випадку
наявностi поля Штюкельберга застосовувати не можна i поле 𝜃
слiд залишити в лагранжiанi [3]!

Якщо поле 𝜃 залишається в лагранжiанi, то ми маємо проблемний
доданок, що йде з (𝜕𝜇𝜃−𝑒𝜙0𝑉𝜇)

2/2. Цим доданком є 𝑒𝜙0𝜕𝜇𝜃𝑉
𝜇, оскiль-

ки в ньому є добуток лише двох польових функцiй рiзних полiв i це
мало б означити на рiвнi дiаграмної технiки Фейнмана перетворення
одного поля в iнше без зовнiшнього впливу, що є нефiзичним.

Вирiшити цю проблему можна за рахунок модифiкацiї доданку
лагранжiана, що визначає додаткову умову для поля Штюкельберга:

ℒ𝑐𝑜𝑛𝑑 = − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵)2 → − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 + 𝜉𝑒𝜙0𝜃)

2, (4.56)

яку можна записати як

ℒ𝑐𝑜𝑛𝑑 = − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇)

2 − 𝜉

2
(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

2 + 𝑉 𝜇𝜕𝜇(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

− 𝜕𝜇[𝑉 𝜇(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)], (4.57)

де останнiй рядок можна вiдкинути як повну похiдну. Тодi доданок
𝑉 𝜇𝜕𝜇(𝑚𝐵+ 𝑒𝜙0𝜃) знищить доданки змiшування 𝑒𝜙0𝜕𝜇𝜃𝑉

𝜇 та 𝑉 𝜇𝜕𝜇𝐵.
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Наступне, що треба вiдзначити – ми отримали недiагональний ви-
раз для масових доданкiв полiв 𝐵 та 𝜃:

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠
𝐵𝜃 = −𝜉

2
(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

2 = −𝜉𝑚
2

2
𝐵2 − 𝜉(𝑒𝜙0)

2

2
𝜃2 − 𝜉𝑚𝑒𝜙0𝐵𝜃

= −1

2
(𝐵; 𝜃)

(︂
𝜉𝑚2 𝜉𝑚𝑒𝜙0

𝜉𝑚𝑒𝜙0 𝜉(𝑒𝜙0)
2

)︂(︂
𝐵
𝜃

)︂
. (4.58)

Це означає, що поля 𝐵 та 𝜃 не знаходяться в станах з визначеною ма-
сою. Щоб перейти до масового базису полiв необхiдно дiагоналiзувати
масову матрицю шляхом унiтарних перетворень:(︂

𝐵
𝜃

)︂
=

(︂
cos𝛽 − sin𝛽
sin𝛽 cos𝛽

)︂(︂
𝑆
𝐺

)︂
, (4.59)

де позначення 𝑆 та 𝐺 вiдповiдають скалярнiй частинi поля Штюкель-
берга (𝑆) та голдстоунiвському бозону (𝐺). Тодi лагранжiан (4.58)
запишеться у виглядi:

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠
𝐵𝜃 = −𝑆

2

2
𝜉(𝑒𝜙0 sin𝛽 +𝑚 cos𝛽)2 − 𝐺2

2
𝜉(𝑒𝜙0 cos𝛽 −𝑚 sin𝛽)2

− 𝑆𝐺

2
𝜉(2𝑚𝑒𝜙0 cos 2𝛽 − (𝑚2 − (𝑒𝜙0)

2) sin 2𝛽). (4.60)

Зануливши коефiцiєнт поблизу змiшаного доданку 𝑆𝐺, отримаємо

tan 2𝛽 =
2𝑚𝑒𝜙0

𝑚2 − (𝑒𝜙0)2
; або

tan𝛽 =
𝑒𝜙0

𝑚
; sin𝛽 =

𝑒𝜙0√︀
𝑚2 + (𝑒𝜙0)2

; cos𝛽 =
𝑚√︀

𝑚2 + (𝑒𝜙0)2
. (4.61)

Тодi в нових позначеннях

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠
𝐵𝜃 = −𝜉(𝑚

2 + (𝑒𝜙0)
2)

2
𝑆2, (4.62)

тобто поле 𝑆 (скалярна частина поля Штюкельберга) стало масивним,
а поле 𝐺 (голдстоунiвське поле) стало безмасовим.
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В нових позначеннях лагранжiан набуде вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

𝛾

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉

𝜇)2+

1

2
𝜕𝜇𝑆𝜕

𝜇𝑆 −
𝜉𝑚2

𝛾

2
𝑆2 +

1

2
𝜕𝜇𝐺𝜕

𝜇𝐺+

1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒− 𝑚2
ℎ

2
𝜒2 − 𝜆

4
𝜒4 − 𝜆𝜙0𝜒

3+(︂
𝜒

𝜙0
+

𝜒2

2𝜙2
0

)︂[︂(︂
𝑒𝜙0

𝑚𝛾
𝜕𝜇𝑆 +

𝑒𝜙0

𝑚𝛾
𝜕𝜇𝐺

)︂
− 𝑒𝜙0𝑉𝜇

]︂2
, (4.63)

де 𝑚𝛾 =
√︀
𝑚2 + (𝑒𝜙0)2 – маса векторного поля, в яку дає внесок як

параметр масивного поля Штюкельберга, так i ненульове вакуумне се-
реднє поля Хiггса. Перша стрiчка лагранжiана описує вiльне вектор-
не поле 𝑉𝜇, друга стрiчка описує вiльнi скалярнi поля 𝑆 та 𝐺, третя
стрiчка описує масивне хiггсiвське поле 𝜒, четверта стрiчка описує
взаємодiї мiж полями.

На вiдмiну вiд механiзму Хiггса набуття маси векторного поля, ко-
ли голдстоунiвський бозон поглинається векторним полем i кiлькiсть
його ступенiв вiльностi збiльшується на одиницю, у розглянутому на-
ми випадку поля Штюкельберга поглинання голдстоунiвського бозо-
на не вiдбувається. Це можна пояснити тим, що поле Штюкельберга
з заданим параметром маси 𝑚 з самого початку є масивним i має три
ступенi вiльностi. Вiдповiдно, потреби у поглинаннi голдстоунiвського
бозона у нього немає.

Звернемо також увагу, що у випадку нульового вакуумного сере-
днього поля Хiггса, sin𝛽 за означенням (4.61) стане рiвним нулю i
поле 𝑆 буде тотожньо дорiвнювати полю 𝐵, так само як поле 𝐺 до-
рiвнюватиме полю 𝜃.

5 Взаємодiї за участю поля Штюкельберга

Перше, що потрiбно вiдзначити, є те, що поле Штюкельберга має
внутрiшню "фейкову" симетрiю. Тому взаємодiя може будуватися на-
пряму з полем Штюкельберга (не потрiбно задовольняти вимоги калi-
брувальної iнварiантностi до перетворень поля Штюкельберга) i може
мiстити доданки типу 𝑋𝜇𝑗

𝜇, (𝑋𝜇𝑋𝜇)
2, 𝑋𝜇𝑋𝜇𝐻

+𝐻 i т.д.
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Як вже зазначалося, найбiльш проблемною з позицiї збереження
унiтарностi та перенормування є взаємодiя зi струмом компоненти
поля Штюкельберга, що являє собою повну похiдну 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 , де 𝑚𝑋

– маса поля Штюкельберга. Розглянемо її детальнiше.

5.1 Взаємодiя зi струмом, що зберiгається
У випадку взаємодiї поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 зi

струмом, що зберiгається, доданком 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 можна знехтувати, оскiль-
ки iнтегруванням лагранжiана за частинами легко отримати (𝜕𝜇𝐵)𝑗𝜇=
𝐵(𝜕𝜇𝑗

𝜇)=0. Так i повинно бути, бо доданок лагранжiана зi взаємодiєю
звичайного векторного поля зi струмом, що зберiгається, 𝐴𝜇𝑗

𝜇 має бу-
ти iнварiантним вiдносно калiбрувальних перетворень 𝐴𝜇 → 𝐴𝜇+𝜕𝜇𝑓 ,
що є очевидним завдяки використанню методу iнтегрування за части-
нами: 𝜕𝜇𝑓𝑗𝜇 = −𝑓𝜕𝜇𝑗𝜇 = 0. Отже, при взаємодiї поля Штюкельберга
зi струмом, що зберiгається, ми можемо записати

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑔𝑣𝑋𝜇𝑗
𝜇 = 𝑔𝑣(𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋)𝑗𝜇 = 𝑔𝑣𝑉𝜇𝑗

𝜇, (5.64)

тобто по зазначенiй взаємодiї ми не зможемо вiдрiзнити поле Штю-
кельберга вiд звичайного векторного поля Прока.

5.2 Взаємодiя зi струмом, що не зберiгається
Розглянемо взаємодiю поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 зi

струмом, що не зберiгається. Вiзьмемо для цього аксiальний струм
𝑓𝑎 = 𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 . На класичному рiвнi ми маємо спiввiдношення для 4-
дивергенцiї аксiального струму у виглядi: 𝜕𝜇𝑗𝜇𝑎 = 2𝑖𝑚𝑓 𝑓𝛾

5𝑓 . Тодi вза-
ємодiю поля Штюкельберга можна записати у виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑔𝑎𝑋𝜇𝑗
𝜇
𝑎 = 𝑔𝑎(𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋)𝑗𝜇 = 𝑔𝑎𝑉𝜇𝑗

𝜇 + 𝑔𝑎
2𝑖𝑚𝑓

𝑚𝑋
𝑓𝛾5𝑓𝐵,

(5.65)
звiдки випливає, що взаємодiю з полем 𝐵 необхiдно враховувати.

На перший погляд може скластися враження, що взаємодiя поля
𝐵 з фермiонами є гарною з фiзичної точки зору, оскiльки описується
польовим оператором розмiрностi 4. Однак, розглянувши взаємодiю
лише поля 𝐵 з фермiонами, наприклад, в реакцiї 𝑋𝑋 → 𝑓𝑓 , ми поба-
чимо, що амплiтуда реакцiї при 𝑠≫ 𝑚2

𝑋 ,𝑚
2
𝑓 та при сталому значеннi
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𝑡 веде себе як

|𝑀𝑓𝑖|2 =
32𝑔2𝑎𝑚

4
𝑓𝑠

𝑚4
𝑋(𝑚2

𝑓 − 𝑡)
+ ..., (5.66)

де опущенi доданки, що повiльнiше зростають при зростаннi 𝑠. Легко
побачити, що при певному значеннi змiнної Мандельштама 𝑠 вели-
чина |𝑀𝑓𝑖|2 стане бiльшою за 1 i умова унiтарностi буде порушеною
[11]. Вiдповiдно, вище порогового значення 𝑠 ≳ 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 𝑚4

𝑋/(32𝑔
4
𝑎𝑚

2
𝑓 )

теорiя втрачає фiзичний сенс, отже, вона може бути ефективно засто-
сована лише у вiдповiдному низькоенергетичному масштабi. Це гово-
рить про те, що у фiзично коректному лагранжiанi має бути побудова-
на взаємодiя поля Штюкельберга з декiлькома аксiальними струмами
так, щоб при великих значеннях 𝑠 амплiтуди типу (5.66) взаємно ско-
рочувалися.

Корисно вiдзначити, що взаємодiя поля Штюкельберга 𝑋𝜇 з аксi-
альним струмом також мiститься у взаємодiї полiв Хiггса з 𝑋𝜇 (опе-
ратор розмiрностi 4):

𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋
𝜇 . (5.67)

Нагадуємо, що за визначенням 𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻 = 𝐻†(𝐷𝜇𝐻) − (𝐷𝜇𝐻
†)𝐻, де

𝐷𝜇 – подовжена похiдна, що включає калiбрувальнi поля групи слаб-
кого iзоспiну 𝑆𝑈𝑊 (2) та гiперзаряду 𝑈𝑌 (1). Саме ж поле Штюкель-
берга не змiнюється при калiбрувальних перетвореннях.

Зосередимось на взаємодiї повздовжньої частини поля Штюкель-
берга:

𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋
𝜇
𝐿 → −𝑖𝐻

†←→𝐷 𝜇𝐻
𝜕𝜇𝐵

𝑚𝑋
. (5.68)

Застосувавши iнтегрування частинами, запишемо останнiй вираз як

𝑖
𝐵

𝑚𝑋
𝜕𝜇(𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻) = 𝑖

𝐵

𝑚𝑋

[︀
𝐻†𝐷2𝐻 − (𝐷2𝐻†)𝐻

]︀
, (5.69)

де в останньому виразi ми замiнили частинну похiдну на коварiан-
тну, оскiльки доданки з калiбрувальними полями зануляться пiд дiєю
оператора

←→
𝐷 . Використавши рiвняння руху хiггсiвського поля, отри-

маємо зв’язок поля 𝐵 з псевдоскалярним струмом, що пропорцiйний
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юкавiвським сталим зв’язку1:

→ −𝑖 𝐵
𝑚𝑋

(𝑓𝐿𝑦𝑓 𝑓𝑅 − 𝑓𝑅 𝑦†𝑓𝑓𝐿)
(𝑣 + ℎ)√

2
. (5.70)

Ми можемо провести процедуру дiагоналiзацiї матриць Юкави так,
щоб їхнi значення були дiйсними та додатними, та отримаємо

→ −𝑖 𝑦𝑓
(𝑣 + ℎ)√

2

𝐵

𝑚𝑋
(𝑓𝛾5𝑓). (5.71)

Отже, взаємодiя з полем Хiггса (5.67) буде мiстити в собi взаємодiю
аксiального струму з полем Штюкельберга 𝑋𝜇, що дасть вiдповiдне
зростання амплiтуди реакцiї зi збiльшенням енергiї взаємодiючих ча-
стинок.

Хоча взаємодiї 𝑋𝜇𝑓𝛾
𝜇𝛾5𝑓 та 𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋

𝜇 окремо призводять до
амплiтуд, що зростають зi зростанням енергiї, можна пiдiбрати таку
комбiнацiю цих доданкiв (коефiцiєнтiв 𝛼 та 𝛽), яка не буде зроста-
ти при збiльшеннi енергiї частинок. Тобто загальний коефiцiєнт при
аксiальному струмi має бути виду [4, 12]:

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑋𝜇(𝛼𝑓𝛾
𝜇𝛾5𝑓 + 𝑖𝛽𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻) ∼

𝑖
∑︁
𝑓

𝑦𝑓 (𝑣 + ℎ)√
2𝑚𝑋

(︁
(𝑌𝑓𝑅 − 𝑌𝑓𝐿)± 𝑌𝐻

)︁
𝐵 (𝑓𝛾5𝑓) + · · · , (5.72)

де 𝑌𝑓𝐿 , 𝑌𝑓𝑅 – гiперзаряди правих та лiвих фермiонiв (𝑓𝐿 та 𝑓𝑅) вiдпо-
вiдно, 𝑌𝐻 – гiперзаряд поля Хiггса, а знак + (−) вiдповiдає випадку
лептонiв та нижнiх (верхнiх) кваркiв. Комбiнацiя гiперзарядiв, що
входить у зазначений вираз, задовольняє iнварiантнiсть лагранжiану
СМ вiдносно калiбрувальних перетворень групи 𝑈𝑌 (1) та дорiвнює
нулю.

5.3 Взаємодiя з полем Хiггса
На перенормовному рiвнi iснує лише один доданок взаємодiї поля

Хiггса з полем Штюкельберга 𝑋𝜇:
1

2
𝜆2|𝐻|2𝑋𝜇𝑋

𝜇 , (5.73)

1Наведенi вирази справедливi для лептонiв та нижнiх кваркiв (лагранжiан юка-
вiвської взаємодiї через поле 𝐻, а не 𝐻̃). Але вирази можна узагальнити i для
верхнiх кваркiв.
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де 𝜆2 – безрозмiрна стала взаємодiї. Тодi поле Хiггса в околi стану з
мiнiмумом потенцiалу даватиме додатковий внесок в масу Штюкель-
берговського векторного поля i призведе до її перевизначення:

𝑚̃2
𝑋 = 𝑚2

𝑋 +
𝜆2𝑣

2

2
. (5.74)

Взаємодiя повздовжньої компоненти поля Штюкельберга з полем Хiгг-
са буде визначатися виразом

1

2
𝜆2|𝐻|2𝑋𝜇𝑋

𝜇 → 1

2𝑚̃2
𝑋

𝜆2|𝐻|2(𝜕𝜇𝐵𝜕𝜇𝐵), (5.75)

що породжує оператори взаємодiї повздовжньої моди 𝐵 з полем Хiггса
розмiрностi 5 та 6:

𝜆2(2𝑣ℎ+ ℎ2)

2𝑚̃2
𝑋

(𝜕𝜇𝐵𝜕
𝜇𝐵). (5.76)

Така взаємодiя призведе до зростання амплiтуд реакцiй при зростаннi
енергiй взаємодiючих частинок як

√
𝑠/𝑚𝑋 . Явний розрахунок реакцiї

𝑋𝑋 → ℎℎ та накладання умови унiтарностi у виглядi |ℳ|2 = 1 при-
зводить до максимального порогового значення енергiї взаємодiючих
частинок у виглядi

√
𝑠max ∼ 𝑚̃𝑋

√︀
2/𝜆2, що визначатиме межi засто-

совностi такої взаємодiї. Зазначимо, що у частковому випадку, коли
основним внеском в масу 𝑋𝜇 є внесок вiд доданка пропорцiйного 𝜆2
(тобто 𝑚̃2

𝑋 ≃ 𝜆2𝑣
2/2), порогове значення

√
𝑠max ∼ 𝑣 визначається

масштабом електрослабкої взаємодiї та не залежить вiд маси поля
Штюкельберга.

Оператор (5.73) генерує додаткову масу векторного поля Штю-
кельберга за аналогiєю до того, як генерується маса векторного поля
групи 𝑈(1) в механiзмi Хiггса. Замiсть 𝜆2 в останньому випадку буде
𝑔2, де 𝑔 – вiдповiдна стала зв’язку. Вiдповiдно, можна очiкувати, що
стала 𝜆2 буде мати додатне значення, що є важливим при визначеннi
маси поля Штюкельберга у формi (5.73).

5.4 Самодiя поля Штюкельберга
Iснує лише один перенормовний оператор самодiї поля Штюкель-

берга. Вiн має розмiрнiсть 4:

1

4!
𝜆4(𝑋𝜇𝑋

𝜇)2 , (5.77)
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де 𝜆4 – безрозмiрна стала. Однак для повздовжньої компоненти ма-
тимемо вже оператор розмiрностi 8:

𝜆4
4!𝑚4

𝑋

(𝜕𝜇𝐵𝜕
𝜇𝐵)2, (5.78)

що призводить до зростання амплiтуди розсiяння квантiв поля Штю-
кельберга зi збiльшенням енергiї частинок за законом

𝒜(𝑋𝐿𝑋𝐿 → 𝑋𝐿𝑋𝐿) ∼ 𝜆4
𝑠2

𝑚4
𝑋

. (5.79)

В цьому мiсцi корисно вiдмiтити, що рiст амплiтуди за законом 𝑠2/𝑚4
𝑋

вiдбувається i в СМ для реакцiй з 4-частинковою взаємодiєю𝑊 -бозонiв.
Однак, в СМ вiдповiдне зростання амплiтуди реакцiй компенсується
врахуванням дiаграм з обмiном 𝑍-бозонiв та бозоном Хiггса ℎ [11].

Межi застосовностi теорiї з оператором взаємодiї (5.77) можна оцi-
нити з виразу (5.79): прирiвнявши амплiтуду процесу до 1, отримаємо:

√
𝑠max ≲

𝑚𝑋

𝜆
1/4
4

, (5.80)

що накладає сильнi обмеження на значення параметра 𝜆4 ≪ 1. Зазна-
чимо, що стала 𝜆4 має бути додатною, щоб забезпечити аналiтичнiсть
теорiї при високих енергiях [13].

5.5 Взаємодiя iз аномальним струмом
Як вiдомо, повний вираз для 4-дивергенцiї аксiального струму має

вигляд [6, 7, 14]:

𝜕𝜇𝑗5𝜇 = 2𝑖𝑚𝑓 𝜓𝛾
5𝜓 − 𝑞2

8𝜋2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 , (5.81)

де 𝐹𝛼𝛽 = 1
2𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 є дуальним тензором до тензора 𝐹𝛼𝛽 , а остан-
нiй доданок являє собою похiдну вiд аномального струму 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 =
𝜕𝜇𝑗

𝜇
𝐶𝑆 , де 𝑗𝜇𝐶𝑆 = 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑉𝜈𝐹𝜆𝜌 (скорочення 𝐶𝑆 походить вiд того, що та-

кий струм називають струмом Черна-Саймонса або аномальним стру-
мом). Зазначимо, що останнiй доданок походить з розгляду трикутних
петльових дiаграм взаємодiї векторних полiв i вiдсутнiй в класичнiй
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теорiї полiв. Доданок 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 в лiтературi називають також густиною
Черна-Понтрягiна [4].

Тодi взаємодiя поля Штюкельберга з аномальним струмом призве-
де до появи доданку

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑔𝑎𝑋𝜇𝑗
𝜇
𝐶𝑆 = · · · − 𝑔𝑎

𝐵

𝑚𝑋
𝜕𝜇𝑗

𝜇
𝐶𝑆 =

𝑞2𝑔𝑎
8𝜋2

𝐵

𝑚𝑋
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 + · · · , (5.82)

Останнiй доданок у виразi (5.82) має назву доданка Печеi-Куiна i яв-
ляє собою оператор розмiрностi 5. Вiдповiдно, зазначена взаємодiя не
є перенормовною.

Розглянемо лагранжiан, в якому калiбрувальне поле 𝑉𝜇 (складова
частина поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋) взаємодiє з аксi-
альним фермiонним струмом 𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 зi сталою взаємодiї 𝑔𝑎, а також
в системi iснує векторне калiбрувальне поле 𝐴𝜇, що взаємодiє з ве-
кторним фермiонним струмом 𝑓𝛾𝜇𝑓 зi сталою взаємодiї 𝑞. Як вiдомо,
в цьому випадку через трикутну фермiонну петлю буде генеруватися
взаємодiя полiв 𝐴𝐴𝑉 i у вершинi фермiонної трикутної петлi з полем
𝑉𝜇 закон збереження аксiального струму матиме аномальний доданок.
В iмпульсному просторi, якщо iмпульс кванта поля 𝑉𝜇 дорiвнює 𝑝, iм-
пульс одного з векторних полiв – 𝑞, а петлi вiдповiдає функцiя ∆𝜌𝜇𝜈

(петля має три лоренцевi iндекси, бо за ними вiдбуватиметься згортка
з лоренцевими iндексами векторних полiв 𝐴𝜌, 𝐴𝜈 , 𝑉𝜇), останнiй факт
буде виражатися рiвнiстю (див. детальнiше [7, 15])

𝑝𝜇∆
𝜌𝜇𝜈 =

𝑞2𝑔𝑎
2𝜋2

𝜖𝜌𝜈𝛼𝛽𝑝𝛼𝑞𝛽 . (5.83)

Якщо ж тепер врахувати наявнiсть взаємодiї повздовжньої компо-
ненти поля Штюкельберга у виглядi (5.82), то можна також побуду-
вати взаємодiю 𝐴𝐴𝐵 через трикутну фермiонну петлю. Петлi в цьому
випадку буде вiдповiдати величина ∆𝜌𝜈 (два iндекси, бо за ними вiд-
буватиметься згортка з лоренцевими iндексами векторних полiв 𝐴𝜌

та 𝐴𝜈). Аномальний закон збереження аксiального струму в цьому
випадку буде наслiдком рiвностi

𝑖𝑚𝑋∆𝜌𝜈 =
𝑞2𝑔𝑎
2𝜋2

𝜖𝜌𝜈𝛼𝛽𝑝𝛼𝑞𝛽 . (5.84)

Як бачимо, правi частини виразiв (5.83), (5.84) збiгаються. Це до-
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зволяє записати узагальнений вираз для тотожностi Уорда у виглядi

𝑝𝜇∆
𝜌𝜇𝜈(𝑉 )− 𝑖𝑚𝑋∆𝜌𝜈(𝐵) = 0. (5.85)

Таким чином, наявнiсть взаємодiї поля Штюкельберга з аномальним
струмом (5.82) призводить до скорочення квантової аномалiї. Це яви-
ще має назву механiзму скорочення аномалiї Грiна-Шварца [16].
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