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Abstract. In a linear infinite-dimensional space with a scalar pro-
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Анотацiя. У лiнiйному нескiнченновимiрному просторi зi ска-
лярним добутком та в скiнченновимiрному Евклiдовому просторi
показано, що iнтерполяцiйний полiном Ермiта, що має мiнiмаль-
ну норму, яка породжена гаусовою мiрою, мiстить фундаменталь-
нi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтепроляцiйних формул Ермi-
та на полiномах вiдповiдного степеня.
Ключовi слова: лiнiйний простiр, евклiдовий простiр, iнтерпо-
ляцiйна формула Ермiта, фундаментальнi полiноми.

Вступ

Важливiсть дослiджень в областi полiномiальної операторної iнтерполя-
цiї пiдтверджується багатьма прикладними задачами [1, 4, 5]. На практицi
досить часто зустрiчаються нелiнiйнi системи, якi описуються оператор-
ними полiномами. Такi системи знаходять численнi застосування в таких
галузях як розпiзнавання образiв, динамiка урбанiзацiї, нейрологiя, теорiї
лазерiв, iдентифiкацiя систем та iн.
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На вiдмiну вiд класичної iнтерполяцiї функцiй [6], операторне iнтерпо-
лювання має певнi особливостi: в загальному випадку розв’язок iнтерпо-
ляцiйної задачi неєдиний, кiлькiсть вузлiв та степiнь iнтерполяцiйного по-
лiнома не пов’язанi мiж собою, довiльний iнтерполянт немає властивостi
збереження багаточленiв вiдповiдного степеня.

В роботах В. Л. Макарова, В. В. Хлобистова [3, 12, 13] побудовано осно-
ви загальної теорiї полiномiальної операторної iнтерполяцiї в абстрактних
Гiльбертових та векторних просторах. Авторами розглянуто iнтерполяцiй-
нi операторнi задачi типу Лагранжа, Ермiта та Ермiта-Бiркгофа. Одер-
жано необхiднi та достанi умови iснування операторних iнтерполяцiйних
полiномiв в гiльбертовому, а також у векторному просторах при довiльно-
му спiввiдношеннi мiж числом вузлiв та степенем iнтерполянта. Описано
всю множину операторних iнтерполяцiйних полiномiв вiдповiдного степе-
ня та iз цiєї множини видiлено пiдмножину iнтерполянтiв, що зберiгають
багаточлени вiдповiдного степеня.

При розв’язаннi задач, пов’язаних iз точнiстю iнтерполяцiї, у випадку
довiльної нелiнiйностi апроксимуючого оператору, результати, що отриму-
ються, мають в бiльшостi випадкiв теоретичний iнтерес та малоефектив-
нi на практицi. Якщо розглянути полiномiальну iнтерполяцiю, то можна
отримати бiльш сильнi результати.

В статтi у лiнiйному просторi зi скалярним добутком розглянуто iнтер-
поляцiйну формулу Ермiта, що отримано в [12,13] та показано, що вона мi-
стить фундаментальнi полiноми. Дослiджено точнiсть iнтерпоянту Ермiта
на полiномах вiдповiдного степеня у випадку скiнченновимiрного евклiдо-
вого простору. Зауважимо, що в роботi [9] одержано аналогiчнi результати
для операторного iнтерполяцiйного полiному Лагранжа.

1. Постановка задачi

Нехай X — гiльбертовий, Y — лiнiйнiй нормований простори, (·, ·)X —
скалярний добуток в X. Позначимо Πn — множину операторних полiномiв
Pn : X → Y степеня n вигляду

Πn =
{
Pn(x) : Pn(x) = L0 + L1x+ L2x

2 + · · ·+ Lnx
n,
}

де L0 ∈ Y, Lkxk = Lk(x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

), k = 1, n, Lk(x1, x2, . . . , xk) — неперервна,

симетрична k-лiнiйна операторна форма. Оператор F : X → Y (в загаль-
ному випадку нелiнiйний) заданий своїми значеннями у вузлах iнтерполяцiї
x1, x2, . . . , xm ∈ X та значеннями диференцiалiв Гато F (k)(xi)v

(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1

у цих вузлах за напрямками v(k)ik , v
(k)
ik−1, . . . , v

(k)
i1 ∈ X, k = 1, ki, i = 1,m, [14]:

F (k)(xi)v
(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 =

∂k

∂α1 · · ·αk
F

xi +

k∑
p=1

αpv
(k)
ip

∣∣∣∣∣∣
α1=···=αk=0

.
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Потрiбно знайти такий операторний полiном Pn(x) ∈ Πn, що вiдповiдає
iнтерполяцiйним умовам

P (k)
n (xi)v

(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 = F (k)(xi)v

(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 , k = 0, ki, i = 1,m. (1)

Введемо позначення:

~FH = {F (i)(xj)h
(i)
ji h

(i)
j,i−1 . . . h

(i)
j1 , i = 0, kj}mj=1, (2)

~QH = {Q(i)(xj)h
(i)
ji h

(i)
j,i−1 . . . h

(i)
j1 , i = 0, kj}mj=1,

~gH(x) =

 ∂i

∂α1 · · · ∂αi
g

xj +
i∑

p=1

αph
(i)
jp , x

∣∣∣∣∣∣
α1=···=αi=0

, i = 0, kj


m

j=1

, (3)

Z — матриця, рядками якої є ортонормованi власнi вектори симетричної
матрицi

H = ‖H ls‖ = ‖H ls
ij‖i=0,kl, j=0,ks

(4)
з нульовим власним числом, де

H ls
ij =

∂i+j

∂α1 . . . ∂αi∂β1 . . . ∂βj
g(xl +

i∑
p=1

αpv
(i)
lp ,

xs +

j∑
p=1

βpv
(j)
sp )|α1=···=αi=β1=···=βj=0,

g(u, v) =

n∑
p=0

(u, v)pX , u, v ∈ X, (5)

H+ — псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi H [2]. У моно-
графiї [3] одержано такий результат.

Теорема 1. Нехай виконується умова

Z ~FH = ~0, (6)

тодi формула

Pn(x) = Q(x) +
〈
~FH − ~QH , H

+~gH(x)
〉
, (7)

коли Q(x) ∈ Πn описує всю множину операторних полiномiв типу Ермiта

n-го степеня, що вiдповiдає iнтерполяцiйним умовам (1), 〈·, ·〉 =
m∑
i=1

fiαi,

αi ∈ R1.

В [3] показано, що умова (6) еквiвалентна такiй:

A0
~FH = ~0, (8)

де A0 = E −H+H = E −HH+ — iдемпотентна, симетрична матриця.
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Нехай виконуються умови теореми 1. Розглянемо iнтерполяцiйний полi-
ном Ермiта

Pn(x) =
〈
~FH , H

+~gH(x)
〉
, (9)

що належить множинi (7) та має серед усiх iнтерполянтiв, що вiдповiдають
умовам (1) мiнiмальну норму [15], яка породжена скалярним добутком за
гаусовою мiрою [8].

Вузли iнтерполювання оберемо таким чином, щоб матриця H мала обер-
нену (H+ = H−1). Тодi на пiдствi (8) операторна задача Ермiта (1) буде ма-
ти розв’язок при будь-яких значеннях оператора F та значеннях диферен-
цiалiв Гато F (k)(xi)v

(k)
ik v

(k)
ik−1 · · · v

(k)
i1 , k = 0, ki, i = 1,m, у вузлах xi, i = 1,m.

Це означає, що задача (1) є iнварiантно розв’язною. В [12] наведено умови
iнварiантної розв’язуваностi операторної задачi Ермiта. В цьому випадку
iнтерполянт Ермiта (9) набуває вигляду:

Pn(x) =
〈
~FH , H

−1~gH(x)
〉
. (10)

2. Фундаментальнi полiноми iнтерполяцiйної формули Ермiта
Нехай X,Y — лiнiйнi простори, X — зi скалярним добутком (·, ·), Y є

нормованим. Розглянемо розв’язок задачi (1) у виглядi iнтерполянта мiнi-
мальної норми (10). Вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв Гато
оберемо таким чином, щоб матриця H була невиродженою.

В роботах [10,11] для скiнченновимiрного Евклiдового простору Ek зна-
йдено умови, якi накладаються на систему вузлiв iнтерполяцiї, при ви-
конаннi яких матриця H є неособливою, та одержано умови iварiантної
розв’язуваностi задачi Ермiта у випадку, коли у вузлах iнтерполяцiї зада-
но значення оператора F та значення його диференцiалiв Гато до першого
та до другого порядкiв вiдповiдно.

Нехай

~h(x) = H−1~gH(x) =


hi0(x)
hi1(x)
· · ·

hiki(x)


m

i=1

. (11)

Покажемо, що компоненти вектора ~h(x) є фундаментальними полiномами
iнтерполяцiйної формули Ермiта (10). Маємо:

~h(xk) = H−1~gH(xk) = H−1H~ek = ~ek,

де ~ek — вектор у якого на k-му мiсцi стоїть одиниця, решта — нулi. Ця
рiвнiсть означає, що

hi0(xk) = δik, i, k = 1,m,

hij(xk) = 0, j = 1, ki, i, k = 1,m,

де δik — символ Кронекера. Знайдемо ~h(q)(xk)v
(q)
kq · · · v

(q)
k1 . Маємо

~h(q)(xp)v
(q)
kq · · · v

(q)
k1 = H−1~g

(q)
H (xp)v

(q)
kq · · · v

(q)
k1 =

= H−1H~ek1+···+kq−1+p+k,
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тобто

h
(q)
ij (xp)v

(p)
pq · · · v

(p)
p1 = δip, q = 1, kp, j = 0, ki, p, i = 1,m.

Таким чином довели таку теорему:

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi елементи вектора
~h(x), що визначаються формулою (11), є фундаментальними полiномами
iнтерполяцiйної задачi Ермiта (1) у лiнiйному просторi X зi скалярним
добутком.

Надалi формулу (10) запишемо в iншому виглядi та зведемо її до iнтер-
поляцiйної формули Ермiта. Введемо позначення:

Pnj0(x) = g(xj , x),

Pnj1(x) =
∂

∂α1
g(xj + α1v

(1)
11 , x)

∣∣∣∣
α1=0

,

Pnj2(x) =
∂2

∂α2∂α1
g(xj + α1v

(2)
21 + α2v

(2)
22 , x)

∣∣∣∣
α1=α2=0

,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Pnjkj (x) =
∂kj

∂αkj · · · ∂α1
g(xj +

kj∑
p=1

αpv
(kj)
jp , x)

∣∣∣∣∣∣
α1=···=αkj

=0

.

В цих позначеннях вектор ~gH(x) та матриця H = ‖Hjs‖mj,s=1 запишуться у
виглядi:

~gH(x) =


Pnj0(x)
Pnj1(x)
· · ·

Pnjkj (x)


m

j=1

, (12)

‖Hjs‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Pnj0(xs) P

(1)
nj0(xs)v

(1)
s1 · · · P

(ks)
nj0 (xs)v

(ks)
sks
· · · v(ks)sks

Pnj1(xs) P
(1)
nj1(xs)v

(1)
s1 · · · P

(ks)
nj1 (xs)v

(ks)
sks
· · · v(ks)sks

· · · · · · · · · · · ·
Pnjkj (xs) P

(1)
njkj

(xs)v
(1)
s1 · · · P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks
· · · v(ks)sks

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = (13)

= ‖P (p)
njq(xs)v

(p)
sp · · · v

(p)
s1 ‖q=0,kj ,p=0,ks

.

Нехай (P
(p)
njq(xs)v

(p)
sp · · · v(p)s1 )−1, q = 0, kj , p = 0, ks, j, s = 1,m — елементи

оберненої матрицi H−1. Вiдповiдно до [12] маємо:

Pn(x) =

m∑
j=1

{
F (xj)

m∑
s=1

{
(Pnj0(xs))

−1Pnj0(x)
}

+

+F ′(xj)v
(1)
j1

m∑
s=1

{
(P

(1)
nj1(xs)v

(1)
s1 )−1Pnj1(x)

}
+ · · ·+ (14)

+F (kj)(xj)v
(kj)
jkj
· · · v(kj)j1

m∑
s=1

{
(P

(ks)
njkj

(xs)v
(ks)
sks
· · · v(ks)s1 )−1Pnjkj (x)

}}
.
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Розглянемо частинний випадок, коли X = E2 є скiнченновимiрним Ев-
клiдовим простором, F : E2 → R1, γ ∈ E2, γ = (x, y), γi = (xi, yi), v

(p)
ij =

(αpji , β
pj
i ), j = 1, p, p = 1, ki, i = 1,m. Фукнцiя F (γ) задана своїми значен-

нями F (γi), i = 1,m, та значеннями диференцiалiв Гато F (p)(γi)v
(p)
ip · · · v

(p)
i1 ,

p = 1, ki, i = 1,m. Вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв оберемо
таким чином, щоб матрицяH була неособливою. В цьому випадку формула
(5) запишеться у виглядi

g(γi, γj) =
n∑
p=0

(xixj + yiyj)
p,

а iнтерполяцiйний полiном Ермiта Pn(γ) визначається формулами (12)–
(14).

НехайM — кiлькiсть iнтерполяцiйних умов (1). Надалi будемо вважати,
що число вузлiв m задано (фiксовано), а отже i M є фiксованим. Степiнь
iнтерполяцiйного полiнома n обираємо з нерiвностi M ≤ min p = p, де p —

розмiрнiсть простору полiномiв степеня n в E2, p =
(n+ 1)(n+ 2)

2
[7].

Приклад 1. Нехай m = 2, γi = (xi, yi), i = 1, 2, γ1 = (0, 1), γ2 = (1, 0), v1 =
(1, 0). Заданi значення F (γ1), F ′(γ1)v1, F (γ2), M = 3. Вузли γi, i = 1, 2 та
напрямок диференцiала Гато v1 задавольняють умови теореми 1 iз роботи
[11]. Отже, в цьому випадку iнтерполяцiйна задача Ермiта є iнварiантно
розв’язною, а побудований розв’язок буде єдиним. Це означає, що матриця
H, що визначається на пiдставi формули (4) є невиродженою. Визначимо
степiнь iнтерполянта iз нерiвностi

M = 3 ≤ (n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 3.

Одержали, що n = 1. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном Ермiта P1(γ). З
урахуванням формули (4) маємо

H =

∥∥∥∥∥∥
2 1 1
1 1 0
1 0 2

∥∥∥∥∥∥ , H−1 =

∥∥∥∥∥∥
2 −2 −11
−2 3 1
−1 1 1

∥∥∥∥∥∥ ,
вектори (2), (3) набувають вигляду

~FH =

∥∥∥∥∥∥
F (γ1)
F ′(γ1)v1
F (γ2)

∥∥∥∥∥∥ , ~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥
1 + x
x

1 + y

∥∥∥∥∥∥ .
Знайдемо вектор ~h(x, y):

~h(x, y) = H−1~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥
1− y

−1 + x+ y
y

∥∥∥∥∥∥ ,
h1(x, y) = 1− y, h2(x, y) = −1 + x+ y, h3(x, y) = y.
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Безпосередньою перевiркою можна переконатись, що виконуються рiвностi

hi(γj) = δij , i = 1, 3, h2(γj) = 0, j = 1, 2,

h′i(γj)v1 = 0, i = 1, 3, h′2(γj)v1 = δ1j , j = 1, 2,

а iнтерполяцiйний полiном P1(x, y) запишеться у виглядi

P1(γ) = F (γ1)h1(γ) + F ′(γ1)v1h2(γ) + F (γ2)h3(γ).

Нехай F (x, y) = 1 + 2x− 3y. Тодi

F (1, 0) = 3, F ′(1, 0)v1 = 2, F (0, 1) = −2,

P1(x, y) = 3(1− y) + 2(−1 + x+ y)− 2y = 1 + 2x− 3y,

тобто у випадку m = 2, M = 3, p = 3, n = 1, k1 = 1, k2 = 0 iнтерполянт
P1(x, y) є точним на полiномi першого степеня.

Приклад 2. Нехай m = 2, γi = (xi, yi), i = 1, 2, γ1 = (1, 0), γ2 = (0, 1),
v1 = (1, 0), v2 = (0, 1). Задано F (γi), F ′(γi)vi, i = 1, 2, M = 4. Обранi
вузли iнтерполяцiї та напрямки диференцiалiв Гато вiдповiдають умовам
теореми 1 [11]. Це означає, що матрицяH неособлива. Степiнь iнтерполянта
обираємо з нерiвностi

M = 4 ≤ min
(n+ 1)(n+ 2)

2
= p = 6.

Отже, n = 2. Побудуємо iнтерполяцiйний полiном P2(γ). Матриця H, що
визначається формулою (4), набуває вигляду

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥
3 3 1 0
3 5 0 0
1 0 3 3
0 0 3 5

∥∥∥∥∥∥∥∥ , H−1 =
1

11

∥∥∥∥∥∥∥∥
30 −18 −25 15
−18 13 15 −9
−25 15 30 −18
15 −9 −18 13

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Вектори (2), (3) запишуться так

~FH =

∥∥∥∥∥∥∥∥
F (γ1)
F ′(γ1)v1
F (γ2)
F ′(γ2)v2

∥∥∥∥∥∥∥∥ , ~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 + x
x

1 + y
y

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Обчислимо ~h(x, y):

~h(x, y) = H−1~gH(x, y) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 + x+ x2

x+ 2x2

1 + y + y2

y + 2y2

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Тодi iнтерполянт Ермiта (14) має вигляд:

P2(γ) =
2∑
i=1

{
F (γi)h2i−1(γ) + F ′(γi)vih2i(γi)

}
,

де
h1(x, y) = 1 + x+ x2, h2(x, y) = x+ 2x2,

h3(x, y) = 1 + y + y2, h4(x, y) = y + 2y2.
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Як неважко бачити, полiноми hi(γ), i = 1, 4, вiдповiдають спiввiдношен-
ням

h2i−1(γk) = δik, h2i(γk) = 0, i, k = 1, 2,

h′2i−1(γk)vk = 0, h′2i(γk)vk = δik, i, k = 1, 2,

тобто вони є фундаментальними полiномами iнтерполяцiйної формули Ер-
мiта.

Нехай F (x, y) = 1 + x− y + x2, тодi

F (1, 0) = 3, F (1, 0)v1 = 3,

F (0, 1) = 0, F (1, 0)v2 = −1.

Iнтерполяцiйний полiном Ермiта має вигляд

P2(x, y) =
1

11
(9 + 15x− 7y + 9x2 − 2y2),

тобто у випадку M = 4, p = 6, n = 2 iнтерполянт Ермiта (14) не є точним
на полiномi другого степеня двох змiнних.

Таким чином для скiнченновимiрного евклiдового простору E2 можна
зробити такий висновок: у випадку M < p маємо єдиний iнтерполянт Ер-
мiта мiнiмальної норми, при цьому вiн не є точним на полiномах вiдпо-
вiдного степеня (приклад 2). Цей iнтерполянт називають недовизначеним.
Якщо M = p, то iнтерполяцiйний полiном Ермiта єдиний та є точним на
полiномах вiдповiдного степеня [6] (приклад 1).

Аналогiчнi мiркування та перетворення можна провести для евклiдо-
вого простору Ek, γ ∈ Ek, γ = (x1, x2, . . . , xk), де кiлькiсть вузлiв m та
число iнтерполяцiйних умов M задано (фiксовано), а степiнь iнтерполянта
n визначаємо з умови

M ≤ min p = p, p =
(n+ k)!

n!k!
, k ≥ 2, (15)

де p — розмiрнiсть простору полiномiв n-го степеня в Ek [6]. Вузли iн-
терполяцiї та напрямки диференцiалiв Гато iз (1) обираємо таким чином,
щоб iснувала обернена матриця (4), а степiнь iнтерполяцiйного полiнома
визначаємо з нерiвностi (15).

Сформулюємо наступний висновок для простору Ek у виглядi теореми:

Теорема 3. Нехай m,M заданi, функцiя F : Ek → R1, k ≥ 2. задана зна-
ченнями F (xi), i = 1,m, у вузлах iнтерполяцiї xi, i = 1,m, та значення-
ми диференцiалiв Гато у цих вузлах до вiдповiдного порядку ki, i = 1,m

за напрямками v
(p)
ip · · · v

(p)
i1 , p = 1, ki, i = 1,m. Тодi, якщо M = p, то iн-

терполянт Ермiта Pn(γ), γ ∈ Ek, що визначається формулою (14), буде
точним на всiх полiномах степеня не вище n, а якщо M < p, то iнтер-
полянт мiнiмальної норми Pn(γ) не має такої властивостi.
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