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Abstract. At the paper a linear regression model whose functi-
on has the form f(x) = ax + b, a and b — unknown parameters,
is studied. Approximate values (observations) of functions f(x) are
registered at equidistant points x0, x1,..., xn of a line segment. It is
also assumed that the covariance matrix of deviations is the Toeplitz
matrix. Among all Toeplitz matrices, a family of matrices is selected
for which all diagonals parallel to the main, starting from the (k +
1)th, are zero, k = n/2, n — even. Elements of the main diagonal
are denoted by λ, elements of the kth diagonal are denoted by c,
elements of the jth diagonal are denoted by ck−j , j = 1, 2,..., k − 1.
The theorem proved at the paper states that if cj =

(
k/(k + 1)

)j
c,

j = 1, 2,...,k−1, that the LS estimation and the Aitken estimation of
the a parameter of this model coincide for any values λ and c, which
provide the positive definiteness of the resulting matrix.
Keywords: least square method, regression model, Aitken estimati-
on.

Анотацiя. В роботi вивчається регресiйна модель, функцiя якої
має вигляд f(x) = ax+ b, де a та b — невiдомi параметри. Також
припускається, що коварiацiйна матриця вiдхилень є матрицею
Теплiца. Наближенi значення (спостереження) функцiї f(x) реє-
струються у рiвновiддалених точках вiдрiзку [0, 1]. В теоремi, яку
доведено в роботi, у випадку непарної кiлькостi точок спостере-
ження знайдено певний вигляд матрицi Теплiца, який забезпечує
рiвнiсть оцiнки МНК та оцiнки Ейткена параметра a даної моде-
лi. При такому виглядi коварiацiйної матрицi вiдхилень оцiнки
Ейткена та МНК параметра b не будуть збiгатися.
Ключовi слова: метод найменших квадратiв, регресiйна мо-
дель, оцiнка Ейткена.
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Вступ

В класичнiй perpeciї передбачається, що вiдхилення в perpeciйнiй моделi
гомоскедастичнi та не корелюють одне з iншим. Це доволi жорстка умова,
яка досить часто не виконується. В зв’язку з цим актуально дослiдження
моделi, в якiй вiдхилення мають рiзну дисперсiю та корелюють одне з iн-
шим. Проте в такому випадку коварiацiйна матриця вiдхилень вже не буде
одиничною, й оцiнка звичайного методу найменших квадратiв (МНК) не-
вiдомих параметрiв моделi втрачає свої оптимальнi властивостi. Точнiше,
вона залишається незмiщеною та спроможною, але вже не буде ефектив-
ною.

У випадку корельованих вiдхилень з рiзними дисперсiями ефективну
оцiнку, яка називається оцiнкою Ейткена, дає зважений МНК. В форму-
лу оцiнки Ейткена входить вигляд коварiацiйної матрицi вiдхилень, тобто
використання цiєї оцiнки передбачає знання такої матрицi. А вона на пра-
ктицi як правило невiдома. Тому доводиться користуватися оцiнкою МНК.

Отже порiвняння цих оцiнок, встановлення зв’язку мiж ними, а також
знаходження випадкiв, коли вони збiгаються, має важливе значення.

В [1] у випадку моделi, лiнiйної по параметрам, доведено теорему, яка
стверджує, що для збiгу оцiнки МНК та оцiнки Ейткена необхiдно i до-
статньо, щоб кожну незалежну змiнну можно було представити у виглядi
лiнiйної комбiнацiї деяких характеристичних векторiв коварiацiйної матри-
цi вiдхилень. Причому одних й тих самих характеристичних векторiв; їх
кiлькiсть має дорiвнювати кiлькостi незалежних змiнних моделi.

Якщо оцiнка МНК та оцiнка Ейткена вiдрiзняються одна вiд одної, дослi-
джується задача, яку похибку ми допускаємо, коли використовуємо оцiнку
МНК замiсть оцiнки Ейткена. В якостi мiри ефективностi оцiнки МНК
беруть вiдношення визначникiв коварiацiйних матриць цих оцiнок.

В [1] доведено, що мiра ефективностi оцiнки МНК завжди менше або
дорiвнює одиницi; дорiвнює одиницi вона тодi i тiльки тодi, коли оцiнка
МНК та оцiнка Ейткена збiгаються. Також отримано формулу для мiри
ефективностi оцiнки МНК.

Ватсон у своїх роботах [7–8] отримав границi знизу для мiри ефективно-
стi оцiнки МНК. Одна з цих границь є функцiєю вiдношення найменшого
характеристичного числа коварiацiйної матрицi вiдхилень до найбiльшо-
го характеристичного числа цiєї матрицi. Iнша границя залежить вiд усiх
характеристичних чисел коварiацiйної матрицi.

Гренандер [5] та Розенблат [6] вивчали асимптотичну ефективнiсть оцiн-
ки МНК.

В статтi [9] у випадку гетероскедастичних незалежних вiдхилень вивча-
ється лiнiйна регресiйна модель, функцiя якої має вигляд

f(x) = ax+ b.

Знайдено умови на дисперсiї вiдхилень, при яких оцiнка Ейткена збiгається
з оцiнкою МНК окремо для кожного невiдомого параметру моделi. При цих
умовах оцiнки Ейткена та МНК параметра iншого параметру не будуть
збiгатися.
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1. Оцiнка МНК та оцiнка Ейткена лiнiйної регресiйної моделi у
випадку гетероскедастичних незалежних вiдхилень

Розглянемо модель регресiї

yi = axi + b+ εi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ε0, ..., εn — випадковi величини з Eεi = 0 та коварiацiйною матрицею
σ2Ωc, n — парне, а Ωc — додатньо визначена матриця, що має вигляд

Ωc =



λ ck−1 . . . c2 c1 c 0 0 . . . 0 0
ck−1 λ . . . c3 c2 c1 c 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
c1 c2 . . . ck−1 λ ck−1 ck−2 ck−3 . . . c 0
c c1 . . . ck−2 ck−1 λ ck−1 ck−2 . . . c1 c
0 c . . . ck−3 ck−2 ck−1 λ ck−1 . . . c2 c1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 c c1 c2 c3 . . . λ ck−1
0 0 . . . 0 0 c c1 c2 . . . ck−1 λ


,

λ > 0, k = n
2 .

В [2] знайдено формули для оцiнки МНК та оцiнки Ейткена невiдомих
параметрiв моделi лiнiйної регресiї загального вигляду. З цих формул у
випадку моделi (1) та xi = i

n , i = 0, 1,..., n, маємо такi оцiнки МНК та
Ейткена параметрiв a та b:

âMNK =
12n

(n+ 1)(n+ 2)

n∑
i=0

(
i

n
− 1

2

)
yi, (2)

(
âAIT
b̂AIT

)
= (X ′Ω−1c X)−1X ′Ω−1c ~y,

де

X ′ =

(
0 1

n
2
n . . . n−1

n 1
1 1 1 . . . 1 1

)
,

~y ′ = (y0, y1, ..., yn).

2. Умови на коварiацiйну матрицю вiдхилень для збiгу оцiнок
МНК та Ейткена параметру a лiнiйної моделi

Має мiсце

Теорема 1. Якщо в моделi (1)

cj =

(
k

k + 1

)j
c, j = 1, 2, ..., k − 1, (3)

λ та c — будь-якi величини, якi забезпечують додатню визначенiсть ма-
трицi Ωc, то оцiнка Ейткена та оцiнка МНК параметра a збiгаються.
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Доведення. Матриця X ′Ω−1c має розмiр 2× (n+ 1), позначимо i-й елемент
першого та другого рядка через ai та bi, i = 0, 1,..., n, вiдповiдно. Помiтимо,
що

bi = bn−i, i = 0, 1, ..., k − 1.

В цих позначеннях маємо

X ′Ω−1c X =

 1
2k

∑2k
i=0 iai

∑2k
i=0 ai∑k−1

i=0 bi + 1
2bk 2

∑k−1
i=0 bi + bk

 .

Позначимо через ∆c визначник матрицi X ′Ω−1c X. Отримуємо

∆c =

(
2
k−1∑
i=0

bi + bk

)(
− 1

2k

k−1∑
i=0

(k − i)ai +
1

2k

2k∑
i=k+1

(i− k)ai

)
.

Далi,

(X ′Ω−1c X)−1X ′Ω−1c =

= ∆−1c

 2
∑k−1

i=0 bi + bk −
∑k−1

i=0 bi + 1
2bk

−
∑2k

i=0 ai
1
2k

∑2k
i=0 iai

( a0 a1 . . . a2k
b0 b1 . . . b2k

)
.

Позначимо через â(j)AIT , j = 0, 1,..., n, j-й елемент першого рядка матрицi
(X ′Ω−1c X)−1X ′Ω−1c . Маємо

â
(j)
AIT = ∆−1c

[(
2
k−1∑
i=0

bi + bk

)
aj −

(k−1∑
i=0

bi +
1

2
bk

)
bj

]
=

=
Zj
Z
, j = 0, 1, ..., 2k, (4)

де
Zj = 2aj − bj ,

Z = −1

k

k−1∑
i=0

(k − i)ai +
1

k

2k∑
i=k+1

(i− k)ai.

Доведемо, що якщо виконується умова (3), то

Zj =
k − j
k2

Dk(c), (5)

де

Dk(c) =

((
2
( k

k + 1

)k−1
− k + 1

k

)
c− λ

k

)−1
.

Помiтимо, що aj та bj , j = 0, 1, ..., n, є розв’язками систем лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь з матрицею Ωc та стовпцями вiльних членiв

~xa
′ =

(
0,

1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1

)
та ~xb

′ = (1, 1, 1, . . . , 1, 1)′,
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вiдповiдно. Отже,

Zj = 2
||Ω(a)

c,j ||
||Ωc||

−
||Ω(b)

c,j ||
||Ωc||

=
||Ω(0)

c,j ||
||Ωc||

, (6)

де ||Ωc|| — визначник матрицi Ωc, ||Ω(a)
c,j ||, ||Ω

(b)
c,j || та ||Ω

(0)
c,j ||, j = 0, 1,...,n —

визначники матриць, якi отриманi з матрицi Ωc замiною j-го стовпця на
стовпцi ~xa ′, ~xb ′ та

~x0
′ =

(
−1,−k − 1

k
, . . . ,−1

k
, 0,

1

k
, . . . ,

k − 1

k
, 1

)
,

вiдповiдно.
Розглянемо добуток Pi(c) (i = 0, 1,..., k− 1) i-го рядка матрицi Ωc на ~x0.

Маємо

P0(c) = −λ · 1−
i−1∑
j=1

k − j
k

ck−j ;

Pi(c) = −
i−1∑
j=0

k − j
k

ck−i+j − λ ·
k − i
k
−

−
2i∑

j=i+1

k − j
k

ck+i−j −
k+i−1∑
j=2i+1

k − j
k

ck+i−j + c
i

k
=

= −2(k − i)
k

k−1∑
j=k−i

cj − λ
k − i
k
−
k−i−1∑
j=1

j − i
k

cj + c
i

k
, i = 1, 2, ..., k − 2;

Pk−1(c) = −2

k

k−1∑
j=1

ck−j −
λ

k
+ c

k − 1

k
. (7)

Якщо i = k − 2, k − 3,...,0, то враховуючи (7) отримуємо

Pi(c) = −2(k − i)
k

k−1∑
j=1

cj +

(
2(k − i)

k

k−i−1∑
j=1

cj −
k−i−1∑
j=1

j − i
k

cj

)
+

−λk − i
k

+ c
i

k
=

(
−2(k − i)

k

k−1∑
j=1

cj − λ
k − i
k

+ c
(k − 1)(k − i)

k

)
−

−c(k − 1)(k − i)
k

+

k−i−1∑
j=1

2k − i− j
k

cj + c
i

k
=

= (k − i)Pk−1(c) +
k−i−1∑
j=1

2k − i− j
k

cj − c(k − i− 1). (8)

Доведемо, що при умовi (3)
k−i−1∑
j=1

cj
2k − i− j

k
− c(k − i− 1) = 0, i = 0, 1, ..., k − 2. (9)
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Справдi, якщо представити cj = αjc, то лiва частина (9) — полiном
(k − i− 1)-го степеня вiдносно α, його можна розкласти на добуток

k−i−1∑
j=1

αj
2k − i− j

k
− (k − i− 1) =

(
k + 1

k
α− 1

) k−i−2∑
j=0

αj(k − i− j − 1).

Якщо α = k
k+1 , то

∑k−i−1
j=1 αj(2k− i−j)−(k− i−1)k = 0, звiдки випливає

(9).
Таким чином, з (8) при умовi (3) отримуємо

Pi(c) = (k − i)Pk−1(c), i = 0, 1, ..., k − 2. (10)

За допомогою аналогiчних мiркувань, враховуючи, що Pk+1(c) = = −Pk−1(c),
отримуємо

Pi(c) = (i− k)Pk+1(c) =

= (k − i)Pk−1(c), i = k + 1, k + 2, ..., 2k. (11)

Далi, розглянемо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з ма-
трицею Ω+

c,j , яка утворена з матрицi Ωc додаванням до i-го елемента j-го
стовпця доданку − (k−i)k

k−j Pk−1(c), i = 0, 1, ..., 2k. З (10) та (11) випливає, що
при умовi (3) ця система має ненульовий розв’язок, а це значить, що

||Ω+
c,j || = 0, (12)

де ||Ω+
c,j || — визначник матрицi Ω+

c,j .
Далi, оскiльки

||Ω+
c,j || = ||Ωc|| −

k2

k − j
Pk−1(c)||Ω

(0)
c,j ||, (13)

з (12) та (13) отримуємо

||Ω(0)
c,j || =

k − j
k2

P−1k−1(c)||Ωc||. (14)

Пiдставимо (3) в (7); отримуємо, що при умовi (3)

Pk−1(c) = D−1k (c). (15)

Спiввiдношення (6) має мiсце для будь-яких cj , j = 1, 2, ..., k−1, значить,
i для тих, якi визначаються формулою (3).

Пiдставимо (15) в (14), а (14) в (6). Отримуємо (5).
Далi, доведемо, що Z при умовi (3)

Z = −(k + 1)(2k + 1)

6k2
Dk(c), j = 0, 1, ..., 2k. (16)

Помiтимо, що Z можна переписати у виглядi

Z =
1

k

k−1∑
i=0

(k − i)(a2k−i − ai), (17)
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де

a2k−i − ai =
||Ω(a)

c,2k−i||
||Ωc||

−
||Ω(a)

c,i ||
||Ωc||

. (18)

Розкладемо в (18) визначники ||Ω(a)
c,2k−i|| та ||Ω

(a)
c,i || по (2k − i)-му та i-му

стовпцям вiдповiдно згiдно з теоремою Лапласа [3]. Маємо

a2k−i − ai = ||Ωc||−1
(

2k∑
l=0

l

2k
Al,2k−i −

2k∑
l=0

l

2k
Al,i

)
, (19)

де Al,2k−i та Al,i алгебраїчнi доповнення до елементiв ωl,2k−i та ωl,i матрицi
Ωc вiдповiдно. Доведемо, що для матрицi Ωc має мiсце рiвнiсть

Al,2k−i = A2k−l,i. (20)

Позначимо через Ωc,π матрицю, яка утворена з матрицi Ωc розворотом
на 180 градусiв, а через Ω̄

(i,j)
c та Ω̄

(i,j)
c,π матрицi, якi утворенi з матриць Ωc

та Ωc,π вiдповiдно викресленням i-го рядка та j-го стовпця, а через ||Ω̄(i,j)
c ||

та ||Ω̄(i,j)
c,π || — визначники матриць Ω̄

(i,j)
c та Ω̄

(i,j)
c,π вiдповiдно.

Оскiльки матриця Ωc симетрична вiдносно головної та побiчної дiаго-
налей, то при розворотi на 180 градусiв вона перейде сама в себе, тобто
Ωc = Ωc,π. З цього випливає, що Ω̄

(n−j,n−i)
c = Ω̄

(n−j,n−i)
c,π . Враховуючи, що

An−j,n−i = (−1)2n−i−j ||Ω̄(n−j,n−i)
c ||, A(π)

n−j,n−i = (−1)2n−i−j ||Ω̄(n−j,n−i)
c,π ||,

де A(π)
n−j,n−i — алгебраїчне доповнення до елемента ω(π)

n−j,n−i матрицi Ωc,π,
отримуємо

An−j,n−i = A
(π)
n−j,n−i. (21)

З iншого боку, матриця Ω̄
(i,j)
c при розворотi на 180 градусiв переходить

в матрицю Ω̄
(n−j,n−i)
c,π . В [4] доведено, що при розворотi будь-якої матрицi

порядку N на 90 градусiв її визначник множиться на (−1)C
2
N , значить,

при розворотi на 180 градусiв — на (−1)2C
2
N . Оскiльки 2C2

N = N(N − 1) —
парне число для будь-якого N, то при розворотi на 180 градусiв визначник
матрицi не змiнюється, тобто

A
(π)
n−j,n−i = Ai,j . (22)

В силу (21) та (22) Ai,j = An−j,n−i, тобто маємо (20).
Таким чином, з (19) з урахуванням (20) отримуємо

a2k−i − ai = ||Ωc||−1
(

2k∑
l=0

l

2k
A2k−l,i −

2k∑
l=0

l

2k
Al,i

)
=

= ||Ωc||−1
2k∑
l=0

(2k − l
2k

− l

2k

)
Al,i = ||Ωc||−1

2k∑
l=0

k − l
k

Al,i =

= −||Ωc||−1||Ω(0)
c,i ||. (23)
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Якщо cj , j = 1, 2,...,k − 1, визначаються формулою (3), то з (23) з ура-
хуванням (14) маємо

a2k−i − ai = −k − i
k2

Dk(c). (24)

Пiдставимо (24) в (17). Отримуємо

Z = −Dk(c)

k3

k∑
i=1

i2,

звiдки випливає (16).
З (4), (5) та (16) отримуємо

â
(j)
AIT = − 6(k − j)

(k + 1)(2k + 1)
, j = 0, 1, ..., 2k.

Далi, оцiнку âAIT можна подати у виглядi

âAIT =

n∑
i=0

â
(j)
AIT yj .

З урахуванням (16) вона збiгається з (2). �
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РIВНIСТЬ ОЦIНОК МНК ТА ЕЙТКЕНА СТАРШОГО КОЕФIЦIЄНТУ

РАВЕНСТВО ОЦЕНОК МНК И ЭЙТКЕНА СТАРШЕГО
КОЭФФИЦИЕНТА ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ РЕГРЕССИИ В

СЛУЧАЕ КОРРЕЛИРОВАННЫХ ОТКЛОНЕНИЙ

М. Ю. Савкiна
Институт математики НАН Украины, Киев, Украина, E-mail: marta@imath.kiev.ua

Аннотация. В работе изучена регрессионная модель с функцией
вида f(x) = ax + b, где a и b — неизвестные параметры. Пред-
полагается, что ковариационная матрица отклонений является
матрицей Теплица. Приближенные значения (наблюдения) фун-
кции f(x) регистрируются в равноудаленных точек отрезка [0, 1].
В доказанной теореме для случая нечетного количества точек на-
блюдения найдено вид матрицы Теплица, который обеспечивает
равенство оценок МНК и оценки Эйткена параметра a данной
модели. При таком виде ковариационной матрицы отклонений
оценки Эйткена и МНК параметра b не будут совпадать.
Ключевые слова: метод наименьших квадратов, регрессион-
ная модель, оценка Эйткена.
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