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Вступ

Класична теорiя вiдновлення – це область прикладної тео-
рiї ймовiрностей, що має справу з неспадаючими стандартни-
ми випадковими блуканнями та рiзними похiдними процесами
такими, як процес вiдновлення, час першого проходження, пе-
рестриб, недостриб i т.д.

Нехай (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . є незалежними копiями випадко-
вого веткора (ξ, η) iз додатними довiльно залежними коорди-
натами. Випадкова послiдовнiсть S := (Sk)k∈N0

(N0 := N∪{0})
що визначається так

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N,

називається випадковим блуканням, що стартує в нулi. Ви-
падкова послiдовнiсть T := (Tk)k∈N, що визначається так

Tk := Sk−1 + ηk = ξ1 + . . .+ ξk−1 + ηk, k ∈ N,

називається збуреним випадковим блуканням.
Припустимо, що загальний гiллястий процес (вiдомий та-

кож як гiллястий процес Крампа-Мода-Ягерса) породжується
стандартним випадковим блуканняям S(1) := S з невiд’ємними
кроками. Зрозумiло, що випадкова послiдовнiсть S(j), що зада-
ється моментами народження iндивiдуумiв j-го поколiння про-
цесу (j≥2), є набагато складнiшою, нiж стандартне випадкове
блукання S, що задає моменти народження iндивiдуумiв 1-го
поколiння. Природно назвати (S(j))j∈N iтеративним стандар-
тним випадковим блуканням на деревi загального гiллястого
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процесу. У данiй дипломнiй роботi ми дослiджуємо послiдов-
ностi S(j) для j≥2 та деякi похiднi процеси. Нашою головною
метою є отримання аналогiв елементарної теореми вiдновлен-
ня, теореми Блекуелла та ключової теореми вiдновлення, що
є класичними результатами теорiї вiдновлення. Насправдi ми
будемо аналiзувати модель, що є бiльш складною, нiж описа-
но вище. Нами буде розроблено елементи теорiї вiдновлення
для iтеративних збурених випадкових блукань, а не стандар-
тних випадкових блукань, що зробить нашi результати бiльш
загальними.

Покладемо N(t) :=
∑

j≥1 1{Tj≤t} та V (t) := EN(t) для t≥0.
Можна перевiрити, що

V (t) = EU((t− η)+) = (U ∗G)(t)

=

∫
[0, t]

U(t− y)dG(y), t ≥ 0. (1)

де для t ≥ 0 U(t) :=
∑

i≥0 P{Si ≤ t} є функцiєю вiдновлення,
G(t) := P{η ≤ t} та x+ = max {x, 0}. Тут i надалi u∗v позначає
згортку Лебега-Стiлт’єса двох локально обмежених функцiй
u та v, а u∗(j), j ∈ N позначає j-кратну згортку функцiї u з
собою.

Зараз ми надамо бiльше подробиць щодо конструкцiї за-
гального гiллястого процесу у спецiальному випадку, що вiн
породжується збуреним випадковим блуканням T . У початко-
вий момент 0 є одна особа, предок. Предок народжує потом-
ство (перше поколiння) у моменти часу, що задаються послi-
довними елементами T . Iндивiдууми першого поколiння наро-
джують власне потомство, що утворює друге поколiння по-
пуляцiї. Зсуви моментiв народження iндивiдуумiв другого по-
колiння вiдносно моментiв народження їх матерiв задаються
копiями T , при цьому для рiзних матерiв цi копiї незалежнi.
Iндивiдууми другого поколiння народжують iндивiдуумiв тре-
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тього поколiння i т.д. Всi iндивiдууми дiють незалежно один
вiд одного.

У даному дипломi ми розглядаємо лише початковi рiвнi
дерева загального гiллiстого процесу, тобто фiксованi рiвнi
1, 2, . . . з номерами, що не залежать вiд t. Це (частково) по-
яснює назву роботи.

Для t ≥ 0 та j ∈ N позначимо через Nj(t) кiлькiсть iндивi-
дуумiв j-го поколiння з часом народження ≤ t та покладемо
Vj(t) := ENj(t). Зазначимо, що Vj(t) = 0 для t < 0. Таким
чином, N1(t) = N(t), V1(t) = V (t) та

Vj(t) = (Vj−1 ∗ V )(t) =

∫
[0, t]

Vj−1(t− y)dV (y), j ≥ 2, t ≥ 0.

Наведемо базове зображення процесiв Nj := (Nj(t))t≥0, що
демонструє їх властивостi, зокрема, рекурсивну структуру:

Nj(t) =
∑
r≥1

N
(r)
j−1(t− Tr)1{Tr≤t}

=
∑
k≥1

N
(k)
1 (t− T (j−1)

k )1{T (j−1)
k ≤t}, j ≥ 2, t ≥ 0, (2)

де N (r)
j−1 – кiлькiсть нащадкiв iндивiдуума першого поколiн-

ня, народженого у момент Tr, що є представниками j-го по-
колiння, народженими у iнтервалi часу [Tr, t + Tr]; T (j−1) :=

(T
(j−1)
k )k≥1 – занумерованi у деякий спосiб моменти народже-

ння iндивiдуумiв (j − 1)-го поколiння; N (k)
1 (t) – кiлькiсть дi-

тей iндивiдуума (j − 1)-го поколiння, народженого у момент
T

(j−1)
k , що є представниками j-го поколiння, народженими у iн-

тервалi часу [T
(j−1)
k , t + T

(j−1)
k ]. За властивiстю розгалуження

(N
(1)
j−1(t))t≥0, (N

(2)
j−1(t))t≥0, . . . є незалежними копiями N(j−1),

що також не залежать вiд T , а (N
(1)
1 (t))t≥0, (N

(1)
2 (t))t≥0, . . .

є незалежними копiями (N(t))t≥0, що також не залежать вiд
T (j−1).



6

Наведемо обгрунтування доречностi та корисностi введення
поняття iтерованих збурених випадкових блукань.

1. Для кожного цiлого j ≥ 2 послiдовнiсть T (j) i процес Nj є
природними узагальненнями збуреного випадкового блу-
кання T та лiчильного процесу (N(t))t≥0. Цiкаво дослiди-
ти, у якiй мiрi властивостi T та (N(t)) успадковуються T (j)

та Nj. Таким чином, дiяльнiсть, що здiйснюється у данiй
роботi, є частковим розвиненням теорiї вiдновлення для
iтерованих збурених випадкових блукань.

2. Послiдовнiсть (T (j))j∈N є окремим прикладом гiллястого
випадкового блукання, в якому точковий процес, вiдповiд-
альний за перше поколiння, є лiчильним процесом (N(t))t≥0
для збуреного випадкового блукання. В якостi альтерна-
тиви, i це наша переважна точка зору, для j ∈ N, T (j)

можна iнтерпретувати як послiдовнiсть часiв народження
в j-му поколiннi загального гiллястого процесу. Отже, ре-
зультати дипломної роботи сприяють кращому розумiнню
того, як вiдбуваються народження в межах певного поко-
лiння. Будучи вкрай цiкавим питанням для теорiї загаль-
них гiллястих процесiв, ця iнформацiя також проливає свi-
тло на структуру рiвнiв (наборiв вершин, розташованих на
однаковiй вiдстанi вiд кореня) деяких випадкових дерев
(наприклад, випадкових рекурсивних дерев та бiнарного
дерев пошуку), якi можна побудувати як родиннi дерева
загальних гiллястих процесiв, зупинених у належнi випад-
ковi моменти часу.
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Аналоги класичних результатiв те-
орiї вiдновлення для збурених ви-
падкових блукань

У цьому роздiлi ми доведемо аналоги деяких теорем класи-
чної теорiї вiдновлення (див. роздiл Додаток) для збурених
випадкових блукань.

Розпочнемо з аналогу елементарної теореми вiдновлення.

Лема 1. Нехай µ := Eξ <∞. Тодi

lim
t→∞

V (t)

t
=

1

µ
. (3)

Доведення. Нагадаємо позначення G(x) = P(η ≤ x) для x ∈
R. Зрозумiло, що G(x) = 0 для x < 0 внаслiдок додатностi η.
Покладемо T (t) :=

∑
k≥1 1{Sk−1≤t<Sk−1+ηk} для t ≥ 0 та зазна-

чимо, що
V (t) = U(t)− ET (t), t ≥ 0,

де U(t) =
∑

k≥1 P(Sk−1 ≤ t) для t ≥ 0 є функцiєю вiдновлення.
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Знайдемо альтернативне зображення ET (t):

ET (t) =
∑
k≥1

P(Sk−1 ≤ t < Sk−1 + ηk)

=
∑
k≥1

∫
[0,∞)

P(y ≤ t, ηk > t− y|Sk−1 = y)dP(Sk−1 ≤ y)

=
∑
k≥1

∫
[0, t]

P(ηk > t− y)dP(Sk−1 ≤ y)

=
∑
k≥1

∫
[0, t]

(1−G(t− y))dP(Sk−1 ≤ y)

=

∫
[0,t]

(1−G(t− y))dU(y).

Згiдно з елементарною теоремою вiдновлення (теорема 5)

lim
t→∞

U(t)

t
=

1

µ
. (4)

Тому бажаний висновок limt→∞
V (t)

t
=

1

µ
буде зроблено, якщо

ми покажемо, що limt→∞
ET (t)

t
= 0.

Для довiльного фiксованого x ∈ (0, t)

ET (t) =

∫
[0, t−x]

(1−G(t− y))dU(y)

+

∫
(t−x, t]

(1−G(t− y))dU(y)

≤ (1−G(x))U(t− x) + U(t)− U(t− x)

≤ (1−G(x))U(t− x) + U(x).

Для оцiнки iнтегралу
∫
[0, t−x] ми скористалися монотоннiстю

1 − G, а для оцiнки iнтегралу
∫
(t−x, t]) - нерiвнiстю 1 − G ≤ 1,

а потiм субадитивнiстю функцiї вiдновлення U . Застосовуючи
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елементарну теорему вiдновлення (теорема 5), отримуємо

lim
t→∞

ET (t)

t
≤ µ−1(1−G(x)).

Для завершення доведення залишилось спрямувати x → ∞.

Обговоримо швидкiсть збiжностi у граничних спiввiдноше-
ннях (3) та (4). Для подальшого викладення нам необхiдно вiд-
окремити два випадки. Згiдно з означенням 35 у [1] випадкове
блукання (Sn) називається арифметичним або гратчастим,
якщо носiй розподiлу випадкової величини ξ зосереджений на
множинi (nd)n∈N0

для деякого d > 0. Величина d називається
кроком розподiлу ξ. Якщо d є максимальним кроком, тобто но-
сiй розподiлу ξ зосереджений на множинi (nd)n∈N0

та не зосе-
реджений на множинi (nd1)n∈N0

для жодного d1 > d, то випад-
кове блукання називають d-арифметичним. Випадкове блу-
кання (Sn) називають неарифметичним або негратчастим,
якщо воно не є d-арифметичним для жодного d > 0.

Лема 2. Нехай (i) Eξr < ∞ для деякого r ∈ (1, 2], чи (ii)
P{ξ > t} ∼ bt−r при t → ∞ для деякого r ∈ (1, 2) i деякого
b > 0. Тодi

U(t) =
t

µ
+O(t2−r), t→∞, (5)

де µ = Eξ <∞. У випадку (i) коли r ∈ (1, 2), O велике може
бути замiнене на o.

За додаткового припущення E(η ∧ t) = O(t2−r) при t→∞

V (t) =
t

µ
+O(t2−r), t→∞. (6)

Доведення. Спочатку зфокусуємось на доведеннi (5).
Випадок (i). Якщо r = 2, то (5) випливає iз нерiвностi Лор-
дена (формула (25)). Нехай тепер r ∈ (1, 2). Ми не виключаємо
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ситуацiї, у якiй ES∗0 < ∞ або, еквiвалентно, Eξ2 < ∞ (зазна-
чимо, що для p > 1 нерiвностi Eξp < ∞ та E(S∗0)p−1 < ∞ є
еквiвалентними), де S∗0 - випадкова величина, iз розподiлом
(26). При цьому U(t) = µ−1t + O(1) = µ−1t + O(t2−r) при
t → ∞. Отже, далi ми можемо припускати, що ES∗0 = ∞. У
цьому випадку

U(t)− µ−1t =

∫
[0, t]

P{S∗0 > t− y}dU(y)

∼ µ−1
∫ t

0

P{S∗0 > y}dy, t→∞,

де рiвнiсть є еквiвалентною вiдомiй рiвностi EU(t − S∗0) =
µ−1t, t→∞ (див. формулу (27)), а асимптотика випливає iз
теореми 4 у [9]. З нерiвностi E(S∗0)r−1 <∞ випливає спiввiдно-
шення P{S∗0 > t} = o(t1−r), i, отже,

∫ t
0 P{S

∗
0 > y}dy = o(t2−r)

при t→∞.
Випадок (ii), у якому P{S∗0 > t} ∼ b(µ(r − 1))−1t−(r−1) при
t→∞. Як наслiдок,

U(t)− t

µ
∼ 1

µ

∫ t

0

P{S∗0 > y}dy

∼ b

µ2(r − 1)(2− r)
t2−r, t→∞,

що доводить (5). За додаткового припущення, що розподiл ξ
є негратчастим, спiввiдношення (5) також випливає з теореми
2.2 у [7].

Нарештi, спiввiдношення (6) випливає з рiвностi

V (t)− µ−1t =

∫
[0,t]

(U(t− y)− µ−1(t− y))dG(y)− µ−1E(η ∧ t),

оскiльки кожен доданок має асимптотику O(t2−r) згiдно з (5)
та припущенням теореми вiдповiдно.
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Нам також знадобиться нерiвнiсть

V (x+ y)− V (x) ≤ U(y), x, y ∈ R, (7)

що буде вiдiгравати у доведеннях, пов’язаних з V , ту ж роль,
що субадитивнiсть вiдiграє у доведеннях, пов’язаних з U .

Для доведення (7) запишемо для x, y ≥ 0

V (x+ y)− V (x) = E(U(x+ y − η)− U(x− η))1{η≤x}

+ EU(x+ y − η)1{x<η≤x+y}

≤ U(y)(P{η ≤ x}+ P{x < η ≤ x+ y})
≤ U(y), (8)

використавши субадитивнiсть та монотоннiсть U для перед-
останньої нерiвностi. Якщо x, y < 0, то обидвi частини (7)
дорiвнюють нулевi. Нарештi, ми користуємось монотоннiстю
V , щоб дiстатись такого висновку: якщо x < 0 та y ≥ 0, то
V (x + y) − V (x) = V (x + y) ≤ V (y) ≤ U(y); якщо x ≥ 0 та
y < 0, то V (x+ y)− V (x) ≤ 0 = U(y).

Леми 3 та 4 є аналогами теореми Блекуелла (теорема 7) та
ключової теореми вiдновлення (теорема 8) вiдповiдно. Заува-
жимо, що присутнiсть ηk не вiдiграє жодної ролi, i результати
є тими самими, що i для функцiї вiдновлення U .

Лема 3. Нехай h > 0 - фiксоване.
(а) Нехай розподiл ξ негратчастий та µ = Eξ <∞. Тодi

lim
t→∞

(V (t+ h)− V (t)) = µ−1h.

(б) Нехай µ =∞ (припущення негратчастостi ξ не наклада-
ється). Тодi

lim
t→∞

(V (t+ h)− V (t)) = 0. (9)

Доведення. (а) Згiдно з теоремою Блекуелла у негратчастому
випадку (теорема 7)

lim
t→∞

(U(t+ h)− U(t)) = µ−1h. (10)
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З (10) випливає limt→∞(U(t+h−η)−U(t−η))1{η≤t−t1/2} = µ−1h
м.н. Згадуючи (7), ми робимо висновок

lim
t→∞

E(U(t+ h− η)− U(t− η))1{η≤t−t1/2} = µ−1h

згiдно з теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть. Користу-
ючись (7) ще раз, отримуємо

E(U(t+h−η)−U(t−η))1{t−t1/2<η≤t} ≤ U(h)P{t−t1/2 < η ≤ t},

та права частина збiгається до 0 при t→∞. Нарештi, внаслi-
док монотонностi U

EU(t+ h− η)1{t<η≤t+h} ≤ U(h)P{t < η ≤ t+ h},

та права частина збiгається до 0 при t → ∞. Доведення ча-
стини (a) завершується посиланням на першу рiвнiсть у (8) з
x = t та y = h.
(б) Якщо розподiл ξ негратчастий, то за теоремою Блекуелла
(7),

lim
t→∞

(U(t+ h)− U(t)) = 0. (11)

Якщо розподiл ξ - d-арифметичний, тодi, за теоремою Блеку-
елла (6), (11) виконується при h = jd, j ∈ N. Однак, викори-
стовуючи монотоннiсть U , ми можемо переконатися, що (11)
виконується для будь-якого фiксованого h > 0 як у негратча-
стому, так i в гратчастому випадках. Повторюючи аналогiчнi
кроки доведення частини (a), ми приходимо до (9).

Далi нам знадобиться поняття безпосередньої iнтегровно-
стi за Рiманом.

Кажуть, що функцiя f : R+ → R+ є безпосередньо iнте-
гровною за Рiманом на [0,∞), якщо
(a) σ(h) <∞ для кожного h > 0 та
(b) limh↓0(σ(h)− σ(h)) = 0, де

σ := h
∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) та σ := h
∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y).
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Подiбним чином функцiя f : R+ → R+ є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на (−∞, 0] або на R, якщо
(a1)

∑
n≤0 sup(n−1)h≤y<nh f(y) <∞ для кожного h > 0 та

(b1) limh↓0 h
∑

n≤0(sup(n−1)h≤y<nh f(y)−inf(n−1)h≤y<nh f(y)) = 0
або
(a2)

∑
n∈Z sup(n−1)h≤y<nh f(y) <∞ для кожного h > 0 та

(b2) limh↓0 h
∑

n∈Z(sup(n−1)h≤y<nh f(y)−inf(n−1)h≤y<nh f(y)) = 0

Лема 4. Нехай f : R → R є безпосередньо iнтегровною за
Рiманом функцiєю (dRi) на R.
(a) Нехай µ <∞ та розподiл ξ неарифметичний. Тодi

lim
t→∞

∫
[0,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫
R
f(y)dy.

(b) Нехай µ = ∞ (припущення негратчастостi ξ не накла-
дається). Тодi

lim
t→∞

∫
[0,∞)

f(t− y)dV (y) = 0.

Якщо f є dRi на [0,∞) чи (−∞, 0], тодi промiжок iнтегру-
вання [0,∞) та R слiд замiнити на [0, t] та [0,∞) чи [t,∞)
та (−∞, 0], вiдповiдно.

Доведення. (a) Ми доводимо твердження користуючись лише
припущенням про те, що функцiя f є dRi на R, що еквiвален-
тно - f+ та f− (невiд’ємна та недодатня частини функцiї f) є
dRi на R. Тому, ми припускаємо, що f ≥ 0 на R. Очевидно,
достатньо показати, що

lim
t→∞

∫
[0,t]

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫ ∞

0

f(y)dy

та

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.
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Доведення першого спiввiдношення наведено на ст. 241-242
у [8] iз замiною V на U . Ми перевiримо лише друге спiввiдно-
шення, спираючись на доведення Резнiка.

Ми пройдемо три етапи, послiдовно ускладнюючи структу-
ру функцiї f .
Крок 1. Припустимо спочатку, що

f(t) = 1[(n−1)h,nh)(t), t < 0

для фiксованого невiд’ємного цiлого числа n та h > 0. Тодi
f(t− y) = 1, тодi, i тiльки тодi, коли y ∈ (t− nh, t− (n− 1)h],
що тягне за собою

lim
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = V (t− (n− 1)h)− V (t− nh).

За лемою 6(a), остання рiзниця прямує до µ−1h при t → ∞,
що, тим самим, доводить

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1h = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.

Крок 2. Припустимо тепер, що

f(t) =
∑
n≤0

cn1[(n−1)h,nh)(t), t < 0,

де (cn)n≤0 послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задовiльняє∑
n≤0 cn < ∞. Аналогiчно дiям, наведеними на попередньому

кроцi, ми стверджуємо∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) =
∑
n≤0

cn(V (t− (n− 1)h)− V (t− nh)).

Користуючись лемою 6(a) разом iз (7), за теоремою Лебега
про мажоровану збiжнiсть, робимо висновок, що

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y) = µ−1h
∑
n≤0

cn = µ−1
∫ 0

−∞
f(y)dy.
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Крок 3. Нехай тепер f - довiльна невiд’ємна dRi функцiя на
R (насправдi, для даного доведення достатньо dRi функцiї на
(∞, 0)). Для кожного h > 0, покладемо

f̄h(t) :=
∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h,nh)(t), t < 0

та

fh(t) :=
∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h,nh)(t), t < 0.

За визначенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом,∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞ та
∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞

для кожного h > 0. Таким чином, функцiї f̄h та fh мають таку
ж структуру, як i функцiї на Кроцi 2. Згiдно з результатами
Кроку 2,

lim
t→∞

∫
(t,∞)

f̄h(t−y)dV (y) = µ−1h
∑
n≤0

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) =: µ−1σ̄(h)

та

lim
t→∞

∫
(t,∞)

fh(t− y)dV (y) = µ−1h
∑
n≤0

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) =: µ−1σ(h)

для всiх h > 0. Отже, для кожного h>0,

fh(t) ≤ f(t) ≤ f̄h(t), t < 0,
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слiдує

µ−1σ(h) = lim inf
t→∞

∫
(t,∞)

fh(t− y)dV (y)

≤ lim inf
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y)

≤ lim sup
t→∞

∫
(t,∞)

f(t− y)dV (y)

≤ lim sup
t→∞

∫
(t,∞)

f̄h(t− y)dV (y)

= µ−1σ̄(h).

За визначенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом,
limh→0+(σ̄(h) − σ(h)) = 0. Також вiдомо, що limh→0+ σ̄(h) =∫ 0

−∞ f(y)dy. Спрямовуючи h → 0+ в останньому ланцюжку
нерiвностей завершує доведення частини (a).
(b) Користуючись лемою 3(b) та повторивши кроки доведення
леми 4(a) отримує доведення леми 4(b).

Iнодi трапляється так, що асимптотика леми 4 не потрiбна.
У цiй ситуацiї може бути достатньо наведеної нижче бiльш
слабкої версiї, запозиченої з леми 9.1 у [6].

Лема 5. Нехай f : R→ [0,∞) – dRi функцiя на R. Тодi для
деякого r > 0 та усiх x ∈ R∫

[0,∞)

f(x− y)dV (y) ≤ r. (12)

Якщо f є dRi на [0,∞) чи (−∞, 0], тодi промiжок iнтегру-
вання [0,∞) можна замiнити на [0, x] чи [x,∞). При цьому
(12) справджується для усiх x ≥ 0 чи усiх x ≤ 0 вiдповiдно.
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Основнi результати

Розпочнемо з аналога елементарної теореми вiдновлення для
Vj у початкових рiвнях.

Лема 6. Припустимо, що µ = Eξ < ∞. Тодi, для деякого
фiксованого j ∈ N,

lim
t→∞

Vj(t)

tj
=

1

j!µj
:= cj. (13)

Доведення. Найпростiший спосiб доведення цього твердження
є використання перетворення Лапласа. Дiйсно, для фiксова-
ного j ∈ N∫

[0,∞)

e−stdVj(t) = (
Ee−sη

1− Ee−sη
)j ∼ 1

µjsj
, s→ 0 + .

За теоремою Карамата (теорема 1.7.1 в [3]) спiввiдношення
(13) виконується.

Теорема 1. Нехай розподiл ξ є неарифметичним та Eξ2 <∞
i Eη <∞. Тодi для будь-якого фiксованого j ∈ N

Vj(t)−
tj

j!µj
∼ cjtj−1

(j − 1)!µj−1
, t→∞, (14)

де µ = Eξ <∞ та c := µ−1(Eξ2/(2µ)− Eη) ∈ R.

Доведення. Для доведення теореми використаємо iндукцiю по
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j. Покладемо j = 1. Тодi

V (t)− µ−1t =

∫
[0,t]

(U(t− y)− µ−1(t− y))dG(y)

− µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy. (15)

Очевидно, другий доданок збiгається до −µ−1Eη при t →
∞. Згiдно з формулою (28)

lim
t→∞

(U(t)− µ−1t) = (2µ2)−1Eξ2 =: b.

Разом iз нерiвнiстю Лордена (8), за теоремою Лебега про ма-
жоровану збiжнiсть, перший вираз у (15) збiгається до b при
t→∞. Отже, база iндукцiї доведена.

Припустимо тепер, що (14) справджується для j = k. Згi-
дно з (14) для j = 1, для будь-якого ε > 0 iснує t0 > 0, таке,
що

|V (t)− µ−1t− c| ≤ ε (16)
для будь-якого t ≥ t0. Запишемо, для t ≥ t0,

Vk+1(t) −
tk+1

(k + 1)!µk+1

=

∫
[0,t−t0]

(V (t− y)− µ−1(t− y))dVk(y)

+

∫
(t−t0,t]

(V (t− y)− µ−1(t− y))dVk(y)

+ µ−1
∫ t

0

(Vk(y)− yk

k!µk
)dy = I1(t) + I2(t) + I3(t).

З (12),

(c− ε)Vk(t− t0) ≤ I1(t) ≤ (c+ ε)Vk(t− t0),

де, за лемою 6
c− ε
k!µk

≤ lim inf
t→∞

I1(t)

tk
≤ lim sup

t→∞

I1(t)

tk
≤ c+ ε

k!µk
.
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Користуючись нерiвнiстю Лордена (8) ми отримуємо |I2(t)| ≤
cL(Vk(t)−Vk(t−t0)) для будь-якого t ≥ t0, де cL = max(c0, µ

−1Eη)
та, згiдно з припущенням (2), limt→∞ t

−kI2(t) = 0. Спрямував-
ши ε→ 0+ та скориставшись останньою формулою, маємо

I1(t) + I2(t) ∼
ctk

k!µk
.

Зрештою, за припущенням iндукцiї та правила Лапiталя

I3(t) ∼
ctk

(k − 1)!µk
, t→∞.

Поєднавши все разом, ми доводимо (14) для j = k + 1.

Наведемо аналог теореми Блекуелла для Vj у початкових
рiвнях.

Теорема 2. Нехай ξ має неарифметичний розподiл та µ =
Eξ <∞. Тодi для фiксованих j ∈ N та h > 0

Vj(t+ h)− Vj(t) ∼
htj−1

(j − 1)!µj
, t→∞. (17)

Доведення. При j = 1, спiввiдношення (17) виконується згiдно
з лемою 3(a). Запишемо

Vj(t+ h)− Vj(t) =

∫
[0,t]

(V (t+ h− y)− V (t− y))dVj−1(y)

+

∫
(t,t+h]

V (t+ h− y)dVj−1(y)

=: Aj(t) +Bj(t).

Покажемо спочатку, що внесок Bj(t) є несуттєвим. Дiйсно, ко-
ристуючись монотоннiстю V та limt→∞(Vj(t + h)/Vj(t)) = 1
(див. лему 6), отримуємо

Bj(t) ≤ V (h)(Vj−1(t+ h)− Vj−1(t)) = o(Vj−1(t)), t→∞.
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Згiдно з лемою 3(a) при будь-якому ε > 0 iснує t0 > 0 таке,
що

|V (t+ h)− V (t)− µ−1h| ≤ ε

при t ≥ t0. Тому маємо для t ≥ t0

Aj(t) =

∫
[0,t−t0]

(V (t+ h− y)− V (t− y))dVj−1(y)

+

∫
(t−t0,t]

V (t+ h− y)dVj−1(y) =: Aj,1(t) + Aj,2(t).

Аналогiчно мiркуванням, пов’язаним з Bj(t), ми робимо ви-
сновок, щоAj,2(t) = o(Vj−1(t)). ДалiAj,1(t) ≤ (µ−1h+ε)Vj−1(t−
t0), де

lim sup
t→∞

(Aj(t)/Vj−1(t)) ≤ µ−1h.

Аналогiчнi викладки доводять обернену нерiвнiсть для ни-
жньої границi. Залишається лише скористатись лемою 6. На
цьому доведення теореми 2 завершено.

Наведемо посилений закон великих чисел для Nj у поча-
ткових рiвнях.

Теорема 3. Нехай µ = Eξ <∞. Тодi для фiксованого j ∈ N

lim
t→∞

Nj(t)

tj
=

1

µjj!
м.н. (18)

Для доведення теореми нам знадобиться допомiжний ре-
зультат.

Лема 7. Нехай µ = Eξ <∞. Тодi

lim
t→∞

E(N(t))2

t2
=

1

µ2
.

Доведення. Спiввiдношення

lim inf
t→∞

E(N(t))2

t2
≥ 1

µ2
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випливає з E(N(t))2 ≥ (V (t))2 та припущення 6. Обернена
нерiвнiсть для верхньої границi слiдує iз такої нерiвностi

N(t) ≤ ν(t) =
∑
i≥0

1{Si≤t}, t ≥ 0 м.н.

та limt→∞ t
−2E(ν(t))2 = µ−2 (див. теорему 5.1 (ii) на с. 57 у

[5]).

Доведення теореми 3. Доводити будемо за математичною iн-
дукцiєю. При j = 1 (18) виконується згiдно з формулою (24)
у [2]. Припускаючи, що (18) виконується для j = k, ми пока-
жемо, що рiвнiсть виконується i для j = k+ 1. Скористаємось
таким представленням

Nk+1(t) =
∑
k≥1

(N
(r)
1 (t− T (k)

r )− V (t− T (k)
r ))1{T (k)

r ≤t}

+

∫
[0, t]

V (t− y)dNk(y), t ≥ 0. (19)

Згiдно з випадком j = 1 формули (13), для будь-якого ε >
0, iснує t0 > 0, таке, що |t−1V (t) − c1| ≤ ε при t ≥ t0. За
припущенням iндукцiї маємо∫

(t−t0,t]
V (t− y)dNk(y) ≤ V (t0)(Nk(t)−Nk(t− t0))

= o(tk) м.н. при t→∞.

Аналогiчно∫
(t−t0,t]

(t− y)dNk(y) = o(tk) м.н. при t→∞.
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Далi∫
[0,t−t0]

V (t− y)dNk(y) ≥ (c1 − ε)
∫
[0,t−t0]

(t− y)dNk(y)

≥ (c1 − ε)(
∫
[0,t]

(t− y)dNk(y)

−
∫
(t−t0,t]

(t− y)dNk(y)).

Скориставшись тим, що
∫
[0,t](t−y)dNk(y) =

∫ t
0 Nk(y)dy, та пра-

вилом Лапiталя у поєднаннi iз припущенням iндукцiї, робимо
висновок

lim
t→∞

∫
[0,t](t− y)dNk(y)

tk+1
=

1

µk(k + 1)!
м.н.

Поєднуючи усе разом, отримуємо

lim inf
t→∞

∫
[0,t] V (t− y)dNk(y)

tk+1
≥ 1

µk+1(k + 1)!
м.н.

Обернена нерiвнiсть для верхньої границi випливає аналогi-
чно. Отже,

lim
t→∞

∫
[0,t] V (t− y)dNk(y)

tk+1
=

1

µk+1(k + 1)!
м.н. (20)

Далi

E(
∑

r≥1 (N (r)(t− Tr,k)− V (t− Tr,k))1{Tr,k≤t})
2

=
∑
r≥1

E(N (r)(t− Tr,k)− V (t− Tr,k))21{Tr,k≤t}

≤
∫
[0,t]

E(N(t− y))2dVk(y)

≤ E(N(t))2Vk(t) = O(tk+2), t→∞,
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де ми скористалися монотоннiстю t 7→ E(N(t))2 для остан-
ньої нерiвностi та лемами 6 i 7 для останньої рiвностi. Тепер,
скориставшись нерiвнiстю Маркова та лемою Бореля-Кантелi
(твердження 9), отримуємо

lim
n→∞

∑
r≥1(N

(r)(n2 − Tr,k)− V (n2 − Tr,k))1{Tr,k≤n2}
n2(k+1)

= 0 м.н.
(21)

(n прямує до ∞ по натуральних числах). Це разом iз (20) дає

lim
n→∞

Nk+1(n
2)

n2(k+1)
=

1

µk+1(k + 1)!
м.н.

Спрямувавши t до ∞, ми отримаємо

lim
t→∞

Nk+1(t)

tk+1

1

µk+1(k + 1)!
м.н.,

довiвши тим самим крок iндукцiї. На цьому доведення теореми
3 завершується.

Наведемо аналог ключової теореми вiдновлення для Vj у
почакових рiвнях.

Теорема 4. Нехай f : [0,∞) → [0,∞) – безпосередньо iн-
тегровна за Рiманом функцiя на [0,∞). Також вважаємо
розподiл ξ неарифметичним та µ = Eξ < ∞. Тодi для фi-
ксованого j ∈ N

(f ∗ Vj)(t) =

∫
[0,t]

f(t− y)dVj(y)

∼ (
1

µ

∫ ∞

0

f(y)dy)Vj−1(t)

∼
∫ ∞

0

f(y)dy
tj−1

(j − 1)!µj
, t→∞ (22)

Доведення. Для t ≥ 0 покладемо g(t) :=
∫
[0,t] f(t− y)dV (y) та

I := µ−1
∫∞
0 f(y)dy. Згiдно з лемою 4(a) для будь-якого ε > 0
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iснує t0 > 0 таке, що |g(t) − I| ≤ ε, t ≥ t0. Також згiдно з
лемою 5 g(t) ≤ J для деякого J > 0 та всiх t ≥ 0. Отже, для
t ≥ t0

(f ∗ Vj)(t) = (g ∗ Vj−1)(t) =

∫
[0.t]

g(t− y)dVj−1(y)

=

∫
[0,t−t0]

g(t− y)dVj−1(y) +

∫
(t−t0,t]

g(t− y)dVj−1(y)

≤ (I + ε)Vj−1(t) + J(Vj−1(t)− Vj−1(t− t0)). (23)

Ми стверджуємо, що

lim
t→∞

Vj−1(t)− Vj−1(t− t0)
Vj−1(t)

= 0. (24)

Граничне спiввiдношення (24) виконується згiдно з лемою 6.
Тому, поєднавши разом (23) та (24), отримаємо

lim sup
t→∞

(f ∗ Vj)(t)
Vj−1(t)

≤ I.

Аналогiчно випливає обернена нерiвнiсть для нижньої грани-
цi. На цьому доведення теореми завершено.



25

Висновки

Головна iнтелектуальна цiннiсть даної роботи – отримання
аналогiв класичних результатiв теорiї вiдновлення, а саме еле-
ментарної теореми вiдновлення, теореми Блекуелла та ключо-
вої теореми вiдновлення, для iтеративних збурених випадко-
вих блукань. Встановленi у роботi результати сприяють кра-
щому розумiнню того, як вiдбуваються народження в межах
певного поколiння загального гiллястого процесу, породжено-
го збуреним випадковим блуканням. Будучи вкрай цiкавим пи-
танням для теорiї загальних гiллястих процесiв, ця iнформацiя
також проливає свiтло на структуру рiвнiв деяких випадкових
дерев (наприклад, випадкових рекурсивних дерев та бiнарно-
го дерев пошуку), якi можна побудувати як родиннi дерева
загальних гiллястих процесiв, зупинених у належнi випадковi
моменти часу.
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Додаток

Тут ми наведемо деякi теореми класичної теорiї вiдновлення,
аналоги яких ми отримали у данiй роботi.

Теорема 5 (елементарна теорема вiдновлення). Нехай µ =
Eξ ∈ (0,∞]. Для функцiї вiдновлення U виконується спiввiд-
ношення

lim
t→∞

U(t)

t
=

1

µ
.

При цьому запис
1

∞
iнтерпретується як 0.

(Доведення теореми 5 можно знайти на с. 18 у [1]).

Теорема 6 (теорема Блекуелла – гратчастий випадок). Якщо
випадкове блукання є d-арифметичним, то∑
k≥0

P{Sk = nd} = U(nd)− U((n− 1)d) → d

µ
, n→∞,

де µ = Eξ ∈ (0,∞]. Еквiвалентно

lim
t→∞

(U(t)− U(t− h)) =
h

µ

для довiльного фiксованого h = id, i ∈ N.

(Доведення теореми 6 можна знайти на с. 28 у [1]).
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Теорема 7 (теорема Блекуелла – негратчастий випадок).
Якщо випадкове блукання є неарифметичним, то для довiль-
ного фiксованого h > 0

lim
x→∞

(U(x+ h)− U(x)) =
h

µ
,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].

(Доведення теореми 7 можна знайти на с. 32 у [1]).

Теорема 8 (ключова теорема вiдновлення – негратчастий
випадок). Якщо випадкове блукання є неарифметичним, а фун-
кцiя f : R+ → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом
на R+, то

lim
x→∞

∫
[0,x]

f(x− y)dU(y) = µ−1
∫ ∞

0

f(y)dy,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].

(Доведення теореми 8 можна знайти на с. 50 у [1]).
Нерiвнiсть (25), наведена нижче, називається нерiвнiстю

Лордена.

Твердження 8. Нехай U – функцiя вiдновлення (Sn)n∈N0
та

Eξ2 <∞. Тодi

U(t)− µ−1t ≤ c0, t ≥ 0, (25)

де c0 := Eξ2/µ2 та µ = Eξ <∞.

Доведення нерiвностi Лордена у припущеннi, що розподiл
ξ є неарифметичним, мiститься у статтi [4]. Нехай S∗0 - випад-
кова величина з розподiлом

P{S∗0 ∈ dx} = µ−1P{ξ > x}1(0,∞)(x)dx. (26)

Основна формула (2) iз статтi [4], яка стверджує

EU(t− S∗0) = µ−1t, t ≥ 0, (27)
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також виконується i у арифметичному випадку. Тому, твер-
дження iз [4] доводить формулу (25) як у неарифметичному,
так i у арифметичному випадках. Також зазначимо, що

lim
t→∞

(U(t)− µ−1t) =
Eξ2

2µ2
(28)

за умови, що розподiл ξ є неарифметичним, та Eξ2 <∞.
Оскiльки V (t) ≤ U(t) при t ≥ 0, то

V (t)− µ−1t ≤ c0, t ≥ 0. (29)

З iншої сторони, припускаючи, що Eη < ∞ (припущення
Eξ2 не накладається),

V (t)− µ−1t =

∫
[0,t]

(U(t− y)− µ−1(t− y))dG(y)

= µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy ≥ −µ−1
∫ t

0

(1−G(y))dy

≥ −µ−1Eη

скориставшись U(t) ≥ µ−1t для t ≥ 0, що є наслiдком тотожно-
стi Вальда t ≤ ESv(t) = µU(t), де v(t) := inf{k ∈ N : Sk > t}
для t ≥ 0. Отже, ми показали, що за припущення Eξ2 <∞ та
Eη <∞,

|V (t)− µ−1t| ≤ cL, t ≥ 0, (30)

де cL = max(c0, µ
−1Eη).

Наведене нижче твердження, що називається лемою Бореля-
Кантеллi, є одним з ключових результатiв теорiї ймовiрно-
стей.

Теорема 9. Якщо (An)n∈N є послiдовнiстю випадкових подiй
таких, що

∑
n≥1 P(An) < ∞, то P{An н.ч.} = 0. Якщо ви-

падковi подiї (An)n∈N є незалежними та
∑

n≥1 P(An) = ∞,
то P{An..} = 1.

(Доведення твердження 9 можна знайти на с. 110 у [1]).


