
Журнал обчислювальної та 2022, № 2
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 517.9
MSC 45D05, 45K05, 35L99

WELL-POSEDNESS OF A DIRICHLET PROBLEM FOR A
HYPERBOLIC TYPE INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION

A. Anikushyn, O. Zhyvolovych
Faculty of Computer Science and Cybernetics, Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, Ukraine, E-mail: anik_andrii@ukr.net

КОРЕКТНIСТЬ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ ДЛЯ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ

А. В. Анiкушин, О. Є. Живолович

Факультет комп’ютерних наук та кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, Київ, Україна, E-mail: anik_andrii@ukr.net

Abstract. In the paper we consider a Dirichlet problem for an
integro-differential equation with Volterra type integral term. Provi-
ng a priori estimates for the differential and integral parts, we provide
negative norms’ a priori estimates for the operator of the problem.
Based on the latest, we formulate theorems regarding the well-posed-
ness of the formulated boundary value problem.
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Анотацiя. В статтi застосовано метод апрiорних оцiнок в не-
гативних нормах для доведення коректностi постановки задачi
Дiрiхле для iнтегро-диференцiального рiвняння з iнтегральним
доданком типу Вольтерра. Доведено апрiорнi оцiнки для дифе-
ренцiальної та iнтегральної частин. Сформульовано теореми уза-
гальненої розв’язностi.
Ключовi слова: Iнтегро-диференцiальне рiвняння, гiперболi-
чне рiвняння, оператор Вольтерра, узагальнена розв’язнiсть, апрi-
орнi оцiнки

Вступ

У обмеженiй цилiндричнiй просторово-часовiй областi розглянемо початко-
во-крайову задачу Дiрiхле для гiперболiчного диференцiального рiвняння

Lu =
∂2u

∂t2
+Au = f,

де оператор A не залежить вiд змiнної t i задається елiптичним диферен-
цiальним виразом другого порядку.
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У роботi [1] для оператору вказаної задачi було отримано апрiорнi оцiнки
в негативних нормах у деякiй шкалi просторiв Hk, Sk, V k. Як наслiдок,
доведно коректнiсть постановки вiдповiдної початково крайової задачi та
розглянуто питання керованостi.

Вiдзначимо, що апрiорнi нерiвностi було отримано явно тiльки для однiєї
трiйки просторiв. Для усiх iнших трiйок шкали нерiвностi було доведено
за допомогою граничного переходу.

Пiсля цього у статтi [2] автором було встановлено аналогiчнi теореми
узагальненої розв’язностi для iнтегро-диференцiального рiвняння

Lu =
∂2u

∂t2
+Au+Bu = f.

Тут оператор B є iнтегральним оператором Вольтера

Bu =

∫ t

0

n∑
i=1

Ki(t, τ)uxixi(x, τ)dτ.

У цитованiй роботi використовуються оцiнки, отриманi в [1] для "дифе-
ренцiальної" частини utt + Au та доведено новi оцiнки для iнтегральної
частини Bu у фiксованiй трiйцi просторiв

S1, V 0, H2.

У роботi [3] авторами було показано як розширити результати [2] на
iншу трiйку просторiв. Зокрема, було показано, що теореми узагальненої
розв’язностi залишаються вiрними i для трiйки

S1, V 0, H2.

Вiдзначимо, що для того аби застосувати пiдхiд з [3] авторам довелося
передовести явним чином апрiорнi нерiвностi в негативних нормах для ди-
ференцiальної частини оператора, на противагу доведенню за допомогою
граничного переходу з [1].

Наша робота продовжує дослiдження з [3]. Ми покажемо, що узагаль-
нена постановка для iнтегро-диференцiального рiвняння буде коректною у
ще однiй трiйцi просторiв з [1]. У цiй статтi, як i у цитованих вище дже-
релах, використовується один i той самий пiдхiд до доведення коректностi
постановок початково-крайових задач. А саме метод апрiорних нерiвностей
в негативних нормах [4].

Ця методика була успiшно застосована до багатьох задач з диференцi-
альними операторами в частинних похiдних.

Результати опублiковано у великiй кiлькостi статей та монографiй. Ми
не будемо наводити бiблiографiчнi посилання через рiзноманiстнiсть по-
становок. Натомiсть вiдзначимо, що той самий пiдхiд можна застосовувати
до iнтегро-диференцiальних рiвняннь. Це було зроблено у вже цитованих
роботах [2], [3] для гiперболiчних рiвняннь, а також для елiптичних [5],
параболiчних [6], [7], та деяких спецiальних iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь [8], [9]. Також вiдзначимо монографiю [10] у якiй було зiбрано резуль-
тати в цiй галузi.

Наша робота побудована таким чином:
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– у частинi 1 сформульовано початково-крайову задачу, описано про-
стори у яких вiдбувається дослiдження та наведено допомiжнi те-
хнiчнi твердження;

– у частинi 2 доведено апрiорнi нерiвностi для диференцiальної та
iнтегральної частини рiвняння;

– на основi отриманих оцiнок, у частинi 3 наведено теореми, що по-
казують коректнiсть постановки початково-крайової задачi.

1. Постановка задачi
Розглянемо лiнiйний оператор

Lu =
∂2u

∂t2
+Au+Bu (1)

де u(x, t) — функцiя, що описує стан системи в областi Q = Ω × (0, T ), де
Ω — обмежена область в n-вимiрному просторi з гладкою межею ∂Ω.

Оператор A не залежить вiд змiнної t i задається диференцiальним ви-
разом другого порядку:

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ a(x)u. (2)

Задля спрощення технiчної частини доведень, ми розглядаємо частковий
випадок

aij =

{
ai, i = j;
0, i 6= j.

Тобто

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ai
∂u

∂xi

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ a(x)u (3)

Зауважимо, що тi саме результати будуть справедливi i у випадку рiвно-
мiрно елiптичного оператора.

Оператор B має вигляд:

Bu =

∫ t

0

n∑
i=1

Ki(t, τ)uxixi(x, τ)dτ. (4)

де ядра Ki(t, τ) — неперервнi на [0, T ]2 та неперервно диференцiйовнi за
змiнною τ .

Будемо вважати, що коефiцiєнти ai, bi, a - неперервнi в Ω функцiї, а
також, що всi функцiї ai є строго додатними та вiддiленими вiд нуля сталою
α:

ai(x) ≥ α > 0. (5)
Шукана функцiя u(t, x) задовольняє початковi умови:

u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣
t=0

= 0 (6)

та крайовi умови:
u|∂Ω = 0 (7)
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Так само, як i в роботах [1] та [2] позначимо через L0 множину функцiй
u(t, x) ∈ C∞(Q), що задовольняють такi умови:

u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣
t=0

= . . . = 0, (8)

LT — множина функцiй v(t, x) ∈ C∞(Q), що задовольняють умови:

v|t=T =
∂v

∂t

∣∣
t=T

= . . . = 0. (9)

Застосовуючи формулу iнтегрування частинами i переходячи до поверх-
невих iнтегралiв, неважко впевнитися, що для довiльних гладких в областi
Q функцiй u(t, x) ∈ L0, v(t, x) ∈ LT , f , що задовольняють рiвняння (1), має
мiсце рiвнiсть:

− (ut, vt)L2(Q) +
n∑

i,j=1

(aiuxi , vxi)L2(Q) +
n∑
i=1

(biuxi , v)L2(Q)

+ (au, v)L2(Q) + (B1u, vxi)L2(Q) = (f, v)L2(Q), (10)

де

B1u =

∫ t

0

n∑
i=1

Ki(t, τ)uxi(x, τ)dτ.

Лiва частина рiвностi (10) визначена для довiльних u ∈ H1
0 , v ∈ H1

T . Це
дає можливiсть розглядати лiву частину (10) як визначення оператора

L : H1
0 → (H1

T )∗,

що визначений для усiх u ∈ H1
0 . Легко впевнитися, що L — лiнiйний опе-

ратор.
Та сама лiва частина (10) визначає i лiнiйний спряжений оператор

L∗ : H1
T → (H1

0 )∗,

який формально можна записати у виглядi:

L∗v =
∂2v

∂t2
+A∗v +B∗v, (11)

де

A∗v = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ai(x)

∂v

∂xi

)
−

n∑
i=1

∂

∂xi
(ai(x)v) + a(x)v,

B∗v =

∫ T

t

n∑
i=1

Ki(τ, t)vxixi(x, τ)dτ.

Простори L0, LT будемо вважати областями визначення оператора L та
L∗ вiдповiдно.
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Нехай Hk
0 , V k

0 , Sk0 , Hk
T , S

k
T ,V

k
T , k = 0, 1, 2, 3 — поповнення множини L0,

LT , вiдповiдно, за вiдповiдними нормами:

||u||2
Hk

0
=

∫
Q

(u(k))2 +
n∑
i=1

(u(k−1)
xi )2 dQ,

||u||2
V k
0

= ||u||2
Hk

0
+

n∑
i=1

∫
Ω

(u(k−1)
xi )2|t=T dΩ,

||u||2
Sk
0

= ||u||2
V k
0

+

∫
Ω

(u(k))2|t=T dΩ,

||v||2
Hk

T
=

∫
Q

(v(k))2 +
n∑
i=1

(v(k−1)
xi )2 dQ,

||v||2
V k
T

= ||v||2
Hk

T
+

n∑
i=1

∫
Ω

(v(k−1)
xi )2|t=0 dΩ,

||v||2
Sk
T

= ||v||2
V k
T

+

∫
Ω

(v(k))2|t=0 dΩ.

Верхнiй iндекс у виразах u(k) (v(k)) тут означає k-ту похiдну функцiї u(t, x)
(v(t, x)) за змiнною t. Через (Hk

0 )∗, (V k
0 )∗, (Sk0 )∗, (Hk

T )∗, (V k
T )∗, (SkT )∗ позна-

чимо вiдповiднi спряженi простори.

2. Апрiорнi оцiнки

Розглянемо диференцiальну частину оператора (1). Позначимо її D.
Мiркуючи аналоiчно до робiт [1], [2], [3] легко показати, що мають мiсце

такi теореми:

Теорема 1. Для довiльної функцiї u ∈ L0 має мiсце нерiвнiсть

||Du||(H−1
T )∗ 6 c||u||H3

0
(12)

де c — деяка додатна стала, що не залежить вiд функцiї u(t, x).

Теорема 2. Для довiльної функцiї v ∈ LT має мiсце нерiвнiсть

||D∗u||H3
0
6 c||u||(H3

T )∗ ,

де c — деяка додатна стала, що не залежить вiд функцiї v(t, x).

Зауваження. Вказанi нерiвностi дозволяють продовжити оператори D та
D∗ з множин L0 та LT на простори H3

0 та (H3
T )∗ за неперервнiстю вiдпо-

вiдно. Збережемо за розширеннями операторiв тi самi позначення. Вiдзна-
чимо, що нерiвностi, вказанi в теоремах 1 i 2, будуть справедливi вже для
усiх функцiй u ∈ H3

0 та v ∈ (H3
T )∗ вiдповiдно.

Теорема 3. Для довiльної функцiї u ∈ H3
0 має мiсце нерiвнiсть

c−1||u||S2
0
6 ||Du||(V −1

T )∗ . (13)
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Доведення. Нехай спочатку u ∈ L0. Для доведення нерiвностi (13) розгля-
немо значення функцiонала Du ∈ (H3

T )∗ ⊂ (V 3
T )∗ на елементi v(t, x), де

v(t, x) — розв’язок задачi

u(t, x) =

∫ t

0

∫ ξ

0
eMτ (−v + v)dξdτ. (14)

Тут

v(t, x) =

∫ t

T
v(s, x)ds, v(t, x) =

∫ t

T
v(s, x)ds.

Зазначимо, що

ut =

∫ t

0
eMτ (−v + v)dτ,

utt = eMt(−v + v),

uttt = MeMt(−v + v) + eMt(−v + v),

Розглянемо кожен з доданкiв формули (Du, v)(H3
0 )∗×H3

0
. У першому до-

данку використаємо iнтегрування частинами:

I1 = (utt, v) = −(uttt, v) = M(eMtv, v)−M(eMtv, v) + (eMtv, v)− (eMtv, v).

Маємо

M(eMtv, v) = M

∫
Q
eMtv2 dQ,−(eMtv, v) = −

∫
Q
eMtv2 dQ. (15)

M(eMtv, v) = −M
2

∫
Ω
v

2∣∣
t=0

dΩ− M2

2

∫
Q
eMtv

2
dQ. (16)

(eMtv, v) = −1

2

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ− M

2

∫
Q
eMtv2 dQ. (17)

Беручi до уваги отриманi спiввiдношення (15)–(17) загалом отримаємо

I1 = −(uttt, v) =
M − 2

2

∫
Q
eMtv2 dQ− 1

2

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ+ (18)

+
M

2

∫
Ω
v

2∣∣
t=0

dΩ +
M2

2

∫
Q
eMtv

2
dQ.

Зауважимо, що iз спiввiдношеннь utt = eMt(−v + v) та utt(0, x) = 0
випливає, що v|t=0 = v|t=0. Отже,

I1 =
M − 2

2

∫
Q
eMtv2 dQ+

M − 1

2

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ +
M2

2

∫
Q
eMtv

2
dQ. (19)
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Для другого доданку маємо

I2 =
n∑
i=1

(
− ∂

∂xi
(aiuxi), v

)
=

=
n∑
i=1

∫
Ω
aiv

2
xi |t=0 dΩ +M

n∑
i=1

∫
Q
aie

Mtv
2
xi dQ+

n∑
i=1

∫
Q
aie

Mtv
2
xi dQ.

Звiдки

I2 ≥
n∑
i=1

∫
Ω
aiv

2
xi |t=0 dΩ +M

n∑
i=1

∫
Q
aie

Mtv
2
xi dQ. (20)

Розглядаючи доданок I2 в iнший спосiб ( а саме викоистовуючи спiввiд-
ношення (14) можна отримати загальну оцiнку

I2 = I ′2 = −
n∑
i=1

(aiutxi , vxi − e−Mtuttxi) ≥ (21)

≥
n∑
i=1

α

2

∫
Ω
e−MTu2

txi

∣∣
t=T

dΩ +
αM

2

∫
Q
e−Mtu2

txi dQ−

−
n∑
i=1

C0

2

∫
Q
e−Mtu2

txi + eMtv
2
xi dQ.

Для третього доданку маємо:

I3 =
n∑
i=1

(biuxi , v) =
n∑
i=1

∫
Q
bie

Mtvvxi dQ+
n∑
i=1

∫
Q
bie

Mtvxiv dQ. (22)

Використовуючи нерiвнiсть Кошi, отримаємо

I3 ≥ −
C0

2

n∑
i=1

∫
Q
eMtv2 + eMtv

2
xi dQ− C0

2

n∑
i=1

∫
Q
eMtv

2
xi + eMtv

2
dQ. (23)

I нарештi для четвертого доданку аналогiчно отримуємо нерiвнiсть

I4 ≥ −
C0

2

∫
Q
eMtv2 + eMtv

2
dQ+

∫
Q
aeMtv

2
dQ. (24)

Загалом, додаючи отриманi нерiвностi маємо

(Du, v) = I1 +
1

2
I2 +

1

2
I ′2 + I3 + I4 + I5 ≥

19
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≥ M − 2

2

∫
Q
eMtv2 dQ+

M − 1

2

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ+ (25)

+
M2

2

∫
Q
eMtv

2
dQ+

α

2

n∑
i=1

∫
Ω
v

2
xi |t=0 dΩ+

+
αM

2

n∑
i=1

∫
Q
eMtv

2
xi dQ+

n∑
i=1

α

4

∫
Ω
e−MTu2

txi

∣∣
t=T

dΩ+

+
αM

4

∫
Q
e−Mtu2

txi dQ−
n∑
i=1

C0

2

∫
Q
e−Mtu2

txi + eMtv
2
xi dQ−

− C0

2

n∑
i=1

∫
Q
eMtv2 + eMtv

2
xi dQ− C0

2

n∑
i=1

∫
Q
eMtv

2
xi + eMtv

2
dQ−

− C0

2

∫
Q
eMtv2 + eMtv

2
dQ+

∫
Q
aeMtv

2
dQ.

Тепер нескладно побачити, що можна обрати достатньо велике числоM ,
що

(Du, v) ≥ d
∫
Q
eMtv2 dQ+ d

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ + d

∫
Q
eMtv

2
dQ+ (26)

+ d
n∑
i=1

∫
Ω
v

2
xi |t=0 dΩ + d

n∑
i=1

∫
Q
eMtv

2
xi dQ+

+ d
n∑
i=1

∫
Ω
e−MTu2

txi

∣∣
t=T

dΩ + d
n∑
i=1

∫
Q
e−Mtu2

txi dQ.

Вiдзначимо також, що∫
Q
eMtv2 dQ+

∫
Q
eMtv

2
dQ =

∫
Q
eMt(v2 + v

2
) dQ ≥ 2

∫
Q
eMt(−v + v)2 dQ ≥

≥ 2e−MT

∫
Q

(
eMt(v + v)

)2
dQ = 2e−MT

∫
Q
u2
tt dQ.

Тобто, для деякої сталої c виконується нерiвнiсть

(Du, v) ≥ c(‖u‖2S2
0

+ ‖v‖2
V −1
T

).

Нарештi маємо

‖Du‖(V −1
T )∗‖v‖V −1

T
≥ (Du, v) ≥ c(‖u‖2S2

0
+ ‖v‖2

V −1
T

) ≥ 2c‖u‖S2
0
‖v‖V −1

T
.

Таким чином твердження теореми доведено для всiх u ∈ L0. За допомо-
гою граничного переходу нескладно показати, що вказана нерiвнiсть зали-
шається вiрною для всiх u ∈ H3

0 . �

Розглянемо тепер iнтегральну частину оператора

Bu =

∫ t

0

n∑
i=1

Ki(t, τ)uxixi(x, τ)dτ. (27)
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Шукана функцiя u(t, x) задовольняє початковi умови (6) та крайовi умови
(7), та зазначимо що Ki(t, τ) — двiчi неперервно диференцiйовна функцiя.
Використовуючи iнтегральну нерiвнiсть Кошi–Буняковського та iнтегрую-
чи частинами, можна показати, що має мiсце така теорема:

Теорема 4. Iснує деяка стала cB > 0, що для довiльних функцiй u ∈ S2
0 ,

v ∈ V −1
T i довiльної сталої M > 0 має мiсце нерiвнiсть∣∣(Bu, v)L2

(Q)

∣∣ 6 n∑
i=1

c2
K

(
T

M
+ 1

)∫
Q
e−Mtu2

xi(x, t) dQ+ (28)

+ 2c2
k

∫
Q
u2
txi(x, t) dQ+

1

2

∫
Q
eMtv

2
xi dQ.

Тепер можна поєднати отриманi вище результати i сформулювати два
центральнi твердження.

Теорема 5. Iснує така стала c > 0, що для довiльної функцiї u ∈ H3
0 має

мiсце нерiвнiсть
||Lu||(H−1

T )∗ 6 c||u||H3
0
. (29)

Доведення. Спираючись на теорему 4, iнтегруючи частинами та викори-
стовуючи нерiвнiсть Фрiдрiхса маємо

|(Bu, v)L2
(Q)

)| 6 c||u||H3
0
· ||v||H−1

T
.

Звiдки виводимо нерiвнiсть ||Bu||(H−1
T )∗ 6 c||u||H3

0
, що в купi з ранiше до-

веденою оцiнкою для диференцiальної частини оператора D
||Du||(H−1

T )∗ 6 c||u||H3
0

дає потрiбний результат. �

Теорема 6. Iснує така стала c > 0, що ∀u ∈ H3
0 має мiсце

c−1||u||S2
0
6 ||Lu||(V −1

T )∗ .

Доведення. Спочатку розглянемо значення Lu ∈ (H−1
T )∗ ⊂ (V −1

T )∗ на еле-
ментi v(t, x), де v(t, x) - розв’язок задачi Кошi

u(t, x) =

∫ t

0

∫ ξ

0
eMt(−v + v) dξ dτ, v

∣∣
t=T

= 0.

Попередньо було доведено, що для довiльного d > 0 знайдеться таке число
M , що для диференцiальної частини D оператора має мiсце нерiвнiсть:

(Du, v)V −1
T
>d
∫
Q
eMtv2 dQ+ d

∫
Ω
v2
∣∣
t=0

dΩ + d

∫
Q
eMtv

2
dQ+ (30)

+ d

n∑
i=1

∫
Ω
v

2
xi |t=0 dΩ + d

n∑
i=1

∫
Q
eMtv

2
xi dQ+

+ d
n∑
i=1

∫
Ω
e−MTu2

txi

∣∣
t=T

dΩ + d

n∑
i=1

∫
Q
e−Mtu2

txi dQ.
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З теореми 4 вiдомо, що

∣∣(Bu, v)L2
(Q)

∣∣ 6 n∑
i=1

2c2
k

( T
M

+ 1
) ∫

Q
e−Mtu2

xi dQ+ 2c2
k

∫
Q
u2
txi dQ+

+
1

2

∫
Q
e−Mtv

2
xi dQ.

Тому, обравши d > cB отримуємо, що для деякої сталої c > 0 має мiсце:

(Lu, v)V −1
T
> c−1(||u||2S2

0
+ ||v||2

V −1
T

) ≥ 2c−1||u||S2
0
· ||v||V −1

T
.

Звiдки i випливає твердження теореми. �

3. Узагальненна розв’язнiсть

Для задачi

Lu = F, F ∈ (V −1
T )∗ (31)

визначимо її розв’язок u(x, t) ∈ H3
0 таким чином:

Означення 1. Функцiя u(x, t) з простору H3
0 називається (слабким) роз-

в’язком задачi (31), якщо iснує послiдовнiсть функцiй ui(x, t) ∈ L0 така,
що ||u− ui||S2

0
→ 0, ||Lui − F ||(V −1

T )∗ → 0, i→∞.

Зауваження. Можна розглянути спряжену задачу, для якої розв’язки ви-
значаються аналогiчним чином.

Заключнi теореми ми формулуюємо спираючись на класичнi роботи [4].
[11] та ранiше доведенi (у теоремах 5 та 6) нерiвностi:{

c−1||u||S2
0
6 ||Lu||(V −1

T )∗ 6 c1||u||H3
0
;

c−1||v||(S2
T )∗ 6 ||L∗u||V −1

0
6 c||v||(H3

T )∗ .

Теорема 7. Для довiльного F ∈ (V −1
T )∗ iснує єдиний (слабкий) розв’язок

u(x, t) задачi (31).

Теорема 8. Нехай u(x, t) – розв’язок задачi (31), в сенсi означення 1. Тодi
справедлива оцiнка

||u||H3
0
6 c||F ||(V −1

T )∗ .

де стала c, що не залежить вiд F .

Зауваження. Для спряженої задачi можуть бути сформульованi аналогiчнi
теореми.
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