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Abstract. The paper considers several methods of analyzing oppor-
tunities for optimizing supply chains. An iterative method of find-
ing the optimal structure is proposed, considering the power of the
supply chain links and the capacity of the paths between them. The
theorem on the value of the maximum flow in the combined path
is proved. A numerical simulation of the operation of the proposed
algorithm for finding directions for the optimization of the network
structure was performed.
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Анотацiя. В роботi розглянуто декiлька методiв аналiзу можли-
востей для оптимiзацiї ланцюгiв постачання. Запропоновано iте-
рацiйний метод пошуку оптимальної структури з урахуванням
потужностi ланок ланцюгiв постачання та пропускної здатностi
шляхiв мiж ними. Доведено теорему про величину максимально-
го потоку в об’єднаному шляху. Виконано чисельне моделювання
роботи запропонованого алгоритму пошуку напрямiв для опти-
мiзацiї структури мережи.
Ключовi слова: ланцюг постачання, максимальний потiк, мiнi-
мальний розрiз, пропускна здатнiсть, алгоритм Форда–Фалкер-
сона.

Вступ

Ланцюг постачання — це складна динамiчна система, що виконує фун-
кцiю забезпечення виробництва певними матерiальними та нематерiаль-
ними ресурсами. Якiсть управлiння ланцюгами постачання безпосередньо
впливає на конкурентоспроможнiсть органiзацiї [1].
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В процесi планування ланцюгiв постачання однiєю з важливих тем є
визначення пропускної здатностi ланок на кожному етапi постачання. Ма-
ксимальний потiк [2] кожної ланки впливає на можливiсть своєчасного ви-
конання плану, термiни обробки завдань, доступнiсть послуг та товарiв та
визначення оптимального плану розмiщення виробництва. Для проекту-
вання мережи, де задiянi всi промiжнi пункти [3], доцiльно використову-
вати графовi методи, якi дозволяють наглядно продемонструвати зв’язок
мiж парами певних заданих об’єктiв [4] та визначити оптимальних шлях
ресурсiв [5].

Для проєктування i аналiзу мережи необхiдно знайти баланс в мето-
дах, якi плануються використовувати. Алгоритми повиннi надавати точну
i повну iнформацiю, але не бути занадто вимогливими до ресурсiв, та рiвню
пiдготовки користувачiв [6].

1. Постановка задачi

Припустимо, що структурнi компоненти ланцюга постачання (ланки)
— це множина вершин графа G(X,E) [7]. З урахуванням основних фун-
кцiй ланок (вершин), вершини розподiленi на три умовнi групи: виробни-
ки (джерела)

{
xi ∈ Xp|Xp ⊆ X, i = 0, p

}
; мережа забезпечення потоку вiд

виробника до споживача (логiстична)
{
xi ∈ Xc|Xc ⊆ X, i = p+ 1, n− 1

}
;

кiнцевий споживач (стiк) xn ∈ X. Вiдповiдно, граф G(X,E) є об’єднанням
множин Xp∪Xs∪xn, пов’язаних множиною ребер ei ∈ E(G). Припущення
щодо неорiєнтованого графа зроблено з урахуванням можливостi зворо-
тного потоку товару вiд кiнцевого споживача до виробника, яке є доволi
частим явищем на ринку харчової промисловостi. Також доцiльно розгля-
дати як неорiєнтований граф «логiстичну мережу», що дозволяє перероз-
подiляти потiк мiж вершинами в процесi постачання вiд виробника до кiн-
цевого споживача. Пiд кiнцевим споживачем мається на увазi органiзацiя,
яка консолiдує потоки товарiв або послуг для власної потреби.

Продуктивнiсть ланцюга постачання залежить вiд обмежень кожного з
компонентiв трьох груп. Будь яка система постачання першочергово прое-
ктується виходячи з потужностi генерувати потiк виробниками, якi є пер-
шими ланками ланцюга постачання — джерела Xp, тобто наявностi вiльно-
го об’єму товару на ринку. Обмеження щодо потреби кiнцевого споживача
xn визначає особа, яка приймає рiшення, враховуючи обмеження щодо на-
явностi товару на ринку та можливостей логiстичної мережи Xc. Врахову-
ючи вищезазначене, найбiльшу увагу при управлiннi ланцюгами постача-
ння вимагає управлiння логiстичною мережею, яка безпосередньо впливає
на можливiсть постачати необхiдний товар або послуги до кiнцевого спожи-
вача з узгодженими параметрами: якiсть, вартiсть, термiни, об’єм та iнше.
Отже в подальшому увага буде сконцентрована на дослiдженнi процесу
управлiння максимальним потоком логiстичної мережи. Цiльова функцiя
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управлiння сегментом «логiстична мережа» полягає в балансуваннi пропу-
скної здатностi ланок в ланцюзi постачання:

exf (xi) =

∣∣∣∣∣∑
i

f(xij)−
∑
k

f(xjk)

∣∣∣∣∣→ min, (1)

за обмеженнями: ∑
i

f(xij) =
∑
k

f(xjk), (2)

f(xij) + f(xjk) ≤ ν(xi), (3)
0 ≤ f(xi), i ∈ I, (4)

де exf (xi) — надлишок пропускної здатностi вершини xi, f(xij) — вихiдний
потiк у вершинi xi, f(xij) =

∑
i
eij , f(xjk) — потiк, що заходить у вершину

xi, ν(xi) — пропускна здатнiсть вершини xi.

2. Аналiз резервiв для оптимiзацiї мережи
Розглянемо фрагмент графу G(X,E), що було визначено як «логiсти-

чну» мережу {
xi ∈ Xc| Xc ⊆ X, i = p+ 1, n− 1

}
.

Як ранiше було зазначено, пiдграф, що розглядається, є неорiєнтованим
графом G(Xc, Ec) з максимальною пропускною здатнiстю вершини

ν(xi) = f(xij) ∪ f(xjk).

Лема 1. Припустимо iснування мiнiмального розрiзу c1(S1, T1), який роз-
дiляє в вершинi xi усi вершини пiдграфа G(Xc, Ec) на двi множини S1 i T1
так, що

{xi ∈ S1| S1 ⊆ Xc, xi ∈ S1 ∧ xi /∈ T1} .
Припустимо iснування вершин xl i xk такi, що

{xl, xk ∈ T1| T1 ⊆ Xc, xl, xk ∈ T1 ∧ xl, xk /∈ S1} .
Також, можливо зробити припущення щодо iснування розрiзу c2(S2, T2),
який роздiляє xl i xk на двi множини S2 i T2 та не перетинає розрiз
c1(S1, T1), вiдповiдно отримаємо двi множини:

{xl ∈ S2| S2 ⊆ T1, S2\S1, S2\T2, T1 ∈ Xc}
та

{xk ∈ T2| T2 ⊆ T1, T2\S1, T2\S2, T1 ∈ Xc} .

Доведення. Зробимо припущення щодо iснування розрiзу c3(S3, T3), який
роздiляє xl i xk за умови c3∩c1 . Внаслiдок розбиття утворюються наступнi
множини:

S1 ∩ S3 = M1, S1 ∩ T3 = M2, S3 ∩ T1 = M3, T1 ∩ T3 = M4. (5)

Аналiзуючи множиниM1,M2,M3,M4 можливо зробити висновок, що вер-
шина xi може належати: xi ∈ M1 ∨ xi ∈ M2. Зробимо припущення, що
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xi ∈ M1, xl ∈ M3, xk ∈ M4. Вважаючи, що c1(S1, T1) є мiнiмальним роз-
рiзом G(Xc, Ec), що вiдсiкає xi ∈ S1 вiд вершин множини T1, то порiвняв
його з розрiзом c(M1,M2 ∪M3 ∪M4) отримаємо:

c(M1,M3) + c(M2,M3) + c(M1,M4) + c(M2,M4) ≤
c(M1,M2) + c(M1,M3) + c(M1,M4). (6)

Вважаючи, що c(M2,M3) 6= ∅, тобто c(M2,M3) ≥ 0, то:

c(M2,M4) ≤ c(M1,M2). (7)

Вiдповiдно, отримаємо:

c(M3,M4) + c(M1,M4) + c(M2,M4) ≤
c(M1,M2) + c(M3,M4) + c(M2,M3) + c(M1,M4). (8)

Нерiвнiсть (8) демонструє:
1. лiва частина: пропускна здатнiсть розрiзу c(M1∪M2∪M3,M4), який

роздiляє вершини xl i xk, за умови вiдсутностi перетину розрiзу
c1(S1, T1);

2. права частина: пропускна здатнiсть мiнiмального розрiзу c3(S3, T3),
який роздiляє вершини xl i xk.

Ґрунтуючись на вище наведеному, можливо зробити висновок, що c2(S2, T2)
є шуканим мiнiмальним розрiзом c(M1 ∪M2 ∪M3,M4). �

Лема 2. Припустимо iснування мiнiмального розрiзу c1(S1, T1), який роз-
дiляє в вершинi xi усi вершини пiдграфа G(Xc, Ec) на двi множини S1 i
T1 так, що {xi ∈ S1| S1 ⊆ Xc, xi ∈ S1 ∧ xi /∈ T1}. Припустимо iснування
вершини xl така, що {xl ∈ T1| T1 ⊆ Xc, xl ∈ T1 ∧ xl /∈ S1}. Вiдповiдно, мо-
жливо зробити припущення щодо iснування розрiзу c2(S2, T2), який роз-
дiляє вершини xi i xl на двi множини S2 i T2 та не перетинає розрiз
c1(S1, T1), вiдповiдно

{xl ∈ S2| S2 ⊆ T1, S2\S1, S2\T2, T1 ∈ Xc} .

Доведення. Зробимо припущення щодо iснування розрiзу c3(S3, T3), який
роздiляє вершини xi i xl за умови c3∩ c1. Внаслiдок розбиття утворюються
наступнi множини:

S1 ∩ S3 = M1, S1 ∩ T3 = M2, S3 ∩ T1 = M3, T1 ∩ T3 = M4, (9)

де xi ∈ M1, xl ∈ M4. Приймаючи до уваги вищенаведенi аргументи при
доведенi леми 1 та нерiвнiсть (8) можливо зробити висновок, що для леми
2 нерiвнiсть (8) демонструє:

1. лiва частина: пропускна здатнiсть розрiзу c(M1∪M2∪M3,M4), який
роздiляє вершини xi i xl;

2. права частина: пропускна здатнiсть мiнiмального розрiзу c3(S3, T3),
який роздiляє вершини xi i xl.
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Вiдповiдно, розрiз c(M1 ∪ M2 ∪ M3,M4) є розрiзом c2(S2, T2). Ґрунтую-
чись на результатах доведення леми, можливо зробити наступний висно-
вок: якщо розрiз c1(S1, T1)є мiнiмальним розрiзом, що роздiляє вершину
xi i будь-який iнший вузол або вершину пiдграфу G(Xc, Ec), то в проце-
сi пошуку балансу та максимального потоку припустимо виконати агре-
гацiю вершин множини S1 ⊆ Xc в один вузол, представлений вершиною
xi ∈ S1. �

3. Алгоритм пошуку максимального потоку в мережi
постачання

Розглянемо алгоритм пошуку максимального потоку в мережi постачання,
використовуючи цiлочисельний метод визначення пропускної здатностi ла-
нок (вершин). Алгоритм пошуку Форда–Фалкерсона [8]:

1. Надати значення змiнним: f(e) := 0, для ∀e ∈ Ec(G), вiдповiдно:
f(xij) := 0 та f(xji) := 0.

2. Визначити f -збiльшувальний шлях p по ланкам ланцюга постача-
ння (max(p) = n − 1), визначеного пiдграфом G(Xc, Ec): if вiдпо-
вiдний шлях p вiдсутнiй then stop.

3. Розрахувати значення γ = min
xi∈Xc

f(xi).

4. Оновити значення: f(xi) =
n−1∑
i=1

f(xi) + γ: go to n.2.

Використання алгоритму Форда–Фалкерсона дозволяє суттєво спрости-
ти пошук шляху p в пiдграфi G(Xc, Ec) з урахуванням максимальної про-
пускної здатностi ланок ланцюга, але вiн має ряд недолiкiв. Окрiм вiд-
сутностi можливостi оптимiзувати використання ланок (наприклад, нада-
вати iнформацiю щодо доцiльностi об’єднання в хаби), алгоритм Форда–
Фалкерсона може не дозволити отримати рiшення, тобто нескiнчена iтера-
цiя циклiв, в наслiдок обрання невдалого початкового маршруту.

Теорема 1. Якщо i тiльки якщо не iснує f -збiльшувального шляху, то
довiльний потiк f(xij), або f(xji), або, якщо припустим одночасний потiк
в обидвi сторони з однiєї вершини, то f(xi) := f(xij)+f(xji) є максималь-
ним.

Доведення. Ґрунтуючись на використаннi алгоритму Форда–Фалкерсона,
припустимо iснування f -збiльшувального шляху. Знайдемо потiк бiльшої
пропускної здатностi, такий що буде бiльше iснуючого потоку f(xij), який
буде свiдчити о том, що iснуючий f(xji) потiк не є максимальним.

Якщо не iснує f -збiльшувального шляху, то можливо зробити висновок,
що вершина xji не досяжна iз вершини xij в пiдграфi G(Xc, Ec). Припу-
стимо множина T1 ⊆ Xc — є множиною вершин, що можливо досягну-
ти з вершини xi такої, що {xi ∈ S1|S1 ⊆ Xc, xi ∈ S1 ∧ xi /∈ T1}, в пiдграфi
G(Xc, Ec). f(xij) = f(xi) для ∀e ∈ δ+G(T c), та f(xji) = 0 для ∀e ∈ δ−G(T c).
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Вiдповiдно,
f(xi) =

∑
∀e∈δ+G(T c)

f(xij). (10)

Рiвняння (10) свiдчить про максимальнiсть потоку f(xi). Якщо усi пропу-
скнi здатностi в мережi є цiлочисельними, то iснує цiлочисельний макси-
мальний потiк [9]. �

Розглянемо алгоритм пошуку максимального потоку, який використовує
потоково-еквiвалентну побудову дерева з множин вершин, що розглядаю-
ться.

Означення 1. Полюс Ni –– це множина вузлiв, що виконують функцiю
джерела i/або стоку графа, мiж якими виконується пошук максимального
потоку.

Алгоритм пошуку максимального потоку передбачає iтерацiйне викона-
ння послiдовностi крокiв з метою побудови потоково-еквiвалентної мережи
графу G(X,E). Алгоритм пошуку максимального потоку:

1. Агрегацiя вершин в вузол за методом мiнiмального розрiзу ci(Si, Ti)
в пiдграфi G(Xc, Ec).

2. Обрати два полюси Ni та Nj пiдграфа G(Xc, Ec) та видiлити мiнi-
мальний розрiз.

3. Знайти дуги дерева, використавши значення мiнiмального розрiзу
ci(Si, Ti), розраховане на етап 2. if (n > p-1): go to n.2., else: then
stop.

Теорема 2. Величина максимального потоку в об’єднаному єдиному шля-
ху вiд вузла Ni до вузла Nj пiдграфа G(Xc, Ec), що визначаються як по-
люси, дорiвнює:

fij = min {via, vab, ..., vdj} .

Доведення. Припустимо, що iснує дуга, яка об’єднує полюси Ni та Nj . Та-
кож припустимо iснування мiнiмального розрiзу cN (SN , TN ) з величина
максимального потоку fab, що роздiляє Na, такий що

{Na ∈ SN | SN ∈ Xc, SN\TN} ,
та Nb, такий що

{Nb ∈ TN | TN ∈ Xc, TN\SN} .
Величина максимального потоку fab дорiвнює величинi мiнiмального роз-
рiзу в пiдграфi G(Xc, Ec). Зробимо припущення, що {Na ∈ S∗N |S∗N ⊂ SN},
та {Nb ∈ T ∗N |T ∗N ⊃ TN}, вiдповiдно можливо розглянути два варiанти:

1. Ni ∈ S∗N , c (S∗N , T
∗
N ) ≥ fij = c (SN , TN ). Розрiз c (SN , TN ) не є мiнi-

мальним розрiзом мiж вузлами Na та Nb.
2. Ni ∈ SN ∩ T ∗N .

Припустимо, що iснує мiнiмальний розрiз c
(
Ŝ, T̂

)
, такий, що(

Ŝ, T̂
)

= (S1 ∩ S2, T1 ∩ T2) ,
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де – мiнiмальний розрiз, що не перетинає c (S1, T1), а c (S2, T2) – мiнiмаль-
ний розрiз, що не перетинає c (S∗N , T

∗
N ). Також припустимо, що Ni ∈ Ŝ,

Na ∈ T̂ , вiдповiдно, Nb, Nj ∈ T̂ . Оскiльки c
(
Ŝ, T̂

)
роздiляє Ni та Na, то

fia = c
(
Ŝ, T̂

)
, отримаємо:

fij ≤ c
(
Ŝ, T̂

)
,

fij = c (SN , TN ) .

Оскiльки c (S∗N , T
∗
N ) роздiляє Ni та Na, то:

fia ≤ c (S∗N , T
∗
N ) ,

fia = c
(
Ŝ, T̂

)
,

fia ≥ c (SN , TN ) ,

вiдповiдно, для двох варiантiв:

c (SN , TN ) ≤ c (S∗N , T
∗
N ) ,

за умови мiнiмального розрiзу Na та Nb:

c (SN , TN ) ≥ c (S∗N , T
∗
N ) , (11)

таким чином, з (17) та (18) випливає, що:

fab = c (SN , TN ) = c (S∗N , T
∗
N ) . (12)

Ґрунтуючись на (19), можливо зробити висновок, що:

fij = min {fia, fab, ..., fdj} = min {via, vab, ..., vdj} . (13)

Теорема доведена. �

4. Моделювання роботи алгоритму на прикладi

Нехай A(eij) — матриця сумiжностi неорiєнтованого пiдграфа G(Xc, Ec),
що демонструє структуру логiстичної мережи ланцюга постачання.

A(eij) =



0 1 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0


.

11
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Нехай D(G) — матриця пропускної здатностi дуг неорiєнтованого пiдграфа
G(Xc, Ec).

D(G) =



0 10 7 8 0 0 0
10 0 5 0 4 0 0
7 5 0 0 0 5 4
8 0 0 0 3 3 0
0 4 0 3 0 6 4
0 0 5 3 6 0 6
0 0 4 0 4 6 0


.

Iтерацiя 1 : вершини N1 i N5 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз з множин S1 = {N1, N2, N3, N4} i T1 = {N5, N6, N7}:

c(N1, N2, N3, N4|N5, N6, N7) = e(N2, N5) + e(N3, N7)+

+ e(N3, N6) + e(N4, N5) + e(N4, N6) = 19.

Матриця пропускної здатностi пiсля першої iтерацiї:

D1(G) =


0 7 8 4
7 0 6 4
8 6 0 6
4 4 6 0

 .

Iтерацiя 2 : вершини N7 i N5 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз:

c(N7|N1, N2, N3, N4, N5, N6) = c(N7|S1, N5, N6) =

= e(S1, N7) + e(N5, N7) + e(N6, N7) = 6 + 4 + 6 = 14.

Iтерацiя 3 : вершини N5 i N6 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз:

c(N5|N1, N2, N3, N4, N6, N7) = c(N5|S1, N6, N7) =

= e(S1, N5) + e(N5, N6) + e(N5, N7) = 7 + 6 + 4 = 17.

Iтерацiя 4 : вершини N1 i N2 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз:

c(N1|N2, N3, N4, N5, N6, N7) = e(N1, N2) + e(N1, N3)+

+ e(N1, N4) = 10 + 7 + 8 = 25.

Iтерацiя 5 : вершини N2 i N3 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз:

c(N1, N2|N3, N4, N5, N6, N7) = e(N2, N5) + e(N2, N3)+

+ e(N1, N3) + e(N1, N4) = 24.

Iтерацiя 6 : вершини N4 i N6 визначимо якостi полюсiв. Отримаємо мi-
нiмальний розрiз:

c(N4|N1, N2, N3, N5, N6, N7) = e(N1, N4) + e(N4, N5) + e(N4, N6) = 14.

12
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Матриця максимальних потокiв f(G) буде мати наступний вигляд:

f(G) =



∞ 25 25 25 19 19 19
25 ∞ 24 24 19 19 19
25 24 ∞ 24 29 19 19
25 24 14 ∞ 19 19 19
19 19 19 19 ∞ 17 14
19 19 19 19 17 ∞ 14
19 19 19 19 14 14 ∞


.

Величина максимального потоку: fij = min 25, 24, 19, 17, 14, 14 = 14. От-
же, логiстична мережа має можливiсть забезпечити доставку 14 одиниць
товару. Складемо матрицю вiдсоткiв завантаження вузлiв l(G):

l(G) =



0 0.9 0.6 0.125 0 0 0
0.9 0 1 0 1 0 0
0.6 1 0 0 0 1 1

0.125 0 0 0 0 0.3 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0.3 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0


.

та матрицю вiдсоткiв надлишкiв ресурсiв l̄(G):

l̄(G) =



0 0.1 0.4 0.875 0 0 0
0.1 0 0 0 0 0 0
0.4 0 0 0 0 0 0

0.875 0 0 0 1 0.7 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0.7 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0


.

Матриця надлишкiв ресурсiв l̄(G) надає iнформацiю щодо можливого
напрямку оптимiзацiї: або скорочення ресурсiв на цих ланках ланцюга
постачання, або розширення потужностi ланцюга постачання за рахунок
оптимiзацiї постачання по цiм ланкам.

Висновок
Використання запропонованого iтерацiйного методу агрегацiї (об’єднан-

ня вершин графу) є альтернативою жадiбному алгоритму пошуку макси-
мального потоку [10]. Перевагою запропонованого алгоритму є можливiсть
використання для аналiзу окремої частини ланцюга, що дає можливiсть за-
стосовувати експертне знання для обрання початкового розрiзу, та отрима-
ти швидке рiшення в потужних мережах. Iнформацiя, що надає запропоно-
ваний алгоритм, дозволяє особам, якi приймають рiшення, обрати напрям
концентрацiї зусиль для оптимiзацiї ресурсiв органiзацiї. Як демонструють
результати моделювання, щонайменше, є два напрями оптимiзацiї: скоро-
чення надлишкової потужностi, або усуненя «вузьких» мiсць в ланцюзi.
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