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Abstract. We consider the equilibrium problems in the Hadamard
metric spaces. We obtained a theorem about weak convergence of
the two-stage proximal algorithm for pseudo-monotone equilibrium
programming problems in Hadamard spaces. We proposed an adapti-
ve two-stage proximal algorithm for problems in metric Hadamard
spaces. The parameter update rule does not use the values of the
Lipschitz constants of the bifunction. In contrast to the rules of the
linear search type, it does not require calculations of the bifunction
values at additional points. For pseudo-monotone bifunctions of the
Lipschitz type, we prove the theorem on weak convergence of the
sequences generated by the algorithm. The adaptive extraproximal
algorithm is proposed and theoretically substantiated. A regulari-
zed adaptive extraproximal algorithm is proposed and theoretically
substantiated. We used the classical Halpern scheme to regularize the
basic extraproximal procedure. For pseudo-monotone bifunctions of
the Lipschitz type, we proved the convergence theorem for regulari-
zed adaptive extraproximal algorithm. We showed that the proposed
algorithm could be applied to pseudo-monotone ones of variational
inequalities in Hilbert spaces.
Keywords: Hadamard space, equilibrium problem, pseudo-mono-
tonicity, proximal algorithm, convergence.

Анотацiя. В статтi розглянуто задачi про рiвновагу в метричних
просторах Адамара. Отримана теорема про слабку збiжнiсть дво-
етапного проксимального алгоритму для псевдомонотонних за-
дач рiвноважного програмування в просторах Адамара. Запро-
поновано адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм для
задач в метричних просторах Адамара. Правило оновлення пара-
метрiв не використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї
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та на вiдмiну вiд правил типу лiнiйного пошуку не потребує об-
числень значень бiфункцiї в додаткових точках. Для псевдомоно-
тонних бiфункцiй лiпшицевого типу доведена теорема про слабку
збiжнiсть породжених алгоритмом послiдовностей. Запропонова-
но та теоретично обгрунтовано адаптивний екстрапроксималь-
ний алгоритм. Запропоновано та теоретично обгрунтовано ре-
гуляризований адаптивний екстрапроксимальний алгоритм. Для
регуляризацiї базової екстрапроксимальної схеми було викори-
стано класичну схему Гальперна. Для псевдомонотонних бiфун-
кцiй лiпшицевого типу доводиться теорема про збiжнiсть. Пока-
зано, що запропонованi алгоритм можна застосувати до псевдо-
монотонних варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.
Ключовi слова: простiр Адамара, задача про рiвновагу, псев-
домонотоннiсть, проксимальний алгоритм, збiжнiсть.

Вступ
Задачi про рiвновагу (задачi рiвноважного програмування, нерiвностi Кi

Фаня) та методи їх розв’язання є популярним роздiлом сучасного приклад-
ного нелiнiйного аналiзу [1].

Формулювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було на-
ведено ще в роботах Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках [2]
та пов’язаних з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в неко-
оперативних iграх.

Увагу дослiдникiв до задач рiвноважного програмування у 1990-х при-
вернули роботи W. Oettli [3,4], у яких були розглянуто такий варiант задачi
про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ C, (1)
де C — пiдмножина гiльбертового простору H, F : C×C → R — бiфункцiя
(equilibrium bifunction), тобто, F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C.

Задача (1) — зручна загальна форма запису та дослiдження рiзних задач,
що виникають в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй та оптимiзацiї
[1]. Наведемо ряд типових постановок.

(1) Якщо F (x, y) = g(y) − g(x), де g : C → R, то задача (1) є задачею
умовної мiнiмiзацiї:

g → min
C
.

(2) Якщо F (x, y) = (Ax, y − x), де A : C → H, то задача (1) зводиться
до класичної варiацiйної нерiвностi [5, 6]:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ C. (2)

(3) Нехай I — скiнченна множина iндексiв. Для кожного i ∈ I зада-
но множину Ci та функцiю fi : C → R, де C =

∏
i∈I Ci. Для

x = (xi)i∈I ∈ C позначимо xi = (xj)j∈I,j 6=i. Точка x̄ = (x̄i)i∈I назива-
ється рiвновагою Неша, якщо для всiх i ∈ I справедливi нерiвностi

fi(x̄) ≤ fi(x̄i, yi) ∀ yi ∈ Ci.
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Визначимо функцiю F : C × C → R таким чином

F (x, y) =
∑
i∈I

(
fi(x

i, yi)− fi(x)
)
.

Точка x̄ ∈ C є рiвновагою Неша тодi i тiльки тодi, коли x̄ є розв’яз-
ком задачi (1).

Теореми iснування та iншi якiснi результати стосовно задач рiвноважно-
го програмування див. в [1, 7]. Найбiльш завершенi результати отриманi
для задач з монотонними та псевдомонотонними бiфункцiями на опуклих
допустимих множинах.

У 2008 р. Quoc, Muu та Hien [8] запропонували аналог екстраградiєнтно-
го методу {

yn = proxλn·F (xn,·) xn,

xn+1 = proxλn·F (yn,·) xn,
(3)

де λn > 0, а proxg — проксимальний оператор [9], що вiдповiдає власнiй
опуклiй напiвнеперервнiй знизу функцiї g:

H 3 x 7→ proxg x = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
‖y − x‖22

)
∈ dom g.

Автори [8] довели при певних умовах збiжнiсть методу (3) та його аналогу
з вiдстанню Брегмана замiсть евклiдової. Дана робота отримала продов-
ження [10–16]. Наприклад, в роботi [16], вiдштовхуючись вiд двокрокового
екстраградiєнтного алгоритму [17], запропоновано та дослiджено такий ал-
горитм 

yn = proxλn·F (xn,·) xn,

zn = proxλn·F (yn,·) yn,

xn+1 = proxλn·F (zn,·) xn,

де λn > 0.
Останнiм часом виникла обумовлена проблемами математичної бiологiї

та машинного навчання потреба в побудовi теорiї та алгоритмiв розв’язан-
ня задач математичного програмування в метричних просторах Адамара
(також вiдомих пiд назвою CAT (0) просторiв) [18].

Ще однiєю сильною мотивацiєю для вивчення даних задач є можливiсть
записати деякi неопуклi задачi у виглядi геодезично опуклих в просторi зi
спецiально пiдiбраною рiмановою метрикою [19]. З’явився помiтний iнтерес
до задач про рiвновагу в метричних просторах Адамара [20,21]. Наприклад,
в роботi [21] вiдштовхуючись вiд результатiв статтi [8], запропонували та
обґрунтували для псевдомонотонних задач про рiвновагу в просторах Ада-
мара аналог екстрапроксимального методу (3).

Нарештi, в роботах [22–26] для задач про рiвновагу в просторах Адамара
запропоновано та дослiджено адаптивнi аналоги алгоритму (3) та алгори-
тму Попова [27–32].

Оглядову статтю, що продовжує роботу [33], присвячено новим резуль-
татам щодо збiжностi проксимальних алгоритмiв для задач про рiвновагу
в метричних просторах Адамара
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Статтю побудовано таким чином. В роздiлi 1 наведено основнi поняття
та факти, що пов’язанi з метричними просторами Адамара та необхiднi
для наших подальших дослiджень. Роздiл 2 мiстить постановку загальної
задачi про рiвновагу в метричному просторi Адамара. В роздiлi 3 дво-
етепний проксимальний алгоритм обгрунтований для псевдомонотонних
задач рiвноважного програмування в метричних просторах Адамара. В
роздiлi 4 розглянуто адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм для
задач рiвноважного програмування в метричних просторах Адамара. Пра-
вило оновлення параметрiв не використовує значень лiпшiцевих констант
бiфункцiї та на вiдмiну вiд правил типу лiнiйного пошуку не потребує об-
числень значень бiфункцiї в додаткових точках. Для псевдомонотонних
бiфункцiй лiпшицевого типу доводиться теорема про слабку збiжнiсть по-
роджених алгоритмом послiдовностей. Роздiл 5 присвячено дослiдженню
адаптивного екстрапроксимального алгоритму. В роздiлi 6 дослiджується
регуляризований адаптивний екстрапроксимальний алгоритм. Для регу-
ляризацiї базової екстрапроксимальної схеми було використано класичну
схему Гальперна. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу до-
водиться теорема про збiжнiсть. Показано, що запропонований алгоритм
можна застосувати до псевдомонотонних варiацiйних нерiвностей в гiль-
бертових просторах.

Для пiдготовки статтi використано результати робiт [22–26].

1. Допомiжнi вiдомостi

Наведемо кiлька понять i фактiв, пов’язаних з метричними просторами
Адамара. З деталями можна ознайомитися в [18,34,35].

Нехай (X, d) — метричний простiр i x, y ∈ X. Геодезичним шляхом, що
з’єднує точки x i y, називають таку iзометрiю

γ : [0, d(x, y)]→ X,

що γ(0) = x, γ(d(x, y)) = y. Множину

γ ([0, d(x, y)]) ⊆ X

позначають [x, y] i називають геодезичним сегментом з кiнцями x i y (або
просто — геодезичною).

Метричний простiр (X, d) називають геодезичним простором, якщо будь-
якi двi точки X можна з’єднати геодезичною, i однозначно геодезичним
простором, якщо для будь-яких двох точок X iснує єдина геодезична, яка
їх з’єднує.

Геодезичний простiр (X, d) називають CAT (0) простором, якщо для будь-
якої трiйки таких точок y0, y1, y2 ∈ X, що

d2(y1, y0) = d2(y2, y0) =
1

2
d2(y1, y2),

виконується нерiвнiсть

d2(x, y0) ≤
1

2
d2(x, y1) +

1

2
d2(x, y2)−

1

4
d2(y1, y2) ∀x ∈ X. (4)
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Нерiвнiсть (4) iнколи називають CN -нерiвнiстю [34] (зауважимо, що в ев-
клiдовому просторi (4) перетворюється на тотожнiсть), а точку y0 — сере-
диною мiж точками y1 i y2 (вона завжди iснує в геодезичному просторi).

Вiдомо, що CAT (0) простiр є однозначно геодезичним [35].
Для двох точок x i y CAT (0) простору (X, d) i t ∈ [0, 1] будемо позначати

t x⊕ (1− t)y

таку єдину точку z сегмента [x, y], що

d(z, x) = (1− t)d(x, y) i d(z, y) = t d(x, y).

Множина C ⊆ X називається опуклою (геодезично опуклою), якщо для
всiх x, y ∈ C i t ∈ [0, 1] виконується t x⊕ (1− t)y ∈ C.

Корисним iнструментом для роботи в CAT (0) просторi (X, d) є наступна
нерiвнiсть:

d2(t x⊕ (1− t)y, z) ≤ t d2(x, z) + (1− t)d2(y, z)−
− t(1− t)d2(x, y), {x, y, z} ∈ X, t ∈ [0, 1]. (5)

Зауваження 1. Практично важливими прикладами CAT (0) просторiв є
евклiдовi простори, R-дерева, многовиди Адамара (повнi зв’язнi рiмановi
многовиди недодатної кривизни) i гiльбертова куля з гiперболiчною метри-
кою [18,34,35].

Повний CAT (0) простiр називають простором Адамара.
Як i в гiльбертовому просторi, в просторах Адамара коректно визна-

чений оператор метричного проектування на опуклу замкнену множину
C [18]. А саме, для кожного x ∈ X iснує єдиний елемент PCx множини C
з властивiстю

d(PCx, x) = min
z∈C

d(z, x),

причому має мiсце такий критерiй [18]:

y = PCx ⇔ d2(y, z) ≤ d2(x, z)− d2(y, x) ∀z ∈ C.

Нехай (X, d) — метричний простiр i (xn) — обмежена послiдовнiсть еле-
ментiв X. Нехай r (x, (xn)) = lim supn→∞ d(x, xn). Число

r ((xn)) = inf
x∈X

r (x, (xn))

називають асимптотичним радiусом послiдовностi (xn), а множину

A ((xn)) = {x ∈ X : r (x, (xn)) = r ((xn))}

— асимптотичним центром послiдовностi (xn).
Вiдомо, що в просторi Адамара асимптотичний центр A ((xn)) складає-

ться з однiєї точки [18].
Послiдовнiсть (xn) елементiв простору Адамара (X, d) слабко збiгає-

ться (або, як iнодi кажуть, ∆-збiгається [34]) до елементу x ∈ X, якщо
A ((xnk

)) = {x} для будь-якої пiдпослiдовностi (xnk
). Вiдомо, що довiльна

послiдовнiсть елементiв обмеженої, замкненої та опуклої пiдмножини K

9
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простору Адамара має пiдпослiдовнiсть, яка слабко збiгається до елементу
з K [18, 34].

Зауваження 2. У гiльбертовому просторi згадана ∆-збiжнiсть (слабка
збiжнiсть) спiвпадає з класичною слабкою збiжнiстю.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв метричного
простору Адамара корисний вiдомий аналог леми Опяла [18].

Лема 1. Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв простору Адамара (X, d)
слабко збiгається до елементу x ∈ X. Тодi для всiх y ∈ X \ {x} маємо

lim inf
n→∞

d(xn, x) < lim inf
n→∞

d(xn, y).

Нехай (X, d) — простiр Адамара. Функцiя ϕ : X → R ∪ {+∞} назива-
ється опуклою (геодезично опуклою), якщо для всiх x, y ∈ X i t ∈ [0, 1]
виконується

ϕ(t x⊕ (1− t)y) ≤ t ϕ(x) + (1− t)ϕ(y).

Наприклад, в просторi Адамара функцiї y 7→ d(y, x) опуклi. Якщо ж iснує
така константа µ > 0, що для всiх x, y ∈ X i t ∈ [0, 1] виконується

ϕ(t x⊕ (1− t)y) ≤ t ϕ(x) + (1− t)ϕ(y)− µt(1− t)d2(x, y),

то функцiя ϕ називається сильно опуклою.
Вiдомо, що для опуклих функцiй напiвнеперервнiсть знизу та слабка на-

пiвнеперервнiсть знизу еквiвалентнi [18], а сильно опукла напiвнеперервна
знизу функцiя досягає мiнiмуму в єдинiй точцi.

Багато важливих для застосувань конструкцiй в просторах Адамара по-
в’язанi з точками мiнiмуму опуклих функцiй [18, 35]. Наприклад, нехай
дано набiр точок {xi}i=1,m метричного простору (X, d) i набiр додатнiх чи-
сел {αi}i=1,m. Барицентром (центром мас, середнiм Фреше) точок {xi} з
вагами {αi} називається точка

z ∈ argminy∈X

m∑
i=1

αid
2(y, xi).

У просторi Адамара функцiї

y 7→ d2(y, xi)

сильно опуклi (випливає з нерiвностi (5), тому функцiя

y 7→
m∑
i=1

αid
2(y, xi)

також сильно опукла. Звiдси випливає, що барицентр iснує та вiн єдиний.
Для опуклої, власної i напiвнеперервної знизу функцiї ϕ : X → R∪{+∞}

проксимальний оператор визначається наступним чином [18]:

proxϕ x = argminy∈X

(
ϕ(y) +

1

2
d2(y, x)

)
.
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Оскiльки функцiї

ϕ(y) +
1

2
d2(·, x)

сильно опуклi, означення проксимального оператора коректне, тобто для
кожного x ∈ X iснує єдиний елемент proxϕ x ∈ X.

Нагадаємо, що оператор T : X → X є нерозтягуючим, якщо

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y) ∀x, y ∈ X.

Алгоритм Гальперна генерує послiдовнiсть (xn) за допомогою схеми

xn+1 = αny ⊕ (1− αn)Txn, (6)

де y ∈ X, а (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1). Вiдомо [18], що коли

F (T ) = {x ∈ X : x = Tx} 6= ∅

та

limn→∞ αn = 0,∑
n αn = +∞,

limn→∞(αn+1 − αn)/α2
n+1 = 0 або

∑
n |αn+1 − αn| < +∞,


алгоритм (6) збiгається до PF (T )y.

Зауваження 3. Метод Гальперна використовується для регуляризацiї ал-
горитмiв розв’язання багатьох задач нелiнiйного аналiзу.

Перейдемо до формулювання задачi про рiвновагу в просторi Адамара.

2. Задача про рiвновагу у просторi Адамара

Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара. Для непорожньої опуклої
замкненої множини C ⊆ X i бiфункцiї F : C × C → R розглянемо задачу
про рiвновагу (або задачу рiвноважного програмування):

знайти x ∈ C : F (x, y) ≥ 0 ∀y ∈ C. (7)

Припустимо, що виконанi умови:
(A1) F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
(A2) функцiї F (x, ·) : C → R опуклi i напiвнеперервнi знизу для всiх

x ∈ C;
(A3) функцiї F (·, y) : C → R слабко напiвнеперервнi зверху для всiх

y ∈ C;
(A4) бiфункцiя F : C × C → R псевдомонотонна, тобто

для всiх x, y ∈ C iз F (x, y) ≥ 0 випливає F (y, x) 6 0;

(A5) бiфункцiя F : C × C → R лiпшицевого типу, тобто iснують двi
константи a > 0, b > 0, такi, що

F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) + a d2(x, z) + b d2(z, y) ∀x, y, z ∈ C. (8)

11
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Розглянемо дуальну задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (y, x) ≤ 0 ∀y ∈ C. (9)

Множини розв’язкiв задач (7) i (9) позначимо S i S∗, вiдповiдно. При
виконаннi умов (А1)–(А4) маємо S = S∗ [20]. Крiм того, множина S∗ опукла
та замкнена.

Далi будемо припускати, що S 6= ∅.

3. Двоетапний проксимальний алгоритм для задачi про
рiвновагу у просторi Адамара

Для наближеного розв’язання задачi (7) розглянемо наступний

Алгоритм 1 (Ведель–Сандраков–Семенов–Чабак, [22]).

Для x1, y0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допомогою
iтерацiйної схеми{

yn = proxλF (yn−1,·) xn = argminy∈C
(
F (yn−1, y) + 1

2λd
2(y, xn)

)
,

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = argminy∈C
(
F (yn, y) + 1

2λd
2(y, xn)

)
,

де λ > 0.

Зауваження 4. Алгоритм 1 для задач в гiльбертовому просторi був роз-
глянутий у роботах [29–31].

Основним елементом алгоритму 1 є сильно опукла задача мiнiмiзацiї
вигляду

F (p, y) +
1

2λ
d2(y, q)→ min

y∈C
.

Конструктивнiсть процесу залежить вiд можливостi її ефективного розв’я-
зання.

Перейдемо до доведення збiжностi алгоритму 1.
Має мiсце

Лема 2. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 1, має
мiсце нерiвнiсть

d2(xn+1, z) ≤ d2(xn, z)− (1− 2λb)d2(xn+1, yn)−
− (1− 4λa)d2(yn, xn) + 4λa d2(xn, yn−1), (10)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. З визначення xn+1 випливає

F (yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤ F (yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn) ∀y ∈ C. (11)

12
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Поклавши в (11) y = t xn+1 ⊕ (1− t)z, t ∈ (0, 1), отримаємо

F (yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤

≤ F (yn, t xn+1 ⊕ (1− t)z) +
1

2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)z, xn) ≤

≤ t F (yn, xn+1) + (1− t)F (yn, z)+

+
1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(z, xn)− t(1− t)d2(xn+1, z)

)
.

З псевдомонотонностi бiфункцiї F випливає

F (yn, z) ≤ 0.

Таким чином,

(1− t)F (yn, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
− (1− t)d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(z, xn)− t(1− t)d2(xn+1, z)

)
. (12)

Скоротивши в (12) 1−t i зробивши граничний перехiд при t→ 1, отримаємо

F (yn, xn+1) ≤
1

2λ

(
d2(z, xn)− d2(xn+1, x)− d2(xn+1, z)

)
. (13)

З визначення yn випливає

F (yn−1, yn) +
1

2λ
d2(yn, xn) ≤ F (yn−1, y) +

1

2λ
d2(y, xn) ∀y ∈ C. (14)

Поклавши в (14) y = t xn+1 ⊕ (1− t)yn, t ∈ (0, 1), отримаємо

F (yn−1, yn) +
1

2λ
d2(yn, xn) ≤

≤ F (yn−1, t xn+1 ⊕ (1− t)yn) +
1

2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)yn, xn) ≤

≤ t F (yn−1, xn+1) + (1− t)F (yn−1, yn)+

+
1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(yn, xn)− t(1− t)d2(xn+1, yn)

)
.

Таким чином,

t F (yn−1, yn)− t F (yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
t d2(xn+1, xn)− t d2(yn, xn)− t(1− t)d2(xn+1, yn)

)
. (15)

Скоротивши в (15) t i зробивши граничний перехiд при t→ 0, отримаємо

F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
d2(xn+1, xn)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)

)
. (16)

13
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Склавши нерiвностi (13) i (16), маємо

F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1) ≤

≤ 1

2λ

(
d2(z, xn)− d2(xn+1, z)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)

)
. (17)

З умови типу лiпшицевостi випливає

F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1) ≥
≥ −b d2(yn, xn+1)− a d2(yn−1, yn). (18)

Комбiнуючи (17) i (18) отримаємо

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)+

+ 2λa d2(yn−1, yn) + 2λb d2(yn, xn+1).

Оскiльки
d2(yn−1, yn) ≤ 2d2(yn−1, xn) + 2d2(xn, yn),

то

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)+

+ 4λa d2(yn−1, xn) + 4λa d2(xn, yn) + 2λb d2(yn, xn+1),

що i потрiбно було довести. �

Зауважимо, що при виконаннi для деякого n ∈ N рiвностей

yn−1 = yn = xn або xn+1 = xn = yn. (19)

має мiсце включення yn ∈ S.
Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = arg min
y∈C

(
F (yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
,

означає

F (yn, xn+1)− F (yn, p) ≤
1

2λ

(
d2(xn, p)− d2(xn+1, xn)− d2(xn+1, p)

)
∀p ∈ S.

З другої рiвностi (19) випливає

−F (yn, p) ≤ 0 ∀p ∈ S,
тобто yn ∈ S.

Аналогiчно, з

F (yn−1, yn)− F (yn−1, p) ≤
1

2λ

(
d2(p, xn)− d2(yn, xn)− d2(p, yn)

)
∀p ∈ S

при першiй рiвностi в (19) отримуємо yn ∈ S.
Далi будемо припускати, що для всiх номерiв n ∈ N умова (19) не має

мiсця.
Нехай z ∈ S. Покладемо

an = d2(xn, z) + 4λa d2(xn, yn−1),
bn = (1− 4λa)d2(yn, xn) + (1− 4λa− 2λb)d2(xn+1, yn).

14
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Тодi нерiвнiсть (10) набуває вигляду

an+1 6 an − bn.
Має мiсце

Лема 3. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (an), (bn), такi, що

an+1 ≤ an − bn.
Тодi iснує границя limn→∞ an ∈ R та

∑∞
n=1 bn < +∞.

Вимагатимемо виконання умови 0 < 2(2a+ b)λ < 1. Тодi iснує границя

lim
n→∞

(
d2(xn, z) + 4λa d2(xn, yn−1)

)
i

lim
n→∞

(
(1− 4λa)d2(yn, xn) + (1− 4λa− 2λb) d2(xn+1, yn)

)
= 0.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞

d(yn, xn) = lim
n→∞

d(xn+1, yn) = lim
n→∞

d(xn+1, xn) = 0 (20)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
d(xn, z)

)
,
(
d(yn, z)

)
для всiх z ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.
З (13), (16), (18) i (20) випливає

lim sup
n→∞

F (yn, xn+1) ≤ 0,

lim sup
n→∞

(
F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)

)
≤ 0,

lim
n→∞

(
F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)

)
= 0.

Звiдки, зокрема, отримуємо

lim
n→∞

F (yn, xn+1) = 0. (21)

Нехай p ∈ C. Поклавши в (11) y = t xn+1 ⊕ (1− t)p, t ∈ (0, 1), отримаємо

F (yn, xn+1) +
1

2λ
d2(xn+1, xn) ≤

≤ F (yn, t xn+1 ⊕ (1− t)p) +
1

2λ
d2(t xn+1 ⊕ (1− t)p, xn) ≤

≤ t F (yn, xn+1) + (1− t)F (yn, p)+

+
1

2λ

(
t d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(p, xn)− t(1− t)d2(xn+1, p)

)
.

Звiдки

(1− t)F (yn, xn+1)− (1− t)F (yn, p) ≤

≤ 1

2λ

(
−(1− t)d2(xn+1, xn) + (1− t)d2(p, xn)− t(1− t)d2(xn+1, p)

)
. (22)

Скоротивши в (22) 1−t i зробивши граничний перехiд при t→ 1, отримаємо

F (yn, xn+1)− F (yn, p) ≤
1

2λ

(
d2(xn, p)− d2(xn+1, x)− d2(xn+1, p)

)
. (23)
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Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk
), слабко збiжну до деякої точки z ∈ C.

Тодi з (20) випливає, що (ynk
) слабко збiжна до z.

Покажемо, що z ∈ C. З (23) випливає

F (ynk
, p) ≥ F (ynk

, xnk+1)+

+
1

2λ

(
d2(xnk+1, xnk

) + d2(xnk+1, p)− d2(xnk
, p)
)
∀p ∈ C. (24)

Зробивши граничний перехiд в (24), отримаємо (∀p ∈ C)

F (z, p) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, p) ≥ lim sup

k→∞
(F (ynk

, xnk+1)+

+
1

2λ

(
d2(xnk+1, xnk

) + d2(xnk+1, p)− d2(xnk
, p)
))

= 0,

тобто, z ∈ S.
Застосовуючи варiант леми Опяла для метричних просторiв Адамара

(лема 1), отримуємо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z ∈ S.
Дiйсно, помiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk

),
яка слабко збiгається до деякої точки z ∈ C i z 6= z. Ясно, що z ∈ S. Далi,
маємо

lim
n→∞

d(xn, z) = lim
k→∞

d(xnk
, z) <

< lim
k→∞

d(xnk
, z) = lim

n→∞
d(xn, z) = lim

k→∞
d(xmk

, z) <

< lim
k→∞

d(xmk
, z) = lim

n→∞
d(xn, z),

що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S.
Таким чином, має мiсце

Теорема 1. Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара, C ⊆ X — непо-
рожня опукла замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi
умови (А1)–(А5) i S 6= ∅. Припустимо, що

λ ∈
(

0, 1
2(2a+b)

)
.

Тодi породженi алгоритмом 1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються
до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7), причому lim

n→∞
d(yn, xn) = 0.

Зауваження 5. Аналогiчний теоремi 1 результат має мiсце i для неста-
цiонарної послiдовностi (λn) такої, що {infn λn, supn λn} ⊆

(
0, 1

2(2a+b)

)
.

4. Адаптивний двоетапний проксимальний алгоритм
У роздiлi 3 (див. статтю [22]) для розв’язання задачi (7) був запропоно-

ваний такий алгоритм:yn = proxλnF (yn−1,·) xn = argminy∈C

(
F (yn−1, y) + 1

2λn
d2(y, xn)

)
,

xn+1 = proxλnF (yn,·) xn = argminy∈C

(
F (yn, y) + 1

2λn
d2(y, xn)

)
,

(25)
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де величина λn > 0 задавалася, виходячи з вимоги

{inf λn, supλn} ⊆
(

0, 1
2(2a+b)

)
,

тобто явно використовувалася iнформацiя про константи умови типу лi-
пшицевостi бiфункцiї F .

Вiдштовхуючись вiд iтерацiйної схеми (25) та роботи [36], побудуємо дво-
етапний проксимальний алгоритм з адаптивним вибором величини λn.

Алгоритм 2 (Ведель–Сандраков–Семенов, [23]).

Обираємо елементи x1, y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1: Обчислити

yn = proxλF (yn−1,·) xn = argminy∈C

(
F (yn−1, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

2: Обчислити

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = argminy∈C

(
F (yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинка та xn ∈ S. Iнакше перейти на
крок 3.

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2

d2(yn−1,yn)+d2(yn,xn+1)
(F (yn−1,xn+1)−F (yn−1,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

У алгоритмi 2 параметр λn+1 залежить тiльки вiд розташування точок
yn−1, yn, xn+1, значень F (yn−1, xn+1), F (yn−1, yn) i F (yn, xn+1). Нiяка iнфор-
мацiя про константи a i b з нерiвностi (8) не використовується. Очевидно,
що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min

{
λ1,

τ

2 max{a, b}

}
.

Дiйсно, маємо

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤
≤ a d2(yn−1, yn) + b d2(yn, xn+1) ≤

≤ max{a, b}
(
d2(yn−1, yn) + d2(yn, xn+1)

)
.

Перейдемо до обґрунтування збiжностi алгоритму 2.
Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть.

Лема 4. Для x, z ∈ C i x+ = proxλF (z,·) x, де λ > 0, має мiсце нерiвнiсть

F (z, x+)− F (z, y) ≤ 1

2λ

(
d2(y, x)− d2(x, x+)− d2(x+, y)

)
∀y ∈ C. (26)
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Доведення. З визначення

x+ = arg min
y∈C

(
F (z, y) +

1

2λ
d2(y, x)

)
випливає

F (z, x+) +
1

2λ
d2(x+, x) ≤ F (z, p) +

1

2λ
d2(p, x) ∀p ∈ C. (27)

Поклавши в (27) p = t x+ ⊕ (1− t)y, y ∈ C, t ∈ (0, 1), отримаємо

F (z, x+) +
1

2λ
d2(x+, x) ≤

≤ F (z, t x+ ⊕ (1− t)y) +
1

2λ
d2(t x+ ⊕ (1− t)y, x) ≤

≤ t F (z, x+) + (1− t)F (z, y)+

+
1

2λ

(
t d2(x+, x) + (1− t)d2(y, x)− t(1− t)d2(x+, y)

)
.

Таким чином,

(1− t)F (z, x+)− (1− t)F (z, y) ≤

≤ 1

2λ

(
−(1− t)d2(x+, x) + (1− t)d2(y, x)− t(1− t)d2(x+, y)

)
. (28)

Скоротивши в (28) 1− t i зробивши граничний перехiд при t→ 1 отримає-
мо (26). �

З леми 4 випливає, що для послiдовностей (xn), (yn), породжених алго-
ритмом 2, мають мiсце нерiвностi

F (yn−1, yn)− F (yn−1, y) ≤

≤ 1

2λn

(
d2(y, xn)− d2(xn, yn)− d2(yn, y)

)
∀y ∈ C, (29)

F (yn, xn+1)− F (yn, y) ≤

≤ 1

2λn

(
d2(y, xn)− d2(xn, xn+1)− d2(xn+1, y)

)
∀y ∈ C. (30)

Нерiвнiсть (30) дає обґрунтування правила зупинки алгоритму 2. Дiйсно,
при xn+1 = xn = yn iз (30) випливає

−F (yn, y) ≤ 0 ∀y ∈ C,

тобто xn = yn ∈ S.

Зауваження 6. Можна використовувати для зупинки алгоритму 2 пра-
вило xn = yn = yn−1, яке гарантує xn ∈ S.

Доведемо основну оцiнку, яка пов’язує вiдстанi мiж породженими алго-
ритмом 2 точками i довiльним елементом множини розв’язкiв S.
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Лема 5. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 2, має
мiсце нерiвнiсть

d2(xn+1, z) ≤ d2(xn, z)−
(

1− τ λn
λn+1

)
d2(xn+1, yn)−

−
(

1− 2τ
λn
λn+1

)
d2(yn, xn) + 2τ

λn
λn+1

d2(xn, yn−1), (31)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Iз псевдомонотонностi бiфункцiї F випливає

F (yn, z) ≤ 0. (32)

Iз (32) i (30) випливає

2λnF (yn, xn+1) ≤ d2(z, xn)− d2(xn, xn+1)− d2(xn+1, z). (33)

Склавши нерiвностi (33) та нерiвнiсть, що випливає з (29)

2λn (F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) ≤
≤ d2(xn+1, xn)− d2(xn, yn)− d2(yn, xn+1),

маємо

2λn (F (yn, xn+1) + F (yn−1, yn)− F (yn−1, xn+1)) ≤
≤ d2(z, xn)− d2(xn+1, z)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn). (34)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) ≤

≤ τ

2λn+1

(
d2(yn−1, yn) + d2(xn+1, yn)

)
. (35)

Для оцiнки виразу F (yn−1, xn+1) − F (yn−1, yn) − F (yn, xn+1) в (34) ско-
ристаємося (35). Отримаємо

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)+

+ τ
λn
λn+1

(
d2(yn−1, yn) + d2(xn+1, yn)

)
.

Оскiльки
d2(yn−1, yn) ≤ 2d2(yn−1, xn) + 2d2(xn, yn),

то

d2(xn+1, z) ≤ d2(z, xn)− d2(yn, xn)− d2(xn+1, yn)+

+ 2τ
λn
λn+1

d2(yn−1, xn) + 2τ
λn
λn+1

d2(xn, yn) + τ
λn
λn+1

d2(xn+1, yn),

що i треба було довести. �

Сформулюємо основний результат роздiлу.
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Теорема 2. Нехай (X, d) — простiр Адамара, C ⊆ X — непорожня опукла
замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi умови (А1)–
(А5) i S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 2 послiдовностi (xn), (yn) слабко
збiгаються до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7), причому

lim
n→∞

d(yn, xn) = lim
n→∞

d(yn, xn+1) = 0.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Покладемо

an = d2(xn, z
′) + 2τ

λn
λn+1

d2(xn, yn−1),

bn =

(
1− 2τ

λn
λn+1

)
d2(yn, xn) +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
d2(xn+1, yn).

Нерiвнiсть (31) набуває вигляду

an+1 ≤ an − bn.

Оскiльки iснує lim
n→∞

λn > 0, то

1− 2τ
λn
λn+1

→ 1− 2τ ∈ (0, 1) i 1− 2τ
λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1
→ 1− 3τ ∈ (0, 1)

при n→∞. З леми 3 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
d2(xn, z

′) + 2τ
λn
λn+1

d2(xn, yn−1)

)
та збiгається числовий ряд∑

n

((
1− 2τ

λn
λn+1

)
d2(yn, xn) +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
d2(xn+1, yn)

)
.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞

d(yn, xn) = lim
n→∞

d(xn+1, yn) = lim
n→∞

d(xn+1, xn) = 0 (36)

i збiжнiсть числових послiдовностей
(
d(xn, z

′)
)
,
(
d(yn, z

′)
)
для всiх z′ ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.
Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk

), яка слабко збiгається до деякої точки
z ∈ C. Тодi з (36) випливає, що (ynk−1) слабко збiгається до z. Покажемо,
що z ∈ S. З (30) випливає

F (ynk−1, y) ≥ F (ynk−1, xnk
)+

+
1

2λnk−1

(
d2(xnk

, xnk−1
) + d2(xnk

, y)− d2(xnk−1, y)
)
∀y ∈ C. (37)
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Скористаємося нерiвнiстю (35) для оцiнки знизу члена F (ynk−1, xnk
) в (37).

Отримаємо

F (ynk−1, y) ≥ F (ynk−2, xnk
)− F (ynk−2, ynk−1)+

+
1

2λnk−1

(
d2(xnk

, xnk−1
) + d2(xnk

, y)− d2(xnk−1, y)
)
−

− τ

2λnk

(
d2(ynk−2, ynk−1) + d2(xnk

, ynk−1)
)
. (38)

Рiзницю F (ynk−2, xnk
) − F (ynk−2, ynk−1) оцiнимо знизу за допомогою (29).

Маємо

F (ynk−2, xnk
)− F (ynk−2, ynk−1) ≥

≥ 1

2λnk−1

(
d2(xnk−1, ynk−1)− d

2(ynk−1, xnk
)− d2(xnk

, xnk−1)
)
. (39)

Комбiнуючи (38) й (39) отримаємо

F (ynk−1, y) ≥

≥ 1

2λnk−1

(
d2(xnk−1, ynk−1)− d

2(ynk−1, xnk
)− d2(xnk

, xnk−1)
)
+

+
1

2λnk−1

(
d2(xnk

, xnk−1
)− d2(xnk

, y)− d2(xnk−1, y)−

− 1

2λnk

(
d2(ynk−2, ynk−1) + d2(xnk

, ynk−1)
)
∀y ∈ C. (40)

Виконавши граничний перехiд в (40) з урахуванням (36) i слабкої напiвне-
перервностi зверху функцiї F (·, y) : C → R, отримуємо

F (z, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk−1, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто z ∈ S.
Застосовуючи варiант леми Опяла для метричних просторiв Адамара

(лема 1), отримуємо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z ∈ S.
Дiйсно, мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk

), яка
слабко збiгається до деякої точки z ∈ C i z 6= z. Ясно, що z ∈ S. Далi маємо

lim
n→∞

d(xn, z) = lim
k→∞

d(xnk
, z) < lim

k→∞
d(xnk

, z) <

= lim
n→∞

d(xn, z) = lim
k→∞

d(xmk
, z) <

< lim
k→∞

d(xmk
, z) = lim

n→∞
d(xn, z),

що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S. З (36) випливає, що
й послiдовнiсть (yn) слабко збiгається до z ∈ S. �
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Зауваження 7. В майбутньому ми плануємо розглянути бiльш спецiальнi
варiанти адаптивного двоетапного проксимального алгоритму для варiа-
цiйних нерiвностей i мiнiмаксних задач на многовидах Адамара (напри-
клад, на многовидi симетричних додатньо визначених матриць). Також цi-
кавою є побудова рандомiзованих адаптивних версiй алгоритмiв.

Розглянемо окремий випадок задачi про рiвновагу: варiацiйна нерiвнiсть
в гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (41)

Нехай виконанi наступнi умови: множина C ⊆ H — опукла i замкнена;
оператор A : C → H — псевдомонотонний, лiпшицевий i секвенцiйно слабко
неперервний; множина розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (41) непорожня.

Нехай PC — оператор метричного проектування на опуклу замкнену
множину C, тобто PCx — єдиний елемент множини C з властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z − x‖.

Для варiацiйних нерiвностей (41) двоетапний проксимальний алгоритм
2 приймає такий вигляд.

Алгоритм 3.
Обираємо елементи x1, y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1: Обчислити
yn = PC(xn − λnAyn−1).

2: Обчислити
xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинка та xn — розв’язок. Iнакше
перейти на крок 3.

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Ayn−1 −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)
(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.
З теореми 2 випливає наступний результат.

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, оператор A : C → H псевдомонотонний, лiпши-
цевий, секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (41). Тодi
породженi алгоритмом 3 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку варiацiйної нерiвностi (41), причому

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = 0.

Зауваження 8. Якщо оператор A монотонний, то результат теореми 3
справедливий без припущення про секвенцiйну слабку неперервнiсть опе-
ратора A.
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5. Адаптивний екстрапроксимальний алгоритм

Для наближеного розв’язання задачi (7) розглянемо екстрапроксималь-
ний алгоритм з адаптивним вибором λn

Алгоритм 4 (Ведель–Голубєва–Семенов–Чабак, [24]).
Обираємо елементи x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1: Обчислити

yn = proxλF (xn,·) xn = argminy∈C

(
F (xn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

Якщо yn = xn, то зупинка та xn ∈ S. Iнакше перейти на крок 2.
2: Обчислити

xn+1 = proxλF (yn,·) xn = argminy∈C

(
F (yn, y) +

1

2λ
d2(y, xn)

)
.

3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (xn, xn+1)− F (xn, yn)− F (yn, xn+1) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2

d2(xn,yn)+d2(xn+1,yn)
(F (xn,xn+1)−F (xn,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 9. В алгоритмi 4 параметр λn+1 залежить тiльки вiд розта-
шування точок xn, yn, xn+1, значень F (xn, xn+1), F (xn, yn) i F (yn, xn+1).
Нiяка iнформацiя про константи a i b з нерiвностi (8) не використовується.
Очевидно, що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу
числом

min

{
λ1,

τ

2 max{a, b}

}
.

Дiйсно, маємо

F (xn, xn+1)− F (xn, yn)− F (yn, xn+1) ≤
≤ ad2 (xn, yn) + bd2 (xn+1, yn) ≤

≤ max {a, b}
(
d2 (xn, yn) + d2 (xn+1, yn)

)
.

Для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi алгоритм 4 набу-
ває вигляду.

Алгоритм 5.
Обираємо елементи x1 ∈ C, τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1: Обчислити
yn = PC (xn − λnAxn) .

Якщо yn = xn, то зупинка та xn — розв’язок. Iнакше перейти на
крок 2.

2: Обчислити
xn+1 = PC (xn − λnAyn) .
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3: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Axn −Ayn, xn+1 − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖xn−yn‖2+‖xn+1−yn‖2
(Axn−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше. (42)

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 10. Алгоритм 5 вiдрiзняється вiд дослiдженого в [36,37] ме-
тоду правилом оновлення параметру λn+1. В [36,37] замiсть (42) розгляда-
лось таке правило

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖xn−yn‖
‖Axn−Ayn‖

}
, якщо Axn 6= Ayn,

λn, iнакше.

Перейдемо до доведення збiжностi алгоритму 4.
Має мiсце

Лема 6. Для x ∈ C i x+ = proxλF (x,·) x, де λ > 0, має мiсце нерiвнiсть

F (x, x+)− F (x, y) ≤ 1

2λ

(
d2(y, x)− d2(x, x+)− d2(x+, y)

)
∀y ∈ C. (43)

Доведення. Випливає з леми 4. �

З леми 6 випливає, що для послiдовностей (xn), (yn), породжених алго-
ритмом 4, мають мiсце нерiвностi (∀y ∈ C)

F (xn, yn)− F (xn, y) ≤ 1

2λn

(
d2 (y, xn)− d2 (xn, yn)− d2 (yn, y)

)
, (44)

F (yn, xn+1)− F (yn, y) ≤

≤ 1

2λn

(
d2 (y, xn)− d2 (xn, xn+1)− d2 (xn+1, y)

)
. (45)

Нерiвнiсть (44) дає обгрунтування правилу зупинки в алгоритмi 4. Дiйсно,
для xn = yn з (44) випливає

−F (xn, y) ≤ 0 ∀y ∈ C,
тобто, xn ∈ S

Зауваження 11. Насправдi, має мiсце еквiвалентнiсть:

x ∈ S ⇔ x = proxλF (x,·)x, λ > 0.

Має мiсце

Лема 7. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 4, має
мiсце нерiвнiсть

d2 (xn+1, z) ≤ d2 (xn, z)−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
d2 (xn+1, yn)−

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) , (46)

де z ∈ S.
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Доведення. Нехай z ∈ S. З псевдомонотонностi бiфункцiї F маємо

F (yn, z) ≤ 0. (47)

З (47) та (45) випливає

2λnF (yn, xn+1) ≤ d2 (z, xn)− d2 (xn, xn+1)− d2 (xn+1, z) . (48)

З правила обчислення λn+1 отримуємо

F (xn, xn+1)− F (xn, yn)− F (yn, xn+1) ≤

≤ τ

2λn+1

(
d2 (xn, yn) + d2 (xn+1, yn)

)
. (49)

Оцiнивши знизу лiву частину (48) з допомогою (49), одержимо

2λn (F (xn, xn+1)− F (xn, yn))− τ λn
λn+1

(
d2 (xn, yn) + d2 (xn+1, yn)

)
≤

≤ d2 (z, xn)− d2 (xn, xn+1)− d2 (xn+1, z) . (50)

Для оцiнки знизу 2λn (F (xn, xn+1)− F (xn, yn)) в (50) використаємо нерiв-
нiсть (44). Маємо

d2 (xn, yn) + d2 (yn, xn+1)− d2 (xn+1, xn)−

− τ λn
λn+1

(
d2 (xn, yn) + d2 (xn+1, yn)

)
≤

≤ d2 (z, xn)− d2 (xn, xn+1)− d2 (xn+1, z) . (51)

Перегрупувавши (51), отримаємо (46). �

Сформуюємо основний результат роздiлу.

Теорема 4. Нехай (X, d) — простiр Адамара, C ⊆ X — непорожня опу-
кла замкнена множина, для бiфункцiї F : C × C → R виконанi умови
(А1)–(А5) i S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 4 послiдовностi (xn), (yn)
слабко збiгаються до розв’язку z ∈ S задачi про рiвновагу (7), причому
lim
n→∞

d(yn, xn) = lim
n→∞

d(yn, xn+1) = 0.

Доведення. Нехай z ∈ S. Покладемо

an = d (z, xn) ,

bn =

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (xn+1, yn)−

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) .

Нерiвнiсть (46) приймає вигляд an+1 ≤ an− bn. Оскiльки iснує lim
n→∞

λn > 0,
то

1− τ λn
λn+1

→ 1− τ ∈ (0, 1) , n→∞.

З леми 3 випливає iснування границi

lim
n→∞

d2 (z, xn)
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та
∞∑
n=1

(
d2 (xn+1, yn) + d2 (yn, xn)

)
< +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞

d (yn, xn) = lim
n→∞

d (xn+1, yn) = lim
n→∞

d (xn+1, xn) = 0. (52)

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk
), що слабко збiгається до деякої точки

z ∈ C. Тодi з (52) випливає, що (ynk
) слабко збiгається до z. Покажемо, що

z ∈ S. Маємо

F (ynk
, y) ≥ F (ynk

, xnk+1)−

− 1

2λnk

(
d2(y, xnk

)− d2(xnk
, xnk+1)− d2 (xnk+1, y)

)
≥

≥ F (xnk
, xnk+1)− F (xnk

, ynk
)− τ

2λnk+1

(
d2 (xnk

, ynk
) + d2 (xnk+1, ynk

)
)
−

− 1

2λnk

(
d2 (y, xnk

)− d2 (xnk
, xnk+1)− d2 (xnk+1, y)

)
≥

≥ − 1

2λnk

(
d2 (xnk+1, xnk

)− d2 (xnk
, ynk

)− d2 (ynk
, xnk+1)

)
−

− τ

2λnk+1

(
d2 (xnk

, ynk
) + d2 (xnk+1, ynk

)
)
−

− 1

2λnk

(
d2 (y, xnk

)− d2 (xnk
, xnk+1)− d2 (xnk+1, y)

)
∀y ∈ C. (53)

Здiйснивши граничний перехiд в (53) з врахуванням (52) та слабкої напiв-
неперервностi функцiї F (·, y) : C → R, отримаємо

F (z, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, z ∈ S.
Застосовуючи варiант леми Опяла для простору Адамара, отримуємо

слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z ∈ S. Дiйсно, припустимо,
що iснує пiдпослiдовнiсть (xmk

), яка слабко збiгається до деякої точки z̄ ∈
C та z̄ 6= z. Ясно, що z̄ ∈ S. Далi, маємо

lim
n→∞

d (xn, z) = lim
k→∞

d (xnk
, z) <

< lim
k→∞

d (xnk
, z̄) = lim

n→∞
d (xn, z̄) = lim

k→∞
d (xmk

, z̄) <

< lim
k→∞

d (xmk
, z) = lim

n→∞
d (xn, z) ,

що неможливо. Отже, (xn) слабко збiгається до z ∈ S. З (52) випливає, що
i послiдовнiсть (yn) слабко збiгається до z ∈ S. �

Зауваження 12. Як видно з доведення теореми 4, для послiдовностi (xn),
починаючи з деякого номера N , виконується фейєрiвська властивiсть вiд-
носно множини розв’язкiв S.
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Знову розглянемо окремий випадок задачi про рiвновагу: варiацiйна не-
рiвнiсть в гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ C. (54)

З теореми 4 випливає такий результат.

Теорема 5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, оператор A : C → H псевдомонотонний, лiпши-
цевий, секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (54). Тодi
породженi алгоритмом 5 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до
розв’язку варiацiйної нерiвностi (54), причому

lim
n→∞

‖yn − xn‖ = lim
n→∞

‖yn − xn+1‖ = 0.

6. Регуляризований адаптивний екстрапроксимальний
алгоритм

Для задачi про рiвновагу (7) розглянемо регуляризований за допомогою
схеми Гальперна [38] екстрапроксимальний алгоритм з адаптивним пiдбо-
ром кроку [24,25].

Наступнi факти вiдiграють важливу роль у доведеннi основного резуль-
тату пiдроздiлу.

Лема 8. Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задовольняє
рекурентну нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn)ξn + αnβn + γn,

де послiдовностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi:
1) αn ∈ (0, 1) та

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0;
3) γn ∈ [0,+∞) та

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi limn→∞ ξn = 0.

Лема 9 (P.-E. Mainge, [39]). Нехай числова послiдовнiсть (αn) має пiдпо-
слiдовнiсть (αnk

), яка володiє властивiстю

αnk
< αnk+1 ∀k ∈ N.

Тодi iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞ i αmk
≤ αmk+1, αk ≤ αmk+1 ∀k ≥ n1.

В [26] запропоновано такий алгоритм.
Алгоритм 6 (Ведель–Денисов–Семенов, [26]).

Обираємо елементи a ∈ C, x1 ∈ C, числа τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞) та
таку послiдовнiсть (αn), що αn ∈ (0, 1), lim

n→∞
αn = 0,

∑∞
n=1 αn = +∞.

Покладаємо n = 1.
1: Обчислити

yn = proxλnF (xn,·) xn = argminy∈C

(
F (xn, y) + 1

2λn
d2 (y, xn)

)
.
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2: Обчислити

zn = proxλnF (yn,·) xn = argminy∈C

(
F (yn, y) + 1

2λn
d2 (y, xn)

)
.

3: Обчислити
xn+1 = αna⊕ (1− αn) zn.

4: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (xn, zn)− F (xn, yn)− F (yn, zn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2

d2(xn,yn)+d2(zn,yn)
(F (xn,zn)−F (xn,yn)−F (yn,zn))

}
, iнакше. (55)

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 13. Наведений алгоритм є регуляризованим варiантом ада-
птивного екстрапроксимального методу, що дослiджувався у попередньому
роздiлi (див. також [24, 25]). Для регуляризацiї базової адаптивної екстра-
проксимальної схеми використана класична схема Гальперна [38], варiант
якої для простору Адамара вивчено в [18]. Доведення збiжностi грунтує-
ться на використаннi фейєрiвської властивостi екстрапроксимального ме-
тоду вiдносно множини розв’язкiв та вiдомих результатов про збiжнiсть
методiв типу схеми Гальперна [7, 18,39–41].

Зауваження 14. Послiдовнiсть (λn) незростаюча та обмежена знизу чи-
слом

min

{
λ1,

τ

2 max{a, b}

}
.

З результатiв роздiлу 5 випливає

Лема 10. Для послiдовностей (xn), (yn) та (zn), породжених алгоритмом
6, має мiсце нерiвнiсть

d2 (zn, z) ≤ d2 (xn, z)−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
d2 (zn, yn)−

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) , (56)

де z ∈ S.

Має мiсце

Лема 11. Для послiдовностей (xn), (yn) та (zn), породжених алгоритмом
6, має мiсце нерiвнiсть

d2 (xn+1, z)− (1− αn) d2 (xn, z) +

+ (1− αn)

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (zn, yn) + (1− αn)

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) ≤

≤ αnd2 (a, z)− αn (1− αn) d2 (a, zn) , (57)

де z ∈ S.
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Доведення. Нехай z ∈ S. З рiвностi xn+1 = αna ⊕ (1− αn) zn та нерiвностi
сильної опуклостi (5) випливає оцiнка

d2 (xn+1, z) ≤ αnd2 (a, z) + (1− αn) d2 (zn, z)− αn (1− αn) d2 (a, zn) .

Для оцiнки зверху виразу d2 (zn, z) використаємо лему 10 та отримаємо
нерiвнiсть (57). �

Доведемо обмеженiсть породжених алгоритмом послiдовностей.

Лема 12. Породженi алгоритмом 6 послiдовностi (xn), (yn) та (zn) обме-
женi.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

d (xn+1, z) = d (αna⊕ (1− αn) zn, z) ≤ αnd (a, z) + (1− αn) d (zn, z) .

Оскiльки iснує lim
n→∞

λn > 0, то

1− τ λn
λn+1

→ 1− τ ∈ (0, 1) при n→∞.

Скориставшись нерiвнiстю леми 11, отримаємо

d (xn+1, z) ≤ αnd (a, z) + (1− αn) d (xn, z) ≤ max {d (a, z) , d (xn, z)}
для всiх n ≥ n0.

Отже,
d (xn+1, z) ≤ max {d (a, z) , d (xn0 , z)} ∀n ≥ n0.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена.
Обмеженiсть послiдовностей (yn) та (zn) випливає з обмеженостi (xn) та

леми 11. �

Перейдемо до основного результату.

Теорема 6. Нехай (X, d) — метричний простiр Адамара, C — непоро-
жня опукла замкнена множина простору X, бiфункцiя F : C × C → R
задовольняє умови (A1)–(A5) та S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 6
послiдовностi (xn), (yn) та (zn) збiгаються до елемента PSa.

Доведення. Розглянемо елемент z0 = PSa. З леми 12 випливає iснування
такого числа M > 0, що∣∣d2 (a, z0)− (1− αn) d2 (a, zn)

∣∣ ≤M для всiх n ∈ N.

Тодi з нерiвностi леми 11 отримаємо оцiнку

d2 (xn+1, z0)− (1− αn) d2 (xn, z0) +

+ (1− αn)

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (zn, yn) +

+ (1− αn)

(
1− τ λn

λn+1

)
d2 (yn, xn) ≤ αnM. (58)

Розглянемо числову послiдовнiсть (d (xn, z0)). Можливi два варiанти:
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a) iснує такий номер n̄ ∈ N, що

d (xn+1, z0) ≤ d (xn, z0) для всiх n ≥ n̄;

b) iснує така зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk), що

d (xnk+1, z0) > d (xnk
, z0) для всiх k ∈ N.

Спочатку розглянемо варiант a). У цьому випадку iснує границя

lim
n→∞

d (xn, z0) ∈ R.

Оскiльки d2 (xn+1, z0)− d2 (xn, z0)→ 0, αn → 0 та 1− τ λn
λn+1
→ 1− τ∈ (0, 1),

то при n→∞ маємо
d (xn, yn)→ 0, (59)
d (zn, yn)→ 0. (60)

З обмеженостi (xn) випливає iснування пiдпослiдовностi (xnk
), що слабко

збiгається до точки w ∈ X. Тодi з (59), (60) випливає, що (ynk
) та (znk

)
слабко збiгаються до w. Очевидно, що w ∈ C. Покажемо, що обов’язково
w ∈ S. Маємо

F (ynk
, y) ≥

≥ F (ynk
, znk

)− 1

2λnk

(
d2 (y, xnk

)− d2 (xnk
, znk

)− d2 (znk
, y)
)
≥

≥ F (xnk
, znk

)− F (xnk
, ynk

)− τ

2λnk+1

(
d2 (xnk

, ynk
) + d2 (znk

, ynk
)
)
−

− 1

2λnk

(
d2 (y, xnk

)− d2 (xnk
, znk

)− d2 (znk
, y)
)
≥

≥ − 1

2λnk

(
d2 (znk

, xnk
)− d2 (xnk

, ynk
)− d2 (ynk

, znk
)
)
−

− τ

2λnk+1

(
d2 (xnk

, ynk
) + d2 (znk

, ynk
)
)
−

− 1

2λnk

(
d2 (y, xnk

)− d2 (xnk
, znk

)− d2 (znk
, y)
)
∀y ∈ N. (61)

Здiйснивши граничний перехiд в (61) з урахуванням (59), (60) та слабкої
напiвнеперервностi зверху функцiї F (·, y) : C → R, отримуємо

F (z, y) ≥ lim sup
k→∞

F (ynk
, y) ≥ 0 ∀y ∈ C,

тобто, z ∈ S.
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αn) d2 (a, zn)

)
≤ 0. (62)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (znk
), що

lim
k→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αnk

) d2 (a, znk
)
)

=

= lim sup
n→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αn) d2 (a, zn)

)
.
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Додатково можна вважати, що znk
→ w ∈ S слабко. Тодi, скориставшись

слабкою напiвнеперервнiстю знизу функцiї d2 (a, ·), отримуємо
lim
k→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αnk

) d2 (a, znk
)
)
≤ d2 (a, z0)− d2 (a,w) . (63)

Оскiльки z0 = PSa = argminw∈S d (a,w), то з (63) випливає (62).
Тепер з (62), нерiвностi

d2 (xn+1, z0) ≤ (1− αn) d2 (xn, z0) + αn
(
d2 (a, z0)− (1− αn) d2 (a, zn)

)
,

яка має мiсце для достатньо великих n, та леми 8 робимо висновок, що
d (xn, z0)→ 0. З (59), (60) отримуємо d (yn, z0)→ 0 та d (zn, z0)→ 0.

Вивчимо варiант b). У цьому випадку розглянемо послiдовнiсть номерiв
(mk) з властивiстю (лема 9):

i) mk ↗ +∞;
ii) d (xmk+1, z0) ≥ d (xmk

, z0) для всiх k ≥ n1;
iii) d (xmk+1, z0) ≥ d (xk, z0) для всiх k ≥ n1.

З нерiвностi леми 11 та ii) випливає

αmk
d2 (xmk

, z0) + (1− αmk
)

(
1− τ λmk

λmk+1

)
d2 (zmk

, ymk
) +

+ (1− αmk
)

(
1− τ λmk

λmk+1

)
d2 (ymk

, xmk
) ≤

≤ αmk
d2 (a, z0)− αmk

(1− αmk
) d2 (a, zmk

) ≤ αmk
M.

Звiдки
lim
k→∞

d (xmk
, ymk

) = lim
k→∞

d (zmk
, ymk

) = 0.

Мiркуваннями, подiбними вищевикладеним, показуємо, що частковi слаб-
кi границi послiдовностей (xmk

), (ymk
) та (zmk

) належать множинi S. Як i
ранiше отримуємо

lim sup
k→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αmk

) d2 (a, zmk
)
)
≤ 0.

Далi, для достатньо великих номерiв k маємо

d2 (xmk+1, z0) ≤ (1− αmk
) d2 (xmk

, z0) +

+ αmk

(
d2 (a, z0)− (1− αmk

) d2 (a, zmk
)
)
≤

≤ (1− αmk
) d2 (xmk+1, z0) + αmk

(
d2 (a, z0)− (1− αmk

) d2 (a, zmk
)
)
.

Звiдки, врахувавши умову iii), отримуємо

d2 (xk, z0) ≤ d2 (xmk+1, z0) ≤ d2 (a, z0)− (1− αmk
) d2 (a, zmk

) .

Таким чином,

lim sup
k→∞

d2 (xk, z0) ≤ lim sup
k→∞

(
d2 (a, z0)− (1− αmk

) d2 (a, zmk
)
)
≤ 0.

Отже,
lim
n→∞

d (xn, z0) = 0

та, в свою чергу, lim
n→∞

d (yn, z0)= lim
n→∞

d (zn, z0) = 0. �
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Зауваження 15. Якщо бiфункцiя F : C × C → R має таку властивiсть
лiпшицевого типу:

∃A > 0 : F (x, y) ≤ F (x, z) + F (z, y) +Ad (x, z) d (z, y) ∀x, y, z ∈ C,
то замiсть (55) в алгоритмi 6 можна використати правило:

λn+1 =

{
λn, якщо F (xn, zn)− F (xn, yn)− F (yn, zn) ≤ 0,

min
{
λn, τ

d(xn,yn)d(zn,yn)
(F (xn,zn)−F (xn,yn)−F (yn,zn))

}
, iнакше.

Для отриманого такою модифiкацiєю алгоритму буде справедливий анало-
гiчний теоремi 6 результат про збiжнiсть.

Для варiацiйної нерiвностi (54) алгоритм 6 приймає такий вигляд.
Алгоритм 7.

Обираємо елементи a ∈ C, x1 ∈ C, числа τ ∈ (0, 1), λ1 ∈ (0,+∞) та
таку послiдовнiсть (αn), що αn ∈ (0, 1), lim

n→∞
αn = 0,

∑∞
n=1 αn = +∞.

Покладаємо n = 1.
1: Обчислити

yn = PC (xn − λnAxn) .

2: Обчислити
zn = PC (xn − λnAyn) .

3: Обчислити
xn+1 = αna+ (1− αn) zn.

4: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (Axn −Ayn, zn − yn) ≤ 0,

min
{
λn,

τ
2
‖xn−yn‖2+‖zn−yn‖2
(Axn−Ayn,zn−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 16. Спираючись на результат [42], можна побудувати бiльш
економну в обчислювальному вiдношеннi модифiкацiю алгоритму 7. Слiд
змiнити крок 2, поклавши

zn = PTn(xn − λnAyn),

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) ≤ 0} .

З теореми 6 випливає такий результат.

Теорема 7. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H – непорожня опукла
замкнена множина, оператор A : C → H псевдомонотонний, лiпшицевий,
секвенцiйно слабко неперервний та iснують розв’язки (54). Тодi породже-
нi алгоритмом 7 послiдовностi (xn), (yn) та (zn) сильно збiгаються до
проекцiї елемента a на множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (54).

Зауваження 17. Якщо оператор A монотонний, то результат теореми 7
справедливий без припущення про його секвенцiйну слабку неперервнiсть.
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Заключнi зауваження

В роботi розглянуто задачi про рiвновагу в метричних просторах Ада-
мара.

Отримана теорема про слабку збiжнiсть двоетапного проксимального ал-
горитму для псевдомонотонних задач рiвноважного програмування в про-
сторах Адамара. Запропоновано адаптивний двоетапний проксимальний
алгоритм для задач в метричних просторах Адамара. Правило оновлення
параметрiв не використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї та на
вiдмiну вiд правил типу лiнiйного пошуку не потребує обчислень значень
бiфункцiї в додаткових точках. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпши-
цевого типу доведена теорема про слабку збiжнiсть породжених алгори-
тмом послiдовностей. Запропоновано та теоретично обгрунтовано адаптив-
ний екстрапроксимальний алгоритм. Запропоновано та теоретично обгрун-
товано регуляризований адаптивний екстрапроксимальний алгоритм. Для
регуляризацiї базової екстрапроксимальної схеми було використано класи-
чну схему Гальперна. Для псевдомонотонних бiфункцiй лiпшицевого типу
доведено теорему про збiжнiсть.

Показано, що запропонованi алгоритм можна застосувати до псевдомо-
нотонних варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.

Для пiдготовки статтi використано результати робiт [22–26].
Робота виконана за фiнансової пiдритмки МОН України (проєкт «Обчи-

слювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту, медицини та
оборони», 0122U002026) та НАН України (проєкт «Новi субградiєнтнi та
екстраградiєнтнi методи для негладких задач регресiї», 0124U002162).

Лiтература

1. Kassay G., Radulescu V. D. Equilibrium Problems and Applications. London:
Academic Press, 2019. xx + 419 p.

2. Nikaido H., Isoda K. Note on noncooperative convex games. Pacific Journal of
Mathematics. 1955. Vol. 5. P. 807–815.

3. Blum E., Oettli W. From optimization and variational inequalities to equilibrium
problems. Math. Stud. 1994. 63. P. 123–145.

4. Muu L. D. and Oettli W. Convergence of an adaptive penalty scheme for finding
constrained equilibria. Nonlinear Anal. TMA. 1992. 18. P. 1159–1166.

5. Lions J. L., Stampacchia G. Variational inequalities. Commun. Pure Appl. Math.
1967. Vol. XX. P. 493–519.

6. Kinderlehrer D. Stampacchia G. An introduction to variational inequalities and
their applications. New York: Academic Press, 1980. Russian transl., Moscow: Mir,
1983. 256 p.

7. Combettes P. L., Hirstoaga S. A. Equilibrium Programming in Hilbert Spaces. J.
Nonlinear Convex Anal. 2005. Vol. 6. P. 117–136.

8. Quoc T. D., Muu L. D., Hien N. V. Extragradient algorithms extended to equili-
brium problems. Optimization. 2008. Vol. 57. P. 749–776.

9. Bauschke H. H., Combettes P. L. Convex Analysis and Monotone Operator Theory
in Hilbert Spaces. Berlin, Heidelberg, New York: Springer, 2011. 408 p.

33



С. В. ДЕНИСОВ, В. В. СЕМЕНОВ

10. Van N. T. T., Strodiot J. J., Nguyen V.H. A bundle method for solving equilibrium
problems. Math. Program. 2009. 116 (1–2), Ser. B. P. 529–552.

11. Anh P. N. Strong convergence theorems for nonexpansive mappings and Ky Fan
inequalities. J. Optim. Theory Appl. 2012. 154. P. 303–320.

12. Vuong P. T., Strodiot J. J, Nguyen V. H. Extragradient methods and linesearch
algorithms for solving Ky Fan inequalities and fixed point problems. J. Optim.
Theory Appl. 2012. 155. P. 605–627.

13. Quoc T. D., Anh P. N., Muu L. D. Dual extragradient algorithms to equilibrium
problems. J. Glob. Optim. 2012. 53. P. 139–159.

14. Vuong P. T., Strodiot J. J., Nguyen V. H. On extragradient-viscosity methods
for solving equilibrium and fixed point problems in a Hilbert space. Optimization.
2015. 64 (2). P. 429–451. https://doi.org/10.1080/02331934.2012.759327

15. Anh P. N., Hai T. N., Tuan P. M. On Ergodic Algorithms for Equilibrium
Problems. J. Glob. Optim. 2016. 64 (1). P. 179–195.

16. Nguyen T. P. D., Strodiot J. J., Nguyen V. H., Nguyen T. T. V. A family of
extragradient methods for solving equilibrium problems. J. Ind. Manag. Optim.
2015. 11. P. 619–630.

17. Zykina A. V., Melenchuk N. V. Finite number of iterations in the two-step
extragradient method. Russian Mathematics. 2014. Volume 58. Issue 9. P. 62–65.

18. Bacak M. Convex Analysis and Optimization in Hadamard Spaces. Berlin-Boston:
De Gruyter, 2014. viii+185 p.

19. Colao V., Lopez G., Marino G., Martin-Marquez V. Equilibrium problems in
Hadamard manifolds. Journal of Mathematical Analysis and Applications. 2012.
Vol. 388. P. 61–77. https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2011.11.001

20. Khatibzadeh H., Mohebbi V. Monotone and pseudo-monotone equilibrium
problems in Hadamard spaces. Journal of the Australian Mathematical Society.
2019. P. 1–23. https://doi.org/10.1017/S1446788719000041

21. Khatibzadeh H., Mohebbi V. Approximating solutions of equilibrium problems in
Hadamard spaces. Miskolc Mathematical Notes. 2019. Vol. 20. No. 1. P. 281–297.
https://doi.org/10.18514/MMN.2019.2361

22. Vedel Y. I., Sandrakov G. V., Semenov V. V., Chabak L. M. Convergence of a
Two-Stage Proximal Algorithm for the Equilibrium Problem in Hadamard Spaces.
Cybernetics and Systems Analysis. 2020. Vol. 56. Issue 5. P. 784–792.

23. Vedel Y. I., Sandrakov G. V., Semenov V. V. An Adaptive Two-Stage Proxi-
mal Algorithm for Equilibrium Problems in Hadamard Spaces. Cybernetics and
Systems Analysis. 2020. Vol. 56. Issue 6. P. 978–989.

24. Vedel Y. I., Golubeva E. N., Semenov V. V., Chabak L. M. Adaptive Extraproxi-
mal Algorithm for the Equilibrium Problem in the Hadamard Spaces. Journal of
Automation and Information Sciences. 2020. Vol. 52. Issue 8. P. 46–58.

25. Vedel Y., Semenov V. Adaptive Extraproximal Algorithm for the Equilibrium
Problem in Hadamard Spaces. In: Olenev N., Evtushenko Y., Khachay M.,
Malkova V. (eds) Optimization and Applications. OPTIMA 2020. Lecture Notes
in Computer Science, vol. 12422. Springer, Cham, 2020. P 287–300.

26. Vedel Y. I., Denisov S. V., Semenov V. V. Regularized Adaptive Extra-Proximal
Algorithm for Equilibrium Problem in Hadamard Spaces. Journal of Automation
and Information Sciences. 2020. Vol. 52. Issue 9. P. 12–26.

27. Popov L. D. A modification of the Arrow-Hurwicz method for search of saddle
points. Mathematical notes of the Academy of Sciences of the USSR. 1980. Vol.
28. Issue 5. P. 845–848. https://doi.org/10.1007/BF01141092

34



ДВОЕТАПНI ПРОКСИМАЛЬНI АЛГОРИТМИ

28. Malitsky Yu. V., Semenov V. V. An extragradient algorithm for monotone vari-
ational inequalities. Cybernetics and Systems Analysis. 2014. Vol. 50. P. 271–277.
https://doi.org/10.1007/s10559-014-9614-8

29. Lyashko S. I., Semenov V. V. A New Two-Step Proximal Algorithm of Solving
the Problem of Equilibrium Programming. In: B. Goldengorin (ed.) Optimization
and Its Applications in Control and Data Sciences. Springer Optimization and Its
Applications, vol. 115. Springer, Cham, 2016. P. 315–325.

30. Vedel Y. I., Semenov V. V. A new two-phase proximal method of solving
the problem of equilibrium programming. Journal of Numerical and Applied
Mathematics. 2015. № 1 (118). P. 15–23.

31. Vedel Y. I., Semenov V. V., Chabak L. M. About the two-stage proximal method
for solving of equilibrium problems. Journal of Numerical and Applied Mathemati-
cs. 2019. № 2 (131). P. 23–31. https://doi.org/10.17721/2706-9699.2019.2.03

32. Chabak L., Semenov V., Vedel Y. A New Non-Euclidean Proximal Method for
Equilibrium Problems. In: Chertov O., Mylovanov T., Kondratenko Y., Kacprzyk
J., Kreinovich V., Stefanuk V. (eds) Recent Developments in Data Science and
Intelligent Analysis of Information. ICDSIAI 2018. Advances in Intelligent Systems
and Computing, vol. 836. Springer, Cham, 2019. P. 50–58.

33. Semenov V. V., Vedel Ya. I., Denisov S. V. Convergence of adaptive extra-proximal
algorithms for equilibrium problems in Hadamard spaces. Journal of Numerical
and Applied Mathematics. 2022. № 1. P. 62–82.

34. Kirk W., Shahzad N. Fixed point theory in distance spaces. Cham: Springer, 2014.
xii+173 p. https://doi.org/10.1007/978-3-319-10927-5

35. Burago D., Burago Yu., Ivanov S. A Course in Metric Geometry. Graduate Studies
in Mathematics. Vol. 33. Providence: AMS, 2001. xiv+415 p.

36. Denisov S. V., Semenov V. V., Stetsyuk P. I. Bregman Extragradient Method with
Monotone Rule of Step Adjustment. Cybernetics and Systems Analysis. 2019. Vol.
55. Issue 3. P. 377–383.

37. Denisov S.V., Nomirovskii D. A., Rublyov B.V., Semenov V.V.
Convergence of Extragradient Algorithm with Monotone Step Size
Strategy for Variational Inequalities and Operator Equations. Journal of
Automation and Information Sciences. 2019. Vol. 51. Issue 6. P. 12–24.
https://doi.org/10.1615/JAutomatInfScien.v51.i6.20

38. Halpern B. Fixed points of nonexpanding maps. Bull. Amer. Math. Soc. 1967. 73.
P. 957–961. https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1967-11864-0

39. Mainge P.-E. Strong convergence of projected subgradient methods for nonsmooth
and nonstrictly convex minimization. Set-Valued Analysis. 2008. Vol. 16. P. 899–
912. https://doi.org/10.1007/s11228-008-0102-z

40. Semenov V. V. Two methods of approximation of the fixed point of the Fejer
operator. Journal of Numerical and Applied Mathematics. 2013. № 1 (111). P.
46–56.

41. Apostol R. Ya., Grynenko A. A., Semenov V. V. Iterative algorithms for monotone
two-level variational inequalities. Journal of Numerical and Applied Mathematics.
2012. № 1 (107). P. 3–14.

42. Lyashko S. I., Semenov V. V., Voitova T. A. Low-cost modification of Korpelevich’s
methods for monotone equilibrium problems. Cybernetics and Systems Analysis.
2011. Vol. 47. Issue 4. P. 631–639. https://doi.org/10.1007/s10559-011-9343-1

Надiйшла: 22.02.2024 / Прийнята: 28.10.2024

35


