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Abstract. The estimation problem of non-stationary parameter
matrices is considered for bilinear discrete dynamic system in the case
when for these unknown parameter matrices their ‘attraction’ points
are known at any moment. Explicit and recurrent forms of represen-
tation are obtained for these parameter estimates of the least squares
method with variable forgetting factor and least deviation norm from
‘attraction’ points under non-classical assumptions. The recurrent
algorithm is also proposed for corresponding weighted residual sum
of squares.
Keywords: non-stationary parameter estimation, least squares
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Резюме. Розглядається задача оцiнювання нестацiонарних мат-
риць параметрiв для бiлiнiйної дискретної динамiчної системи у
випадку, коли для цих невiдомих матриць параметрiв їх точки
“тяжiння” вiдомi у кожен момент. Отриманi явна та рекурент-
на форми представлення для цих оцiнок параметрiв методу най-
менших квадратiв зi змiнним фактором забування та найменшою
нормою вiдхилення вiд точок “тяжiння” при некласичних припу-
щеннях. Запропоновано також рекурентний алгоритм для вiдпо-
вiдної зваженої залишкової суми квадратiв.
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Вступ

При розробцi складного технiчного об’єкта наявнiсть для нього висо-
коякiсної математичної моделi завжди є запорукою його успiшного впро-
вадження. Використання при цьому параметричної моделi приводить до
необхiдностi розв’язання задачi пошуку оптимальних у деякому розумiн-
нi оцiнок невiдомих параметрiв цiєї моделi. В залежностi вiд доступного
об’єму апрiорної iнформацiї про невизначеностi системи пропонується ско-
ристатися вiдповiдним методом iдентифiкацiї параметрiв об’єкта [1, 2]. На
практицi досить часто звертаються до вiдомого методу найменших квад-
ратiв (МНК) [3].

Ситуацiя, коли можуть бути не справедливi класичнi припущення, якi
забезпечують єдинiсть оцiнки МНК, потребує бiльш детального дослiджен-
ня. Його важко провести без використання оператора псевдообернення за
Муром-Пенроузом [4, 5]. Для цього випадку оцiнка МНК з найменшою нор-
мою для стацiонарних параметрiв регресiйної моделi була проаналiзована
у роботi [6]. В нiй для цiєї оцiнки та вiдповiдної залишкової суми квадратiв
були отриманi рекурентнi алгоритми. Потiм у публiкацiях [7, 8] останнi ре-
зультати були перенесенi на випадок оцiнювання нестацiонарних парамет-
рiв регресiйної моделi завдяки використанню МНК зi змiнним фактором
забування.

Врахування додаткової iнформацiї у виглядi знання точок “тяжiння” для
невiдомих параметрiв системи у розглянутому некласичному випадку вно-
сить свої корективи у вiдповiдну оцiнку МНК. А саме замiсть оцiнки МНК
з найменшою нормою було запропоновано використовувати оцiнку МНК з
найменшою нормою вiдхилення вiд вiдповiдної точки “тяжiння” у кожен
момент часу. Якраз для такої оцiнки стацiонарних параметрiв регресiйної
моделi та вiдповiдної залишкової суми квадратiв у роботi [9] були отриманi
потрiбнi рекурентнi процедури. Згодом останнi результати були перенесенi
на задачу оцiнювання нестацiонарних параметрiв регресiйної моделi вже
за допомогою МНК зi змiнним фактором забування [10, 11]. Узагальнен-
ня попереднiх результатiв на клас лiнiйних дискретних динамiчних систем
було зроблено у публiкацiях [12, 13].

Дана робота присвячена поширенню останнiх результатiв на випадок
оцiнювання матриць нестацiонарних параметрiв бiлiнiйних дискретних ди-
намiчних систем за допомогою методу найменших квадратiв зi змiнним
фактором забування та найменшою нормою вiдхилення вiд заданих точок
“тяжiння” у кожен момент часу. 33
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1. Постановка задачi

Розглянемо задачу оцiнювання матриць невiдомих параметрiв
A,B1, B2, . . . , Bm, B для бiлiнiйної дискретної динамiчної системи

x(k + 1) = Ax(k) +

m∑
i=1

ui(k)Bix(k) +Bu(k) + ξ(k), k ∈ N, (1)

де x(k), ξ(k) — n-вимiрнi вектори фазового стану та похибок моделi вiдпо-

вiдно, u(k) =
(
u1(k), u2(k), . . . , um(k)

)T
— вектор керувань, x(k), u(k) —

вiдомi, N — множина натуральних чисел.
Припустимо, що блочна матриця невiдомих параметрiв

A =
(
A B1 B2 . . . Bm B

)
може повiльно змiнюватися з плином часу та

для неї у кожен момент часу N задана точка “тяжiння”
A∗(N) =

(
A∗(N) B1∗(N) B2∗(N) . . . Bm∗(N) B∗(N)

)
, N = 0, 1, 2, . . . ,

де A∗(N), B1∗(N), B2∗(N), . . . , Bm∗(N) ∈ Mn(R), B∗(N) ∈ Mn,m(R),
Mn(R),Mn,m(R) — множини квадратних порядку n та розмiрностi n × m
матриць з дiйсними елементами вiдповiдно.

Введемо позначення

Q(A, N) =

N∑
k=1

w(k,N) ∥ξ(k)∥2, (2)

де ∥ · ∥ — евклiдова норма,

w(k,N) =

 N−1∏
i=k

λ(i), якщо k = 1, N − 1,

1, якщо k = N,

λ(i) — заданий фактор забування (λ(i) ∈ (0, 1], i ∈ N).
Множина усiх оцiнок матрицi параметрiв A методу найменших квадратiв

зi змiнним фактором забування {λ(k)}∞k=1 у припущеннi можливого пору-
шення класичних припущень, що забезпечують її єдинiсть, знаходиться як
розв’язок задачi

Argmin
A

Q(A, N). (3)

В якостi єдиної оцiнки на множинi оцiнок (3) потрiбно знайти оцiнку
Â(N) =

(
Â(N) B̂1(N) B̂2(N) . . . B̂m(N) B̂(N)

)
з найменшою нормою вiд-

хилення вiд матрицi “тяжiння” A∗(N) у кожен момент часу N . Для оцiнки
матрицi параметрiв Â(N) та вiдповiдної зваженої залишкової суми квадра-
тiв q(N) = Q(Â(N), N) також необхiдно розробити рекурентнi алгоритми,
якi стануть у нагодi при обробцi iнформацiї у режимi реального часу.

2. Отримання явної форми представлення оцiнки

Перш нiж переходити до побудови рекурентних алгоритмiв оцiнювання,
спочатку потрiбно навести вигляд оцiнки Â(N) для бiлiнiйного дискретного
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динамiчного об’єкта. Її явну форму представлення надає нижченаведене
твердження.

Теорема 1. Оцiнка Â(N) методу найменших квадратiв зi змiнним фак-
тором забування {λ(k)}∞k=1 та з найменшою нормою вiдхилення вiд за-
даної точки “тяжiння” A∗(N) у кожен момент часу N для бiлiнiйної
дискретної динамiчної системи (1) при некласичних припущеннях, що не
гарантують єдинiсть оцiнки, має вигляд:

Â(N) =
[
Z̃+
NX̃2,N+1

]T
+ A∗(N)

[
En+nm+m − Z̃+

N Z̃N

]
, N ∈ N, (4)

де (+) — символ псевдообернення за Муром-Пенроузом, En — одинична
матриця порядку n,

X̃2,N+1 =


w

1
2 (1, N)xT(2)

w
1
2 (2, N)xT(3)

...
w

1
2 (N,N)xT(N + 1)

 ,

Z̃N =


w

1
2 (1, N) zT(1)

w
1
2 (2, N) zT(2)

...
w

1
2 (N,N) zT(N)

 , z(k) =

 x(k)
u(k)⊗ x(k)

u(k)

 ,

⊗ — операцiя тензорного добутку.

Доведення. Помножимо k-те рiвняння системи спiввiдношень (1) на
w

1
2 (k,N), k ∈ N. Це дозволяє представити систему перших N таких рiв-

нянь у наступному виглядi:

X̃T
2,N+1 = AZ̃T

N + Ξ̃T
N , N ∈ N,

де

Ξ̃N =


w

1
2 (1, N) ξT(1)

w
1
2 (2, N) ξT(2)

...
w

1
2 (N,N) ξT(N)

 .

А так як має мiсце

Argmin
A

Q(A, N) = Argmin
A

∥Ξ̃N∥2,

то на цiй множинi оцiнок потрiбна оцiнка Â(N) згiдно роботи [13] набуває
форми

Â(N) =
[
Z̃+
NX̃2,N+1

]T
+ A∗(N)

[
En+nm+m − Z̃+

N Z̃N

]
, N ∈ N.

Доведення завершено. �
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3. Побудова рекурентного алгоритму оцiнювання

При обробцi спостережень у режимi реального часу виникає потреба у
наявностi можливостi рекурентного перерахунку оцiнок невiдомих парамет-
рiв. Звернемося до побудови рекуренту для оцiнки Â(N) матрицi невiдомих
параметрiв A об’єкта (1).

Теорема 2. Рекурентний алгоритм для оцiнки (4) матрицi невiдомих
параметрiв A методу найменших квадратiв зi змiнним фактором забу-
вання {λ(k)}∞k=1 та найменшою нормою вiдхилення вiд заданої точки “тя-
жiння” A∗(N) у кожен момент часу N для бiлiнiйної дискретної дина-
мiчної системи (1) при некласичних припущеннях, що не гарантують
єдинiсть оцiнки, набуває такого вигляду:

якщо δ(N + 1) > 0, то

Â(N + 1) = Â(N)+

+
1

δ(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)z(N + 1)

]
zT (N + 1)P (N)+

+ [A∗(N + 1)− A∗(N)]×

×
[
P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)z(N + 1)zT(N + 1)P (N)

]
,

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

δ(N + 1)

[
R(N)z(N + 1)zT(N + 1)P (N)+

+ P (N)z(N + 1)zT(N + 1)R(N)

]
+

+
γ(N + 1)

δ2(N + 1)
P (N)z(N + 1)zT(N + 1)P (N)

}
,

P (N + 1) = P (N)− 1

δ(N + 1)
P (N)z(N + 1)zT(N + 1)P (N),

(5)

а у протилежному випадку

Â(N + 1) = Â(N)+

+
1

γ(N + 1)

[
x(N + 2)− Â(N)z(N + 1)

]
zT (N + 1)R(N)+

+ [A∗(N + 1)− A∗(N)]P (N),

R(N + 1) =
1

λ(N)

{
R(N)−

− 1

γ(N + 1)
R(N)z(N + 1)zT(N + 1)R(N)

}
,

P (N + 1) = P (N)

(6)
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з початковими умовами

Â(0) = A∗(0), R(0) = Θn+nm+m, P (0) = En+nm+m,

де Θn — нульова матриця порядку n, δ(N + 1) = zT(N + 1)P (N)z(N + 1),
γ(N + 1) = λ(N) + zT(N + 1)R(N)z(N + 1).

Доведення. При побудовi рекурентного спiввiдношення для оцiнки (4) по-
трiбно прийняти до уваги явну форму представлення цiєї оцiнки, яка була
отримана у попереднiй теоремi. Далi необхiдно врахувати структуру бiлi-
нiйної дискретної динамiчної системи та застосувати до оцiнки (4) резуль-
тат конструювання рекурентної процедури з роботи [13].

У пiдсумку одержуємо потрiбний рекурентний алгоритм (5–6) для оцiн-
ки (4) блочної матрицi невiдомих параметрiв A =

(
A B1 B2 . . . Bm B

)
,

яка може повiльно змiнюватися з плином часу. �
Для контролю якостi процесу оцiнювання нестацiонарних параметрiв бi-

лiнiйного об’єкта в режимi реального часу корисною буде наявнiсть реку-
рентної процедури для перерахунку вiдповiдної зваженої залишкової суми
квадратiв.

Теорема 3. Рекурентний алгоритм для зваженої залишкової суми квад-
ратiв q(N) = Q(Â(N), N) для бiлiнiйної динамiчної системи (1) з фун-
кцiоналом якостi (2) має вигляд:

q(N + 1) =


λ(N)q(N), якщо δ(N + 1) > 0,

λ(N)

{
q(N) +

1

γ(N + 1)
∥x(N + 2)− Â(N)z(N + 1) ∥2

}
,

у протилежному випадку

(7)

з початковою умовою q(0) = 0.

Доведення. Для отримання потрiбної рекурентної процедури для зваженої
залишкової суми квадратiв q(N) = Q(Â(N), N) достатньо скористатися
вiдповiдним результатом з роботи [13] та застосувати його до оцiнки (4)
матриць параметрiв бiлiнiйної дискретної динамiчної системи.

В результатi отримаємо потрiбний алгоритм (7) для перерахунку значень
функцiоналу q(N). �

Висновки
Для оцiнки матриць нестацiонарних параметрiв бiлiнiйної дискретної ди-

намiчної системи (1) методу найменших квадратiв зi змiнним фактором за-
бування та з найменшою нормою вiдхилення вiд заданої точки “тяжiння”
у кожен момент часу при некласичних припущеннях, що не гарантують
її єдинiсть, отримано явну (4) та рекурентну (5–6) форми представлен-
ня. Запропоновано рекурентну процедуру (7) для перерахунку вiдповiдної
зваженої залишкової суми квадратiв.
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