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ВСТУП

Подiї останнiх рокiв в Схiднiй Європi, Америцi та навiть в Укра-
їнi показали необхiднiсть вивчення взаємодiї рiзних культур мiж
собою. Теперiшнiй стан їх контактування чекає на покращення вже
багато рокiв, потрiбно створити новi iдеї, шаблони, правила, iна-
кше не всi представителi рiзноманiтних спiльнот матимуть шанси
на виживання.

Спектр думок на обговорювану проблему дуже широкий, вiд
“вченого”, котре наполягає на вирiшеннi проблеми шляхом пiдви-
щення толерантностi до рiзних культур, до “базарного”, яке напо-
лягає на вирiшеннi всiх проблем бiльш радикальними та варвар-
ськими методами. Саме тому постала задача побудови чiткої ма-
тематичної моделi, яка б давала змогу поєднати всi чинники (або
найважливiшi), якi впливають тим чи iншим способом на життя
певної культури [1, 2].

Для досягнення по справжньому наукової точки зору на по-
ставлену проблему потрiбно визначити основнi тенденцiї розвитку
дослiджуваного явища, видiлення сприятливих i небажаних тен-
денцiй та виявлення вдалих управлiнських рiшень.

В цiй роботi ми розглянемо математичну модель взаємодiї рi-
зних культур, опишемо особливостi їх взаємодiї, якими вони бу-
вають, до чого призводять i розглянемо деякий iнструмент, який
допомагає позбутися конфлiктних ситуацiй.

Метою цього дослiдження є:

1. Означення основних понять математичної моделi мужкуль-
турної взаємодiї та визначення предмету дослiдження.

2. Опис математичної моделi мiжкультурних взаємодiй

3. Проаналiзувати математичну модель мiжкультурних взаємо-
дiй та визначити особливостi такої моделi.
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4. Побудувати матричну гру математичної моделi мiдкультур-
них взаємодiй.

5. Здiйснити опис всiх можливих стратегiй поведiнки матричної
гри на базi моделi мiжкультурних взаємодiй.

6. Знайти точки рiвноваги i побудувати фазовi портрети мате-
матичної моделi мiдкультурних взаємодiй в точках рiвноваги

7. Побудувати матрицi чутливостi на точках рiвноваги та зро-
бити висновки щодо отриманих результатiв.
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1 СИСТЕМНО-ДИНАМIЧНИЙ АНАЛIЗ МО-
ДЕЛI

1.1 Означення основних понять
Математика накопичила величезний досвiд створення та дослiдже-
ння моделей рiзноманiтних явищ, в основi якого лежить вивчення
кiлькiсних зв’язкiв мiж рiзними величинами, якi характеризують
явище, та виявлення законiв змiни цих характеристик на основi ма-
ючих мiсце зв’язкiв мiж ними [1,2]. Складнiсть застосування цього
досвiду в гуманiтарних областях полягає в тому, що не всi хара-
ктеристики, якi ми зустрiчаємо в нашому життi, ми можемо вимi-
рювати та виражати числом.

Наприклад, ми не в змозi описати диференцiальними рiвняння-
ми таке складне явище як взаємодiя культур у всьому його рiзнома-
нiттi. Однак, спробуємо спростити задачу, обмежившись розглядом
культури на “побутовому” її рiвнi, де вона має вигляд засвоєних з
дитинства стандартних реакцiй на стандартнi ситуацiї та, якщо це
необхiдно, стандартних дiй, викликаних цими стандартними ситу-
ацiями.

Якщо можливо представити собi досить повний опис явища, на-
званого “взаємодiєю культур”, частиною якого є аналiзована нами
“побутова культура”, то такий опис можна трактувати як деком-
позицiю такого явища. Адже окрiм “побутової культури” в цьо-
му повному описi фiгуруватимуть ще якiсь частини разом з взає-
мозв’язками мiж ними. Серед них можуть бути i такi, серед яких
немає тих, якi ми називали б “побутовою культурою”. Кожна де-
композицiя складного явища вiдповiдає деякiй точцi зору на нього,
яка вiдповiдає цiлям дослiдження. Таким чином, ми “нав’язуємо”
свою декомпозицiю дослiджуваної нами мiжкультурної взаємодiї,
виокремлюючи її частину, яку ми називаємо “побутовою культу-
рою”.

Для подальшої роботи, треба ще бiльш спростити об’єкт дослi-
дження: iз множини аспектiв такого складного явища як побутова
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культура, оберемо лиш два протилежних – толерантнiсть та нетер-
пимiсть у вiдношеннi до iнших культур. Тепер можна остаточно
визначити предмет нашого дослiдження:

1. Будемо розрiзняти двi множини зi своїми початковими дани-
ми, здатнiстю до покращення цих даних та характеристиками
їх приросту. Природа елементiв множин нам не важлива.

2. Представникам кожної з множин доведеться вступати в кон-
курентнi вiдносини щодо деякого обмеженого, але життєво
важливого ресурсу, природа якого на даному рiвнi абстракцiї
нас не цiкавить, як з представниками своєї, так i з представ-
никами чужої множини.

3. В ходi таких конкурентних вiдносин може виявитись, що кон-
куренцiя з представниками своєї множини запеклiша, нiж з
представниками чужого, i тодi ми будемо говорити про толе-
рантне вiдношення до чужої множини. Якщо ж конкуренцiя
з представниками чужої множини запеклiша, нiж всерединi
своєї, ми будемо говорити про нетерпимiсть по вiдношенню
до чужої множини. Таким чином, коли сторони не проявля-
ють нi толерантностi, нi нетерпимостi в сенсi нашого визна-
чення, а вiдносяться до представителiв своєї множини як i
до представителiв чужої множини, матимемо справу з вiдно-
синами без упереджень. Будемо також розрiзняти випадок,
коли замiсть конкуренцiї з представниками чужої множини
має мiсце, навпаки, допомога. При цьому конкуренцiя з пред-
ставниками своєї множини залишається. Таке вiдношення ми
називатимемо надтолерантнiсть.

1.2 Опис математичної моделi мiжкультурної взаємо-
дiї

Диференцiальнi рiвняння, якими можна описати визначену вище
словесну модель, добре вiдомi i добре дослiдженi [1,2,3,4]. Це рiв-
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няння конкурентної взаємодiї двух популяцiй з чисельностями N i
M вiдповiдно:

dN
dt = αN − aN 2 − eMN,
dM
dt = βM − bM2 − cMN, (1)

де t ∈ [0;∞); α, β – коєфiцiєнти приросту популяцiй.
Вiдомо декiлька типiв розв’язкiв системи (1). Наприклад, з ча-

сом чисельностi популяцiй можуть зрiвнятись або, навпаки, одна з
популяцiй може повнiстю вимерти, а iнша – нi. При цьому сенс па-
раметрiв a, b, c та е в предметнiй областi не дуже зрозумiлий, проте
зрозумiло, що a та b зв’язанi з внутрiшньою, а c та е з зовнiшньою
конкуренцiєю.

Проте для успiшного моделювання системи важливо не тiльки
виявити якiснi особливостi поведiнки системи модельних рiвнянь,
але i знайти набiр параметрiв, якi мають прозорий сенс в предме-
тнiй областi моделi, вiд яких залежить її поведiнка, видiлити ряд
ключових значень параметрiв, при пiдстановцi яких якiсно змiню-
ється поведiнка системи.

Такими параметрами в нашiй моделi виступатимуть коефiцiєн-
ти нетерпимостi – характернi саме для цiєї моделi, котрi ми визна-
чимо трохи пiзнiше.

Отже, переписавши систему так, щоб її коефiцiєнти отримали
достатньо прозорий сенс, ми отримали наступне:

dN
dt = αN (1− N

N ∗ −m
M
M∗ ),

dM
dt = βM(1− M

M∗ −n
N
N ∗ ),

(2)

де N ∗ = α
a ; M

∗ = β
b ; m = eM

∗

α ; n = cN
∗

β ; t ∈ [0;∞]; α, β – коєфiцiєнти
приросту.
Числа N* та M* називають мiсткiстю середовищ по вiдношенню
до популяцiй вiдповiдного виду. Для кожної популяцiї, у випад-
ку вiдсутностi iншої, вони постають у сенсi граничної чисельностi
популяцiї, котру ще здатне “витримати” середовище проживання.
При перевищеннi граничної чисельностi починається “вимирання”
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вiдповiдних популяцiй. Вiдношення N/N* та M/M* визначають си-
лу внутрiшньовидової конкуренцiї. Числа n та m визначають силу
мiжвидової конкуренцiї порiвняно з внутрiшньовидовою. Напри-
клад, при рiвностi цих чисел одиницi можна сказати, що мiжвидова
конкуренцiя настiльки ж сильна як i внутрiшньовидова, при n > 1,
m > 1 мiжвидова конкуренцiя сильнiше, а при n < 1, m < 1 – навпа-
ки, внутрiшньовидова сильнiше. Саме тому можна назвати числа n
та m коефiцiєнтами нетерпимостi при мiжвидовiй конкуренцiї по-
пуляцiй. Так, наприклад, при n < 1 конкуренцiя популяцiї N з M
бiльш слабка, нiж внутрiшньовидова конкуренцiя в N, тому можна
говорити про толерантне вiдношення популяцiї N до M. I навпаки,
при n > 1, конкуренцiя мiж популяцiями N та M сильнiша, нiж
внутрiшньовидова конкуренцiя в N, тому можна говорити про не-
терпиме вiдношення популяцiї N до M. При значеннях коефiцiєнта
нетерпимостi в межах пiвiнтервалу [0;1) має мiсце толерантнiсть,
якщо вiн дорiвнює 1 – мають мiсце вiдносини без упереджень, та
при значеннях з iнтервалу (1, ∞) має мiсце нетерпимiсть. Також
будемо розглядати i вiд’ємнi значення коефiцiєнтiв нетерпимостi,
-∞ < n, m < 0. При таких значеннях коефiцiєнтiв замiсть кон-
куренцiї матимемо допомогу одного виду iншому, такi вiдносини
називатимемо надтолерантнiсть.

Якiсна поведiнка системи (1) добре вiдома. Вона завжди має 3
стацiонарнi точки:

(N = 0, M = 0) , (N = N*, M = 0) , (N = 0, M = M*) ,

з яких нестiйкий вузол (N = 0, M = 0) нам не цiкавий через свою
беззмiстовнiсть в предметнiй областi, тому в подальшому згаду-
ватись не буде. Також стацiонарними точками будуть розв’язки
системи двох лiнiйних рiвнянь з двома невiдомими:

1− N
N ∗
−mM

M∗
= 0, (3)

1− M
M∗
−n N

N ∗
= 0, (4)
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де n,m ∈ R; N, M – початковi чисельностi популяцiй; N*, M* -
мiсткiсть середовищ проживання.

При n = m = 1 таких розв’язкiв буде нескiнченно багато, а саме
вся пряма

N =N ∗ − N
∗

M∗
M, (5)

де N, M – початковi чисельностi популяцiй; N*, M* - мiсткiсть се-
редовищ проживання.

При n , 1, але nm = 1 - розв’язкiв немає. В рештi випадкiв
розв’язок єдиний i знаходиться по формулi:

N =N ∗
1−m
1−mn

,M =M∗
1−n
1−nm

, (6)

де N*, M* - мiсткiсть середовищ проживання; n,m – коефiцiєнти
нетерпимостi i n,m ∈ R;

Якiсна поведiнка системи (2) залежить вiд iснування i розта-
шування точки (6) вiдносно вiдрiзка прямої (5), який лежить в
першiй координатнiй четвертi. Опишемо цю поведiнку в залежно-
стi вiд значень коефiцiєнтiв нетерпимостi n та m сторiн N та M.

Рис. 1.1 Областi фазової площини [1]
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Будемо називати пряму (5) границею толерантностi, область
першої координатної четвертi, яка лежить вище цiєю прямої i при
цьому не вище прямої N = N* i не правiше прямої M = M* -
областю толерантностi, а область першої координатної четвертi,
яка лежить нижче границi толерантностi – областю нетерпимостi.
Область першої координатної четвертi, розташовану вище прямої
N = N*, будемо називати область надтолерантностi популяцiї M,
область правiше прямої M = M* - областю надтолерантностi попу-
ляцiї N, та, врештi-решт, область вище прямої N = N* та правiше
M = M* - областю взаємної надтолерантностi (рис 1.1).

1.3 Аналiз поведiнки моделi мiжкультурної взаємодiї

Тепер, коли ми зазначили особливостi моделi мiжкультурної
взаємодiї, можна приступати безпосередньо до аналiзу поведiнки
моделi [1,3,4].

Рис. 1.2 Обидвi сторони толерантнi [1]
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Перший випадок. Нехай обидвi сторони толерантно вiдносяться
один до одного.

Тодi розв’язок системи (3)-(4), точка (6), лежить в областi то-
лерантностi i є стiйким вузлом системи, а стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є сiдлами. В такому випадку, з часом, незалежно вiд початкових
чисельностей популяцiї i коефiцiєнтiв народжуваностi, система на-
ближається до стiйкого стану, в якому представленi обидва види,
граничнi чисельностi яких визначаються формулою (6). На рисун-
ку (2) прямими, що виходять з точок N* та M* показанi напрямки
змiни чисельностей популяцiй.
Звернемо увагу, що при фiксованому значеннi коефiцiєнта нетер-
пимостi однiєї з сторiн, наприклад n = const, i при зменшеннi не-
терпимостi iншою стороною M її гранична чисельнiсть (6) також
зменшується, а гранична чисельнiсть першої сторони N (6), нав-
паки, збiльшується. Таким чином, якщо розмовляти про збiльшен-
ня граничної чисельностi як про користь, то можна сказати, що в
умовах взаємної толерантностi одностороннє збiльшення толеран-
тностi однiєї з популяцiй шкiдливо для неї самої i корисно для її
супротивника, а одностороннє збiльшення нетерпимостi, навпаки,
корисно для сторони, яка стала трохи бiльш нетерпимою i шкiдли-
во для її супротивника.

Другий випадок. Нехай одна iз сторiн надтолерантна, а iнша
толерантна або надтолерантна, тобто розглядаємо випадок, коли
n, m > -1. В данному випадку прямi (3), (4) перетинаються в областi
надтолерантностi першої координатної четвертi, та ще й точка їх
перетину (6) як i в першому випадку є стiйким вузлом, а точки
(N=N*, M=0) та (N=0, M=M*) є сiдлами.
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Рис. 1.3 Обидвi сторони надтолерантнi [1]

На рисунку 1.3 показана взаємна надтолерантнiсть. Як слiдує з
(6) – якщо обидвi сторони надтолерантнi, то подальше зменшення
коефiцiєнта нетерпимостi будь-якої iз сторiн стає корисним не тiль-
ки супротивнику, але ж i їй самiй. При цьому гранична чисельнiсть
надтолерантної популяцiї стає бiльше ємностi середовища прожи-
вання для неї, а при n, m < 0, nm ≥ 1 прямi (3), (4) перестають
перетинатись в першiй координатнiй четвертi, що означає необме-
жений рiст обох популяцiй за нескiнченний час. Якщо ж надтоле-
рантна тiльки одна з сторiн, а iншi просто толерантна, то просто
толерантнiй сторонi вигiдно збiльшувати свою толерантнiсть, над-
толерантнiй сторонi ж не вигiдно збiльшувати свою толерантнiть
допоки її партнер також не стане надтолерантним.

Третiй випадок. Нехай обидвi сторони нетерпимi одна до одної.
Тодi стацiонарна точка (6) лежить в областi нетерпимостi i є сi-
длом, а стацiонарнi точки (N=N*, M=0) та (N=0, M=M*) є стiй-
кими вузлами системи. В такому випадку система з часом, в зале-
жностi вiд початкових умов, приходить в один чи в iнший стiйкий
вузол, тобто одна з популяцiй повнiстю зникає. Залишається та, до
вузла якої на фазовiй дiаграмi тяжiє точка початкових чисельно-
стей популяцiї (N0, M0). В цьому випадку є пряма, яка у випадку
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коли коефiцiєнти прироста популяцiй рiвнi γ = α = β, допомагає
зрозумiти до якого стiйкого вузла тяжiє точка початкових чисель-
ностей:

N =
N ∗(1−m)
M∗(1−n)

M, (7)

де n,m – коефiцiєнти нетерпимостi; N, M – початковi чисельностi
популяцiй; N*, M* - мiсткiсть середовищ проживання.

Ця пряма роздiляє областi тяжiння точки початкових чисель-
ностей. Якщо ця точка лежить нижче прямої (7), то траєкторiя
на нескiнченностi перейде в точку (0, M*), якщо вище прямої (7)–
в точку (N*, 0), якщо ж на самiй прямiй, то траєкторiя прийде в
сiдлову точку (6).

Можна також вiдмiтити, що при фiксованiй нетерпимостi однiєї
з сторiн i нескiнченно зростаючiй нетерпимостi iншої, ймовiрнiсть
попадання точки початкових чисельностей в першу координатну
четверть в область, яка тяжiє до вузла менш нетерпимої популяцiї
– збiгається до нуля, а в область бiльш нетерпимої популяцiї – до
одиницi.

Рис. 1.4 Обидвi сторони нетерпимi [1]
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Слiд також вiдмiтити, що при збiльшеннi взаємної нетерпимо-
стi бiльшiсть точок першої координатної четвертi опиняються в
областi :

N, M:
{
1− N

N ∗ −m
M
M∗ < 0,

1− M
M∗ −n

N
N ∗ < 0,

(8)

де N, M – початковi чисельностi популяцiй; N*, M* - мiсткiсть се-
редовищ проживання; n, m – коефiцiєнти нетерпимостi.

В цiй областi похiднi рiвнянь (2) вiд’ємнi, тому в цiй областi
великий коефiцiєнт приросту стає не перевагою, а недолiком, змен-
шуючи чисельнiсть бiльш плодовитої популяцiї.

Тепер введемо деяку “третю силу”, яка вмикається коли трає-
кторiя системи попадає в небезпечну зону фазової площини Ω, яка
загрожує попаданням на один з двох стiйких вузлiв:

W=
{
N,M :

1− N
N ∗ −m

M
M∗ > 0

1− M
M∗ −n

N
N ∗ < 0

}
∪
{
N,M :

1− N
N ∗ −m

M
M∗ < 0

1− M
M∗ −n

N
N ∗ > 0

}
, (9)

де N, M – початковi чисельностi популяцiй; N*, M* - мiсткiсть се-
редовищ проживання; n, m – коефiцiєнти нетерпимостi.

Ця сила з’явилась для допомоги сторонi, де похiдна вiд’ємна,
i для перешкоди сторонi, де похiдна додатня в областi W фазо-
вої площини системи. Сила дiє за наступним правилом: якщо iснує
хоча б одна нетерпима популяцiя, то вона “карає” за перетин тра-
єкторiї системи (2) з областю W фазової площини змiною знака
коефiцiєнтiв обох популяцiй на вiд’ємний. Тобто ця третя сторона
дiє за наступною формулою :

α (N, M) =
{
α, {N,M} < W
−α, {N,M} ∈W ,

β (N,M) =
{
β, {N,M} < W
−β, {N,M} ∈W , (10)

де N, M – початковi чисельностi популяцiй; n, m – коефiцiєнти
нетерпимостi.
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Таким чином, при фiксованiй нетерпимостi однiєї з сторiн, на-
приклад m = const, зменшення нетерпимостi n iншої сторони, при-
зводить до збiльшення граничної чисельностi останньої та змен-
шує граничну чисельнiсть першої. Отже, iснування описаної вище
“третьої сили” повинно з часом “виштовхнути” цi двi популяцiї iз
областi нетерпимостi, так як сторона, яка буде наполягати на своїй
нетерпимостi в умовах того, що її супротивник зменшує свiй кое-
фiцiєнт нетерпимостi буде з часом зменшувати свою чисельнiсть,
а може i взагалi зникнути.

Четвертий випадок. Нехай сторона M нетерпима до N (1 < m
< ∞), а коефiцiєнт нетерпимостi N змiнюється -∞ < n ≤ 1, що
означає, що сторона N вiдноситься до M або без упереджень, або
толерантно, або надтолерантно. Тодi або система (3)-(4) не має рi-
шення, або її рiшення знаходиться не в першiй чвертi системи ко-
ординат. Точка (N = N*, M = 0) – сiдло, а точка (N = 0, M = M*) –
стiйкий вузол системи. В такому випадку, з часом, незалежно вiд
початкових умов i значень коефiцiєнтiв приросту, повнiстю зникає
толерантна сторона N i залишається нетерпима сторона M.

Рис. 1.5 Сторона N толерантна, сторона M нетерпима [1]
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Можна, як i у випадку взаємної нетерпимостi запропонувати
“третю силу”, яка б функцiонувала за формулою (10). Однак, нi-
яка “третя сила” не в змозi зберегти обидвi популяцiї. “Третя сила”
змiнює сiдло толерантної сторони в стiйкий вузол, а стiйкий ву-
зол нетерпимої сторони в сiдло. При iснуваннi такої “третьої сили”
нетерпимiй сторонi не залишиться нiчого, окрiм, пiд загрозою пов-
ного зникнення, перейти до толерантностi.

П’ятий випадок. Нехай сторона N нетерпима до M (1 < n <∞), а
коефiцiєнт нетерпимостi M змiнюється -∞ < m ≤ 1, що означає, що
сторона M вiдноситься до N або без упереджень, або толерантно,
або надтолерантно. Тодi точка (N = N*, M = 0) – стiйкий вузол,
а точка (N = 0, M = M*) – сiдло. Цей випадок є зеркальним до
четвертого, тому висновок нiчим не вiдрiзняється – незалежно вiд
початкових умов i значень коефiцiєнтiв приросту, повнiстю зникає
толерантна сторона i залишається нетерпима сторона.

Рис. 1.6 Сторона M толерантна, сторона N нетерпима [1]

Шостий випадок. Тепер розглянемо випадок n = m = 1, тобто
сторони вiдносяться одна до одної без упереджень. Потрiбно вiдмi-
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тити, що хоча обмеження типу рiвнiсть є не дуже стiйкими, в данiй
моделi може iснувати механiзм, який би пiдтримував рiвнiсть n =
m = 1. Це та сама “третя сила”, яка б виштовхувала сторони iз
зони нетерпимостi, а iз зони толерантностi їх би виштовхував той
факт, що вигiдно зменшувати рiвень толерантностi при фiксованiй
толерантностi супротивника.

Рис. 1.7 Взаємнi вiдносини без упереджень [1]

Тут весь вiдрiзок (5) мiж точками (N = N*, M = 0) та (N = 0,
M = M*) є областю тяжiння траєкторiй. Щоб зрозумiти, до якої з
точок прямої зображеної на рисунку (7) прийде система, роздiлимо
перше з рiвнянь (2) на друге (при n = m = 1) i отримаємо:

dN
dM

=
αN
βM

,

звiдки:

N β =
N
β
0

Mα
0
Mα (11)

де N0, M0 – початковi чисельностi популяцiй; α, β – коефiцiєнти
приросту популяцiй.
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Знайдена точка буде розв’язком системи рiвнянь (5), (11). В
цьому випадку, з часом, система прямує до стану рiвноваги, в яко-
му представленi обидвi популяцiї, при чому їх численностi зале-
жать вiд початкових численностей i коефiцiєнтiв народжуваностi.
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2 ТЕОРЕТИКО-IГРОВИЙ АНАЛIЗ МОДЕЛI

2.1 Побудова матричної гри на базi моделi взаємодiї
культур

Постало питання – якими будуть тенденцiї змiни граничних чи-
сельностей, якщо сторонам надати можливiсть цiлеспрямовано ке-
рувати своїми коефiцiєнтами нетерпимостi, а також, в деяких ви-
падках, i iншими зовнiшнiми змiнними моделi [1,3,5]. Будемо гово-
рити про коефiцiєнти нетерпимостi в (2) як про керування сторiн,
тобто сторона N керує коефiцiєнтом n, а сторона M – коефiцiєнтом
m. Будемо вважати, що сторони грають в iгру, де стратегiями є
задання надтолерантних, толерантних, без упереджень або нетер-
пимих керувань n та m, а виграшом – граничне значення популяцiї
при таких керуваннях.

Отримуємо бiматричну гру з непротилежними iнтересами. Ви-
пишемо матрицi виграшiв обох сторiн:

Таблиця 2.1 Виграш сторони N

Стратегiї N надтоле-
рантна

N толеран-
тна

N без упе-
реджень

N нетерпи-
ма

M надтоле-
рантна

∞, nm ≥ 1;
N ∗ 1−m1−nm ,
nm < 1;
(> N*)

N ∗ 1−m1−nm ,
(> N*)

N* N*

M толеран-
тна

N ∗ 1−m1−nm ,
(≤ N* )

N ∗ 1−m1−nm ,
(≤ N* )

N* N*

M без упе-
реджень

0 0 N(N0,M0,α,β),
(< N*)

N*

M нетерпи-
ма

0 0 0 0 або N*

18



Таблиця 2.2 Виграш сторони M
Стратегiї N надтоле-

рантна
N толеран-
тна

N без упе-
реджень

N нетерпи-
ма

M надтоле-
рантна

∞, nm ≥ 1;
M∗ 1−m1−nm ,
nm < 1;
(> M*)

M∗ 1−n
1−nm ,

(≤ M*)
0 0

M толеран-
тна

M∗ 1−n
1−nm ,

(> M* )
M∗ 1−n

1−nm ,
(≤ M* )

0 0

M без упе-
реджень

M* M* M(N0,M0,α,β),
(< M*)

0

M нетерпи-
ма

M* M* M* 0 або M*

В скобках приводяться порiвняння отриманого виграшу з ємнi-
стю середовища проживання для вiдпопiдної популяцiї. Тут

N =N ∗
1−m
1−nm

,M =M∗
1−n
1−nm

,

де N*, M* - мiсткiсть середовищ проживання; n, m – коефiцiєнти
нетерпимостi.

Це точка (6) – розв’язок системи (3)-(4). Власне, аналiз зале-
жностi розв’язку (6) вiд значень коефiцiєнтiв нетерпимостi n та m
i є нашою метою. Точка N(N0,M0,α,β), M* є розв’язком системи
рiвнянь (5), (11).

Поля “ 0 або N* ” та “ 0 або M* ” означають, що досягається одне
з вказаних значень, яке саме – залежить вiд обраних керувань, а
також зовнiшнiх змiнних моделi, при чому, якщо точка початкових
значень не лежить на осях координат, то завжди iснують керува-
ння, якi приводять систему як в перший так i в другий стiйкий
вузол.
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2.2 Опис можливих стратегiй матричної гри на базi мо-
делi взаємодiї культур

Видно, що гарантувати позитивний результат гри при будь-
яких дiях супротивника не може жодна iз стратегiй [1,5]. Найбiльш
унiверсальною виявляється стратегiя нетерпимостi, вона дає ви-
граш в об’ємi ємностi середовища проживання популяцiї, допоки
не зустрiчає ще бiльшу нетерпимiсть. В цьому випадку вiд керу-
вань гравцiв залежить до я кого зi стiйких вузлiв прийде система.
У будь-якому випадку, взаємна нетерпимiсть призводить до зберi-
гання лише однiєї популяцiї.

Якщо розглядати ситуацiю з позицiї “стiйкого розвитку”, який
виступає за збереження всього рiзновиду iснуючих у природi видiв
культур, то слiд придiлити свою увагу стратегiям толерантностi та
надтолерантностi, якi дають таку можливiсть.

Отже, почнемо розгляд можливих стратегiй зi стану взаємної
надтолерантностi. Такi вiдносини, якщо їх вдається досягнути, гар-
нi тим, що цей стан стiйкий вiдносно дiй гравцiв, спрямованих
на збiльшення свого виграшу. В цьому станi кожен гравець отри-
мує виграш бiльший, нiж ємнiсть його середовища проживання,
зменшення нетерпимостi збiльшує виграш для кожного з гравцiв,
а збiльшення нетерпимостi зменшує виграш, так як

N ∗
1−m
1−nm

< N ∗
1−m
1−n′m

, M∗
1−n
1−nm

<M∗
1−n

1−nm′
,

при виконаннi умов -∞ < n′ < n < 0, -∞ < m′ < m < 0, n′m, nm′ <
1. Збiльшувати свою толерантнiсть стає вигiдним, бiльш того, при
nm ≥ 1 виграш сторiн стає нескiнченним.

Стан надтолерантностi одного партнера та толерантнiсть iншо-
го є своєрiдним “гамбiтом” надтолерантної сторони. Дiйсно, при
переходi в стан надтолерантностi iз звичайної толерантностi, вона
неминуче втрачає частину свого виграшу.

Наприклад,

N ∗
1−m
1−nm

> N ∗
1−m
1−n′m

,
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при 0 < n, m < 1, а n′ < 0. Однак при цьому надтолерантна сторона
сподiвається на те, що її супротивник почне збiльшувати свою то-
лерантнiсть, так як при надтолерантному партнерi йому це вигiдно
– його виграш збiльшується. Продовжуючи приклад,

M∗
1−n
1−nm

<M∗
1−n

1−nm′
,

при n < 0, m < 1, m′ <m та nm′ < 1. Врештi-решт, бажання збiльши-
ти свiй виграш повинно привести толерантну сторону до надтоле-
рантностi, де i окупається жертва гамбiта. Помiтимо, що сторона,
яка виступає в ролi гамбiта не повинна перестаратись з розмiром
жертви, так як

N ∗
1−m
1−nm

−→
n→−∞

0, M∗
1−n
1−nm

−→
n→−∞

M∗

m
,

при n < 0, 0 < m < 1.
Стан взаємної толерантностi, навiть якщо про нього можна було

б якимось чином домовитись, нестiйкий з теоретико-iгрової точки
зору: кожному гравцю для отримання найбiльшого виграшу вигi-
дно бути як можна менш толерантним, адже чим нижчий рiвень
толерантностi, тим бiльший виграш для певного гравця. Дiйсно,
якщо при взаємнiй толерантностi толерантнiсть сторони M рiвна
m, то вигращ сторони N, згiдно з формулою (6) наближається до
максимуму при n → 1 i досягає його при переходi сторони N вiд
толерантностi до вiдносин без упереджень. Подiбнi мiркування за-
стосовнi i до сторони M.

Таким чином, прослiдковується правило: при взаємнiй толеран-
тностi кожному гравцю вигiднiше бути менш толерантним, нiж вiн
є в даний момент часу. Зрештою, це правило повинно “виштовхати”
гравцiв iз областi толерантностi: або вони перейдуть до вiдносин
без упереджень, або один iз них прийме “гамбiтну” жертву – пере-
йде до надтолерантностi в надiї, що його партнер збiльшить свою
толерантнiсть i з часом, прийде до надтолерантностi, тим самим
окупивши жертву.
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Взаємнi вiдносини без упереджень також збережуть обидвi по-
пуляцiї, однак слiд очiкувати його нестiйкостi в предметнiй обла-
стi, так як зазвичай сувору рiвнiсть пiдтримувати складнiше нiж
нерiвнiсть. Зверху стiйкiсть цiєї рiвностi забезпечує нестiйкiсть ста-
ну взаємної толерантностi, яку було згаданi вище. Механiзму пiд-
тримки рiвностi знизу – немає, але ми можемо придумати деякий
зовнiшнiй механiзм – наприклад, згадану вище “третю силу”, яка
керувала б коефiцiєнтами приросту так, що гравцi “виштовхую-
ться” iз областi нетерпимостi. Тодi взаємнi вiдносини без упере-
джень стають стiйкими. Це рiшення може бути привабливим через
свою залежнiсть вiд початкових умов, тобто певним збереженням
початкового статусу, з елементами нiвелювання початкової нерiв-
ностi сторiн за рахунок степеневої залежностi в (11).

Стан толерантностi до нетерпимого партнера, як слiдує з ма-
триць iгор, завжди фатальна для толерантної сторони. При чому,
нiякої другої перспективи, окрiм повного вимирання, у толеран-
тної сторони просто немає. Ситуацiю хоч якось може змiнити тiль-
ки “третя сила”, хоч сама по собi вона нездатна зберегти обидвi
популяцiї, вона може стимулювати нетерпиму сторону пiд загро-
зою повного зникнення перейти вiд нетерпимостi до вiдносин без
упереджень або толерантностi.

Врештi-решт, маємо стан взаємної нетерпимостi. В цiй ситуацiї,
як було виявлено, найбiльш нетерпимий конкурент отримує все (а
саме – граничну чисельнiсть популяцiї, яка дорiвнює ємностi се-
редовища для неї). Якщо сторони починають рефлексувати, тобто
вiдповiдати на нетерпимiсть конкурента ще бiльшою нетерпимi-
стю, то сiдлова точка (6), а з нею i деякi траєкторiї системи (2) на
своєму шляху до одного з стiйких вузлiв все ближче будуть пряму-
вати до початку координат, що в свою чергу через недосконалiсть
моделi (наприклад, той факт, що реальнi численностi популяцiй –
дискретнi, а не неперервнi величини) може призвести до того, що
залишиться нi переможцiв, нi переможених.
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3 ФАЗОВI ПОРТРЕТИ ТОЧОК РIВНОВА-
ГИ МОДЕЛI

В роботi вже було описано дослiджувану математичну модель (2)
та здiйснено аналiз поведiнки системи в залежностi вiд значень па-
раметрiв: α, β, a, b, c та e. Метою цього роздiлу буде: визначити
що таке фазовий портрет, побудувати фазовi портрети точок рiвно-
ваги для кожної з проаналiзованих ситуацiй наведених у другому
роздiлi. Також, потрiбно здiйснити аналiз кожної з точок рiвноваги
для кожної ситуацiї.

3.1 Фазовi портрети
Що ж таке фазовий портрет? Фазовим портретом диференцiаль-
ної системи (2) є двовимiрна фiгура, яка показує якiсну поведiнку
системи i визначає як функцiї N таM залежать вiд часу t. За допо-
могою належної кiлькостi зображених траєкторiй фазовий портрет
повинен показати як виглядає i де закiнчується кожна траєкторiя
для будь-яких початкових умов. Траєкторiєю вважаємо представ-
лення розв’язку системи диференцiальних рiвнянь (2) на фазовiй
площинi.

В цiй роботi фазовий портрет будується за наступним алгори-
тмом[3]:

1. Визначаємо коефiцiєнти системи (1) α,a,e,β,b,c

2. Задаємо набiр початкових параметрiв N0 = 0,n, M0 = 0,m

3. Знаходимо розв’язок системи (1) у виглядi F(t,N ,M) для ко-
жного набору початкових параметрiв

4. Iлюструємо кожен розв’язок (траєкторiю) на графiку

За наступними формулами були визначенi мiсткостi середовищ N ∗,
M∗ та коефiцiєнти толерантностi n, m:
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N ∗ = α
a ; M

∗ = β
b ;

m = eM
∗

α ; n = cN
∗

β

Всi графiки були побудованi за допомогою мови Python та бiблiо-
тек matplotlib, numpy та scipy.
Перший випадок. В першому випадку обидвi сторони вiдносяться
толерантно один до одного. При попередньому аналiзi було сказа-
но, що точка (6) є стiйким вузлом системи, а стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є сiдлами. Подивимось на фазовi портрети цих стацiонарних точок.

Рис. 2.1 Обидвi сторони толерантнi [3, 4]

Для побудови такого фазового портрету (рис. 2.1) було використа-
но наступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.25, e = 0.13, β = 4, b = 0.265,
c = 0.145. В нашому випадку N ∗ = 12.0, M∗ = 15.1, n = 0.4349, m
= 0.6540.
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Проаналiзуємо точку (N = N ∗,M = 0): побудуємо якобiан системи

(2) з вищевказаними коефiцiєнтами:
(
−6 −1.56
0 1.74

)
Вирiшивши квадратне рiвняння, знайдемо λ1 та λ2 [3, 4]. У випад-
ку з нашою точкою: λ1 = -6, λ2 = 1.74, що вказує на те, що ця
точка рiвноваги є сiдлом.

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−1.96 0
−2.19 8

)
λ1 = -1.96, λ2 = 8, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є сiдлом.

Проаналiзуємо точку (6). Якобiан:
(
−4.93 −0.91
−1.59 −6.85

)
λ1 = -4.34, λ2 = -7.42, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
стiйким вузлом.
Другий випадок. У другому випадку обидвi сторони вiдносяться

надтолерантно один до одного, тобто розглядаємо випадок, коли
n,m < 0. Як i в попередньому випадку, точка (6) є стiйким вузлом
системи, а стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є сiдлами. Подивимось на фазовi портрети цих стацiонарних то-
чок. Для побудови фазового портрету (рис. 2.2) було використано
наступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.25, e = -0.13, β = 4, b = 0.265, c
= -0.145. В нашому випадку N ∗ = 12.0, M∗ = 15.1, n = -0.4349, m
= -0.6540

Проаналiзуємо точку (N =N ∗,M = 0). Якобiан:
(
−6 1.56
0 1.74

)
λ1 = -6, λ2 = 1.74, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є сiдлом.

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−1.96 0
2.19 8

)
λ1 = -1.96, λ2 = 8, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є сiдлом.

Проаналiзуємо точку (6). Якобiан:
(
−9.25 3.25
3.625 −9.625

)
λ1 = -6, λ2 = -12.875, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
стiйким вузлом.
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Рис. 2.2 Обидвi сторони надтолерантнi [3, 4]

Третiй випадок. В третьому випадку обидвi сторони вiднося-
ться нетерпимо один до одного. При попередньому аналiзi було
сказано, що точка (6) лежить в областi нетерпимостi i є сiдлом, а
стацiонарнi точнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є стiйкими вузлами системи. Побудуємо та подивимось на фазовi
портрети цих стацiонарних точок.
Для побудови фазового портрету (рис. 2.3) було використано на-
ступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.25, e = 0.500, β = 4, b = 0.260, c =
0.520. В нашому випадку N ∗ = 12.0, M∗ = 15.3, n = 1.56, m =2.56

Проаналiзуємо точку (N =N ∗,M = 0). Якобiан:
(
−6 −6
0 −6.24

)
λ1 = -6, λ2 = -6.24, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є стiй-
ким вузлом.
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Рис. 2.3 Обидвi сторони нетерпимi [3, 4]

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−7.65 0
−7.96 −7.96

)
λ1 = -7.65, λ2 = -7.96, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
стiйким вузлом.

Проаналiзуємо точку (6). Якобiан:
(
−4.35 3.1
−1.3 4.524

)
λ1 = -2.43, λ2 = 6.45, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
сiдлом.

Четвертий випадок. В четвертому випадку M нетерпима до N
(1 < n <∞), а коефiцiєнт нетерпимостi N змiнюється −∞ < m ≤ 1,
що означає, що сторона N вiдноситься до M або без упереджень,
або толерантно, або надтолерантно. Тодi або система (3)-(4) не має
рiшення, або її рiшення знаходиться не в першiй чвертi системи
координат. Точка (N = N ∗,M = 0) – сiдло, а точка (N = 0,M =
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M∗) – стiйкий вузол системи. Подивимось на фазовi портрети цих
стацiонарних точок.

Рис. 2.4 Сторона N надтолерантна, сторона M нетерпима [3, 4]

Для побудови такого фазового портрету (рис. 2.4) було використа-
но наступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.25, e = 0.3, β = 4, b = 0.265,
c = -0.245. В нашому випадку N ∗ = 12.0, M∗ = 15.1, n = -0.735, m
= 1.51

Проаналiзуємо точку (N =N ∗,M = 0). Якобiан:
(
6 −3.6
0 −2.94

)
λ1 = -2.94, λ2 = 6, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є сiдлом.

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−4.53 0
3.67 −8

)
λ1 = -4.53, λ2 = -8, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є стiй-
ким вузлом.
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П’ятий випадок(зеркальний до четвертого). В п’ятому випадку
сторона N нетерпима до M (1 < n <∞), а коефiцiєнт нетерпимостi
M змiнюється −∞ < m ≤ 1, що означає, що сторона M вiдноситься
до N або без упереджень, або толерантно, або надтолерантно. Тодi
точка (N = N*, M = 0) – стiйкий вузол, а точка (N = 0, M= M*) –
сiдло. Подивимось на фазовi портрети цих стацiонарних точок.

Рис. 2.5 Сторона M толерантна, сторона N нетерпима [3, 4]

Для побудови такого фазового портрету (рис. 2.5) було використа-
но наступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.25, e = -0.285, β = 3, b =
0.265, c = 0.345. В нашому випадку N ∗ = 12.0,M∗ = 11.3, n = -1.07,
m = 1.38

Проаналiзуємо точку (N =N ∗,M = 0). Якобiан:
(
−6 3.42
0 −4.14

)
λ1 = -4.14, λ2 = -6, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є стiй-
ким вузлом.

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−3.22 0
−3.89 5.99

)
λ1 = -3.22, λ2 = 5.99, що вказує на те, що точка рiвноваги – сiдло.
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Шостий випадок. Тепер розглянемо випадок n = m = 1, тобто
сто-рони вiдносяться одна до одної без упереджень. Тут весь вiдрi-
зок (5) мiж точками (N = N*, M = 0) та (N = 0, M= M*) є областю
тяжiння траєкторiй. Подивимось на фазовий портрет такої систе-
ми.

Рис. 2.6 Взаємнi вiдносини без упереджень [3, 4]

Для побудови такого фазового портрету(рис. 2.6) було використано
наступнi коефiцiєнти: α = 3, a = 0.285, e = 0.285, β = 3, b = 0.285,
c = 0.285. В нашому випадку N ∗ = 10.5, M∗ = 10.5, n = 1, m = 1

Проаналiзуємо точку (N =N ∗,M = 0). Якобiан:
(
−5.99 −2.99
0 −4.04

)
λ1 = -4.04, λ2 = -5.98, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
стiйким вузлом.

Проаналiзуємо точку (N = 0,M =M∗). Якобiан:
(
−2.99 0
−4.04 −5.98

)
λ1 = -2.99, λ2 = -5.99, що вказує на те, що ця точка рiвноваги є
стiйким вузлом.
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4 АНАЛIЗ ЧУТЛИВОСТI МОДЕЛI
Метою цього роздiлу буде ознайомлення з важливими визначення-
ми та теоремами пов’язаними з матрицями чутливостi та рiвнян-
нями чутливостi, опис алгоритму побудови матриць чутливостi та
побудова декiлькох матриць чутливостi для диференцiальної си-
стеми (2).

4.1 Матриця чутливостi
Що ж собою являє матриця чутливостi? Спробуємо дати визначе-
ння.
Теорема 1.[7] Нехай x(t,x0, t0) є розв’язком задачi Кошi [3, 4]

dx
dt

= f (t,x), x(t0) = x0, (12)

що визначений на iнтервалi t ∈ [a,b], t0 ∈ [a,b], функцiя f (t,x) є
неперервною за t i неперервно диференцiйованою за x в областi
D ⊂ Rn+1, (t0,x0) ∈ D[6]. Тодi розв’язок x(t,x0, t0) має неперервнi
частиннi похiднi за компонентами вектора x0 i

dU (t,x0)
dt

=
f (t,x(t,x0, t0))

dx
U (t,x0), (13)

U (t0,x0) = I, t ∈ [a,b], (14)

де

U (t,x0) =
x(t,x0,t0)
dx0

Розглянемо (12) у виглядi iнтегрального рiвняння

x(t,x0, t0) =
t∫
t0

f (r,x(r,x0, t0))dr + x0,

x(t,x0+ sei , t0) =
t∫
t0

f (r,x(r,x0 + sei , t0))dr + x0 + sei , t ∈ [a,b].
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Тодi, позначивши

y(t, s) = 1
s (x(t,x0 + sei , t0)− x(t,x0, t0)),

одержимо

y(t, s) =
1
s

t∫
t0

f (r,x(r,x0 + sei , t0))− f (r,x(r,x0, t0))dr + ei , (15)

де t ∈ [a,b]
За лемою Адамара [3]

f (r,x(r,x0 + sei , t0))− f (r,x(r,x0, t0)) =
= G(r,x(r,x0 + sei , t +0),x(r,x0, t0))(x(r,x0 + sei , t0)−

− x(r,x0, t0)), (16)

де

G(r,y0, z0) =
1∫
0

df (r,σy0+(1−σ )z0)
dx dσ

- неперервна матриця за r,y0, z0. З (15), (16) випливає

y(t, s) =

t∫
t0

A(r, s)y(r, s)dr + ei , t ∈ [a,b], (17)

де A(r, s) = G(r,x(r,x0 + sei , t0),x(r,x0, t0)) – непевна матриця за r, s
З iнтегрального рiвняння (17) маємо

d
dt

∂x(t,x0, t0)
∂x0i

= A0(t)
∂x(t,x0, t0)

∂x0i
(18)

∂x(t,x0, t0)
∂x0i

= ei , t ∈ [a,b], i = 1,2, ...,n, (19)
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де A0(t) =
∂f (t,x(t,x0,t0))

∂x . Має мiсце (13), (14). Розв’язок (18), (19) є
неперервною функцiєю за (t,x0, t0).
Отже, система рiвнянь (18), (19) називається системою рiвнянь у
варiацiях вiдносно початкових умов [4]. Матриця

U (t,x0) =
∂x(t,x0,t0)

∂x0

називається матрицею чутливостi (12) вiдносно початкових умов.
Матричне рiвняння (13), (14) називається матричним рiвнянням
чутливостi вiдносно початкових умов [6].
Теорема 2.[7] Нехай x(t,x0, t0,p) є розв’язком задачi Кошi [3, 4]

dx
dt

= f (t,x,p),x(t0) = x0, (t0,x0) ∈D, (20)

який визначений на iнтервалi t ∈ [a,b],t0 ∈ [a,b].if (t,x,p)t, ixp, (t,x) ∈
D,p ∈ M,D ⊂Rn+1 – область, M ⊂Rm – область. Тодi розв’язок
x(t,x0, t0,p) має неперервнi частиннi похiднi за p i x0, t ∈ [a,b][6].
Теорема 3.[7] Нехай x(t, t0,p) є розв’язком задачi Кошi [3, 4]

dx
dt

= f (t,x,p), x(t0) = x0(p), (21)

який визначений на iнтервалi [a, b]. Тут функцiя f (t, x, p) є непе-
рервною за t i неперевно диференцiйованою за x та p, x0 (·) ∈C1(M,
Rn), (t,x) ∈D,p ∈M,D ⊂Rn+1 – область, M ⊂Rm – область[6, 7]. Тодi
x(t, t0,p) має неперервнi частиннi похiднi за компонентами вектора
p, при цьому [3]

d
dt

∂x(t, t0,p)
∂pi

=
∂f (t,x(t, t0,p),p)

∂x
∗
∂x(t, t0,p)

∂pi
+

+
∂f (t,x(t, t0,p),p)

∂pi
, (22)

∂x(t0, t0,p)
∂pi

=
∂x0(p)
∂pi

, i = 1,2, ...,m. (23)
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Система (22) – (23) називається системою рiвнянь у варiацiях за
параметром p [6]. Матриця

U (t,p) = ∂x(t,t0,p)
∂p

називається матрицею чутливостi (21) за параметром p. З (22) -
(23) випливає, що має мiсце матричне рiвняння чутливостi за па-
раметром p, яке має вигляд

dU (t,p)
dt

=
∂f (t,x(t, t0,p),p)

∂x
U (t,p) +

∂f (t,x(t, t0,p),p)
∂p

, (24)

де U (t0,p) =
∂x0(p)
∂p [6].

4.2 Алгоритм побудови матрицi чутливостi
Алгоритм був створений на базi вищезгаданих теорем та визна-
чень, але для системи (1) [6,7]. Сам алгоритм складається з насту-
пних крокiв:

1. Визначити коефiцiєнти системи (1) α,a,e,β,b,c

2. Задати набiр початкових параметрiв N0 = 0,n, M0 = 0,m

3. Знаходимо розв’язок системи (1) у виглядi F(t,N ,M) для на-
бору початкових параметрiв

4. Складаємо якобiан системи (1) i отримуємо A(t)

(а) Знаходимо похiднi системи (1), а саме: ∂F1(N,M)
∂N , ∂F1(N,M)

∂M ,
∂F2(N,M)

∂N , ∂F2(N,M)
∂M

(б) Ставимо вiдповiднi складовi на вiдповiднi мiсця матрицi
у такому порядку, як вони перерахованi вище

5. Вирiшити задачу Кошi для матричного диференцiального рiв-
няння dU

dt = A(t)U при U (0) = I та знайти вiдповiднi матрицi
U(t)
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4.3 Побудова матриць чутливостi
Так як ми вже описували всi можливi випадки поведiнки системи
(1) в залежностi вiд коефiцiєнтiв α,a,e,β,b,c та бiльш складних так
званих коефiцiєнтiв толерантностi n,m, описували точки рiвноваги
(6) та

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

побудували фазовi портрети цих точок, то i матрицi чутливостi ми
також будемо шукати саме в цих точках.
Перший випадок. В першому випадку обидвi сторони вiдносяться
толерантно один до одного. При цьому було сказано, що точка (6)
є стiйким вузлом системи, а стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є сiдлами. Побудуємо матрицi чутливостi в цих точках.

Рис. 3.1 Обидвi сторони толерантнi, точка (N =N ∗,M = 0) [6,7]
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Рис. 3.2 Обидвi сторони толерантнi, точка (N = 0,M =M∗) [6,7]

Рис. 3.3 Обидвi сторони толерантнi, точка (6) [6,7]

Висновком з цих рисункiв є наступне: так як в точках (N =N ∗,M =
0), (N = 0,M = M∗) значення r доволi швидко зростає, то в цих
точках система бiльш чутлива. Проте точка (6) не виходить за межi
[-0.3, 1] на всьому t ∈ [0,50], що говорить про її низьку чутливiсть.

36



Другий випадок. Обидвi сторони вiдносяться надтолерантно один
до одного, тобто n,m < 0. Як i в попередньому випадку, точка (6)
є стiйким вузлом системи, а стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є сiдлами. Побудуємо матрицi чутливостi в цих точках.

Рис. 3.4 Обидвi сторони надтолерантнi, точка (N =N ∗,M = 0)
[6,7]

Рис. 3.5 Обидвi сторони надтолерантнi, точка (N = 0,M =M∗)
[6,7]
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Рис. 3.6 Обидвi сторони надтолерантнi, точка (6) [6,7]

Висновки доволi схожi до висновкiв першого випадку через те, що
точки рiвноваги мають тi ж самi характеристики, як i в попере-
дньому випадку. Тобто в точках (N = N ∗,M = 0), (N = 0,M =M∗)
значення r доволi швидко зростає, що означає високу чутливiсть
системи в цих точках. А от точка (6) прямує до нуля на всьому
промiжку t ∈ [0,50], з чого робимо висновок про низьку чутли-
вiсть системи.

Третiй випадок. В третьому випадку обидвi сторони вiднося-
ться нетерпимо один до одного. При попередньому аналiзi було
сказано, що точка (6) лежить в областi нетерпимостi i є сiдлом, а
стацiонарнi точки

( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )

є стiйкими вузлами системи. Побудуємо матрицi чутливостi в цих
точках.
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Рис. 3.7 Обидвi сторони нетерпимi, точка (N =N ∗,M = 0) [6,7]

Рис. 3.8 Обидвi сторони нетерпимi, точка (N = 0,M =M∗) [6,7]
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Рис. 3.9 Обидвi сторони нетерпимi, точка (6) [6,7]

Висновок щодо точок ( N = N* , M = 0 ) , ( N = 0, M = M* )
є доволi очевидним - r стрiмко прямує до нуля, що говорить про
майже нульову чутливiсть. А от дивлячись на рисунок 3.9 все не
так очевидно. За попереднiми дослiдами ми знаємо, що точка (6)
є сiдлом, проте на графiку змiни r, рисунку 3.9, видно, що r збiль-
шується лише на деякому промiжку, приблизно t ∈ [0,20]. Пiсля
цього r починає рiзко спадати i, врештi-решт, прямує до нуля, з
чого маємо цiкавi висновки. Точка (6) в цьому випадку є доволi
чутливою на промiжку t ∈ [0,24], потiм r прямує до 0, що гово-
рить про низьку стiйкiсть системи на промiжку t ∈ [24,50]

Четвертий випадок. В четвертому випадку M нетерпима до N (1 <
n < ∞), а коефiцiєнт нетерпимостi N змiнюється −∞ < m ≤ 1, що
означає, що сторона N вiдноситься до M або без упереджень, або
толерантно, або надтолерантно. Тодi або система (3)-(4) не має рi-
шення, або її рiшення знаходиться не в першiй чвертi системи ко-
ординат. Точка (N = N*, M = 0) – сiдло, а точка (N = 0, M =
M*) – стiйкий вузол системи. Побудуємо матрицi чутливостi в цих
точках.

40



Рис. 3.10 Сторона N надтолерантна, сторона M нетерпима, точка
(N =N ∗,M = 0) [6,7]

Рис. 3.11 Сторона N надтолерантна, сторона M нетерпима, точка
(N = 0,M =M∗) [6,7]

Як бачимо з рисункiв 3.10 та 3.11, висновком может бути низька
чутливiсть в точцi (N = 0,M = M∗). Також, можна сказати про
великi значення r в точцi (N = N ∗,M = 0), що говорить про над-
звичайну чутливiсть в цiй точцi.
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П’ятий випадок(зеркальний до четвертого). В п’ятому випадку
сторона N нетерпима до M (1 < n <∞), а коефiцiєнт нетерпимостi
M змiнюється −∞ < m ≤ 1, що означає, що сторона M вiдноситься
до N або без упереджень, або толерантно, або надтолерантно. Тодi
точка (N = N*, M = 0) – стiйкий вузол, а точка (N = 0, M= M*) –
сiдло. Побудуємо матрицi чутливостi в цих точках.

Рис. 3.12 Сторона M надтолерантна, сторона N нетерпима, точка
(N =N ∗,M = 0) [6,7]

Рис. 3.13 Сторона M надтолерантна, сторона N нетерпима, точка
(N = 0,M =M∗) [6,7]
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Висновок з рисункiв 3.12, 3.13 є зеркальним до висновку в четвер-
тому випадку, а саме низьку чутливiсть в точцi (N =N ∗,M = 0) та
високу чутливiсть в точцi (N = 0,M =M∗).

Шостий випадок. Тепер розглянемо випадок n = m = 1, тобто
сторони вiдносяться одна до одної без упереджень. Тут весь вiдрi-
зок (5) мiж точками (N = N*, M = 0) та (N = 0, M= M*) є областю
тяжiння траєкторiй. Побудуємо матрицi чутливостi в цих точках.

Рис. 3.14 Взаємнi вiдносини без упереджень , точка
(N =N ∗,M = 0) [6,7]

Рис. 3.15 Взаємнi вiдносини без упереджень , точка
(N = 0,M =M∗) [6,7]
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Як i говорилось спочатку, вся пряма мiж точками (N = N*, M =
0) та (N = 0, M= M*) (11) є областю тяжiння, що означає що вся
кожна точка на цiй прямiй є стiйкою. Аналiз чутливостi показав,
що в певнiй точцi, та в сусiднiх до неї має мiсце низька чутливiсть.
Так як точки на прямiй (11) є однаковими, що можна побачити з
рисункiв 3.14 та 3.15, то можна говорити про низьку чутливiсть в
кожнiй точцi на прямiй (11)
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Висновки
Дана дипломна робота присвячена дослiдженню математичної мо-
делi мiжкультурної взаємодiї. В нiй запропоновано таке:

• Проведено опис математичної моделi мiжкультурних взаємо-
дiй.

• Проведено аналiз цiєї математичної моделi мiжкультурних
взаємодiй, а саме знайдено її точки рiвноваги, здiйснено їх
класифiкацiю та побудовано вiдповiднi фазовi портрети.

• Знайдено матрицю чутливостi математичної моделi мiжкуль-
турних взаємодiй за початковими умовами. Обчислено ма-
трицю чутливостi в точках рiвноваги.

• Побудовано бiматричну гру з непротилежними iнтересами на
базi математичної моделi взаємодiї культур. Виходячи з по-
будованої матричної гри знайдено всi можливi стратегiї по-
ведiнки двох сторiн.

• Створено програму на мовi Python для аналiзу математичної
моделi мiжкультурних взаємодiй. Проведено обчислювальнi
експерименти.
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