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Abstract. In this paper, a two-level problem is considered: a vari-
ational inequality on the set of solutions to the equilibrium problem.
An example of such a problem is the search for the normal Nash
equilibrium. To solve this problem, two algorithms are proposed.
The first combines the ideas of a two-step proximal method and
iterative regularization. And the second algorithm is an adaptive
version of the first with a parameter update rule that does not use
the values of the Lipschitz constants of the bifunction. Theorems on
strong convergence of algorithms are proved for monotone bifuncti-
ons of Lipschitz type and strongly monotone Lipschitz operators. It
is shown that the proposed algorithms can be applied to monotone
two-level variational inequalities in Hilbert spaces.
Keywords: variational inequality, equilibrium problem, two-level
problem, two-stage proximal method, convergence.

Анотацiя. У данiй роботi розглянуто дворiвневу задачу: варiа-
цiйну нерiвнiсть на множинi розв’язкiв задачi про рiвновагу. При-
кладом такої задачi є пошук нормальної рiвноваги Неша. Для
розв’язання даної задачi запропоновано два алгоритми. Перший
сумiщає у собi iдеї двоетапного проксимального методу та iтера-
тивної регуляризацiї. А другий алгоритм є адаптивним варiан-
том першого з правилом оновлення параметрiв, що не викори-
стовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї. Для монотонних
бiфункцiй лiпшицевого типу та сильно монотонних лiпшицевих
операторiв доведено теореми про сильну збiжнiсть алгоритмiв.
Показано, що запропонованi алгоритми можна застосувати до
монотонних дворiвневих варiацiйних нерiвностей в гiльбертових
просторах.
Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, задача про рiвновагу,
дворiвнева задача, двоетапний проксимальний метод, збiжнiсть.

73



В. В. СЕМЕНОВ, Я. I. ВЕДЕЛЬ, С. В. ДЕНИСОВ

Вступ

В дослiдженнi операцiй виникають задачi оптимiзацiї за послiдовно зада-
ними критерiями (лексикографiчна, послiдовна оптимiзацiя) [1,2]. Дворiв-
невi варiацiйнi нерiвностi виникли як природне узагальнення задач лекси-
кографiчної оптимiзацiї з двома критерiями, а також при аналiзi звичайних
оптимiзацiйних задач з обмеженнями у формi варiацiйної нерiвностi. Як
самостiйний математичний об’єкт, дворiвнева варiацiйна нерiвнiсть у скiн-
ченновимiрному випадку розглядалась у [3]. Розв’язностi бiльш загальних
n-рiвневих варiацiйних нерiвностей та побудовi одноетапних алгоритмiв їх
розв’язання присвячено роботи [4, 5]. У [6] розглядалась варiацiйна нерiв-
нiсть на множинi розв’язкiв задачi про рiвновагу.

Алгоритми для варiацiйних нерiвностей на множинi розв’язкiв задачi
про рiвновагу та дворiвневих варiацiйних нерiвностей розглядались у робо-
тах [6–10]. Зокрема, в [6] для варiацiйних нерiвностей на множинi розв’яз-
кiв задачi про рiвновагу був запропонований сильно збiжний алгоритм,
який використовував операцiю обчислення значення резольвенти бiфун-
кцiї. Останнє iстотно збiльшувало трудомiсткiсть алгоритму.

У данiй роботi розглянуто дворiвневу задачу: варiацiйну нерiвнiсть на
множинi розв’язкiв задачi про рiвновагу. Прикладом такої задачi є пошук
нормальної рiвноваги Неша. Для розв’язання даної задачi запропоновано
два алгоритми. Перший сумiщає у собi iдеї двоетапного проксимального
методу [11, 12] та iтеративної регуляризацiї [13, 14]. А другий алгоритм є
адаптивним варiантом першого з правилом оновлення параметрiв, що не
використовує значень лiпшицевих констант бiфункцiї. Для монотонних бi-
функцiй лiпшицевого типу та сильно монотонних лiпшицевих операторiв
доведено теореми про сильну збiжнiсть алгоритмiв. Показано, що запропо-
нованi алгоритми можна застосувати до монотонних дворiвневих варiацiй-
них нерiвностей в гiльбертових просторах. Попереднi результати опублiко-
вано в роботах [15,16].

1. Постановка задачi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
породженою нормою ‖·‖. Для оператора A : H → H, множини M ⊆ H та
бiфункцiї F : H ×H → R позначимо V I(A,M) та EP (F,M) множини

{x ∈M : (Ax, y − x) > 0 ∀ y ∈M} та {x ∈M : F (x, y) > 0 ∀ y ∈M} ,

вiдповiдно.
Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H розглянемо дворiв-

неву задачу:
знайти x ∈ V I(A,EP (F,C)). (1)

Будемо припускати, що виконуються такi умови:
(A1) F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
(A2) F (x, y) + F (y, x) 6 0 для всiх x, y ∈ C (монотоннiсть);
(A3) для всiх x ∈ C функцiя F (x, ·) напiвнеперервна знизу та опукла на

множинi C;
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(A4) для всiх y ∈ C функцiя F (·, y) слабко напiвнеперервна зверху на
множинi C;

(A5) для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F (x, y) 6 F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).
(A6) EP (F,C) 6= ∅.
(A7) A : C → H — µ–сильно монотонний та L–лiпшицевий оператор.
За цих умов множина EP (F,C) опукла та замкнена [17], а задача (1)

має єдиний розв’язок x∗ ∈ H [18].
Зауважимо, що бiфункцiя F (x, y) = (Ax, y−x) з лiпшицевим оператором

A : C → H задовольняє (А5) з a = Lε
2 , b = L

2ε , де ε > 0.

Зауваження 1. Найвiдомiшим окремим випадком (1) є задача пошуку
нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (при Ax = 2x, F (x, y) =
(Bx, y − x), де B : C → H):

‖x‖2 → min, x ∈ C : (Bx, y − x) > 0 ∀y ∈ C.

Апроксимуємо задачу (1) однорiвневою та бiльш регулярною задачею
про рiвновагу.

2. Апроксимацiя Тихонова–Браудера

Розглянемо допомiжну задачу про рiвновагу:

знайти x ∈ C : F (x, y) + ε(Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ C, (2)

де ε > 0.
Наслiдуючи А. Б. Бакушинському [13], назвемо задачу (2) апроксимацi-

єю Тихонова–Браудера дворiвневої задачi (1).

Зауваження 2. Для розв’язання екстремальних задач подiбна апрокси-
мацiя була запропонована А. М. Тихоновим для побудови регуляризуючих
алгоритмiв, а пiзнiше F. Browder [19,20] застосував подiбну cхему для стiй-
кої апроксимацiї нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi або проекцiї
заданої точки на множину нерухомих точок нерозтягуючих операторiв.

З результатiв [17] випливає iснування та єдинiсть розв’язку xε ∈ C задачi
(2) для довiльного ε > 0.

Елементи xε ∈ C мають декiлька важливих властивостей.

Лема 1. Справедливi такi нерiвностi:
(i) ‖xε‖ 6 1

µ‖Ax
∗‖+ ‖x∗‖ для всiх ε > 0;

(ii) ‖xε − xδ‖ 6 |ε−δ|ε
1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖ для всiх ε, δ > 0.

Доведення. Нехай ε > 0. Для xε — розв’язку задачi (2) та довiльного еле-
менту x̂ ∈ EP (F,C) маємо

F (xε, x̂) + ε(Axε, x̂− xε) > 0 и F (x̂, xε) > 0.
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Склавши нерiвностi та скориставшись монотоннiстю бiфункцiї F , отрима-
ємо

(Axε, x̂− xε) > 0,

тобто,
(Axε −Ax̂, xε − x̂) 6 (Ax̂, x̂− xε).

Сильна монотоннiсть оператора A та нерiвнiсть Шварца дають

µ‖xε − x̂‖ 6 ‖Ax̂‖, (3)

звiдки i випливає (i).
Доведемо (ii). Нехай xε та xδ — розв’язки задачi (2) з ε > 0 та δ > 0,

вiдоповiдно. Маємо

F (xε, xδ) + ε(Axε, xδ − xε) > 0 та F (xδ, xε) + δ(Axδ, xε − xδ) > 0.

Склавши нерiвностi та скориставшись монотоннiстю бiфункцiї F , отрима-
ємо

ε(Axε, xδ − xε) + δ(Axδ, xε − xδ) > 0.

Перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi

ε(Axε −Axδ, xε − xδ) 6 (δ − ε)(Axδ, xε − xδ).
Скориставшись сильною монотоннiстю оператора A, отримаємо

εµ‖xε − xδ‖2 6 |δ − ε|‖Axδ‖‖xε − xδ‖,
тобто,

‖xε − xδ‖ 6
|δ − ε|
εµ

‖Axδ‖. (4)

Оцiнимо зверху за допомогою (3) норму ‖Axδ‖

‖Axδ‖ 6 ‖Ax∗‖+ ‖Axδ −Ax∗‖ 6

6 ‖Ax∗‖+ L‖xδ − x∗‖ 6
(
1 +

L

µ

)
‖Ax∗‖. (5)

Використавши оцiнку (5) в (4) приходимо до (ii). �

При прямуваннi малого додатнього параметру ε до нуля елементи xε
сильно збiгаються до розв’язку задачi (1).

Лема 2. Нехай виконуються умови (A1)–(A4) та (A6), (A7). Тодi

lim
ε→0
‖xε − x∗‖ = 0.

Доведення. В силу (i) леми 1 з {xε}ε>0 можна видiлити слабко збiжну до
w ∈ C послiдовнiсть (xεn) (εn → 0). Скориставшись слабкою напiвнепе-
рервнiстю зверху функцiї F (·, y), перейдемо до границi в

F (xεn , y) + εn(Axεn , y − xεn) > 0 ∀y ∈ C.
Отримаємо

F (w, y) > 0 ∀y ∈ C,
тобто, w ∈ EP (F,C). А перейшовши в нерiвностi

(Ax̂, x̂− xεn) > (Axεn , x̂− xεn) > 0 ∀x̂ ∈ EP (F,C)
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до границi, отримаємо

(Ax̂, x̂− w) > 0 ∀x̂ ∈ EP (F,C),
тобто, w = x∗. Покажемо, що

lim
n→∞

‖xεn − x∗‖ = 0.

Це випливає з нерiвностi

µ‖xεn − x∗‖2 6 (Axεn −Ax∗, xεn − x∗) 6 (Ax∗, x∗ − xεn).
З єдиностi елемента x∗ отримуємо limε→0 ‖xε − x∗‖ = 0. �

Перейдемо до опису алгоритму розв’язання дворiвневої задачi (1).

3. Двоетапний проксимальний алгоритм
У роботi [11] для апроксимацiї елементiв множини EP (F,C) був запро-

понований двоетапний проксимальний алгоритм вигляду{
yn = proxλnF (yn−1,·) xn,

xn+1 = proxλnF (yn,·) xn,
(6)

де λn > 0. Вiдштовхуючись вiд схеми (6), для розв’язання дворiвневої за-
дачi (1) в [11] запропоновано такий алгоритм.

Алгоритм 1 (Ведель–Денисов–Семенов, [11]). Для x1, y0 ∈ C генерируємо
послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

zn = xn − αnλnAxn,
yn = proxλnF (yn−1,·) zn = argminy∈C

(
λnF (yn−1, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

xn+1 = proxλnF (yn,·) zn = argminy∈C

(
λnF (yn, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

де λn > 0, αn > 0.

На кожному кроцi алгоритму 1 слiд розв’язати двi опуклi задачi мiнiмi-
зацiї з сильно опуклими функцiями.

Вiдносно параметрiв алгоритму 1 будемо припускати, що виконанi такi
умови:

(B1) λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0, 1

2(2a+b)

)
;

(B2) limn→∞ αn = 0;
(B3)

∑∞
n=1 αn = +∞;

(B4) limn→∞
αn+1−αn

α2
n

= 0.

Зауваження 3. В якостi допустимої послiдовностi (αn) можна обрати та-
ку: αn = n−p, p ∈ (0, 1).

Зауваження 4. Якщо F (x, y) = (Bx, y−x), то алгоритм 1 набуває вигля-
ду: 

x1 ∈ C, y0 ∈ C,
zn = xn − αnλnAxn,
yn = PC(zn − λnByn−1),
xn+1 = PC(zn − λnByn),
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де PC — оператор метричного проектування на множину C. Даний метод
при A = I був дослiджений в [14]. А частинний випадок схеми{

yn = PC(zn − λnByn−1),
xn+1 = PC(zn − λnByn),

запропоновано в [21] для пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй,
що заданi в скiнченновимiрному евклiдовому просторi. У статтi [22] доведе-
но збiжнiсть цього алгоритму для варiацiйних нерiвностей з монотонними
та лiпшицевими операторами, що дiють в нескiнченновимiрному гiльбер-
товому просторi, а також запропонована його економна модифiкацiя. У
роботах [23–26] дослiдженi варiанти методу з використання брегманiвської
дивергенцiї замiсть евклiдової вiдстанi.

Зауваження 5. В [10] для дворiвневої варiацiйної нерiвностi був запропо-
нований та обгрунтований близький алгоритм:

x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnBxn),
zn = PC(xn − λnByn),
xn+1 = zn − αnAzn.

Алгоритм 1 поєднує у собi iдеї двоетапного проксимального методу [11,
12, 27] та iтеративної регуляризацiї [13]. Доведення його сильної збiжностi
проведемо за такою схемою. Нехай xαn — розв’язок задачi (2) при ε = αn.
Оскiльки ‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖ + ‖xαn − x∗‖, limn→∞ ‖xαn − x∗‖ = 0, то
доcтатньо показати, що породжена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) має
властивiсть limn→∞ ‖xn − xαn‖ = 0.

4. Доведення збiжностi
Доведення збiжностi алгоритму 1 почнемо з доведення важливої нерiв-

ностi для згенерованих ним послiдовностей (xn), (yn) та елементiв xαn .

Лема 3. Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖
2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 . (7)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 = ‖xn − xαn‖

2−‖xn − xn+1‖2+2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) . (8)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λnF (yn, xαn)− λnF (yn, xn+1) > (xn+1 − xn + αnλnAxn, xn+1 − xαn), (9)
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λnF (yn−1, xn+1)− λnF (yn−1, yn) > −(xn − αnλnAxn − yn, yn − xn+1). (10)

Використовуючи нерiвностi (9), (10) для оцiнки скалярних добуткiв в (8),
отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn {F (yn, xαn)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)}+

+ 2αnλn(Axn, xαn − yn). (11)

Лiпшицевiсть бiфункцiї F гарантує виконання нерiвностi

− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn) 6

6 a ‖yn−1 − yn‖2 + b ‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведену оцiнку в (11), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2λna ‖yn−1 − yn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF (yn, xαn). (12)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 6 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn, xαn − yn) + 2λnF (yn, xαn). (13)

З монотонностi бiфункцiї F випливає

F (yn, xαn) 6 −F (xαn , yn),

звiдки

F (yn, xαn)− αn(Axαn , yn − xαn) 6 −F (xαn , yn)− αn(Axαn , yn − xαn).

Оскiльки
F (xαn , yn) + αn(Axαn , yn − xαn) > 0,

то
F (yn, xαn) 6 αn(Axαn , yn − xαn).

Урахувавши останню оцiнку в (13), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 + 4λna ‖yn − xn‖2 + 2λnb ‖yn − xn+1‖2+
+ 2αnλn(Axn −Axαn , xαn − yn). (14)

79



В. В. СЕМЕНОВ, Я. I. ВЕДЕЛЬ, С. В. ДЕНИСОВ

Оцiнимо зверху член (Axn −Axαn , xαn − yn). Маємо

(Axn −Axαn , xαn − yn) = (Axn −Axαn , xαn − xn)+

+ (Axn −Axαn , xn − yn) 6 −µ ‖xαn − xn‖
2 + L ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −µ ‖xαn − xn‖
2 +

µ

2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 =

= −µ
2
‖xn − xαn‖

2 +
L2

2µ
‖xn − yn‖2 . (15)

З нерiвностей (14) та (15) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 .
що й було потрiбно. �

Отримаємо важливу оцiнку з якої випливає збiжнiсть до нуля послiдов-
ностей (‖xn − xαn‖) та (‖yn−1 − xn‖).

Лема 4. Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn при великих n виконується нерiвнiсть∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 6

6

(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

, (16)

де M = 1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖.

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 =

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + ∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2+
+ 2

(
xn+1 − xαn+1 , xαn+1 − xαn

)
>
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2+
+
∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 − 2
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥∥∥xαn+1 − xαn

∥∥ >
> (1− ε)

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + (ε− 1)

ε

∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 , (17)

де ε > 0. Покладемо в (17) ε = 1
2αnλnµ. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖
2 >

2− αnλnµ
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− 2− αnλnµ

αnλnµ

∥∥xαn+1 − xαn

∥∥2 . (18)
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В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих n маємо
1− αnλnµ > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 1 з (18) виводимо

‖xn+1 − xαn‖
2 >

2− αnλnµ
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−
− (2− αnλnµ)

αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

1

µ

(
1 +

L

µ

)
‖Ax∗‖, (19)

для всiх n > n0. Використавши (19) в (7), отримаємо (для n > n0)

2− αnλnµ
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖
2−

−
(
1− 4λna− αnλn

L2

µ

)
‖xn − yn‖2 − (1− 2λnb) ‖yn − xn+1‖2+

+ 4λna ‖yn−1 − xn‖2 +
(2− αnλnµ)
αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

M,

де M = 1
µ

(
1 + L

µ

)
‖Ax∗‖. Звiдки випливає нерiвнiсть

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 6 2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
‖xn − xαn‖

2−

−
2
(
1− 4λna− αnλn L

2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2 −
2 (1− 2λnb)

2− αnλnµ
‖yn − xn+1‖2+

+
8λna

2− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2 +

2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (20)

Перегрупувавши члени в (20), отримаємо

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 6

6
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

−
2
(
1− 4λna− αnλn L

2

µ

)
2− αnλnµ

‖xn − yn‖2−

−

(
1− 2λnb

1− αnλnµ
2

− 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ

)
‖yn − xn+1‖2+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (21)

Оскiльки

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
та αn > 0, lim

n→∞
αn = 0,
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то починаючи з деякого номера n1 будуть виконуватися нерiвностi

1− 4λna− αnλn L
2

µ

2− αnλnµ
> 0,

1− 2λnb

1− αnλnµ
2

− 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
> 0,

та
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
< 1− αnλnµ

2
.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (21) випливає∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2 + 4λn+1a

1− αn+1λn+1µ
‖yn − xn+1‖2 6

6

(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що й потрiбно було довести. �

Нагадаємо вiдомий результат про числовi послiдовностi [13].

Лема 5. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел ξn задовольняє нерiвнiсть

ξn+1 6 (1− αn)ξn + βn,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:
1) αn ∈ (0, 1) та

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim
n→∞

βn
αn
6 0.

Тодi limn→∞ ξn = 0.

Сформулюємо основний результат пiдроздiлу.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A1)–(A7) та (B1)–(B4). Тодi для
породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = lim
n→∞

‖yn − x∗‖ = 0, (22)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (1).

Доведення. В силу леми 5 та нерiвностi (16) маємо

lim
n→∞

(
‖xn − xαn‖

2 +
4λna

1− αnλnµ
‖yn−1 − xn‖2

)
= 0.

Звiдки
lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = lim
n→∞

‖yn−1 − xn‖ = 0. (23)

З нерiвностi
‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 2 та (23) отримуємо шуканi спiввiдношення (22). �
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Зауваження 6. При A = I задача (1) спiвпадає з задачею пошуку точки
PEP (F,C)0. Таким чином, в цьому випадку алгоритм 1 є сильно збiжною
схемою обчислення нормального (з мiнiмальною нормою) розв’язку задачi
про рiвновагу.

5. Адаптивний алгоритм
Для розв’язання задачi (1) вище було розглянуто такий метод:

zn = xn − αnλnAxn,
yn = argminy∈C

(
λnF (yn−1, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

xn+1 = argminy∈C
(
λnF (yn, y) +

1
2 ‖y − zn‖

2
)
,

(24)

де λn задавалися виходячи з умови

λn ∈
[
λ, λ

]
⊆
(
0,

1

2(2a+ b)

)
,

а додатня послiдовнiсть (αn) така, що

lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=1

αn = +∞, lim
n→∞

αn+1 − αn
α2
n

= 0.

З метою позбутися явного використання в (24) iнформацiї про значення
констант a i b при заданнi меж для λn розглянемо наступний алгоритм з
адаптивним вибором λn.

Алгоритм 2 (Ведель–Денисов–Семенов, [16]). Обираємо елементи x1, y0 ∈
C, τ ∈

(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1: Обчислити
zn = xn − αnλnAxn.

2: Обчислити
yn = proxλnF (yn−1,·) xn.

3: Обчислити
xn+1 = proxλnF (yn,·) xn.

4: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) 6 0,

min
{
λn,

τ
2

‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(F (yn−1,xn+1)−F (yn−1,yn)−F (yn,xn+1))

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

У алгоритмi 2 параметр λn+1 залежить вiд розташування точок yn−1,
yn, xn+1, значень F (yn−1, xn+1), F (yn−1, yn) i F (yn, xn+1). Нiяка iнформацiя
про константи a i b не використовується. Очевидно, що послiдовнiсть (λn)
незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min

{
λ1,

τ

2max{a, b}

}
.
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Дiйсно, маємо

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) 6

6 max{a, b}
(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Щодо додатнiх параметрiв αn будемо припускати виконаними наступнi
умови:

(С1) limn→∞ αn = 0;
(С2)

∑∞
n=1 αn = +∞;

(С3) limn→∞
αn+1−αn

α2
n

= 0.

Перейдемо до обґрунтування алгоритму 2. Доведення збiжностi проведе-
мо за розглянутою вище схемою. А саме, покажемо, що lim

n→∞
‖xn−xαn‖ = 0,

де xαn — розв’язок задачi (2) при ε = αn.

6. Доведення збiжностi адаптивного алгоритму

Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть для послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn .

Лема 6. Для породжених алгоритмом 2 послiдовностей (xn), (yn) та
елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖2−

−
(
1− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2. (25)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =
= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2

(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
=

= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−
− 2
(
xn − yn, yn − xn+1

)
+ 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
. (26)

З визначення точок xn+1 i yn випливає

λnF (yn, xαn)− λnF (yn, xn+1) >
(
xn+1 − xn + αnλnAxn, xn+1 − xαn

)
, (27)

λnF (yn−1, xn+1)− λnF (yn−1, yn) > −
(
xn + αnλnAxn − yn, yn − xn+1

)
. (28)

Використавши нерiвностi (27), (28) для оцiнки скалярних добуткiв в (26),
отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
+ 2λn (F (yn, xαn)− F (yn, xn+1) + F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn))+

+ 2αnλn (Axn, xαn − yn) . (29)
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З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1) 6

6
τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2

)
. (30)

Для оцiнки виразу

F (yn−1, xn+1)− F (yn−1, yn)− F (yn, xn+1)

в (29) скористаємося (30). Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ τ
λn
λn+1

‖yn−1 − yn‖2 + τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λnF (yn, xαn) + 2αnλn
(
Axn, xαn − yn

)
.

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином:

‖yn−1 − yn‖2 6 2‖yn−1 − xn‖2 + 2‖xn − yn‖2.

Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn‖2 + τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λnF (yn, xαn) + 2αnλn
(
Axn, xαn − yn

)
. (31)

Iз монотонностi бiфункцiї F випливає F (yn, xαn) 6 F (xαn , yn), звiдки

F (yn, xαn)− αn(Axαn , yn − xαn) 6 −F (xαn , yn)− αn(Axαn , yn − xαn).

Оскiльки

F (xαn , yn) + αn(Axαn , yn − xαn) > 0,

то

F (yn, xαn) 6 αn(Axαn , yn − xαn).

Врахувавши останню оцiнку в (31), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn‖2+

+ τ
λn
λn+1

‖xn+1 − yn‖2 + 2αnλn (Axn −Axαn , xαn − yn) . (32)
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Оцiнимо зверху член (Axn −Axαn , xαn − yn). Маємо

(Axn −Axαn , xαn − yn) =
= (Axn −Axαn , xαn − xn) + (Axn −Axαn , xn − yn) 6
6 −µ‖xαn − xn‖2 + L‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −µ‖xαn − xn‖2 +
µ

2
‖xn − xαn‖2 +

L2

2µ
‖xn − yn‖2 =

= −µ
2
‖xn − xαn‖2 +

L2

2µ
‖xn − yn‖2. (33)

З нерiвностей (32) i (33) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλnµ)‖xn − xαn‖2−

−
(
1− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τλn
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2,

що i треба було довести. �

Доведемо тепер оцiнку, з якої буде слiдувати збiжнiсть до нуля послi-
довностей (‖xn − xαn‖) i (‖xn − yn−1‖).

Лема 7. Для породжених алгоритмом 2 послiдовностей (xn), (yn) i еле-
ментiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

, (34)

де M = µ−1(1 + Lµ−1)‖Ax∗‖.

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =
= ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 + 2(xn+1 − xαn+1 , xαn+1 − xαn) >

> ‖xn+1 − xαn+1‖2 + ‖xαn+1 − xαn‖2 − 2‖xn+1 − xαn+1‖ ‖xαn+1 − xαn‖ >

> (1− ε)‖xn+1 − xαn+1‖2 +
ε− 1

ε
‖xαn+1 − xαn‖2, (35)
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де ε > 0. Покладемо в (35) ε = 1
2αnλnµ. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

− 2− αnλnµ
αnλnµ

‖xαn+1 − xαn‖2. (36)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих номерах
n ∈ N маємо 1− αnλnµ > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 1 з (36)
виводимо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλnµ

2
‖xn+1 − xαn+1‖2−

− (2− αnλnµ)
αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

µ−1(1 + Lµ−1)‖Ax∗‖. (37)

для всiх n > n0. Використавши (37) в (25), отримаємо (для n > n0)

2− αnλnµ
2

‖xn+1 − xαn+1‖2 6 (1− αnλnµ)‖xn − xαn‖2−

−
(
1− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
L2

µ

)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖xn − yn−1‖2 +
(2− αnλnµ)
αnλnµ

(αn+1 − αn)2

α2
n

M,

де M = µ−1(1 + Lµ−1)‖Ax∗‖. Звiдки випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 >
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
‖xn − xαn‖2−

−
2(1− τλnλ−1n+1)

2− αnλnµ
‖xn+1 − yn‖2−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλnL2µ−1)

2− αnλnµ
‖yn − xn‖2+

+
4τλnλ

−1
n+1

2− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 +

2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (38)
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Перегрупувавши члени в (38), отримаємо

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6
2− 2αnλnµ

2− αnλnµ

(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλnL2µ−1)

2− αnλnµ
‖yn − xn‖2−

−

(
1− τλnλ−1n+1

1− 1
2αnλnµ

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ

)
‖xn+1 − yn‖2+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (39)

Оскiльки τ ∈
(
0, 13
)
, iснує lim

n→∞
λn > 0 i lim

n→∞
αn = 0, то починаючи з деякого

номера n1 ∈ N будуть виконуватися нерiвностi

1− 2τλnλ
−1
n+1 − αnλnL2µ−1

2− αnλnµ
> 0,

1− τλnλ−1n+1

1− 1
2αnλnµ

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
> 0,

2− 2αnλnµ

2− αnλnµ
< 1− αnλnµ

2
.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (39) випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1‖2 +
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1µ
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλnµ

2

)(
‖xn − xαn‖2 −

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
2M

λnµ

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що i потрiбно було довести. �

Сформулюємо основний результат.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (А1)–(А7) i (C1)–(C3). Тодi для
породжених алгоритмом 2 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞

‖xn − x∗‖ = lim
n→∞

‖yn − x∗‖ = 0, (40)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (1).

Доведення. В силу леми 5 i нерiвностi (34) маємо

‖xn − xαn‖2 + 2τ
λnλ

−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 → 0 при n→∞.

Звiдки
lim
n→∞

‖xn − xαn‖ = lim
n→∞

‖yn−1 − xn‖ = 0. (41)
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З нерiвностi
‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 2 i (41) отримуємо рiвностi (40). �

Зауваження 7. Ясно, що послiдовнiсть (zn) також сильно збiгається до
точки x∗ ∈ H.

Розглянемо тепер окремий випадок задачi (1): дворiвневу варiацiйну не-
рiвнiсть в гiльбертовому просторi H:

знайти x ∈ V I(A2, V I(A1, C)). (42)

Нехай виконанi наступнi умови: множина C ⊆ H опукла та замкнена; опе-
ратор A1 : C → H монотонний i лiпшицевий; множина V I(A1, C) непоро-
жня; оператор A2 : C → H сильно монотонний i лiпшицевий. Нехай PC —
оператор метричного проектування на опуклу замкнену множину C, тобто
PCx — єдиний елемент множини C з властивiстю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z − x‖.

Для задачi (42) алгоритм 2 приймає наступний вигляд.

Алгоритм 3 (Варiант для варiацiйних нерiвностей). Обираємо елементи
x1, y0 ∈ C, τ ∈

(
0, 13
)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1.: Обчислити
zn = xn − αnλnA2xn.

2.: Обчислити
yn = PC (zn − λnA1yn−1) .

3.: Обчислити
xn+1 = PC (zn − λnA1yn) .

4.: Обчислити

λn+1 =

{
λn, якщо (A1yn−1 −A1yn, xn+1 − yn) 6 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2
(A1yn−1−A1yn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

З теореми 2 випливає наступний результат.

Теорема 3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина; оператор A1 : C → H монотонний i лiпшицевий;
множина V I(A1, C) непорожня; оператор A2 : C → H сильно монотон-
ний i лiпшицевий; виконуються умови (С1)–(С3). Тодi породженi алгори-
тмом 3 послiдовностi (xn) i (yn) сильно збiгаються до єдиного розв’язку
задачi (42).

Зауваження 8. Аналогiчний теоремi 3 результат має мiсце для модифi-
кацiї алгоритму 3 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на наступну

λn+1 =

{
min

{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖A1yn−1−A1yn‖

}
, якщо A1yn−1 6= A1yn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 13
)
.
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Зауваження 9. Спираючись на результати [22], можна побудувати еко-
номну модифiкацiю алгоритму 3. Слiд змiнити крок 3, поклавши

xn+1 = PTn(zn − λnA1yn),

де
Tn = {z ∈ H : (zn − λnA1yn−1 − yn, z − yn) 6 0} .

Заключнi зауваження

Розглянуто дворiвневу задачу: варiацiйну нерiвнiсть на множинi розв’яз-
кiв задачi про рiвновагу. Прикладом такої задачi є пошук нормальної рiв-
новаги Неша. Для розв’язання даної задачi запропоновано два алгоритми.
Перший сумiщає у собi iдеї двоетапного проксимального методу та iтера-
тивної регуляризацiї. А другий алгоритм є адаптивним варiантом першого
з правилом оновлення параметрiв, що не використовує значень лiпшицевих
констант бiфункцiї. Для монотонних бiфункцiй лiпшицевого типу та сильно
монотонних лiпшицевих операторiв доведено теореми про сильну збiжнiсть
алгоритмiв. Показано, що запропонованi алгоритми можна застосувати до
монотонних дворiвневих варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах.

Робота виконана за фiнансової пiдтримки МОН України (проєкт «Ма-
тематичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для оборони,
екологiї та медицини», 0119U100337, 2019–2021 рр.) та НАН України (про-
єкт «Новi методи дослiдження коректностi та розв’язання задач дискре-
тної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх застосування», 0119U101608,
2019–2021 рр.).
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Аннотация. В данной работе рассмотрена двухуровневая за-
дача: вариационное неравенство на множестве решений задачи о
равновесии. Примером такой задачи является поиск нормального
равновесия Нэша. Для решения данной задачи предложено два
алгоритма. Первый совмещает идеи двухэтапного проксималь-
ного метода и итеративной регуляризации. А второй алгоритм
является адаптивным вариантом первого с правилом обновления
параметров, не использующего значения липшицевых констант
бифункции. Для монотонных бифункций липшицевого типа и
сильно монотонных липшицевых операторов доказаны теоремы
о сильной сходимости алгоритмов. Показано, что предложенные
алгоритмы можно применить к монотонным двухуровневым ва-
риационным неравенствам в гильбертовых пространствах.
Ключевые слова: вариационное неравенство, задача о равно-
весии, двухуровневая задача, двухэтапный проксимальный ме-
тод, сходимость.


