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Вступ

Як вiдомо, основним результатом теорiї загальних елiптичних крайових
задач в обмежених областях з гладкою межею є те, що цi задачi у вiдповiдних
парах функцiональних просторiв є нетеровими. Тобто оператор, який вiдпо-
вiдає елiптичнiй граничнiй задачi, є нетеровим. Нетерiв оператор, як i будь-
який обмежений лiнiйний оператор, має спряжений. Питання про конкретний
вид спряженого оператора для елiптичних крайових задач був дослiджений
в роботах М.Шехтера (1960), Я.А.Ройтберга (1996), В.А.Козлова, В.Г.Маз’ї,
Д.Россмана (1997)(в просторах типу Соболева), В.А.Михайлеця, А.А.Мурача
(2010)(в просторах Хермандера) та iнших авторiв (див.[8]). Також були отри-
манi подiбнi результати i для елiптичних крайових задач з параметром в сенсi
Аграновича-Вiшика.

Також розглядались елiптичнi крайовi задачi з малим параметром, якi
давно виникали в рiзних роздiлах математичної фiзики. Їх дослiджува-
ли в своїх роботах М.I.Вiшик та Л.А.Люстерник (1957), Л.Франк (1997),
Л.Р.Волевич (2006), А.В.Заворотинський (2016). Для таких задач також було
встановлено нетеревiсть оператора, пов’язаного з задачею, але не дослiджу-
валися формально спряженi задачi вiдносно деякої формули Грiна.

Метою дослiдження є встановлення зв’язку мiж елiптичними гранични-
ми задачами з малим параметром та узагальненою задачою прогину тонкої
пружної мембрани та побудова формально спряженої задачi до неї вiдносно
деякої формули Грiна.

Об’єктом дослiдження є задача прогину тонкої пружної мембрани, як кра-
йової задача з малим параметром.

Задачею дослiдження є:
• Розглянути клас нормальних елiптичних крайових рiвнянь з малим па-

раметром.
• Перевiрити, що задача прогину тонкої пружної мембрани належить до

цього класу.
• Побудувати формально спряжену задачу до рiвняння прогину тонкої

пружної мембрани.

Зважаючи на це, розгляд узагальненої задачi прогину тонкої пружної мем-
брани, як елiптичної задачi з малим параметром ε i побудова формально
спряженої задачi є актуальною науковою проблемою.

Методи дослiдження: методи функцiонального аналiзу, теорiя рiвнянь з
частинними похiдними.
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Основним методом є теорiя елiптичних крайових задач з малим параме-
тром у викладi Л. Р. Волевича [1], А.В. Заворотинського [2] та теорiя побудови
формально спряжених задач для елiптичних крайових задач [8],[10].

Структура роботи складається зi вступу, двох роздiлiв, висновку та списку
використаних джерел.

Роздiл 1 присвячений постановцi нормальних елiптичних крайових задач
з малим параметром, розгляду умов елiптичностi з малим параметром для
таких задач та наводяться вiдомi результати для формально спряжених елi-
птичних крайових задач.

Роздiл 2 присвячений постановцi узагальненої задачi прогину тонкої пру-
жної мембрани, перевiрцi належностi цiєї задачi до класу нормальних елiпти-
чних крайових задач з малим параметром, виводу формули Грiна та побудовi
формально спряженої задачi.

Результати роботи є новими в наступному:
• Введено пiдклас елiптичних крайових задач з малим параметром, а саме

нормальнi елiптичнi крайовi задачi з малим параметром, i встановлено
зв’язок цього класу задач i задачi прогину тонкої пружної мембрани.

• Для узагальненої задачi прогину тонкої пружної мембрани побудовано
формулу Грiна та формально спряжену задачу.
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1. Елiптичнi крайовi задачi з малим параметром

В цьому роздiлi розглядається постановка нормальних елiптичних крайо-
вих задач з малим параметром, умова елiптичностi крайових задач з малим
параметром, формально спряженi задачi для елiптичних крайових задач.

Наведенi нижче результати для елiптичних крайових задач з малим па-
раметром формулюються аналогiчно до роботи Л. Р. Волевича [1] за умови,
що граничнi оператори є нормальними (див. умову 3) i граничнi оператори
не мiстять параметра ε (µi = mi = bi). Подiбний результат можна отримати з
робiт А. В. Заворотинського [2], якщо в граничних умовах вiдсутнi додатковi
невiдомi функцiї (κ = 0). Без умов нормальностi вони спiвпадають з резуль-
татами наведеними в роботi Хрипко [7]. Огляд результатiв, щодо формально
спряжених задач для елiптичних крайових наводиться вiдповiдно до робiт
[8], [10], [4].

1.1. Постановка задачi Нехай G - довiльна обмежена область (вiд-
крита зв’язна i непорожня множина) в евклiдовому просторiRn, де цiле n ≥ 2.

В областi G розглядається крайова задача, що мiстить малий параметр
ε > 0 :

A(x,D, ε)u(x, ε) = f(x, ε), x ∈ G, (1)

Bj (x′, D)u (x′, ε) = gj (x′, ε) , x ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m. (2)

Тут m,µ ∈ N та

A(x,D, ε) := ε2m−2µA2m(x,D) + ε2m−2µ−1A2m−1(x,D) + · · ·+ A2µ(x,D),

Bj(x,D) := Bj,bj (x′, D) .

Кожне A2m−i(x,D) :=
∑
|β|≤2m−i αi,β(x)Dβ - лiнiйний диференцiйний опера-

тор на Ḡ, а Bj(x,D) :=
∑
|β|≤bj bj,β(x)Dβ - крайовий лiнiйний диференцiйний

оператор на ∂G.
Порядки операторiв задовольняють умови:

ordAj(x,D) ≤ j, (j = 2µ, 2m),

ordBj(x,D) ≤ bj, (j = 1,m, bj ≥ 0),

де числа bj ≥ 0, j = {1, . . .m}.
Тут використовуються стандартнi позначення β := (β1, . . . βn)− мульти

iндекс, |β| := β1 + · · · + βn, Dβ := Dβ1
1 . . . Dβn

n , Dl := −i ∂∂xl , де i− уявна
одиниця, x = (x1, . . . , xn)− довiльна точка простору Rn.
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1.2. Умови елiптичностi крайових задач з малими параметром
Сформулюємо поняття елiптичностi з малим параметром для крайової задачi
(1)-(2).

Нехай x ∈ Ḡ. Головну частину оператора A(x,D, ε) позначимо через
A(0)(x,D, ε), тобто

A(0)(x,D, ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x,D),

де
A

(0)
2m−i(x,D) :=

∑
|β|=2m−i

αi,β(x)Dβ.

Головним символом диференцiального оператора A(x,D, ε) називаємо ви-
раз

A(0)(x, ξ, ε) ≡
2m−2µ∑
i=0

ε2m−2µ−iA
(0)
2m−i(x, ξ),

залежний вiд ξ ∈ Cn i параметра ε > 0, де

A
(0)
2m−i(x, ξ) :=

∑
|β|=2m−i

αi,β(x)ξβ

є головним символом оператора A(0)
2m−i(x,D).

Для кожного фiксованого x ∈ Ḡ виразA(0)
2m−i(x, ξ) є однорiдним полiномом

порядку 2m − i змiнної ξ ∈ Cn. Функцiя A(0)
(
x, ξ, |ξ|−1

)
є однорiдною по ξ

порядку 2µ.

Аналогiчно, через B(0)
j (x,D) позначимо головну частину диференцiально-

го оператора Bj(x,D), а через B(0)
j (x, ξ)− його головний символ. Зокрема

B
(0)
j (x,D) :=

∑
|β|=mj

bj,β(x)Dβ

Для кожного фiксованого x ∈ ∂G вираз

B
(0)
j (x, ξ) :=

∑
|β|=mj

bj,β(x)ξβ

є однорiдним полiномом порядку mj змiнної ξ ∈ Cn.

Сформулюємо умови елiптичностi для задачi (1)-(2).
Умова 1. Для точки x(0) ∈ Ḡ iснує стала C > 0 така, що для довiльних

ξ ∈ Rn i ε ≥ 0 виконується нерiвнiсть∣∣∣A(0)
(
x(0), ξ, ε

)∣∣∣ ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ.
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Умову 1 називають умовою елiптичностi з малим параметром диферен-
цiального оператора A(x,D, ε) у точцi x0 ∈ Ḡ. Якщо оператор A(x,D, ξ)
задовольняє умову 1 для кожної точки x0 ∈ G, то оскiльки G− компакт,
можна вважати що стала С в нерiвностi не залежить вiд x0.

Вiдповiдно результатiв [1] для довiльних ξ ∈ Rn{0} i ε ≥ 0 умова 1 вико-
нується тодi i тiльки тодi, коли

A
(0)
2m

(
x0, ξ

)
6= 0, A

(0)
2µ

(
x0, ξ

)
6= 0, A(0)

(
x0, ξ, ε

)
6= 0

Вiдмiтимо, що першi двi нерiвностi означать елiптичнiсть операторiв
A2m

(
x0, D

)
i A2µ

(
x0, D

)
.

Умова 2. Виконуються рiвностi

m+ = m− =: m, µ+ = µ− =: µ.

Це - умова правильної елiптичностi з малим параметром диференцiаль-
ного оператора A(0)

(
x0, D, ε

)
. Якщо n ≥ 3, то умова 2 є наслiдком умови 1.

Це не так при n 6= 2.

Умова 3. Система граничних диференцiйних операторiв B1, . . . , Bm за-
довольняє умовам:

(i) ord Bk 6= ord Bj для k 6= j,
(ii) B(0)

k

(
x(0), ν(x(0))

)
6= 0 для x(0) ∈ ∂G.

Система граничних умов, що задовольняють умовi 4 називається нормаль-
ною, а якщо порядки операторiв Bk менше m таку систему називають систе-
мою Дiрiхле.

Ця умова є бiльш "жорсткою"умовою на порядки диференцiальних опе-
раторiв Bj розглянутих в роботах [1], [2], [7], оскiльки вона включає в себе
умову bµ < bµ+1.

Позначимо через B
(0)
j (ξ) головний символ диференцiального операто-

ра B
(0)
j (D) := B

(0)
j

(
x0, D

)
, записаного у локальних координатах. У кра-

йовiй задачi (1)-(2) вiдкинемо молодшi члени диференцiальних операторiв
A2m−i(x,D), Bj(x,D), зафiксуємо їх коефiцiєнти в точцi x0 ∈ ∂G, по-
кладемо f ≡ 0, перейдемо до спецiальних локальних координат в околi то-
чки x0 та застосуємо перетворення Фур’є F ′ = F ′x′→ξ′ за змiними x1, . . . , xn−1i
зафiксуємо ξ′ ∈ Rn−1\{0}. Отримаємо таку крайову задачу, що вiдповiдає
задачi (1)-(2) на пiвосi t := xn > 0 :

A(0) (ξ′, Dt, ε) v(t, ε) = 0, t > 0, (3)

B
(0)
j (ξ′, Dt) v(t, ε)

∣∣∣
t=0

= ϕj (ξ′, ε) , j = 1, . . . ,m. (4)
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Тут Dt := −i∂/∂t та

v(t) := (F ′u (x′, xn (ξ′, ε))) (ξ′, xn (ξ′, ε)) ,

ϕj := (F ′gj (ξ′, ε)) (ξ′, ε) , j = {1, . . . ,m}.

Задача (3)-(4) залежить вiд двух параметрiв ξ′ ∈ Rn−1\{0} та ε > 0. Вона
називається крайовим символом початкової крайової задачi (1)-(2) в точцi
x0 ∈ ∂G.

Кожний розв’язок v(t) рiвняння (3) належить до C∞([0,∞]). Нас будуть
цiкавити розв’язки задачi (3)-(4), якi задовольняють умову:

v(t, ε)→ 0, t→∞. (5)

Умова 4. Для довiльних вектора ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ε > 0 i чисел ϕ1 . . . ϕm ∈
C крайова задача (3)-(4) має єдиний розв’язок v(t), що задовольняє умову
(5).

Сформулюємо умови, яким повинна задовольняти задача (4)-(5) у випад-
ку ε =∞ та ε = 0.

Нехай r ∈ {m,µ}. Розглянемо таку крайову задачу:

A
(0)
2r (ξ′, Dt) v(t, ε) = 0, (6)

B
(0)
j (ξ′, Dt) v(t, ε)

∣∣∣
t=0

= ϕj (ξ′, ε) , j = 1, . . . , r. (7)

Умова 5. Для довiльних вектора ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ε > 0 i чисел ϕ1 . . . ϕm ∈
C задача (6)-(7), (r = m) має єдиний розв’язок v(t), що задовольняє умову
(5).

Умова 6. Для довiльних вектора ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ε > 0 i чисел ϕ1 . . . ϕµ ∈
C задача (6)-(7), (r = µ) має єдиний розв’язок v(t), що задовольняє умову
(5).

При малих ε > 0 необхiднi поправки, що є розв’язком наступної крайової
задачi:

A(0) (0, Dt, 1) v(t, 1) = 0, t > 0 (8)

B
(0)
j (0, Dt) v(t, 1)

∣∣∣
t=0

= ϕj (ξ′, 1) , j = µ+ 1, . . . ,m. (9)

Умова 7. Для довiльних чисел ϕµ+1, . . . ϕm ∈ C задача (8)-(9) має єдиний
розв’язок v(t), що задовольняє умову (5).

Основне означення. Крайова задача (1)-(2) називається нормальною
елiптичною з малим параметром, якщо для довiльної точки x ∈ G викону-
ється умова 1 i для кожної точки x ∈ ∂G виконуються умови 2-7.
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Ще раз вiдзначимо, що навiдмiну вiд означення елiптичних з малим пара-
метром крайових задач (Волевич Л.Р., Заворотинський А.В.) в даному озна-
ченнi накладено бiльш жорсткi умови на граничнi операториBk. Це пов’язано
з необхiднiстю побудови формули Грiна i отримання формально спряженої
задачi вiдносно неї.
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1.3. Формально спряжена задача для елiптичних крайових за-
дач Нагадаємо означення формально спряженої задачi для елiптичних кра-
йових задач (див. [8], [10], [4]).

В областi G розглядається крайова задача:

Au =
∑
|µ|≤2m

lµ(x)Dµu = f, x ∈ G, (10)

Bju =
∑
|µ|≤bj

bju(x)Dµu = gj, x ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m. (11)

Тут A = A(x,D) - лiнiйний диференцiальний вираз на G парного поряд-
ку 2m ≥ 2, a Bj = Bj(x,D), j = 1, . . . ,m, - граничнi лiнiйнi диференцiальнi
вирази на ∂G порядкiв ordBj = bj ≤ 2m− 1. Всi коефiцiєнти диференцiаль-
них виразiв A и Bj вважаються нескiнченно гладикими комплекснозначними
функцiями: lµ ∈ C∞(G) и bj,µ ∈ C∞(∂G). Покладемо B : (B1, . . . , Bq).

Нагадаємо означення регулярної елiптичної крайової задачi в областi G.

Означення. Крайова задача (10)-(11) називається регулярною елiпти-
чною в областi G, якщо виконуються наступнi умови:

(i) Диференцiальний вираз A є правильно елiптичним на Ḡ
(ii) Диференцiальнi граничнi вирази B1, . . . , Bm задовольняють умовi дода-

тковостi по вiдношенню до A в ∂G, тобто для довiльної точки x ∈ ∂G
та будь-якого вектора ξ 6= 0 дотичного до ∂G у точцi x, многочлени
B

(0)
j (x, ξ + τν(x)), j = 1, . . . ,m змiнної τ лiнiйно незалежнi по модулю

многочлена
∏q

j=1(τ − τ
+
j (x; ξ, ν(x)))

(iii) Cистема виразiв {B1, . . . , Bm} є нормальною, тобто їх порядки bj, j =

1, . . . ,m попарно рiзнi та B
(0)
j (x, ν(x)) 6= 0 для будь-якого x ∈ ∂G.

Крайова задача (10)-(11) є регулярною елiптичною в областi G.

Для регулярної елiптичної крайової задачi вiрна наступна формула Грiна:

(Au, v)G +
m∑
j=1

(
Bju,C

+
j v
)
∂G

=
(
u,A+v

)
G

+
m∑
j=1

(
Cju,B

+
j v
)
∂G
, (12)

що є справедливою для будь-яких функцiй u, v ∈ C∞(G). Тут{
B+
j

}
, {Cj} ,

{
C+
j

}
- деякi нормальнi системи граничних лiнiйних диферен-

цiальних виразiв з коефiцiєнтами класу C∞(∂G). Їх порядки задовольняють
умовi

ordBj + ordC+
j = ordCj + ordB+

j = 2m− 1.

Крiм того, тут i далi (·, ·)G i (·, ·)∂G позначенi скалярнi добутки у про-
сторах L2(G) и L2(∂G), а також природнi розширення по неперервностi цих
скалярних добуткiв.
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Диференцiальний вираз A+ називають формально спряженим до вира-
зу A, а систему граничних виразiв

{
B+

1 , . . . , B
+
m

}
називають спряженою до

системи {B1, . . . , Bm} вiдносно виразу A. Спряжена система визначається не-
однозначно, але всi спряженi системи еквiвалентнi в наступному сенсi: якщо{
B̃+

1 , . . . , B̃
+
m

}
- ще одна система, спряжена до {B1, . . . , Bm} вiдносно A, то{
v ∈ C∞(G) : B+

j v = 0 на ∂G, j = 1, . . . ,m
}

={
v ∈ C∞(G) : B̃+

j v = 0 на ∂G, j = 1, . . . ,m
}

Розглянемо крайову задачу

A+v ≡
∑
|µ|≤2m

Dµ
(
lµ(x)v

)
= ω в G, (13)

B+
j v = hj на ∂G, j = 1, . . . ,m. (14)

Вона є формально спряженою до задачi (10)-(11) вiдносно формули Грiна
(12).

Вiдомо, що крайова задача є регулярною елiптичною тодi i тiльки тодi,
коли формально спряжена до неї задача є регулярною елiптичною.

Нехай

N :=
{
u ∈ C∞(Ḡ) : Au = 0 в G,Bju = 0 на ∂G, j = 1, . . . ,m}

N+ :=
{
v ∈ C∞(Ḡ) :

A+v = 0 в G,B+
j v = 0 на ∂G, j = 1, . . . ,m

}
.

Множина N+ не залежить вiд вибору спряженої системи граничних виразiв{
B+

1 , . . . , B
+
m

}
. Оскiльки задачi (10)-(11) та (13)-(14) є регулярно елiптични-

ми, то простори N та N+ скiнченновимiрнi.

Крiм класичної формули Грiна (12), розглядається ще спецiальна форму-
ла Грiна

(Au, v)G +
m∑
j=1

(Bju, hj)∂G =
(
u,A+v

)
G

+
m+1∑
k=1

(
Dk−1
ν u,Kkv +

m∑
j=1

Q+
j,khj

)
∂G

,

(15)
де u, v ∈ C∞(Ḡ), h1, . . . , hm ∈ C∞(∂G). Окрiм того, всi Q+

j,k є дотичними ди-
ференцiальними операторами, формально спряженими вiдповiдно доQj,k вiд-
носно (·, ·)∂G, а дотичнi лiнiйнi диференцiальнi оператори Qj,k := Qj,k (x,Dτ)
взято iз зображення крайових диференцiальних операторiв Bj у виглядi
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Bj(x,D) =
m+1∑
k=1

Qj,k (x,Dτ)D
k−1
ν , j = 1, . . . ,m.

Зазначимо, що ordQj,k ≤ bj−k+1, причому, звiсно, Qj,k = 0 при k ≥ bj+2.
Нарештi, кожне Kk := Kk(x,D)− деякий крайовий лiнiйний диференцiаль-
ний оператор на ∂G порядку ordKk ≤ 2m− k з коефiцiєнтами класу C∞(Ḡ).

Спецiальна формула Грiна (15) приводить до наступної формально
спряженої задачi в областi G :

A+v = ω в G, (16)

Kkv +
m∑
j=1

Q+
j,khj = θk на ∂G, k = 1, . . . ,m+ 1. (17)

Ця задача мiстить окрiм невiдомої функцiї v на G ще m− q+ 1 додаткову
невiдому функцiю h1, . . . , hm на межi ∂G.

Вiдомо, що крайова задача (10),(11) елiптична тодi i тiльки тодi, коли
формально спряжена задача (16),(17) елiптична як крайова задача з дода-
тковими невiдомими функцiями на межi областi [10].
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2. Задача прогину тонкої пружної мембрани

2.1. Постановка задачi Задача прогину тонкої жорстко закрiпленої
пружної мембрани розглядалась в роботах Л. Франка [9], Михлин [5], Наза-
рова [6] та iнших. Наведемо узагальнену постановку такої задачi.

Нехай G - довiльна обмежена область (вiдкрита зв’язна i непорожня мно-
жина) в евклiдовому просторi Rn. Припускаємо, що межа ∂G цiєї областi є
замкненим нескiнченно гладким орiєнтованим многовидом без краю вимiр-
ностi n− 1.

ε2∆2u(x)−∆u(x) = f(x), x ∈ G, (18)

u(x′) = g1, x′ ∈ ∂G, (19)

∂νu(x′) = g2, x′ ∈ ∂G. (20)

Тут шуканою функцiєю є функцiя u(x).

У випадку n = 2 рiвняння (18) є рiвнянням прогину тонкої пружної пла-
стини G, а крайовi умови (19)-(20), де g1 = g2 = 0, вiдповiдають випадку,
коли межа ∂G пластини жорстко закрiплена (Л.Франк [9]). Безрозмiрний
додатнiй параметр ε, що вважається малим (тобто ε� 1) заданий, як

ε =
t3E

12(1− ν2)l2T
,

тут t− товщина пластини, E− модуль Юнга (модуль пружностi), v - вiдно-
шення Пуассона, l - характерний дiаметр пластини, T− абсолютне значення

щiльностi. ∆ =
∂2

∂x21
+ . . . +

∂2

∂x2n
- оператор Лапласа. Надалi вважатимемо,

що ε - дiйсний параметр такий, що 0 < ε ≤ 1.
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2.2. Перевiрка умов елiптичностi Покажемо, що задача (18)-(20)
є нормальною елiптичною задачею з малим параметром, тобто задовольняє
основному означенню пункту 1.2. Вiдзначимо також, що ця задача є i елi-
птичною граничною задачею з малим параметром (див. [1],[7]), оскiльки в
даному випадку цi означення спiвпадають. Вiдповiдно до позначень п. 1.1
маємо:

A(x,D, ε) = ε2∆2 −∆,

A2m(x,D) = ∆2,

A2µ(x,D) = −∆,

B1(x,D) = 1,

B2(x,D) = ∂ν,

m = 2, µ = 1,

b1 = bµ = 0 < b2 = bm = 1.

Перевiримо умови 1-2 для задачi (18)-(20). Для цього запишемо головний
символ оператора A(0)(x,D, ε) :

A(0)(x, ξ, ε) := ε2|ξ|4 + |ξ|2 = |ξ|2
(
1 + ε2|ξ|2

)
.

Умова 1 задовольняється, оскiльки∣∣∣A(0)
(
x0, ξ, ε

)∣∣∣ = ||ξ|2
(
1 + ε2|ξ|2

)
| ≥ C|ξ

∣∣∣2 (1 + ε|ξ|)2

Перевiримо виконання умови 2 для нашої задачi. Для цього знайдемо
розв’язки наступних рiвнянь A(0)(ξ′, τ, ε) = 0, A(0)

2µ (ξ′, τ) = 0 вiдповiдно (тут
ξ = (ξ′, τ) , |ξ|2 = |ξ′|2 + τ 2). Оскiльки вiрне представлення

A(0) (ξ′, τ, ε) :=
(
|ξ′|2 + τ 2

)(
1 + ε2

(
|ξ′|2 + τ 2

))
= 0,

то маємо наступнi коренi τ1,2 = ±i|ξ′|, τ3,4 = ±i
√

1
ε2 + |ξ′|2.

Отжe, m+ = m− = m = 2.
Знайдемо коренi другого рiвняння

A
(0)
2µ (ξ′, τ) := |ξ′|2 + τ 2 = 0

Оскiльки коренi τ1,2 = ±i|ξ′|, то µ+ = µ− = µ = 1. 3 попереднього випливає,
що умова 2 виконується.

Оскiльки b1 < b2, то умова 3 виконується автоматично.
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Для перевiрки умов 4 - 7 запишемо крайовий символ задачi (18)-(20):

ε2
(
|ξ′|2 +D2

t

)2
v(t) +

(
|ξ′|2 +D2

t

)
v(t) = 0 t > 0,

v(0) = 0,

Dtv(0) = 0.

Оскiльки ця задача не залежить вiд x ∈ ∂G, то умова 4 еквiвалентна
тому, що крайова задача

ε2
(
|ξ′|2 +D2

t

)2
v(t) +

(
|ξ′|2 +D2

t

)
v(t) = 0 t > 0, (21)

v(0) = 0, (22)
Dtv(0) = 0, (23)

v(t)→ 0, t→ +∞, (24)

має лише тривiальний розв‘язок для кожного ξ′ ∈ Rn−1\{0}, ε > 0.
Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (21), який задовольняє

умову (24), має вигляд

v(t) = c1e
−|ξ′|t + c2e

−
√

1
ε2
+|ξ′|2t

,

де c1, c2 - довiльнi комплекснi числа. Якщо пiдставити в умови (22)-(23) цей
розв’язок, то отримаємо, що c1 = c2 = 0 та v(t) ≡ 0. Отже, умова виконується.

Умова 5 еквiвалентна тому, що крайова задача

(
|ξ′|2 +D2

t

)2
v(t) = 0 t > 0, (25)

v(0) = 0, (26)
Dtv(0) = 0, (27)

v(t)→ 0, t→ +∞, (28)

має лише тривiальний розв’язок для кожного ξ′ ∈ Rn−1\{0}.
Оскiльки загальний розв’язок рiвняння (25) задовольняє умовi (28), то вiн

записується як
v(t) = c1e

−|ξ′|t + c2t · e−|ξ
′|t

де c1, c2− довiльнi комплекснi числа.
Якщо пiдставити цей розв’зок у (26)-(27), то можна отримати, що c1 =

c2 = 0 та v(t) ≡ 0. Отже, умова 5 виконується.

Умова 6 еквiвалентна тому, шо крайова задача
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(
|ξ′|2 +D2

t

)
v(t) = 0 t > 0, (29)

v(0) = 0, (30)
v(t)→ 0, t→ +∞, (31)

має лише тривiальний розв’язок. Мiркування аналогiчнi попереднiм випад-
кам.

Загальннй розв’язок диференцiального рiвняння (29), що задовольняє
умову (31) буде

v(t) = ce−|ξ
′|t,

де - довiльне комплексне число.
Пiдставивши цей розв’язок в умову (30), то отримаємо, що c = 0 i вiдпо-

вiдно v(t) ≡ 0.Отже, умова 6 виконується.

Остання 7 умова рiвносильна тому, що крайова задача(
D2
t + 1

)
Dtv(t) = 0 t > 0,

Dtv(0) = 0, (32)
v(t)→ 0, t→ +∞,

має лише тривiальний розв’язок.
Замiна z(t) = Dtv(t) зводить (32) до наступної задачi

D2
t z(t) + z(t) = 0, t > 0,

z(t) = 0,

z(t)→ 0, t→ +∞.

Загальний розв’язок задачi запишемо у виглядi

z(t) = c(e−t − et),

де c - довiльне комплексне число. Тому v(t) = c(e−t− et) + c1. Отримаємо, що
c = c1 = 0 i тому v(t) ≡ 0.

Отже, умова 7 виконується. Оскiльки для задачi (18)-(20) для довiльної
точки x ∈ Ḡ виконується умова 1 i для кожної точки x ∈ ∂G виконуються
умови 2− 7, то вона задовольняє означення елiптичної задачi з малим пара-
метром, тобто є нормальною елiптичною з малим параметром.
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2.3. Формально спряжена задача Невтрачаючи загальностi, для
побудови формули Грiна розглянемо узагальнену задачу (18)-(20) в одини-
чному крузi, а саме:

ε2∆2u(x)−∆u(x) = f(x), x ∈ G, (33)
u(x′) = g1, x′ ∈ ∂G, (34)
∂νu(x′) = g2, x′ ∈ ∂G, (35)

тут - G :=
{

(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 < 1
}
; ∂ν := ∂/∂ν = −∂/∂ρ, ∂ϕ := ∂/∂ϕ;

(ρ, ϕ) - полярнi кординати.

Вiрна наступна теорема.

Теорема. Для задачi (33),(34),(35) та довiльних функцiй u, ω ∈ C∞(G)
i h1, h2 ∈ C∞(∂G) вiрна наступна формула Грiна:(

ε2∆2u−∆u, ω
)
G

+ (u, h1)∂G + (∂νu, h2)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2ϕ∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω + h1

)
∂G

+ (36)
+
(
Dνu,−iε2

(
∂2νω + 2∂2ϕω − ω

)
+ iω + ih2

)
∂G

+
(
D2
νu,−ε2 (∂νω + ω)

)
∂G

+
(
D3
νu, ε

2iω
)
∂G
.

Доведення. Для доведення теореми наведемо деякi допомiжнi мiркува-
ння. Нам знадобиться формула оператора Лапласа у полярнiй системi кор-
динат (ρ, ϕ). Оскiльки : x = r cosϕ, y = r sinϕ Тодi

∂u

∂x
=
∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x
,

∂u

∂y
=
∂u

∂r

∂r

∂y
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂y
.

Вiдомо, що
r =

√
x2 + y2, tanϕ =

y

x
.

Звiдси

∂r

∂x
=
∂
√
x2 + y2

∂x
=

x

x2 + y2
=
x

r
= cosϕ,

∂r

∂y
=
y

r
= sinϕ,

∂ tanϕ

∂x
=

1

cos2 ϕ

∂ϕ

∂x
= − y

x2
,

∂ϕ

∂x
= −y cos2 ϕ

x2
= − yx

2

x2r2
= −sinϕ

r
,
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1

cos2 ϕ

∂ϕ

∂y
=

1

x
,

∂ϕ

∂y
=

cos2 ϕ

x
=

cosϕ

r
.

Отже

∂u

∂x
=
∂u

∂r
cosϕ− ∂u

∂ϕ

sinϕ

r
,

∂u

∂y
=
∂u

∂r
sinϕ+

∂u

∂ϕ

cosϕ

r
.

Знайдемо другi частиннi похiднi:

∂2u

∂x2
=

(
∂

∂r
· ∂u
∂x

)
∂r

∂x
+

(
∂

∂ϕ
· ∂u
∂x

)
∂ϕ

∂x
=

=

(
∂

∂r
· ∂u
∂x

)
sinϕ+

(
∂

∂ϕ
· ∂u
∂x

)
cosϕ

r
=

=
∂

∂r

(
∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x

)
cosϕ− ∂

∂ϕ

(
∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x

)
sinϕ

r
=

=
∂

∂r

(
∂u

∂r
cosϕ− ∂u

∂ϕ

sinϕ

r

)
cosϕ− ∂

∂ϕ

(
∂u

∂r
cosϕ− ∂u

∂ϕ

sinϕ

r

)
sinϕ

r
=

=

(
∂2u

∂r2
cosϕ− ∂2u

∂ϕ∂r

sinϕ

r
+
∂u

∂ϕ

sinϕ

r2

)
· cosϕ−

−
(
∂2u

∂r∂ϕ
cosϕ− ∂u

∂r
sinϕ− ∂2u

∂ϕ2

sinϕ

r
− ∂u

∂ϕ

cosϕ

r

)
· sinϕ

r
=

=
∂2u

∂r2
cos2 ϕ− 2

∂2u

∂ϕ∂r

sinϕ cosϕ

r
+ 2

∂u

∂ϕ

sinϕ cosϕ

r2
+

+
∂u

∂r

sin2 ϕ

r
+
∂2u

∂ϕ2

sin2 ϕ

r2
.

Таким чином

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂r2
cos2 ϕ− 2

∂2u

∂ϕ∂r

sinϕ cosϕ

r
+ (37)

+2
∂u

∂ϕ

sinϕ cosϕ

r2
+
∂u

∂r

sin2 ϕ

r
+
∂2u

∂ϕ2

sin2 ϕ

r2
.

Аналогiчно отримаємо:

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂r2
sin2 ϕ+ 2

∂2u

∂ϕ∂r

sinϕ cosϕ

r
− (38)

−2
∂u

∂ϕ

sinϕ cosϕ

r2
+
∂u

∂r

cos2 ϕ

r
+
∂2u

∂ϕ2

cos2 ϕ

r2
.



19

Враховуючи (37), (38) отримаємо

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2

або в iншiй формi:

∆u = ∂2νu−
1

r
∂νu+

1

r2
∂2∂Gu в G,

∆u = ∂2νu− ∂νu+ ∂2∂Gu на ∂G.

Для доведення нам знадобиться друга класична формула Грiна (12) для
оператора Лапласа

(∆u, ω)G = (u,∆ω)G − (∂νu, ω)∂G + (u, ∂νω)∂G .

Iнтегруючи частинами перший доданок в лiвiй частинi формули (36) отри-
маємо наступне:(

ε2∆2u−∆u, ω
)
G

= ε2(∆(∆u), ω)G − (∆u, ω)G =

= ε2 ((∆u,∆ω)G − (∂ν∆u, ω)∂G + (∆u, ∂νω)∂G)−
− ((u,∆ω)G − (∂νu, ω)∂G + (u, ∂νω)∂G) =

= ε2(∆u,∆ω)G − ε2 (∂ν∆u, ω)∂G + ε2 (∆u, ∂νω)∂G−
−(u,∆ω)G + (∂νu, ω)∂G − (u, ∂νω)∂G =

= ε2
((
u,∆2ω

)
G
− (∂νu,∆ω)∂G + (u, ∂ν∆ω)∂G

)
− ε2 (∂ν∆u, ω)∂G +

+ε2
(
∂2νu− ∂νu+ ∂2∂Gu, ∂νω

)
∂G
−

−(u,∆ω)G + (∂νu, ω)∂G + (u,−∂νω)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω

)
G

+
(
∂νu,−ε2∆ω

)
∂G

+
(
u, ε2∂ν∆ω

)
∂G
−
(
∂ν∆u, ε

2ω
)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+
(
∂νu,−ε2∂νω

)
∂G

+
(
u, ε2∂2∂G∂νω

)
∂G

+

+(u,−∆ω)G + (∂νu, ω)∂G + (u,−∂νω)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+
(
u, ε2∂2∂G∂νω + ε2∂ν∆ω − ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2 (∆ω + ∂νω) + ω

)
∂G

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+
(
∂ν∆u,−ε2ω

)
∂G

=

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+
(
u, ε2∂2∂G∂νω + ε2∂ν∆ω − ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω − ∂νω + ∂2∂Gω + ∂νω

)
+ ω

)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+
(
∂ν∆u,−ε2ω

)
∂G

=

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+
(
u, ε2

(
∂2∂G∂νω + ∂ν∆ω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + ∂2∂Gω

)
+ ω

)
∂G

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+
(
∂ν∆u,−ε2ω

)
∂G

Оскiльки
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∂ν∆u|∂G = − ∂

∂r

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2

)∣∣∣∣
∂G

=

=

(
−∂

3u

∂r3
+

1

r2
∂u

∂r
− 1

r

∂2u

∂r2
+

2

r3
∂2u

∂ϕ2
− 1

r2
∂3u

∂r∂ϕ2

)∣∣∣∣
∂G

=

= ∂3νu− ∂νu− ∂2νu+ 2∂2∂Gu+ ∂2∂G∂νu,

та

∂2∂G∂νω + ∂ν∆ω =

= ∂2∂G∂νω + ∂3νω − ∂νω − ∂2νω + 2∂2∂Gω + ∂2∂G∂νω =

= ∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω + 2∂2∂Gω − ∂νω.

Таким чином: (
ε2∆2u−∆u, ω

)
G

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω + 2∂2∂Gω − ∂νω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + ∂2∂Gω

)
+ ω

)
∂G

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+

+
(
∂3νu− ∂νu− ∂2νu+ 2∂2∂Gu+ ∂2∂G∂νu,−ε2ω

)
∂G

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω + 2∂2∂Gω − ∂νω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + ∂2∂Gω

)
+ ω

)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2∂νω
)
∂G

+
(
∂3νu,−ε2ω

)
∂G

+
(
∂νu, ε

2ω
)
∂G

+
(
∂2νu, ε

2ω
)
∂G

+

+
(
u,−2ε2∂2∂Gω

)
∂G

+
(
∂νu,−ε2∂2∂Gω

)
∂G

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + 2∂2∂Gω − ω

)
+ ω

)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2 (∂νω + ω)
)
∂G

+

+
(
∂3νu,−ε2ω

)
∂G
.



21

Одже маємо (
ε2∆2u−∆u, ω

)
G

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + 2∂2∂Gω − ω

)
+ ω

)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2 (∂νω + ω)
)
∂G

+
(
∂3νu,−ε2ω

)
∂G
.

Тодi враховуючи останню рiвнiсть, звiвши спiльнi множники в скалярних
добутках на межi областi маємо:(

ε2∆2u−∆u, ω
)
G

+ (u, h1)∂G + (∂νu, h2)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + 2∂2∂Gω − ω

)
+ ω

)
∂G

+

+
(
∂2νu, ε

2 (∂νω + ω)
)
∂G

+
(
∂3νu,−ε2ω

)
∂G

+

+ (u, h1)∂G + (∂νu, h2)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2∂G∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω + h1

)
∂G

+

+
(
∂νu,−ε2

(
∂2νω + 2∂2∂Gω − ω

)
+ ω + h2

)
∂G

+
(
∂2νu, ε

2 (∂νω + ω)
)
∂G

+

+
(
∂3νu,−ε2ω

)
∂G

=

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2ϕ∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω + h1

)
∂G

+

+
(
Dνu,−iε2

(
∂2νω + 2∂2ϕω − ω

)
+ iω + ih2

)
∂G

+
(
D2
νu,−ε2 (∂νω + ω)

)
∂G

+
(
D3
νu, ε

2iω
)
∂G
.

Формула Грiна має наступний вигляд:(
ε2∆2u−∆u, ω

)
G

+ (u, h1)∂G + (∂νu, h2)∂G =

=
(
u, ε2∆2ω −∆ω

)
G

+

+
(
u, ε2

(
∂3νω + 2∂2ϕ∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω + h1

)
∂G

+

+
(
Dνu,−iε2

(
∂2νω + 2∂2ϕω − ω

)
+ iω + ih2

)
∂G

+
(
D2
νu,−ε2 (∂νω + ω)

)
∂G

+
(
D3
νu, ε

2iω
)
∂G
.

Що i треба було довести.
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Спецiальна формула Грiна (36) приводить до наступної формально
спряженої задачi до задачi (33)-(35) в областi G :

ε2∆2ω −∆ω = f, x ∈ G,
ε2iω = θ1, x ∈ ∂G,

−ε2 (∂νω + ω) = θ2, x ∈ ∂G,
−iε2

(
∂2νω + 2∂2ϕω − ω

)
+ iω + ih2 = θ3, x ∈ ∂G,

ε2
(
∂3νω + 2∂2ϕ∂νω − ∂2νω − ∂νω

)
− ∂νω + h1 = θ4, x ∈ ∂G.
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Висновки

Основними результатами виконаної роботи є:
• Розглянуто клас нормальних елiптичних крайових рiвнянь з малим па-

раметром.
• Встановлено, що узагальнена задача прогину тонкої пружної мембрани

належить до цього класу.
• Побудувано формулу Грiна та формально спряжену задачу до узагаль-

неної задачi прогину тонкої пружної мембрани вiдносно отриманої фор-
мули Грiна.

Бакалаврська робота має теоритичний характер. Отриманi результати мо-
жуть бути використанi при дослiдженнi властивостей продовження за непе-
рервнiстю лiнiйного вiдображення пов’язаного з задачею (18) - (20) у при-
датних парах функцiональних просторiв Hr,s(G, ε), Hr,s(∂G, ε), залежних вiд
малого параметра ε [1].
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