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Реферат

Обсяг роботи 40 сторiнок, 3 iлюстрацiї, 14 джерел посилань.
ВИПАДКОВЕ ПРОСIЮВАННЯ, ПРОЦЕДУРА ВИБОРУ ЛIДЕРА, ПРО-

ЦЕС ГАЛЬТОНА-ВАТСОНА, УЗАГАЛЬНЕНА ПРОЦЕДУРА ВИБОРУ ЛIДЕ-
РА, СТОХАСТИЧНЕ РIВНЯННЯ НЕРУХОМОЇ ТОЧКИ, ТВIРНА ФУНКЦIЯ.

Об’єктом роботи є класична та узагальнена процедури вибору лiдера. Пре-
дметом роботи є аналiз граничної поведiнки величин, пов’язаних з процесом ви-
бору лiдера.

Мета роботи - дослiдити процедуру вибору лiдера та граничнi теореми для
процесу Гальтона-Ватсона та отримати теореми, що описують граничну поведiнку
деяких характеристик (наприклад, число раундiв, необхiдне для вибуття перших
М гравцiв) процедури вибору лiдера в частковому випадку Eξ log ξ = ∞, де ξ -
випадкова змiнна, що характеризує число нащадкiв процесу Гальтона-Ватсона.

В роботi було використано низку вiдомостей про процеси Гальтона-Ватсона.
Були отриманi такi результати: описано алгоритм методу твiрних функцiй

для аналiзу складних комбiнаторних об’єктiв та його застосування до класичної
процедури вибору лiдера, реферативно наведено граничнi теореми для характе-
ристик узагальненого процесу вибору лiдера у випадку Eξ log ξ <∞ та отримано
аналоги цих тверджень при Eξ log ξ =∞.
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Вступ

Задачi аналiзу асимтотичної поведiнки випадкових процесiв та їх характеристик
часто постають як в теоретичних дослiдженнях, так i в задачах практичного
застосування, наприклад, для аналiзу швидкодiї деяких алгоритмiв. Тому апарат
твiрних функцiй та стохастичного аналiзу випадкових процесiв є надзвичайно
актуальним. У данiй роботi розглядається застосування методiв стохастичного
аналiзу та уже вiдомих даних про процеси Гальтона-Ватсона до процесiв вибору
лiдера.

У класичнiй процедурi вибору лiдера гравцi незалежно один вiд одного
пiдкидають монетку та вибувають тi, у кого випадає 0. Гра продовжується до
того моменту, поки не залишиться один гравець. Класична процедура вибору
лiдера була дослiджена у багатьох роботах, зокрема в [12], а також у роботах
[11], [4] та [9].

В узагальненому випадку процесу номери гравцiв, що залишаються у грi,
визначаються цiлочисельним випадковим просiюванням. Зв’язок узагальненої про-
цедури вибору лiдера з процесами Гальтона-Ватсона, а також асимптотична по-
ведiнка важливих кiлькiсних характеристик такоi моделi у випадку Eξ log ξ <∞,
де ξ - випадкова змiнна, що характеризує число нащадкiв процесу Гальтона-
Ватсона, були розглянутi в [1].

Мета та завдання роботи. Мета роботи - отримати теореми, що описують
граничну поведiнку деяких характеристик (наприклад, число раундiв, необхiдне
для вибуття перших М гравцiв) процедури вибору лiдера у випадку Eξ log ξ =

∞, де ξ - випадкова змiнна, що характеризує число нащадкiв процесу Гальтона-
Ватсона.

Для досягнення мети дослiдження були поставленi такi задачi:

• дослiдити класичну процедуру вибору лiдера;

• дослiдити метод твiрних функцiй для аналiзу комбiнаторних об’єктiв;

• навести алгоритм методу для оцiнки середнього числа раундiв у класичнiй
процедурi вибору лiдера для n учасникiв;

• дослiдити процедуру вибору лiдера у випадку Eξ log ξ <∞ та ознайомитися
з результатами попереднiх дослiджень цього об’єкту;

• дослiдити процеси Гальтона-Ватсона та їх граничну поведiнку;
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• сформулювати твердження про граничну поведiнку числа гравцiв серед пер-
ших М, що вижили в n раундах, початкових номерiв гравцiв, що вижили
серед перших n раундiв та числа раундiв, необхiдних для того, щоб всi гравцi
серед перших М вибули для процедури вибору лiдера у випадку Eξ log ξ =∞.

Об’єкт та методи дослiдження. Об’єктом роботи є процедура вибору
лiдера та їх зв’язок з випадковими процесами Гальтона-Ватсона. ППредметом
роботи є доведення тверджень, якi надають iнформацiю про граничну поведiнку
деяких величин, пов’язаних з процесом вибору лiдера.

Отриманню основних результатiв роботи передували опис алгоритму твiр-
них функцiй для аналiзу складних комбiнаторних об’єктiв та його застосування
до класичної процедури вибору лiдера, а також було наведено граничнi теореми
для характеристик узагальненого процесу вибору лiдера у випадку Eξ log ξ <∞.

Пiд час висвiтлення iнформацiї про узагальненi процедури вибору лiдера
та доведення тверджень з роздiлу 3 використовувались матерiали статтi [1] вi-
домостi про процеси Гальтона-Ватсона, зокрема твердження про нормалiзацiйну
послiдовнiсть та граничну поведiнку процесу, наведенi в [3]. Основними методами
роботи є методи стохастичного аналiзу та теорiї ймовiрностi.
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1 Класична процедура вибору лiдера

1.1 Визначення твiрної функцiї, символьний метод

Визначення 1.1. Звичайною твiрною функцiєю послiдовностi An називається
формальний степеневий ряд A(z) =

∑∞
n=0An · zn.

Визначення 1.2. Звичайна твiрна функцiя комбiнаторного класу A - твiрна
функцiя послiдовностi An = # ( An ), де An - множина об’єктiв розмiру n в
класi A.

Комбiнаторна форма має вигляд A(z) =
∑

α∈A z
|α|.

Якщо функцiя f(x) має розкладом в ряд вираз f(z) =
∑∞

n=0 fn · zn, то її
коефiцiєнти при n-му степенi в цьому розкладi позначатимемо [zn]f(z) = fn.

Таким чином, комбiнаторна форма твiрної функцiї дає таке представлен-
ня комбiнаторного класу, де внутрiшня структура руйнується, а елементи, що
впливають на розмiр класу, замiщуються змiнною.

Один iз варiантiв побудови комбiнаторного класу є побудова в термiнах
комбiнаторних конструкцiй. Такий пiдхiд називається символьним, оскiльки ба-
зується на формальнiй мовi комбiнаторних структур, зокрема, допустимих кон-
струкцiй.

Визначення 1.3. Нехай маємо деяку m-арну конструкцiю Φ, що поєднує набiр
класiв B1,...Bn у повний клас A = Φ(B1, ...Bn). Така конструкцiя Φ називає-
ться допустимою, якщо числова послiдовнiсть An класу А залежить лише вiд
вiдповiдних числових послiдовностей класiв B1,...Bn.

Для допустимих конструкцiй iснує визначений оператор, що дiє на вiдпо-
вiдних твiрних функцiях.

Якщо ввести набiр базових допустимих конструкцiй, то твiрна функцiя
будь-якого класу, що задовольняє певним умовам, може бути записана через цi
специфiкацiї.

Клас називають таким, що можна сконструювати або специфiкувати, якщо
вiн може бути визначеним з базових елементiв допустимими конструкцiями.

Зауважимо , що твiрними функцiями класiв ε i атомарного класу Z є вiд-
повiдано E(z) = 1 та Z(z) = z.

Теорема 1.4 (Базовi допустимi конструкцiї; [8], ст. 27, теорема I.1). Констру-
кцiї об’єднання, декартового добутку, послiдовностi, множини всiх пiдмножин
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та мультимножини є допустимим. Вiдповiднi оператори мають наступний
вигляд:

A = B + C ⇒ A(z) = B(z) + C(z)

A = B × C ⇒ A(z) = B(z) · C(z)

A = Seq(B)⇒ A(z) = 1
1−B(z)

A = PSet(B) ⇒ A(z) =
∏

n≥1(1 + zn)Bn, якщо множина В є скiнченною i
exp

(∑
n≥1

1
n ·B(zn)

)
, якщо В є нескiнченною множиною.

A = MSet(B)⇒ A(z) =
∏

n≥1(1− zn)−Bn, якщо множина В є скiнченною
i exp

(∑
n≥1

1
n ·B(zn)

)
, якщо В є нескiнченною множиною.

Описи класу можуть бути iтеративними та рекурсивними. Iтеративне кон-
струювання - такий опис класу, що використовує лише композицiю базових допу-
стимих конструкцiй, що накладаються на класи ε i Z.

Визначення 1.5. Специфiкацiєю для n-арного вектору Ā = (A1, ...An) класiв є
набiр з n рiвнянь Ai = Φi(A1, ...An), де кожна з Φi вiдповiдає терму, побудова-
ному з А, використовуючи базовi конструкцiї та класи ε та Z.

Система є iтеративною, якщо вона є строго верхньотрикутною, тобто в ма-
трицi системи всi елементи нижче головної дiагоналi є нульовими. У рекурсивно-
му випадку система буде мати вигляд

Ai+1 = Φi(Ai)

Визначення 1.6. Клас комбiнаторних структур можна сконструювати то-
дi i тiльки тодi, коли вiн допускає специфiкацiю в термiнах суми, добутку,
послiдовностi, множини, мультимножини та циклу.

Теорема 1.7 (Символьний метод; [8], ст. 33, теорема I.2). Твiрна функцiя класу,
що можна сконструювати, є компонентою системи функцiональних рiвнянь,
чиї терми побудовано з 1, z, +, ×, Q, exp, exp, log, де

• Q[f ] = 1
1−f ;

• exp[f ] = exp
(∑

n≥1
f(zn)
n

)
;

• log[f ] =
∑

n≥1
ϕ(n)
n · log

(
1

1−f(zn)

)
;

• exp[f ] = exp
(∑

n≥1(−1)n−1 f(zn)
n

)
.



8

1.2 Аналiз особливостей аналiтичних та мероморфних фун-

кцiй

Визначення 1.8. Функцiя f(z), визначена на областi Ω, є аналiтичною в деякiй
точцi z0 ∈ Ω, якщо у деякому вiдкритому околi цiєї точки, що мiститься в
областi, цю функцiю можна представити у виглядi

f(z) =
∑
n≥0

Cn · (z − z0)
n

Функцiя є аналiтичною в областi тодi i тiльки тодi, коли вона є аналiтичною
в кожнiй точцi з цiєї областi.

Область збiжностi функцiї - це окiл, у якому f(z) збiгається; радiусом збi-
жностi називатимемо радiус областi збiжностi.

Визначення 1.9. Функцiя h(z), визначена на Ω, є мероморфною в деякiй то-
чцi z0 ∈ Ω, якщо ∀z ∈ O(z0), z 6= z0 її можна представити у виглядi h(z) =

f(z)/g(z), де функцiї f(z) та g(z) є аналiтичними в точцi z0 i в околi цiєї точки
має мiсце рiвнiсть h(z) =

∑
n≥−M hn · (z − z0)

n

Визначення 1.10. Якщо у розкладi функцiї h(z) в ряд Лорана

h(z) =
∑
n≥−M

hn · (z − z0)
n

маємо h−M 6= 0, M ≥ 1, то функцiя h(z) має полюс порядку М в точцi z0.
Коефiцiєнт h−1 називають лишком функцiї h(z) в точцi z0.

Теорема 1.11. Якщо функцiя f аналiтична в областi Ω i λ - проста замкнена
крива, то ∫

λ

f(z)dz = 0

Теорема 1.12 (про лишки). Нехай h(z) мероморфна в областi Ω i λ - проста
додатно орiєнтована замкнена крива в областi, на якiй функцiя h(z) є аналiти-
чною. Тодi

1

2iπ
·
∫
λ

h(z)dz =
∑
s

Res[h(z), z = s],

де через s позначено полюси h(z), що мiстяться в областi, обмеженою кривою
λ.
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Теорема 1.13 (формула Кошi). Якщо f(z) аналiтична в областi Ω, що мiстить
0, i λ - проста додатно орiєнтована замкнена крива в областi, коефiцiєнти при
розкладi функцiї f(z) в ряд Лорана в околi нуля мають вигляд

fn =
1

2iπ
·
∫
λ

f(z)

zn+1
dz

Нехай тепер маємо аналiтичну функцiю f(z), що визначена на внутрiшностi
замкненої простой кривої λ i в деякiй точцi z0 належить цiй кривiй. Цю функцiю
можна продовжити аналiтично в точцi z0, якщо iснує така функцiя f ∗(z), яка є
аналiтичною в деякiй вiдкритiй областi, що мiстить z0, i задовольняє f ∗(z) = f(z)

в перетинi двох областей. Аналiтичне продовження є єдиним.

Визначення 1.14. Точка z0 на границi замкненої областi називається особли-
вою (сингулярною) точкою (або особливiстю) функцiї, якщо цю функцiю не мо-
жна аналiтично продовжити в точцi z0.

Збiжний ряд є аналiтичним в серединi областi збiжностi, тобто на границi
цiєї областi має iснувати хоча б одна особливiсть, отже, маємо наступну теорему.

Теорема 1.15. Якщо функцiя є аналiтичною в початку координат та її роз-
клад в ряд в цiй точцi має скiнченний радiус збiжностi, то ця функцiя завжди
має особливiсть на границi своєї областi збiжностi.

Визначення 1.16. Домiнантна особливiсть - особливiсть, що лежить на гра-
ницi областi збiжностi аналiтичної функцiї

Розклад твiрних функцiй в ряд мiстить лише невiд’ємнi коефiцiєнти. На-
ступна теорема Прiнсхайма дає ефективний iнструмент знаходження особливої
точки.

Теорема 1.17 (Прiнсхайма). Якщо функцiю f(z) можна подати у виглядi роз-
кладу в ряд з невiд’ємними коефiцiєнтами в точцi початку координат i цей
ряд має скiнченний радiус збiжностi R, то точка z = R є особливою точкою
функцiї f(z).

Числова послiдовнiсть an має експоненцiйний порядок Kn (an ∼ Kn), якщо
limx→+∞ sup |an|1/n = K, тобто ∀ε > 0, |an| > (K − ε)n нескiнченно часто i
|an| < (K + ε)n майже всюди.
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Теорема 1.18 (формула асимптотичного зростання). Якщо f(z) аналiтична в
0i R - модуль найближчої до початку координат особливостi у розумiннi, що
R = sup{r ≥ 0 | f аналiтична в |z| < r}, то коефiцiєнти fn розкладу функцiї
f(z) в ряд задовольняють спiввiдношенню ( 1

R)n.
Для функцiй з невiд’ємними коефiцiєнтами таке твердження має мiсце

для R = sup{ r ≥ 0 | f, аналiтична в 0 ≤ z < r}

Доведення. Нехай функцiя f(z) має розклад в ряд в 0 вигляду

f(z) =
∑
n≥0

fn z
n

i має радiус збiжностi R1. Тодi за визначенням радiусу збiжностi ∀ε > 0 fn · (R1−
ε)n → 0, отже, достатньо великих n маємо |fn|

1
n < 1

R1−ε майже всюди.
З iншого боку, ∀ε > 0 fn · (R1 + ε)n не є обмеженою послiдовнiстю, тому

|fn|
1
n > 1

R1+ε нескiнченно часто.

Отже, fn ∼
(

1
R1

)n
. Залишилось показати, що R є радiусом збiжностi.

Якщо R задано за правилом, сформульованим в теоремi, то нерiвнiсть R <

R1 неможлива, оскiльки функцiя f(z) аналiтична всерединi областi збiжностi, а
нервнiсть R > R1 неможлива, адже на границi областi збiжностi за теоремою
Прiнсхайма обов’язково iснує особливiсть. Отже, теорему доведено.

Таким чином, можемо сформулювати перший принцип асимптотики кое-
фiцiєнтiв: розташування особливостi функцiї вказує на експоненцiйне зростання
коефiцiєнтiв цiєї функцiї.

Для випадку, коли радiус збiжностi може бути нескiнченним, розглянемо
наступне твердження.

Теорема 1.19 (Обмеження сiдлових точок). Нехай f(z) аналiтична в областi
радiуса R, де 0 < R ≤ ∞. Для r ∈ (0, R) визначимо

M(f, r) = sup
|z|=r
|f(z)|.

Тодi для довiльного такого r матимемо

fn ≤
M(f, r)

rn
, fn ≤ inf

r∈(0,R)

M(f, r)

rn

.
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Якщо розклад f(z) в околi 0 має невiд’ємнi коефiцiєнти, то

fn ≤
f(r)

rn
, fn ≤ inf

r∈(0,R)

f(r)

rn
.

Тепер нас цiкавитиме ефективне обчислювання зростання коефiцiєнтiв твiр-
них функцiй нерекурсивних комбiнаторних класiв, якi можна сконструювати.
Має мiсце таке:

Теорема 1.20 (Обчислюванiсть зростання). Нехай С - непомiчений клас, який
можна сконструювати iтеративно в термiнах (Seq, PSet, MSet, Cyc; +, ·),
починаючи з базових елементiв (1, z). Тодi радiус збiжностi rc твiрної функцiї
класу набуває строго додатних дiйсних значень або +∞.

Нехай D - помiчений клас, який можна сконструювати iтеративно в
термiнах (Seq, Set, Cyc; +, ·), починаючи з базових елементiв (1, z). Тодi радiус
збiжностi rd твiрної функцiї класу набуває строго додатних дiйсних значень
або +∞.

Якщо радiуси збiжностi скiнченнi, то асимтотичнi коефiцiєнти твiрної
функцiї вiдповiдного класу можна оцiнити наступним чином:

Cn ∼
(

1

rc

)n
,

1

n!
·Dn ∼

(
1

rd

)n
.

Фактично, перший принцип асимптотики коефiцiєнтiв каже, що для кое-
фiцiєнтiв fn розкладу функцiї f(z) =

∑
n≥0 fn · zn має мiсце спiввiдношення:

fn ∼
(

1
r

)n, де r - радiус збiжностi ряду та вiдстань до домiнуючої особливостi.
Тобто коефiцiєнти мають вигляд fn =

(
1
r

)n · θ(n).
Другий принцип асимптотики коефiцiєнтiв каже, що природа особливостей

функцiї f(z) визначає вiдповiдний асимптотичний множник θ(n). Зокрема, якщо
всi особливостi функцiї є полюсами, то множник θ(n) зростає полiномiально.

Теорема 1.21 (про розклад рацiональних функцiй). Якщо функцiя f(z) є рацiо-
нальною i аналiтичною в 0, а також має полюси в точках α1, α2, ...αm, то її
коефiцiєнти є асимптотично полiномiальними, тобто iснують такi полiноми
Π1(x),Π2(x), ...Πm(x), що для деякого фiксованого N та всiх n > N мають мiсце
рiвностi

fn =
m∑
j=1

Πj(n) · α−nj .
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При цьому степiнь кожного полiнома дорiвнює зменшеному на одиницю порядку
вiдповiдного полюса.

Доведення. За умовою теореми f(z) - аналiтична в околi 0. Тому дана функцiя
може бути представлена у виглядi f(z) = N(z)

D(z) . Отже,

f(z) = Q(z) +
∑
(α,r)

Cα,r
(z − α)r

,

де Q(z) - полiном степеня n0, n0 = deg(N)−deg(D), α пробiгає всi полюси функцiї
f(z), а r обмежене зверху. За формулою Ньютона маємо

[zn]
1

(z − α)r
=

(−1)r

αr
[zn]

1(
1− z

α

)r =
(−1)r

αr
α−nCr−1

n+r−1

Теорема 1.22 (про розклад мероморфних функцiй). Нехай функцiя f(z) є меро-
морфною в усiх точках кулi |z| ≤ R, а також має полюси в точках α1, α2, ...αm.
Припустимо, що f(z) аналiтична в усiх точках |z| = R, z = 0. Тодi її ко-
ефiцiєнти є асимптотично полiномiальними, тобто iснують такi полiноми
Π1(x),Π2(x), ...Πm(x), що для деякого фiксованого N фiксоване таке, що

fn =
m∑
j=1

Πj(n) · α−nj , n > N.

При цьому степiнь кожного полiнома дорiвнює зменшеному на одиницю порядку
вiдповiдного полюса.

Доведення. Поблизу полюса αj має мiсце розклад

f(z) =
∑
k≥−M

Cαj ,r · (z − αj)r = Sαj(z) +Hαj(z),

де Sα(z) пробiгає всi додaнки з iндексами [−M,−1], тобто Sα(z) = Nα(z)
(z−α)−M .

Нехай S(z) =
∑

j Sαj(z), тодi f(z) − S(z) = H(z) є аналiтичною в |z| < R

функцiєю. Тодi
fn = [zn]S + [zn](f(z)− S(z)).
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За теоремою про розклад рацiональних функцiй

Sn =
m∑
j=1

Πj(n) · α−nj .

Для другого доданку маємо

| [zn](f(z)− S(z)) | = 1

2iπ
|
∫
|z|=R

f(z)− S(z)

zn+1
dz | ≤ 1

2iπ
· O(1)

Rn+1
· 2πR = O(R)

Iснують випадки, коли у функцiї iснує декiлька домiнуючих особливостей.
У цьому разi необхiдно поєднати декiлька виразiв типу βn, кожний з яких має свiй
асимптотичний множник. Можливi двi ситуацiї: iнколи такi вирази в поєднаннi
глобально викликають чисту перiодичну поведiнку коефiцiєнтiв, в загальному ж
коливання є неперiодичними i описати такi коефiцiєнти важко. Тому нас цiкави-
тимуть умови перiодичностi додатних твiрних функцiй.

Необхiдно визначити домiнуючi особливостi функцiї i з’ясувати чи є їх ар-
гументи спiврозмiрними з 2π.

Визначення 1.23. Нехай послiдовнiсть fn має твiрну функцiю f(z). Суппор-
том (або носiєм) Supp(f) функцiї f(z) називається множина всiх n таких, що
fn 6= 0. Послiдовнiсть i її твiрна функцiя допускає перiод (промiжок) d, якщо
для деякого r виконується наступне:

Supp(f) ⊆ r + Z≥0 ≡ {r, r + d, r + 2d, ...}.

Найбiльший промiжок p називається перiодом; якщо перiод = 1, послi-
довнiсть та її твiрна функцiя називаються аперiодичними.

Теорема 1.24 (Спiврозмiрнiсть домiнуючих напрямкiв). Нехай S - нерекурсив-
ний помiчений клас, який можна сконструювати, а його твiрна функцiя S(z)
має скiнченний радiус збiжностi ρ. Тодi iснує обчислюване число d ≥ 1 таке,
що множина домiнантних особливостей твiрної функцї мiститься в множинi
{ρ · ωj}, де ωd = 1

Розглянемо тепер декiлька допомiжних результатiв для визначення розта-
шування нулiв аналiтичної та полюсiв мероморфної функцiї.
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Нехай функцiя f(z) аналiтична в областi Ω, а γ - проста замкнена крива
всерединi цiєї областi, на якiй функцiя не має нулiв. Тодi число

N(f, γ) =
1

2iπ
·
∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz

є кiлькiстю нулiв, врахованих iз кратностями, функцiї f(z) всерединi областi,
вiддiленої кривою γ.

Якщо функцiя є мероморфною, то N(f, γ) дорiвнює рiзницi мiж кiлькiстю
нулiв i кiлькiстю полюсiв функцiї f(z) всерединi кривої.

Оскiльки антипохiдна функцiї f ′

f є ln(f), цей iнтеграл також вiдображає
змiну (варiацiю) ln(f) вздовж γ, яка перетворюється на 2iπ помножити на змiну
аргументу функцiї f(z) вздовж кривої. Кiлькiсть разiв, що контур f(γ) обмотує
початок координат, називається числом обертiв.

Число нулiв функцiї f(z), що врахованi з кратностями, всерединi простої
кривої γ дорiвнює числу обертiв перетвореного контуру f(γ) навколо початку
координат.

Теорема 1.25 (Руше). Нехай функцiї f(z) та g(z) аналiтичнi в областi, що
мiстить у своїй внутрiшностi просту замкнену криву γ. Припустимо, що
|f(z)| < |g(z)| на кривiй γ. Тодi функцiї f(z) та f(z) + g(z) мають однакову
кiлькiсть нулiв у внутрiшностi кривої γ.

Оскiльки природа функцiонального рiвняння дає iнформацiю про особли-
востi його розв’язку, необхiдно з’ясувати що можна сказати про оберненую фун-
кцiю, маючи деяке рiвняння. Розглянемо функцiю z0 = ψ(y0) з оберненою ψ(y) =

z в околi точок z0, y0.
Нехай ψ ′(y0) 6= 0. Тодi локально

ψ(y) ≈ ψ(y0) + ψ ′(y0) · (y − y0)

I при z близькому до z0 маємо

y ≈ y0 +
1

ψ ′(y0)
· (z − z0)

Теорема 1.26. Нехай ψ(z) аналiтична в y0, при чому ψ(y0) = z0 i ψ ′(y0) 6= 0.
Тодi для z з достатньо малого околу z0 iснує аналiтична функцiя y(z) така, що
розв’язує рiвняння ψ(y) = z i така, що y(z0) = y0
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Тобто аналiтична функцiя локально допускає iснування аналiтичної обере-
неної функцiї поблизу тих точок, де перша похiдна не нульова.

Нехай тепер ψ ′(y0) = 0, ψ ′′(y0) 6= 0. Маємо рiвняння

ψ(y) ≈ ψ(y0) +
1

2
· ψ ′′(y0) · (y − y0)

2

яке має два розв’язки

y ≈ y0 ± 2

√
2

ψ ′′(y0)
· (z − z0).

Теорема 1.27. Нехай ψ(z) аналiтична в околi точки y0, причому ψ(y0) = z0

i ψ ′(y0) = 0, ψ ′′(y0) 6= 0. Тодi iснує Ω0 малий окiл z0 такий, що для будь-
якого фiксованого напрямку θ iснують двi функцiї y1(z) та y2(z), визначенi на
проколотому околi Ωθ

0 i такi, що ψ(y(z)) = z. Кожна з них є аналiтичною на
цьому проколотому околi, має особливiсть в точцi z0 i прямує до y0 при z → z0.

Тут проколотим околом позначається наступна множина

Ωθ = {z ∈ Ω : arg(z − z0) 6= θ mod 2π, z 6= z0)}

Теорема 1.28. Нехай ψ(z) аналiтична в 0 функцiя, що має невiд’ємнi коефiцi-
єнти, i така, що ψ ′(0) 6= 0. Нехай R ≤ +∞ - радiус збiжностi розкладу даної
функцiї в 0.

За умови limx→R−
x·ψ ′(x)
ψ(x) > 1 iснує єдиний розв’язок τ ∈ (0, R) характери-

стичного рiвняння τ ·ψ ′(x)
ψ(x) = 1.

Тодi формальний розв’язок y(z) рiвняння y(z) = zψ(y(z)) є аналiтичним
в 0 i коефiцiєнти цього розв’язку задовольняють наступну формулу асимпто-
тичного зростання:

yn ∼ (1
ρ)
n, де ρ = τ

ψ(τ) = 1
ψ ′(τ)

1.3 Аналiз у випадку однiєї та багатьох особливостей

Розглянемо асимптотичний аналiз функцiй, що мають не лише особливостi у ви-
глядi полюсу. Основний принцип, так само, як i у попередньому роздiлi, каже,
що iснує певна вiдповiднiсть мiж асимптотичним розкладом функцiї поблизу її
домiнуючої особливостi та асимптотичними коефiцiєнтами цiєї функцiї.

Метод сингулярного аналiзу застосовується у випадках, коли функцiя у
своєму асимптотичному розкладi мiстить дробовi степенi або логарифми. Тодi
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мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 1.29. Нехай α - довiльне комплексне число в C\Z≤0. Тодi коефiцiєнт
при zn функцiї f(z) = (1−z)−α допускає для великих n асимптотичний розклад
по спадаючих степенях n

fn ∼
nα−1

Γ(α)
·

(
1 +

∞∑
k=1

ek
nk

)

де ek є полiномами по α порядку 2k, а Γ(α) є гамма-функцiєю. Зокрема,

fn ∼
nα−1

Γ(α)
·
(

1 +
α · (α− 1)

2n
+
α · (α− 1) · (α− 2) · (3α− 1)

24n2
+

+
α2 · (α− 1)2 · (α− 2) · (α− 3)

48n3
+O(n−4)

)
Теорема 1.30. Нехай α - довiльне комплексне число в C\Z≤0. Тодi коефiцiєнт
при zn функцiї f(z) = (1 − z)−α ·

(
1
z log( 1

1−z)
)β допускає для великих n повний

асимптотичний розклад по спадаючих степенях log(n):

fn ∼
nα−1

Γ(α)
· (log(n))β ·

(
1 +

C1

log(n)
+

C2

log2(n)
+ ..

)
,

де Ck = Ck
n · Γ(α) d

k

dsk
1

Γ(s)|s=α .

Щоб знайти похибки наближення, необхiдно знайти асимптотичне набли-
ження коефiцiєнтiв функцiї поблизу особливостi. Введемо допомiжне визначення.

Визначення 1.31. Нехай дано два числа φ та R такi, що R > 1 та 0 < φ < π
2 .

Тодi вiдкрита область ∆(φ,R) визначається наступним чином:

∆(φ,R) = {z : |z| < R, z 6= 1, |arg(z − 1)| > φ}

Область є ∆-областю в 1, якщо це ∆(φ,R) для деяких φ та R.
Для деякого комплексного ζ, ∆-область в ζ - це образ ∆-областi в 1 при

вiдображеннi z 7→ ζz.
Функцiя є ∆-аналiтичною, якщо вона є аналiтичною в деякiй ∆-областi.

Теорема 1.32. Нехай α, β - довiльнi числа, α, β ∈ R i функцiя f(z) є ∆ - аналi-
тичною.
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1. Припустимо, що f(z) в перетинi її ∆-областi та околу 1 задовольнаяє умовi

f(z) = O

(
(1− z)−α ·

(
log

1

1− z

)β)

Тодi для її коефiцiєнтiв виконується fn = O
(
nα−1 · (log(n))β

)
;

2. Припустимо, що f(z) в перетинi її ∆-областi та околу 1 задовольнаяє умовi

f(z) = o

(
(1− z)−α ·

(
log

1

1− z

)β)

Тодi для її коефiцiєнтiв виконується fn = o
(
nα−1 · (log(n))β

)
Зокрема, якщо функцiя f(z) є ∆-аналiтичною i f(z) ∼ (1− z)−α, z → 1, z ∈

∆, де α є строго додатноим числом, то для коефiцiєнтiв f(z) виконується

fn ∼
nα−1

Γ(α)
.

Остаточно, для випадку однiєї особливостi стверджується наступне.

Теорема 1.33. Нехай f(z) є функцiєю, аналiтичною в 0, з особливiстю в точцi
ζ такiй, що функцiя f(z) може бути продовжена на область виду ζ∆0 для ∆-
областi ∆0, де ζ∆0 є образом областi ∆0 при вiдображеннi z 7→ ζz. Припустимо,
що iснують двi функцiї σ, τ такi, що σ є скiнченною комбiнацiєю функцiй в S i
τ ∈ S i такi, що

f(z) = σ

(
z

ζ

)
+O

(
τ

(
z

ζ

))
при z 7→ ζ в областi ζ∆0.

Тодi для коефiцiєнтiв f(z) виконується асимптотичне наближення

fn = ζ−nσn +O(ζ−nτ ∗n).

Тут σn - коефiцiєнти функцiї σ, що є визначенi теоремами про наближення кое-
фiцiєнтiв з логарифмiчними або степеневими множниками, а τ ∗n = na−1(log(n))b

при τ(z) = (1− z)−aλb(z).

Узагальнюючи процес аналiзу функцiї у випадку, коли вона має одну осо-
бливiсть, маємо наступний алгоритм, що виконується за умови, що f(z) є аналi-
тичною в 0, а її коефiцiєнти можна асимптотично проаналiзувати.
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1. Визначення домiнуючої особливостi в точцi ζ на областi збiжностi функцiї,
з’ясувати, що функцiя є аналiтичною на деякiй областi ∆0.

2. Аналiз f(z) при z 7→ ζ в областi ζ∆0 та визначення асимптотичного розкладу
в околi домiнуючої особливостi виду

f(z) = σ

(
z

ζ

)
+O

(
τ

(
z

ζ

))
,

де τ(z) = o(σ(z)). При цьому функцiї σ, τ мають належати

S = {(1− z)aλb(z)}, λb(z) = z−1 · log−1(1− z).

3. Перекласти терм σ(z) за допомогою спецiальних каталогiв та обрахувати по-
хибку. В результатi отримати

fn = ζ−nσn +O(ζ−nτ ∗n), n→ +∞

У випадку багатьох особливостей (скiнченна кiлькiсть), кожна особливiсть ана-
лiзується окремо, а отриманi результати додаються.

Теорема 1.34. Нехай f(z) аналiтична в |z| < ρ i має скiнченну кiлькiсть осо-
бливостей на |z| = ρ в точках ζj = ρeiθj , j = 1..r. Припустимо, що iснує
∆-область ∆0 така, що функцiя f(z) аналiтична в серединi диску

D = ∩rj=1(θj ·∆0),

де ζ∆0 є образом областi ∆0 при вiдображеннi z 7→ ζz.
Припустимо, що iснує r функцiй σ1, ..σr, з яких кожна σi є скiнченною

комбiнацiєю функцiй в S i τ ∈ S i такi, що

f(z) = σj

(
z

ζj

)
+O

(
τ

(
z

ζj

))
,

при z 7→ ζj в областi D.
Тодi коефiцiєнти функцiї f(z) задовольняють асимптотичне наближення

fn = ζ−nj σj,n +O(ρ−nτ ∗n).

Тут σj,n - коефiцiєнти функцiї σj, що є визначенi теоремами про наближе-
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ння коефiцiєнтiв з логарифмiчними або степеневими множниками, а τ ∗n =

na−1(log(n))b при τ(z) = (1− z)−aλb(z)
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1.4 Процедура вибору лiдера

Процедуру вибору лiдера можна описати таким процесом: скiнченна або (у за-
гальному випадку) нескiнченна кiлькiсть гравцiв одночасно пiдкидають монетку.
У випадку, коли результатом є 0, гравець вибуває з гри, а коли результатом є 1,
гравець продовжує участь у грi; коли у всiх гравцiв випадає 0, гравцi пiдкидують
монетку повторно. Цей процес у випадку скiнченної кiлькостi гравцiв продовжу-
ється до моменту, коли залишиться єдиний учасник, який є лiдером.

Нехай Xn кiлькiсть раундiв за участi n гравцiв, за якi обрано лiдера. Тодi

X0 = X1 = 0, Xn = 1 +X
(1)
In
· I{In 6=0} +X

(2)
In
· I{In=0},

де IA - iндикатор подiї A, In - число гравцiв, що залишились пiсля першого раунду,
має бiномiальний розподiл: In ∼ B

(
n, 1

2

)
, X(1)

n , X
(2)
n - незалежнi випадковi вели-

чини, що мають такий же розподiл, як i Xn, та вiдповiдають двом пiдструктурам,
на якi розбивається структура Xn.

Нас цiкавитиме кiлькiсть раундiв, за яку можна обрати лiдера за фiксованої
кiлькостi гравцiв. Для цього обчислимо математичне сподiвання цiєї величини
an = EXn:

a0 = 0, a1 = 0, an = 1 + 2−n · an + 2−n ·
n∑
k=1

Ck
n · ak

Нехай f(z) =
∑+∞

k=0
akz

k

k! . Тодi

f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n

n!
=

+∞∑
n=2

anz
n

n!
=

=
+∞∑
n=2

(
zn

n!
+
an(

z
2)n

n!

)
+

+∞∑
n=2

n∑
k=0

(
ak(

z
2)k

k!
·

(z2)n−k

(n− k)!

)
=

= ez − z − 1 + f
(z

2

)
+ f

(z
2

)
· e

z
2 = ez − z − 1 + f

(z
2

)
·
(
1 + e

z
2

)
.

Позначимо функцiю f̂(z) = f(z)
ez−1 = 1− z

ez−1 + f̂(z2). Коефiцiєнти при n-му степенi
цiєї функцiї матимуть вигляд

a′n = [zn]f̂(z) = I{n=0} −
Bn

n!
+ 2−na′n,

де Bn - n-те число Бернуллi.



21

Маємо

an = n![zn]f(z) = n![zn](f̂(z)(ez − 1)) =

= n! ·

(
n∑
k=1

ak
′

(n− k)!
− an ′

)
= −

n−1∑
k=1

Ck
n ·

Bk

1− 2−k
=

= −
n−1∑
k=1

Ck
n ·Bk ·

(
1 +

1

2k − 1

)
= 1−

n−1∑
k=1

Ck
n

Bk

2k − 1
.

Розглянмо тепер допомiжку функцiю

sn =
n−1∑
k=1

Ck
n

Bk

2k − 1
= − 1

2πi
·
∫
Rn

(−1)nn!

(z − 1)(z − 2)...(z − n)
· ζ(1− z)

2z − 1
dz,

де прямокутник Rn задовольняє таким умовам: Re z = 1
2 , Re z = n − 3

4 , ζ(z) =
1
1z + 1

2z + 1
3z + ....

Тодi

an = 1− sn = 1− 1

2πi
·
∫ 1

2+i∞

1
2−i∞

(−1)nn!

(z − 1)(z − 2)...(z − n)
· ζ(1− z)

2z − 1
dz

Крiм того,

an = 1−
∑
k

Resz=zk
(−1)nn!

(z − 1)(z − 2)...(z − n)
· ζ(1− z)

2z − 1
+O

(
1

n

)
,

де zk - полюси функцiї (−1)nn!
(z−1)(z−2)...(z−n) ·

ζ(1−z)
2z−1 , що лежать в областi −1 < Rez < 1

2 ;
цими полюсами є точки z0 = 0, zk = 2πki

log(2)

Обчислимо лишки в полюсах. Оскiльки

(−1)nn!

(z − 1)(z − 2)...(z − n)
· ζ(1− z)

2z − 1
→ (−1)nn!Γ(z − n)

Γ(z)
· ζ(1− z)

2z − 1
,

то

Resz=0
(−1)nn!Γ(z − n)

Γ(z)
· ζ(1− z)

2z − 1
= − 1

log(2)
(Hn−γ)+

1

2
= − log(2)+

1

2
+O

(
1

n

)
.
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Далi,

Resz= 2πki
log(2)

(−1)nn!Γ(z − n)

Γ(z)
· ζ(1− z)

2z − 1
=

=
1

log(2)
·

(−1)nn!Γ
(

2πki
log(2) − n

)
Γ
(

2πki
log(2)

) · ζ
(

1− 2πki

log(2)

)
=

=
1

log(2)
·

Γ(n+ 1)Γ
(

1− 2πki
log(2)

)
Γ
(
n+ 1− 2πki

log(2)

) · ζ
(

1− 2πki

log(2)

)

=
1

log(2)
· Γ
(

1− 2πki

log(2)

)
· ζ
(

1− 2πki

log(2)

)
·
(
n

2πki
log(2) +O

(
1

n

))
=

=
1

log(2)
· Γ
(

1− 2πki

log(2)

)
· ζ
(

1− 2πki

log(2)

)
·
(
e2πki·log2(n) +O

(
1

n

))
.

Тепер визначимо функцiю

δ1(x) =
1

log(2)

∑
k∈Z\{0}

Γ

(
1− 2πki

log(2)

)
· ζ
(

1− 2πki

log(2)

)
· e2πkix

Скористаємось оцiнкою

|δ1(x)| = |
∑

k∈Z\{0}

Γ

(
1− 2πki

log(2)

)
· ζ
(

1− 2πki

log(2)

)
· e

2πkix
log(2) | ≤

≤
∑

k∈Z\{0}

|Γ
(

1− 2πki

log(2)

)
| · |ζ

(
1− 2πki

log(2)

)
| <∞.

Звiдси матимемо наступне:

an = log2(n) +
1

2
− δ1(log2(n)) +O

(
1

n

)
Отже, середнє число раундiв, якi необхiдно провести, щоб вибрати лiдера, якщо
грають n гравцiв становить наближено

log2(n) +
1

2
− δ1(log2(n))

.



23

2 Узагальнена процедура вибору лiдера та деякi
граничнi теореми при Eξ log ξ <∞

2.1 Узагальнена процедура вибору лiдера

Розглянемо наступний опис процедури вибору лiдера: на початку кожного ра-
унду будемо перенумеровувати гравцiв, що залишилися, зберiгаючи початковий
порядок. Позначимо R = {R(k) : k ≥ 1} випадкова множина цiлих чисел, що
переходять в наступний раунд гри, де R(0) := 0; R(k) := ξ1 + ...+ ξk, k ≥ 1. Тут
величини ξi - випадковi незалежнi однаково розподiленi.

Розглянемо R(n), n ≥ 1 - незалежнi копiї випадкового блукання R. Приро-
сти блукання R(n) при цьому позначимо ξ(n)

i - незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини з розподiлом P{ξ(n)

k = i} = pi, i ∈ N.
Тодi вiдповiднi блукання матимуть вигляд R(n)(0) := 0; R(n)(k) := ξ

(n)
1 +

...+ ξ
(n)
k , k ≥ 1.
В n-ому раундi гравцi з поточними позначеннями R(n)(1), R(n)(2), ... залиша-

ються для участi у наступному раундi гри, а решта гравцiв вибувають. Учасники,
що залишилися, перенумеровуються, зберiгаючи порядок, i процедура повторює-
ться.

В припущенi, що ξi мають геометричний розподiл, маємо класичну процеду-
ру вибору лiдера. Якщо ж замiнити геометричний розподiл на деякий довiльний
розподiл pn на N, p1 < 1, то отримаємо узагальнену процедуру вибору лiдера.

Для подальшої зручностi введемо декiлька позначень.
Нехай N (n)

M - число гравцiв серед 1, .. М, що вижили серед n раундiв. Iнакше
кажучи, N (0)

M := M , N (n)
M := {j ∈ N|R(n)(j) ≤ N

(n−1)
M } для M ∈ N0, n ∈ N.

Нехай 1 ≤ S
(n)
1 < S

(n)
2 < ... - початковi номери гравцiв, що вижили серед

перших n раундiв. Формально, S(n)
j := inf{i ∈ N|N (n)

i = j} для n ∈ N0, j ∈ N.
Нехай T (M) - число раундiв гри (пiдкидання монетки) необхiдне для того,

щоб всi гравцi серед 1, 2, ... М вибули. А саме T (M) := inf{n ∈ N|N (n)
M = 0} для

M ∈ N.
Для кожного n ∈ N0 розглянемо випадковий вектор

(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , ...

)
=
(
S

(n−1)

R(n)(1)
, S

(n−1)

R(n)(2)
, ...
)

(2.1)(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , ...

)
=
(
R(1) ◦ ... ◦R(n)(1), R(1) ◦ ... ◦R(n)(2)...

)
(2.2)
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(
S

(n)
1 , S

(n)
2 , ...

)
d
=
(
R(n) ◦ ... ◦R(1)(1), R(n) ◦ ... ◦R(1)(2)...

)
,

де в останньому рядку мається на увазi рiвнiсть за розподiлiв.
Отже, було показано, що j-та координата цього вектора є числом нащадкiв

особин 1, ... j в поколiннi n процесу Гальтона-Ватсона, що починається зi злiченно
великого числа особин i має розподiл нащадкiв pn, n ≥ 1. З припущення p1 < 1

випливає, що процес Гальтона-Ватсона є надкритичним i виживає з ймовiрнiстю
1.
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2.2 Граничнi теореми

У цьому роздiлi наводяться граничнi теореми для випадку процесу зi значенням
Eξ log ξ <∞. Детальне доведення цих та iнших фактiв було розглянуто у статтi
[1].

Теорема 2.1. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), Eξ log ξ <∞. Тодi при n→∞

(
S

(n)
1

µn
,
S

(n)
2

µn
, ...

)
→
(
Z(1)
∞ , Z(1)

∞ + Z(2)
∞ , ...

)

де Z(1)
∞ , Z

(2)
∞ , ... - незалежнi копiї величини Z∞ = limn→∞

Zn
µn . Розподiл гра-

ничного вектора задовольняє стохастичне рiвняння

(µX1, µX2, ...) =
(
XR(1), XR(2), ...

)
.

В останньому рiвняннi мається на увазi рiвнiсть за розподiлом i R(j), j ≥
0 - випадковi блукання з приростами ξ є незалежими вiд Xj.

Доведення. Доведемо такий факт: Нехай θ -випадкова змiнна, що приймає цiлi
додатнi значення, Eθ = µ ∈ (1,∞), Eθ log+ θ < ∞ i R(n)(0) := 0, R(n)(k) :=

θ
(n)
1 + ... + θ

(n)
k , де θ(n)

k - незалежнi копiї випадкової величини θ. Позначимо при
цьому функцiю fn(t) := µ−nR(n)(bµn−1tc) для n ∈ N, t ≥ 0.

Тодi iснує такий випадковий процес Z∞(t), t ≥ 0, що при n→∞

(fn ◦ ... ◦ f1(t))→ Z∞(t)

майже напевно. Тут процес Z∞(t) - границя нормалiзованого числа нащад-
кiв особин 1, 2, ...btc процеса Гальтона-Ватсона зi змiнною θ та злiченним числом
предкiв. Тобто якщо Z(j)

∞ - незалежнi копiї Z∞ границi цього процесу з одним
нащадком, то Z∞(t) = Z

(1)
∞ + ...+ Z

(btc)
∞ .

Оскiльки має мiсце fn◦...◦f1(t) = 1
µnR

(n)◦...◦R(1)(btc), то необхiдно довести,
що
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(
1

µn
R(n) ◦ ... ◦R(1)(j)

)
→ Z∞(j)

майже напевно при n→∞, де j ∈ N0.
При кожному n послiдовнiсть лiворуч є випадковим блуканням, оскiльки

композицiя незалежних зростаючих випадкових блукань є випадковим блукан-
ням. Отже, достатньо показати, що

(
1

µn
R(n) ◦ ... ◦R(1)(1)

)
→ Z∞(1).

Лiворуч записано нормалiзоване число особин в час n у процесi Гальтона-
Ватсона з одним предком. Таким чином, збiжнiсть вище випливає з майже на-
певної збiжностi її нормалiзацiї, яка є невiд’ємним мартингалом.

Тепер перейдемо до доведення теореми. Позначимо

ψ((x1, x2, ...)) =
1

µ
(xR(1), xR(2), ...)

та розглянемо

(
S

(n)
1

µn
,
S

(n)
2

µn
, ...

)
=
(
µnR(n) ◦ ... ◦R(1)(1), µnR(n) ◦ ... ◦R(1)(2)...

)
=

= ψ1 ◦ ψ2 ◦ ...ψn(1, 2, ...),

де ψi - незалежнi копiй ψ. Остання послiдовнiсть збiгається майже напевно
до
(
Z

(1)
∞ , Z

(1)
∞ + Z

(2)
∞ , ...

)
за наведеною лемою.

Стохастичне рiвняння для фiксованої точки випливає з майже напевної не-
перервностi вiдображення ψ вiдносно топологiї добутку на просторi RN, а також
за теоремою про неперервне вiдображення.

Теорема 2.2. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), Eξ log ξ <∞. Тодi при n→∞

N
(n)
bµnxc → N

′
(x)
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слабко у просторi Скорохода D iз J1-топологiєю, де N ′
(x) = #{k ∈ N|Z(1)

∞ +

... + Z
(k)
∞ ≤ x} для x ≥ 0. Тут Z

(1)
∞ , Z

(2)
∞ , ... - незалежнi копiї величини Z∞ =

limn→∞
Zn
µn .

Слiд зазначити, що N ′
(x) є процесом вiдновлення, що пов’язаний з Z(1)

∞ +

...+ Z
(k)
∞ , k ≥ 1.

Доведення. Помiтимо, що N (n)
bµnxc є процесом, пов’язаним зi зростаючою випад-

ковою послiдовнiстю µ−nS
(n)
k , k ∈ N. За теоремою 2.1 скiнченно-мiрний розпо-

дiл останньої послiдовностi збiгається до розподiлу строго зростаючої випад-
кової послiдовностi

(
Z

(1)
∞ + Z

(2)
∞ + ...+ Z

(k)
∞

)
, k ∈ N, що пов’язана з процесом

N
′
(x), x ≥ 0. Крiм того, для кожного фiксованого n ∈ N, оскiльки ξ > 0, Z

(1)
∞ > 0

майже напевно,

lim
k→∞

S
(n)
k = lim

k→∞

(
Z(1)
∞ + Z(2)

∞ + ...+ Z(k)
∞

)
= +∞ м. н.

За лемою 5.2 з додатку в [1], яку також буде наведено в доведеннi аналогу
даної теореми для випадку Eξ log ξ = ∞, маємо слабку збiжнiсть вiдповiдних
процесiв у просторi Скорохода D iз J1-топологiєю.

Теорема 2.3. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), але Eξ log ξ =∞. Тодi при n→∞

Tbµnxc − n→ T
′
(x),

де розподiл T ′(x) задано виразом P{T ′(x) ≤ k} = P{Z∞ > x
µk
}, k ∈ Z.

Доведення. Помiтимо, що

P{Tbµnxc − n ≤ k} = P{inf{n ∈ N|N (n)
bµnxc = 0} − n ≤ k} =

= P{S(n+k)
1 > bµnxc} = P{S(n+k)

1 > µnx} =

= P{µ−(n+k)S
(n+k)
1 > µ−kx}

Оскiльки µ−(n+k)S
(n+k)
1 при n→∞ прямує до Z∞,то теорему доведено.



28

3 Процедура вибору лiдера при Eξ log ξ =∞

У випадку, коли прирости випадкового процесу мають нескiнченне середнєEξ log ξ =

∞, в термiнах попереднього роздiлу можна сформулювати аналоги твердженнь
2.1-2.3. Це вiдкрите питання було поставлено у статтi [1]. У цьому роздiлi ця
задача буде розв’язана.

Спершу сформулюємо допомiжне твердження, яке буде ключовим для ро-
зумiння асимптотики процесу, адже надає iнформацiю про нормалiзацiйну послi-
довнiсть такого процесу Гальтона-Ватсона та її природу.

Теорема 3.1. Нехай {Zn : n ∈ N0} - процес Гальтона-Ватсона з 1 < µ =

Eξ <∞. Тодi завжди iснує послiдовнiсть констант {Cn}, Cn →∞, та Cn+1

Cn
→

µ, n → ∞ така, що випадковi змiннi Wn = Zn
Cn

збiгаються майже напевно до
випадкової змiнної W з розподiлом, що задовольняє P{W > 0} = 1 − q. Крiм
того, якщо φ(z) = E(e−zW ) для Rez ≥ 0, то φ(z) задовольняє функцiональне
рiвняння

φ(z) = f

(
φ

(
z

µ

))
.

Доведення, що буде наведено нижче, детально розглядається в [3].

Доведення. Нехай k(s) = − log fn(e
−s) - кумулятивна твiрна функцiя послiдовно-

стi {pj}. Очевидно, що k(s) визначена на [0,∞), строго зростає, є неперервною
та увiгнутою. Образ функцiй - промiжок [0,− log p0). Отже, можна визначити
єдину обернену до k(s) функцiю h(s), визначену на [0,− log q). Тодi визначимо
iтеративнi функцiї

kn(s) = − log fn(e
−s), hn(s) є оберненою до kn(s).

Тепер зафiксуємо s0 ∈ (0,− log q) i визначимо для n ≥ 1

Cn = (hn(s0))
−1,

Wn =
Zn
Cn
,

Yn = e−Wn.

Позначимо також Fn σ-алгебру, породжену Z0, Z1, ...Zn.
Покажемо, що limn→∞

1
Cn

= 0. Доведення буде проходити вiд супротивного,
тому припустимо, що iснує пiдпослiдовнiть {nj} така, що {hnj(s0)} вiдокремлена
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вiд 0. У такому випадку послiдовнiсть {e−hnj (s0)} буде вiдокремленою вiд 1. З
результатiв про ймовiрнiсть вимирання процесу Гальтона-Ватсона (а саме, для
|s| < 1 має мiсце fn(s) → q, де f(s) - твiрна функцiя процесу) випливають такi
граничнi спiввiдношення:

fnj(e
−hnj (s0))→ q; knj(hnj(s0))→ − log q.

Оскiльки функцiя h(s) є оберненою до k(s), то в лiвiй частинi останнього
виразу стоїть значення s0, що суперечить початковому вибору s0 < − log q. Отже,
дiйсно limn→∞

1
Cn

= 0.
Крiм того,

Cn
Cn+1

=
h(hn(s0))

hn(s0)
→ 1

µ
,

адже lims→0
h(s)
s = lims→0

(
k(s)
s

)−1

= 1
µ .

З цих мiркувань випливає, що для Rez ≥ 0

φ(z) = lim
n→∞

E
(
e−zWn

)
= lim

n→∞
fn+1

(
e

z
Cn+1

)
=

= lim
n→∞

f
(
fn

(
ezC

−1
n+1C

−1
n Cn

))
= f

(
φ

(
z

µ

))
Доведемо, що Wn → W майже напевно i P{W > 0} = 1− q.
Сiм’я {Yn, Fn|n = 0, 1, ...} є мартингалом. Отже, границя limn→∞ Yn = Y

iснує майже напевно i

lim
n→∞

EY k
n = EY k ∀k > 0.

Щоб довести цю лему, розглянемо

k

(
1

Cn+1

)
= k(hn+1(s0)) = k((hn(s0))) = hn(s0) =

1

Cn
.

Звiдси
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E{Yn+1|Fn} = E{e
−Zn+1
Cn+1 |Fn} =

=
(
f(e

−1
Cn+1 )

)Zn
м.н. =

= e−Znk(C−1n+1) = Yn.

Останнi мiркування встановлюють властивiсть мартингалу. Майже напев-
на збiжнiсть випливає з невiд’ємностi Yn, а збiжнiсть моментiв - з теореми про
мажоровану збiжнiсть.

Тепер розглянемо лему, що надасть можливiсть зробити висновок, щоW ≡
− log Y невироджене в 0 i має скiнченне значення.

Отже, нехай сiм’я {Yn, Fn|n = 0, 1, ...} є мартингалом, границя limn→∞ Yn =

Y iснує майже напевно. Тодi

P{Y > 0} = 1, P{Y = 1} = q.

Помiтимо, що EY = limn→∞EYn = EY1 = e−s0 з властивостi мартингалiв.
ПозначимоMn(k, s0) = EY k

n таM(k, s0) = EY k. Тодi попередня лема ствер-
джує, що

Mn(k, s0)→M(k, s0)∀k > 0.

Проте можна побачити, що Mn(k, s0) = f (Mn−1(k, h(s0))). Тодi при n→∞
має мiсце функцiональне спiввiдношення

M(k, s0) = f (M(k, h(s0)))

.
З визначення M(k, s0) = EY k випливає, що

P{Y > 0} = lim
k→0

M(k, s0),

P{Y = 1} = lim
k→∞

M(k, s0).
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З iншого боку,

P{Y > 0} = P{lim
n
Wn <∞},

P{Y = 1} = P{lim
n
Wn = 0}.

Отже,

P{lim
n
hn(s0)Zn <∞} = lim

k→0
M(k, s0),

P{lim
n
hn(s0)Zn = 0} = lim

k→∞
M(k, s0).

i

P{lim
n
hn+1(s0)Zn <∞} = lim

k→0
M(k, s0),

P{lim
n
hn+1(s0)Zn = 0} = lim

k→∞
M(k, s0).

Крiм того, мають мiсце рiвностi

P{lim
n
hn+1(s0)Zn <∞} = P{lim

n
hn(s0)Zn <∞},

P{lim
n
hn+1(s0)Zn = 0} = P{lim

n
hn(s0)Zn = 0}.

Звiдси, limk→0M(k, s0) та limk→∞M(k, s0) зберiгають свої значення при за-
мiнi s0 на h(s0). Позначимо α ≡ limk→0M(k, s0) та β ≡ limk→∞M(k, s0). Можна
зi спiввiдношення M(k, s0) = f (M(k, h(s0))), отриманого вище, побачити, що α
та β задовольняють рiвняння x = f(x).

Оскiльки s0 > 0, то β = P{Y = 1} ≤ EY = e−s0 < 1, отже, β = q. Далi,
s0 < − log q, таким чином, α = 1.

З двох лем випливає, що, дiйсно, Wn → W майже напевно i P{W > 0} =

1− q, що завершує доведення теореми.

Далi розглянемо основнi твердження цього роздiлу, отриманi завдяки зна-
нням про нормалiзацiйну послiдовнiсть процесу з попередньої теореми.

Теорема 3.2. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), але Eξ log ξ = ∞. Тодi завжди iснує нормалiзацiйна послi-
довнiсть констант {Cn}, Cn → ∞, при n → ∞ i Cn+1

Cn
→ µ, при n → ∞ така,
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що

(
S

(n)
1

Cn
,
S

(n)
2

Cn
, ...

)
→
(
Z(1)
∞ , Z(1)

∞ + Z(2)
∞ , ...

)

де Z(1)
∞ , Z

(2)
∞ , ... - незалежнi копiї величини Z∞ = limn→∞

Zn
Cn

.

Доведення. Спершу доведемо таке допомiжне твердження.

Лема 3.3. Нехай θ -випадкова змiнна, що приймає цiлi додатнi значення, i
R(n)(0) := 0, R(n)(k) := θ

(n)
1 + ...+ θ

(n)
k , де θ(n)

k - незалежнi копiї випадкової вели-
чини θ. Позначимо при цьому функцiю gn(t) := 1

Cn
R(n)(bCn−1tc) для n ∈ N, t ≥ 0.

Тодi iснує такий випадковий процес Z∞(t), t ≥ 0, що при n→∞

(gn ◦ ... ◦ g1(t))→ Z∞(t)

майже напевно. Тут процес Z∞(t) - границя нормалiзованого числа на-
щадкiв особин 1, 2, ...btc процеса Гальтона-Ватсона зi змiнною θ, що характе-
ризує кiлькiсть числа нащадкiв процесу, та злiченним числом предкiв. Тобто
якщо Z(j)

∞ - незалежнi копiї Z∞ границi цього процесу з одним нащадком, то
Z∞(t) = Z

(1)
∞ + ...+ Z

(btc)
∞ .

Доведення. Оскiльки має мiсце gn ◦ ... ◦ g1(t) = 1
Cn
R(n) ◦ ... ◦R(1)(btc), то необхiдно

довести, що

(
1

Cn
R(n) ◦ ... ◦R(1)(j)

)
→ Z∞(j)

майже напевно при n→∞, де j ∈ N0.
При кожному n послiдовнiсть лiворуч є випадковим блуканням, оскiльки

композицiя незалежних зростаючих випадкових блукань є випадковим блукан-
ням. Отже, достатньо показати, що

(
1

Cn
R(n) ◦ ... ◦R(1)(1)

)
→ Z∞(1).
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Лiворуч записано нормалiзоване число особин в час n у процесi Гальтона-
Ватсона з одним предком. Таким чином, збiжнiсть вище випливає з майже на-
певної збiжностi її нормалiзацiї, яка є невiд’ємним мартингалом.

Тепер перейдемо до безпосереднього доведення твердження. Розглянемо

(
S

(n)
1

Cn
,
S

(n)
2

Cn
, ...

)
=
(
C−1
n R(n) ◦ ... ◦R(1)(1), C−1

n R(n) ◦ ... ◦R(1)(2)...
)
.

Остання послiдовнiсть збiгається майже напевно до
(
Z

(1)
∞ , Z

(1)
∞ + Z

(2)
∞ , ...

)
за

наведеною лемою.

Теорема 3.4. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), але Eξ log ξ = ∞. Тодi завжди iснує нормалiзацiйна послi-
довнiсть констант {Cn}, Cn → ∞, при n → ∞ i Cn+1

Cn
→ µ, при n → ∞ така,

що

N
(n)
bCnxc → N

′
(x)

слабко у просторi Скорохода D iз J1-топологiєю, де N ′
(x) = #{k ∈ N|Z(1)

∞ +

... + Z
(k)
∞ ≤ x} для x ≥ 0. Тут Z

(1)
∞ , Z

(2)
∞ , ... - незалежнi копiї величини Z∞ =

limn→∞
Zn
Cn

.

Доведення. Розглянемо таку лему:

Лема 3.5. Для кожного n ∈ N ∪ {∞} нехай 0 ≤ X
(n)
1 ≤ X

(n)
2 ≤ ... - випадкова

послiдовнiсть така, що limn→∞X
(n)
k = ∞ майже напевно (м.н.) i скiнченно-

мiрнi розподiли
(
X

(n)
1 , X

(n)
2 , ...

)
збiгаються до

(
X

(∞)
1 , X

(∞)
2 , ...

)
.

Визначимо вiдповiдний процес Nn(x) := #{k ∈ N|X(n)
k ≤ x} для x ≥ 0, n ∈

N ∪ {∞}. Тодi має мiсце збiжнiсть за розподiлом

N (n)(x)→ N (∞)(x)

у просторi Скорохода D iз M1-топологiєю. Остання може бути замiнена
J1-топологiєю, якщо послiдовнiсть X

(∞)
1 , k ≥ 1 строго зростаюча з ймовiрнi-

стю 1.
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Доведення. Нехай L≤ - простiр всiх послiдовностей yk, k ∈ N таких, що 0 ≤ y1 ≤
y2 ≤ ... та limk→∞yk = ∞. Оснастимо L≤ топологiєю поточкової збiжностi. Така
топологiя метризується. Позначимо Ψ : L≤ → D, що кожнiй послiдовностi yk, k ∈
N ставить у вiдповiднiсть числову функцiю

Ψ(y)(x) = {k ∈ N|yk ≤ x}, x ≥ 0.

Якщо ввести в D M1-топологiю, то легко показати, що вiдображення Ψ є
неперервним на L≤. Якщо ж ввести в D J1-топологiю, то вiдображення Ψ є буде
неперервним на L≤, але є неперервним на пiдмножинi L< строго зростаючих
послiдовностей.

Розглянемо Xn
k , n ∈ N ∪ {∞} як випадковi елементи зi значеннями з L<

у випадку J1-топологiї. Тодi збiжнiсть
(
X

(n)
1 , X

(n)
2 , ...

)
→
(
X

(∞)
1 , X

(∞)
2 , ...

)
еквi-

валентна слабкiй збiжностi вiдповiдних випадкових елементiв. Таким чином, з
теореми про неперервнiсть вiдображення випливає твердження леми.

Помiтимо, що N
(n)
bCnxc є процесом, пов’язаним зi зростаючою випадковою

послiдовнiстю C−1
n S

(n)
k , k ∈ N. За теоремою 3.2 розподiл скiнченної розмiрностi

останньої послiдовностi збiгається до розподiлу строго зростаючої випадкової по-
слiдовностi

(
Z

(1)
∞ + Z

(2)
∞ + ...+ Z

(k)
∞

)
, k ∈ N, що пов’язана з процесом N

′
(x), x ≥

0. Крiм того, для кожного фiксованого n ∈ N, оскiльки ξ > 0, Z
(1)
∞ > 0 майже

напевно,

lim
k→∞

S
(n)
k = lim

k→∞

(
Z(1)
∞ + Z(2)

∞ + ...+ Z(k)
∞

)
= +∞ м. н.

За лемою, з наведених вище мiркувань випливає слабка збiжнiсть вiдповiд-
них процесiв у просторi Скорохода D iз J1-топологiєю.

Теорема 3.6. Нехай маємо процес Гальтона-Ватсона Zn з приростами ξ, де
Eξ = µ ∈ (1,∞), але Eξ log ξ = ∞. Тодi завжди iснує нормалiзацiйна послi-
довнiсть констант {Cn}, Cn → ∞, при n → ∞ i Cn+1

Cn
→ µ, при n → ∞ така,

що

TbCnxc − n→ T
′
(x),
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де розподiл T ′(x) задано виразом P{T ′(x) ≤ k} = P{Z∞ > x
µk
}, k ∈ Z.

Доведення. Помiтимо, що

P{TbCnxc − n ≤ k} = P{inf{n ∈ N|N (n)
bµnxc = 0} − n ≤ k} =

= P{S(n+k)
1 > bCnxc} = P{S(n+k)

1 > Cnx} =

= P{C−1
n+kS

(n+k)
1 > CnC

−1
n+kx}

Оскiльки лiва частина останнього виразу пiд знаком ймовiрностi при n →
∞ прямує до Z∞, а CnC−1

n+k → µ−k, то теорему доведено.
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4 Моделювання граничних об’єктiв деяких тео-
рем

У даному роздiлi розглядається моделювання випадкового процесуN ′
(x) = #{k ∈

N|Z(1)
∞ + ... + Z

(k)
∞ ≤ x} для x ≥ 0, де Z(1)

∞ , Z
(2)
∞ , ... - незалежнi копiї величини

Z∞ = limn→∞
Zn
Cn

, тобто часу першого проходження вище певного рiвня.

У наведеному прикладi розглядався наступний алгоритм: за початкового
числа X0 = 1 особин в процесi Гальтона - Ватсона, з яким пов’язана величина
N
′
(x), для кожного j-го поколiння моделювалися випадковi величини ξ(j)

i , рiвно-
мiрно розподiленi на {1, 2, 3}; кiлькiсть особин в наступному поколiннi визначала-
ся за формулою Xn = ξ

(n)
1 + ξ

(n)
2 + ...+ ξ

(n)
Xn−1

; пiсля моделювання заданої кiлькостi
поколiнь знаходилась величина Z∞ ≈ Zn

Cn
, n = 25 - кiлькiсть поколiнь процесу.

Зауважимо, що таке наближення величин Z∞ вiдповiдає збiжностi в сенсi майже
напевно. Моделювання Z(k)

∞ , незалежних копiй Z∞, продовжувалося до тих пiр,
доки не виконувалась умова Z(1)

∞ +...+Z
(k)
∞ > T , T = 15 - задане значення. Число k

кiлькостi крокiв, необхiдних для проходження рiвня Т записувалося. Процедура
обрахунку кiлькостi крокiв, необхiдних для проходження рiвня Т, проводилася
100 разiв.
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Результати роботи алгоритму поданi у виглядi гiстограм. Перша показує,
яка кiлькiсть крокiв, необхiдних для проходження рiвня Т, потрапляє у певний
промiжок значень. На гiстограмi вiсь абсцис вiдображає промiжки, у якi потра-
пляє значення k, вiсь ординат - кiлькiсть результатiв у цьому промiжку. Крiм
того, наведено другу гiстограму, де на горизонтальнiй прямiй зображено поряд-
ковий номер iтерацiї алгоритму, а на вертикальнiй вiсi - значення k.

Для програмування та графiчного зображення результатiв використовува-
лась мова Python та деякi стандартнi математичнi бiблiотеки.

Рис. 1: Гiстограма моментiв першого проходження вище рiвня 15

Рис. 2: Дiаграма значень 100 реалiзацiй моментiв першого проходження вище
рiвня 15
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Висновки

Магiстерська робота присвячена аналiзу асимптотичної поведiнки деяких хара-
ктеристик (наприклад, число раундiв, необхiдне для вибуття перших М гравцiв)
процедури вибору лiдера у випадку Eξ log ξ = ∞, де ξ - випадкова змiнна, що
характеризує число нащадкiв процесу Гальтона-Ватсона.

Зокрема, у квалiфiкацiйнiй роботi

• описано класичну процедуру вибору лiдера;

• наведено застосування алгоритму методу твiрних функцiй для оцiнки сере-
днього числа раундiв у класичнiй процедурi вибору лiдера для n учасникiв;

• дослiджено процедуру вибору лiдера у випадку Eξ log ξ <∞ та реферативно
описано результати попереднiх дослiджень цього об’єкту;

• вивчено граничну поведiнку процесiв Гальтона-Ватсона;

• сформульовано та доведено твердження про граничну поведiнку числа грав-
цiв серед перших М, що вижили в n раундах, початкових номерiв гравцiв, що
вижили серед перших n раундiв та числа раундiв, необхiдних для того, щоб
всi гравцi серед перших М вибули для процедури вибору лiдера у випадку
Eξ log ξ =∞;

• змодельовано граничний випадковий процес N ′, описаний в теоремi 2.2.

У майбутньому планується продовжити дослiдження в областi аналiзу асим-
птотики поведiнки характеристик процедури вибору лiдера, оскiльки пов’язанi
алгоритми широко використовуються у сучаснiй iндустрiї та деяких наукових
дослiдженнях, а знання про швидкодiю роботи процесу є надзвичайно актуаль-
ними.
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