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МАТЕМАТИЧНА ПОЕЗIЯ ТРАГIЧНОЇ НЕСКIНЧЕННОСТI  

Анотація. У статті дуже стисло розповідається про життєвий шлях і наукові досягнення 

індійського математика Срiнiвази Рамануджана Айєнгара, який зробив значний внесок у теорію 

чисел, математичний аналіз та інші галузі математики. Не маючи формальної освіти в галузі 

математики, він сам вивчав цю дисципліну, спираючись на обмежені ресурси та власну інтуїцію. 

Він сформулював безліч теорем, зробив припущення, які згодом були доведені іншими 

математиками, та розробив нові методи дослідження. Його роботи мали значний вплив на 

розвиток математики XX століття. 

Ключові слова: ланцюговий дріб; тета-функція; гамма-функція Ейлера; дзета-функція Рімана. 

1. Вступ 

Трохи бiльше 100 рокiв минуло з дня смертi видатного iндiйського математика, 

представника формальних генiїв, Срінівази Аєнґара Рамануджана, який став 

своєрідним символом класичної математики. В математиці, як i в інших науках, є свої 

титани, революціонери, філософи. До титанів математики вiдносяться Л. Ейлер, 

К. Гаус, I. Ньютон, Р. Декарт. Революцiонерами-математиками були М. Лобачевський, 

Е. Галуа, К. Гьодель, Г. Кантор. До математикiв-фiлософiв належать Б. Больцано, 

Г. Лейбнiц, Б. Паскаль. Рамануджан належить до математикiв-монахiв, оскiльки був 

позбавлений бiльшостi математичних скарбниць людства i вимушений був шукати цi 

скарбницi самостiйно, а потiм iти до нових iстин, яких людство ще не знало, своїм 

великим шляхом. Вiн жив у свiтi формул для рядiв, iнтегралiв, нескiнченних 

ланцюгових дробiв та радикалiв, що повторюються нескiнченну кiлькiсть разiв. Кожна 

з цих формул схожа на витвiр мистецтва. Переважна бiльшiсть формул Рамануджана 

так чи iнакше пов’язана з теорiєю тета-функцiй, яка на сьогоднiшнiй день представляє 

собою красивий i величний храм математичної архiтектури. Доля Рамануджана, як i 

багатьох лiтературних поетiв, була трагiчна. Прожив вiн неповних 33 роки i помер вiд 

тяжкої хвороби у Четпутi неподалiк вiд Мадрасу 26 квiтня 1920 року. Досить повний 

варiант бiографiї див. у (Kanigel,1991). 

2. Співпраця Рамануджана з Харді 

Зараз у свiтi дуже багато прихильникiв i фанатiв творчостi Рамануджана. Скорiше 

за все це пов’язано iз загадковою долею цього великого схiдного математика. У життi 

вiн був дуже скромною, вiруючою, трохи дивною людиною, проте з ним iнколи можна 

було поговорити i про полiтику. Рамануджан став всесвiтньо вiдомим не тiльки 

завдяки своїм грандiозним формулам, а й завдяки пiдтримцi дуже поважного 

англiйського математика Годфрi Гарольда Хардi, якому вiн писав листи iз далекої 

Iндiї, оскiльки тодi на батькiвщинi його мало хто мiг зрозумiти. Професор Хардi вiдразу 

побачив, що має справу з унiкальним талантом, який треба рятувати, i запросив 
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приїхати до Англiї для спiвпрацi. У 1914 роцi, спираючись на одну з формул 

Рамануджана, професор Хардi довiв, що дзета-функцiя Рiмана має нескiнченну 

кiлькiсть нулiв на критичнiй прямiй. Ще одним видатним результатом спiвпрацi цих 

вчених була асимптотична формула для функцiї числа розбиттiв. Пiзнiше Радемахер 

отримав точну формулу, вдосконаливши метод Хардi-Рамануджана.  

 

 
Срініваса Аєнґар Рамануджан (1887-1920) 

 

Асимптотична формула Хардi-Рамануджана записується так:  

 

𝑝(𝑛) =
𝑒𝐾𝜆𝑛

4√3𝜆𝑛
2

+ 𝑂 (
𝑒𝐾𝜆𝑛

𝜆𝑛
3 ), (1) 

 

де 𝐾 = 𝜋√
2

3
, 𝜆𝑛 = √𝑛 −

1

24
, 𝑛 ≥ 1, а 𝑝(𝑛) є числом представлень 𝑛 у виглядi суми 

натуральних доданкiв. 

Одна iз самих яскравих формул Рамануджана, яка мiстить функцію числа 

розбиттiв (Hardy, 2002), має вигляд: 

 

𝑝(4) + 𝑝(9)𝑞 + 𝑝(14)𝑞2 + 𝑝(19)𝑞3 + ⋯ = 

 
(2) 
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= 5
{(1 − 𝑞5)(1 − 𝑞10)(1 − 𝑞15)(1 − 𝑞20) ⋯ }5

{(1 − 𝑞)(1 − 𝑞2)(1 − 𝑞3)(1 − 𝑞4) ⋯ }6
, 

 

де |𝑞| < 1.  

Рамануджан нiколи не публiкував повне доведення цього шедевру, який мiстить 

нескiнченний добуток Ейлера. Але можна вiдтворити це доведення за опублiкованою 

ним елементарною схемою. Бiльшiсть мiркувань Рамануджана були елементарними, 

але нетривiальними, а iнколи дуже складними. Англiйський професор Ватсон 

систематично вивчав записнi книжки Рамануджана iз формулами i вiдновлював 

доведення, яких Рамануджан не залишив.  

3. Формули Роджерса-Рамануджана 

Завдяки Рамануджану став знаменитим англiйський математик Роджерс – 

надзвичайно талановитий, але маловiдомий вчений. Формули Роджерса-

Рамануджана вiдносяться до комбiнаторного аналiзу й представлять собою велике 

математичне вiдкриття, хоча їх доведення займає двi сторiнки. Рамануджан прийшов 

до цих формул незалежно вiд Роджерса. Спочатку у нього не було повного доведення, 

але пiзнiше вiн знайшов дуже красивий варiант мiркувань. Цi формули наведенi у 

(Hardy, 2002), а доведення Рамануджана можна знайти у (Hardy, Seshu, Wilson, 1927). 

Математичні шедеври Рамануджан почав отримувати ще в юності. Наведемо, 

наприклад, наступні формули того періоду творчості:  

 

√8 − √8 + √8 − √8 − ⋯ = 1 + 2√3 sin (
𝜋

9
) , 

 

√cos (
2𝜋

7
) 

3

+ √cos (
4𝜋

7
) 

3

+ √cos (
8𝜋

7
) 

3

= √5 − 3√7
3

2

3

, 

 

√cos (
2𝜋

9
) 

3

+ √cos (
4𝜋

9
) 

3

+ √cos (
8𝜋

9
) 

3

= √3√9
3

− 6

2

3

. 

 

У першiй з цих трьох формул знаки чергуються групами по три (−, +, −). Очевидно, 

що здогадатись про iснування подiбних елементарних формул мiг тiльки математик 

самого високого рангу.  

Коли, перебуваючи в Англiї, Рамануджан тяжко захворiв, то навiть лiкарi не змогли 

заборонити йому напружено працювати над новим класом тета-функцiй. 
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Як i теорiю модулярних рiвнянь високих степенiв, Рамануджан дуже добре розумiв 

формальний бiк теорiї нескiнченних ланцюгових дробiв. Приведемо цiкаву формулу, 

яка зв’язує двi величини: 

 

𝑢 =
𝑥

1 +
𝑥5

1 +
𝑥10

1 +
𝑥15

1 + ⋯

, 𝑣 =
𝑥

1
5

1 +
𝑥

1 +
𝑥2

1 +
𝑥3

1 + ⋯

, |𝑥| < 1. 

 

Це елементарне алгебраїчне спiввiдношення має вигляд: 

 

𝑣5 = 𝑢
1 − 2𝑢 + 4𝑢2 − 3𝑢3 + 𝑢4

1 + 3𝑢 + 4𝑢2 + 2𝑢3 + 𝑢4
. (3) 

 

Одного погляду достатньо, щоб зрозумiти глибину i складнiсть доведення. Ще одна 

не менш цiкава формула, яка пов’язана iз цiєю темою, записується так:  

 

1

1 +
𝑒−2𝜋√5

1 +
𝑒−4𝜋√5

1 +
𝑒−6𝜋√5

1 + ⋯

= 𝜇𝑒
2𝜋

√5, 

(4) 

 

де 

 

𝜇 =
√5

1 + √5
3
4 (

√5 − 1
2 )

5
2

− 1

5

−
√5 + 1

2
. 

 

В лiвiй частинi формули (4) знаходиться так званий ланцюговий дрiб Роджерса 

Рамануджана. Формули (3) та (4) доводяться за допомогою теорiї тета-функцiй.   

4. Формули Рамануджана, пов'язані  з аналітичною теорією чисел 

На думку автора цiєї статтi, часи формул не пройшли, i нiколи не пройдуть, хоча 

зараз iде ера обчислювальної технiки та нових iнформацiйних технологiй, тому що 

математика при цьому ще бiльше спорiднюється з мистецтвом. Ми бачимо, що подiл 

мiж наукою та мистецтвом умовний, i це пiдтверджує творчiсть Рамануджана. Навiть 

шахи, якi придумали теж у Iндiї, є одночасно i наукою, i мистецтвом, а вже потiм 
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спортом. Iндiйського математика Рамануджана можна порiвняти ще iз генiальним 

шаховим композитором, бо в нього також були дуже великi комбiнаторнi здiбностi i 

почуття краси математичної думки.  

Зауважимо, що всього за декiлька рокiв Рамануджан фактично самостiйно 

побудував базу для аналiтичної теорiї чисел, записавши асимптотичнi формули для 

багатьох теоретико-числових функцiй. Наведемо приклад однiєї такої формули. 

Нехай 𝑅(𝑛) представляє кiлькiсть чисел ≤ 𝑛 вигляду 2𝑘3𝑙, де 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑍0
+. Тодi 

 

𝑅(𝑛)~
lg(2𝑛) lg(3𝑛)

2 lg(2) lg(3)
, 𝑛 → ∞. 

 

Очевидно, що в даному випадку все не так просто, нiж коли розглядати числа 

вигляду 2𝑘  або 3𝑘. Маємо наступнi точнi значення функцiї 𝑅(𝑛): 𝑅(103)  =  40, 

𝑅(1050)  =  8 839,  𝑅(10100) =  35 084, 𝑅(10150) =  78 734. Формула Рамануджана дає 

вiдповiдно наступнi наближенi значення: 39.96, 8 838.996, 35 083.59, 78 734.29.  

Наостанок привернемо увагу читача до дивовижної формули, яка включає 

теоретико числову функцiю Мьобiуса, гамма-функцiю Ейлера та дзета-функцiю 

Рiмана (Titchmarsh, 1986): 

 

√𝑎 ∑
𝜇(𝑛)

𝑛
𝑒−(

𝑎
𝑛

)
2

∞

𝑛=1

− √𝑏 ∑
𝜇(𝑛)

𝑛
𝑒−(

𝑏
𝑛

)
2∞

𝑛=1

= −
1

2√𝑏
∑ 𝑏𝜌

𝛤 (
1
2 −

𝜌
2)

𝜁′(𝜌)

∞

𝑛=1

, (5) 

 

де 𝑎, 𝑏 >  0 i 𝑎𝑏 = 𝜋. Зауважимо, що, можливо, ряд у правiй частинi по нетривiальним 

нулям дзета-функцiї збiгається в звичайному сенсi, але для доведення цього 

недостатньо навiть гiпотези Рiмана. Формулу (5) можна довести за допомогою 

теореми Кошi про лишки. 

Висновки 

За свої математичні здобутки Рамануджан отримав звання професора 

Кембриджського університету та був обраний до англійської академії наук. З 

формулами Рамануджана пов’язанi й порiвняно новi напрямки математики (теорiя 

нескiнченновимiрних алгебр Лi) та навiть фiзики (статистична механiка та теорiя 

струн). Для читачiв, якi бажають вивчати творчiсть Рамануджана, автор рекомендує 

багатотомнi монографiї (Berndt, 1985, 1998), (Andrews, Berndt, 2005, 2013) написанi на 

основi манускриптiв великого iндiйського математика.  
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MATHEMATICAL POETRY OF TRAGIC INFINITY 

Abstract. The article, very briefly, tells about the life path and scientific achievements of the Indian mathematician 

Srinivasa Ramanujan Iyengar, who made a significant contribution to number theory, mathematical analysis and other 

areas of mathematics. With no formal training in mathematics, he taught himself the discipline, relying on limited 

resources and his own intuition. He formulated many theorems, made assumptions that were later proved by other 

mathematicians, and developed new research methods. His works had a significant impact on the development of 

mathematics in the 20th century.  
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