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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Iç ðîçâèòêîì ïðèðîäîçíàâñòâà é òåõíiêè

äåäàëi áiëüøîþ ñòà¹ ïîòðåáà ó äîñëiäæåííi ñèñòåì, åâîëþöiÿ ÿêèõ

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïàì'ÿòòþ (åðåäèòàðíiñòþ, çàëåæíiñòþ âiä ïåðåäiñòîði¨).

Âàæëèâèìè ïðèêëàäàìè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñèñòåì ç ïàì'ÿòòþ

¹ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ é ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ

Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ àáî Êàïóòî çà ÷àñîì. Òàê, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà îïèñóþòü òåïëîïðîâiäíiñòü i êîëèâàííÿ ó â'ÿçêî-

ïðóæíèõ ìàòåðiàëàõ. Ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç äðîáîâèìè

ïîõiäíèìè çà ÷àñîì ñëóãóþòü ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ïåðåíåñåííÿ

çàðÿäiâ â àìîðôíèõ íàïiâïðîâiäíèêàõ, äèôóçi¨ ðå÷îâèí ó  ðóíòîâèõ âîäàõ,

âíóòðiøíüîêëiòèííîãî òðàíñïîðòó, ïåðåíåñåííÿ ìîðôîãåíiâ ó òêàíèíàõ

çàðîäêiâ òîùî. Ïîáóäîâîþ ñó÷àñíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òàêèõ ïðîöåñiâ

çàéìàëèñü Â.Ì. Áóëàâàöüêèé, I.Ì. Ñîêîëîâ, Ñ.Ï. Ôåäîòîâ, Î.Â. ×å÷êií,

E. Barkai, R. Goren�o, J. Klafter òà iíøi íàóêîâöi.

Ç iíøîãî áîêó, äåÿêi çàäà÷i ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè (òî÷êîâå, òî-

÷êîâî-iìïóëüñíå êåðóâàííÿ) ïîòðåáóþòü äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíèõ ïî-

÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ó âèãëÿäi ðîçïîäiëiâ

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Àêòóàëüíèìè ïðîáëåìàìè ¹ âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ

i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷, à òàêîæ ïîáóäîâà ìåòîäiâ íàáëèæåíîãî

çíàõîäæåííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âêàçàíi ïðîáëåìè äëÿ êëàñè÷íèõ i äåÿêèõ

íåêëàñè÷íèõ òèïiâ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äîñëiäæóâàëèñü Æ.-

Ë. Ëiîíñîì, Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèì, Ñ.I. Ëÿøêîì, Ä.À. Íîìiðîâñüêèì,

Â.Â. Ñåìåíîâèì, À.Â. Àíiêóøèíèì, V.J. Ervin, J.P. Roop òà iíøèìè

íàóêîâöÿìè. Ïðîòå ÷èìàëî òàêèõ ïðîáëåì äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü i ðiâíÿíü äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ äîñi ¹ âiäêðèòèìè. Îñîáëèâî öå
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ñòîñó¹òüñÿ îäíîãî ç íîâiòíiõ êëàñiâ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè � ðiâíÿíü

çìiííèõ ïîðÿäêiâ.

Cëiä çàçíà÷èòè, ùî íå äëÿ óñiõ ïåðåëi÷åíèõ âèùå êëàñiâ ðiâíÿíü

âiäîìi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè. Íàâiòü ó âèïàäêàõ, êîëè âäà¹òücÿ îäåðæàòè

òàêi ðîçâ'ÿçêè ó çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, âîíè ÷àñòî

âèÿâëÿþòüñÿ ìàëîïðèäàòíèìè äëÿ áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ. Òîìó ñàìå

êîðåêòíà é åôåêòèâíà ïîáóäîâà íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü ìîæå

âiäiãðàòè çíà÷íó ðîëü ó äîñëiäæåííi ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé åðåäèòàðíèõ

ñèñòåì. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ÷àñîâà íåëîêàëüíiñòü äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü

óñêëàäíþ¹ ¨õ ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó âèêîíàíî â ðàìêàõ òåì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü
”
Ìî-

äåëþâàííÿ òà îïòèìiçàöiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè"(�ÄÐ 0115U000165) i "Ìåòîäè ÿêi-

ñíîãî àíàëiçó òà àëãîðèòìè äëÿ íåêëàñè÷íèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷"(�ÄÐ

0112U008252) ôàêóëüòåòó êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ îäåðæàííÿ òåîðå-

òè÷íèõ i îá÷èñëþâàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ÿêiñíîãî õàðàêòåðó

ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ i äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äîñÿãíåííÿ ìåòè ïîâ'ÿçàíå ç ðîçâ'ÿçàííÿì òàêèõ çàäà÷:

� âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ,

ïñåâäîïàðàáîëi÷íèõ i ïñåâäîãiïåðáîëi÷íèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü;

� ïîáóäîâà é îá ðóíòóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåã-

ðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü;

� îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi ÷èñåëüíîãî ìåòîäó äëÿ ðiâíÿííÿ ïîâiëüíî¨

äèôóçi¨ ç íåãëàäêîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ;
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� äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç ïîõiäíîþ çìiííîãî

ïîðÿäêó çà ÷àñîì;

� ïîáóäîâà ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ äðîáîâèõ ðiâíÿíü äèôóçi¨, çîêðåìà

çìiííîãî ïîðÿäêó.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi é äðîáîâi äèôåðåíöi-

àëüíi (ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñîì) ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ñëàáêà ðîçâ'ÿçíiñòü i íàáëèæåíå îá÷èñëåííÿ

ðîçâ'çêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ âêàçàíèõ ðiâíÿíü.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ðîçâ'ÿçíiñòü iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

âñòàíîâëåíî çà äîìîìîãîþ abc-ìåòîäó i òåîði¨ îïåðàòîðiâ. Ïðè äîñëiäæåííi

ðiâíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòàíî âiäîìîñòi ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó i äðîáîâîãî ÷èñëåííÿ. Êðiì òîãî, çàñòîñîâàíî ìåòîä îá÷èñëþâàëüíîãî

åêñïåðèìåíòó.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

� âïåðøå äîñëiäæåíî ñëàáêó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨

çìiííîãî ïîðÿäêó;

� âïåðøå çàïðîïîíîâàíî é ðåàëiçîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä äëÿ ðiâíÿííÿ

ñóáäèôóçi¨ çìiííîãî ïîðÿäêó;

� äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨

ñòàëîãî ïîðÿäêó i ñëàáêî¨ çáiæíîñòi íàïiâäèñêðåòíîãî ìåòîäó

Ãàëüîðêiíà ç íåãëàäêèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè;

� â àïðiîðíèõ íåðiâíîñòÿõ, âiäîìèõ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çíÿòî ñóòò¹âi îáìåæåííÿ íà êîåôiöi¹íòè,

ùî äàëî çìîãó ïîøèðèòè öi ðåçóëüòàòè (i âiäïîâiäíi òåîðåìè

óçàãàëüíåíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi é êåðîâàíîñòi) íà áiëüøiñòü ïðàêòè÷íî

âàæëèâèõ ðiâíÿíü âêàçàíîãî òèïó. Êðiì òîãî, ñïðîùåíî äîâåäåííÿ

äîïîìiæíèõ íåðiâíîñòåé;

� âïåðøå îá ðóíòîâàíî çáiæíiñòü íàïiâäèñêðåòíîãî ìåòîäó Ãàëüîð-
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êiíà äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåãëàäêèìè ïðàâèìè

÷àñòèíàìè. Øëÿõîì îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó ïîêàçàíî, ùî

ðåçóëüòàòè éîãî ðîáîòè óçãîäæóþòüñÿ ç òåîðåòè÷íèìè âiäîìîñòÿìè

ïðî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðî-

öåñiâ àíîìàëüíî¨ äèôóçi¨, äèíàìiêè ïðóæíèõ òië, äèôóçi¨ ó â'ÿçêî-ïðóæíèõ

ñåðåäîâèùàõ. Êðiì öüîãî, åëåìåíòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè áóëî âïðîâàäæåíî

ó íàâ÷àëüíèé ïðîöåñ êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè â ðàìêàõ äèñöè-

ïëií
”
Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ åâîëþöiéíèõ ïðîöåñiâ“ i

”
Òåîðiÿ îïòèìi-

çàöi¨ ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ“. Îêðåìi ðåçóëüòàòè ðîáîòè áóëî âèêîðè-

ñòàíî ïðè âèêîíàííi íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì
”
Ìîäåëþâàííÿ òà îïòèìiçàöiÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïà-

ðàìåòðàìè"(�ÄÐ 0115U000165) i "Ìåòîäè ÿêiñíîãî àíàëiçó òà àëãîðèòìè

äëÿ íåêëàñè÷íèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷"(�ÄÐ 0112U008252) ôàêóëüòåòó êiáåð-

íåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

îäåðæàíî àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ðîáîòè [2]-[4] âèêîíàíi çäîáóâà÷åì áåç

ñïiâàâòîðiâ. Ó ðîáîòi [1] çäîáóâà÷ó íàëåæàòü ëåìè 1-5 i òåîðåìè 1-2, à

ñïiâàâòîðó � ïîñòàíîâêà çàäà÷i é îçíà÷åííÿ 1. Ó ðîáîòi [5] çäîáóâà÷ó

íàëåæàòü ëåìè 4-6 i òåîðåìà 1, ñïiâàâòîðó íàëåæàòü ëåìà 2 i òåîðåìà 2;

ëåìè 1-3 îäåðæàíî çäîáóâà÷åì i ñïiâàâòîðîì ñïiëüíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè äîïîâiäàëèñü íà íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìà-

òèêè ôàêóëüòåòó êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi

Òàðàñà Øåâ÷åíêà (2016 ð.), íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó íåëiíiéíîãî àíàëi-

çó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Êè¨â, 2016), íàóêîâîìó ñåìiíàði

âiääiëó ìàòåìàòè÷íèõ ñèñòåì ìîäåëþâàííÿ ïðîáëåì åêîëîãi¨ òà åíåðãåòèêè
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iíñòèòóòó êiáåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Êè¨â, 2016), à òàêîæ íà ìiæíàðîäíèõ

íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:

1. IÕ Ìiæíàðîäíà ìiæäèñöèïëiíàðíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ

”
Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà-2011“ (Êè¨â, 2011).

2. XV Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ
”
Dynamical System Modelling and

Stability Investigation“ (Êè¨â, 2011).

3. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ i ìîëîäèõ

íàóêîâöiâ
”
Ëîìîíîñîâ“ (Ìîñêâà, 2013).

4. Ãóìáîëüä-Êîëåã
”
The Education and Science and their Role in Social

and Industrial Progress of Society“ (Êè¨â, 2014).

5. VII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi I. I. Ëÿøêà
”
Îá÷èñëþ-

âàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà“ (Êè¨â, 2014).

6. III �âðîïåéñüêî-óêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ
”
Mathematics for Life

Sciences“ (Ðiâíå, 2015).

7. VIII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi I. I. Ëÿøêà

”
Îá÷èñëþâàëüíà òà ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà“ (Êè¨â, 2015).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíî

â 5 ñòàòòÿõ ó íàóêîâèõ æóðíàëàõ [13, 16, 18, 20, 54], ç íèõ 4 ñòàòòi ó

ôàõîâèõ âèäàííÿõ, çàòâåðäæåíèõ ÌÎÍ Óêðà¨íè, i 1 ñòàòòÿ ó iíîçåìíîìó

ôàõîâîìó âèäàííi, ùî âõîäèòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ,

à òàêîæ ó 7 òåçàõ äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ

[11, 12, 14, 15, 17, 19, 21].
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Çðîñòàííÿ óâàãè äî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ i äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ó ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi äðóãî¨ ïîë.

ÕÕ ñò. i ïî÷àòêó ÕÕI ñò. ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ùî âêàçàíi êëàñè ðiâíÿíü äàþòü

çìîãó áiëüø òî÷íî îïèñóâàòè äèíàìiêó ñèñòåì, åâîëþöiÿ ÿêèõ õàðàêòåðè-

çó¹òüñÿ åðåäèòàðíiñòþ (íàÿâíiñòþ ïàì'ÿòi). Çîêðåìà, åðåäèòàðíiñòü òèïîâà

äëÿ çàäà÷ ìåõàíiêè, áiîôiçèêè, åëåêòðîäèíàìiêè. Ðàçîì ç òèì, ìàòåìàòè-

÷íå ìåòîäè àíàëiçó ñèñòåì ç ïàì'ÿòòþ ìà¹ ÷èìàëî ñïiëüíîãî ç ìåòîäàìè

äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Éäåòüñÿ, çîêðåìà,

ïðî çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ îïåðàòîðiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi ïîñòàíîâ-

êè ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, òåîði¨ ðiçíèöåâèõ ñõåì i ñêií÷åííîåëåìåí-

òíîãî àíàëiçó äëÿ ïîáóäîâè é îá ðóíóòâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ öèõ çàäà÷. Âòiì, çàñòîñóâàííÿ ïåðåëi÷åíèõ ìåòîäiâ äî iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ i äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ìà¹ ñâî¨ îñîáëèâîñòi.

Ïåðøèé ïiäðîçäië îãëÿäó ñòîñó¹òüñÿ òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi îïåðàòîðíèõ

ðiâíÿíü, ÿêi ¹ îñíîâîþ ÿêiñíîãî àíàëiçó çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè;

íàñòóïíi äâà ïiäðîçäiëè âèñâiòëþþòü ôiçè÷íèé çìiñò ðiâíÿíü, ùî ¹ îá'¹êòîì

äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöi¨, à òàêîæ äåÿêèõ áëèçüêèõ äî íèõ ðiâíÿíü. Êðiì

òîãî, ó öèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ íàâåäåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç

ðîçâ'ÿçíiñòþ i ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè äëÿ öèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ i

äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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1.1. Ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

Ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó áóëî ðîçðîáëåíî ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî

äåÿêi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi ôiçè÷íèõ

ïðîöåñiâ, íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ ó êëàñè÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ � ôóíêöié íåîáõiäíî¨

ãëàäêîñòi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (â ðîçóìiííi

êëàñè÷íèõ îçíà÷åíü ïîõiäíèõ) é ïî÷àòêîâi òà/àáî êðàéîâi óìîâè.

Îñíîâíà iäåÿ ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ïåðåéòè

âiä äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi, îäåðæàíî¨

øëÿõîì äîìíîæåííÿ ðiâíÿííÿ íà ïðîáíó ôóíêöiþ (äîâiëüíèé åëåìåíò

ïåâíîãî ïðîñòîðó ãëàäêèõ ôóíêöié) i ïîäàëüøîãî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.

Ïðè öüîìó çàçâè÷àé ïðèïóñêà¹òüñÿ íàëåæíiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ

äî ïåâíîãî êëàñó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïîäiëiâ), òîæ âiäïîâiäíèé

ðîçâ'ÿçîê òàêîæ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèì.

Çàçâè÷àé ñëàáêi ïîñòàíîâêè ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ðîçãëÿäàþòü

ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó,

ùîá ðîçâ'ÿçîê íàëåæàâ äåÿêîìó ñîáîë¹âñüêîìó ïðîñòîðó íåâiä'¹ìíîãî

ïîðÿäêó. Âiäçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ é çãîðòêè

ìîæíà óçàãàëüíèòè i íà áiëüø øèðîêèé êëàñ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Ñîáîë¹âà-Øâàðöà, ìîæíà ðîçãëÿäàòè äèôåðåíöiàëüíi é äåÿêi iíòåãðàëüíi

ðiâíÿííÿ é ó òàêèõ ïðîñòîðàõ. Äëÿ äåÿêèõ êëàñè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ âêàçàíèé ïiäõiä ðåàëiçîâàíî ó [10]. Ïðîòå

òàêèé ïiäõiä ìà¹ ñóòò¹âèé íåäîëiê: ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷

ó òàêié óçàãàëüíåíié ïîñòàíîâöi òàêîæ ¹, âçàãàëi êàæó÷è, óçàãàëüíåíèìè

ôóíêöiÿìè, òîáòî ¨õíÿ ãëàäêiñòü ïîòðåáó¹ îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ.

Iñòîðè÷íèé îãëÿä ðîçâèòêó òåîði¨ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó êëàñè÷íèõ

çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè íàâåäåíî Î.Î. Ëàäèæåíñüêîþ [25, 26,

27]. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ìåòîäè

ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, çâîäÿ÷è çàäà÷ó äî ïðîáëåìè çîáðàæóâàíîñòi
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ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíaëiâ çà äîïîìîãîþ áiëiíiéíèõ ôoðì.

Äîñòàòíi óìîâè òàêî¨ çîáðàæóâàíîñòi çàáåçïå÷óþòü, çîêðåìà, òåîðåìà

Âiøèêà�Ëàêñà�Ìiëü ðàìà [8, 99] i ïðîåêöiéíà òåîðåìà Æ.-Ë. Ëiîíñà [105].

Ñåðåä ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ñëiä âiäçíà÷èòè

ìåòîä àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé ó íåãàòèâíèõ íîðìàõ (íîðìàõ îñíàùåíèõ

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ).

Ó [31] äîñëiäæåíî ëiíiéíi îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ

Lu = f (1.1)

ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ìàþòü ìiñöå ùiëüíi

âêëàäåííÿ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

W+ ⊂ H+ ⊂ L2(Q) ⊂ H−∗ ⊂ W−
∗ , (1.2)

W+
∗ ⊂ H+ ⊂ L2(Q) ⊂ H− ⊂ W−, (1.3)

äå Q � ïðîñòîðîâî-÷àñîâèé öèëiíäð.

Çàïðîïîíîâàíà êîíñòðóêöiÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñïèðà¹òüñÿ íà

àïðiîðíi íåðiâíîñòi

‖u‖H+ 6 ‖Lu‖W−∗ 6 ‖u‖W+,

‖v‖H+
∗
6 ‖L∗v‖W−∗ 6 ‖v‖W+

∗
,

äå L∗ � ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî L îïåðàòîð, u,v � äîâiëüíi åëåìåíòè

ïðîñòîðiâ W+ i W+
∗ âiäïîâiäíî. Ïîêàçàíî, ùî çà óìîâè âèêîíàííÿ

òàêèõ âêëàäåíü i íåðiâíîñòåé äåêiëüêà ïðèðîäíèõ îçíà÷åíü óçàãàëüíåíîãî

ðîçâ'ÿçêó ¹ ðiâíîñèëüíèì, à ðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Âòiì, ñõîæèé ïiäõiä ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i òîäi, êîëè àïðiîðíi

íåðiâíîñòi îäåðæàíî äëÿ ïðîñòîðiâ, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.2)�

(1.3). Âiäçíà÷èìî, íàïðèêëàä, ñòàòòþ [38], äå äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíó

ðîçâ'ÿçíiñòü ïñåâäîãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.
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Îòæå, äîñëiäæåííÿ óçàãàëüíåíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çà

òàêîãî ïiäõîäó çâîäèòüñÿ äî äîâåäåííÿ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé ó íåãàòèâíèõ

íîðìàõ. Òàêi íåðiâíîñòi áóëî îäåðæàíî äëÿ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ îïåðàòîðiâ

Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèì [6], à çãîäîì Â.Ï. Äiäåíêîì [22, 23]. Íàäàëi öåé ìåòîä

áóëî çàñòîñîâàíî é äëÿ iíøèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ [30, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 40, 44]; äèâ. òàêîæ ïiäñóìêîâi ðîáîòè

[31, 100, 32].

Ïiçíiøå òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ áóëî ðîçøèðåíî íà îïåðàòîðíi

ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîðàõ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Òàê, ó [36] äîâåäåíî

iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó ðiâíîìiðíèõ

ïðîñòîðàõ Ó êíèãàõ [32, 97] ïîáóäîâàíî àáñòðàêòíó òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ðîçãëÿíóòî ¨¨

çàñòîñóâàííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äîñëiäæóâàòè ñëàáêó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ìîæíà é çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ãàëüîðêiíà. Íàïðèêëàä, äèñêðåòèçóâàâøè

ðiâíÿííÿ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, ìîæíà îäåðæàòè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà ÷àñîì, à ïîòiì äîâåñòè îöiíêè, ÿêi

çàáåçïå÷óþòü îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íàïiâäèñêðåòíèõ íàáëèæåíü. Äàëi

ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òåîðåìàìè ñëàáêî¨ êîìïàêòíîñòi i äîâåñòè iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó, ¹äèíiñòü ÿêîãî çàáåçïå÷ó¹òüñÿ åíåðãåòè÷íèìè îöiíêàìè. Òàêèé

ïiäõiä ðåàëiçîâàíî, íàïðèêëàä, ó [46]. À ñàìå, äîâåäåíî, ùî äëÿ çàäàíèõ f

i u0, òàêèõ ùî f ∈ L2(I, V ∗), u ∈ H iñíó¹ i ¹äèíà ôóíêöiÿ u ∈ L2(I, V ), ÿêà

çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

d

dt
(u, v) + a(u, v) = f(v) ∀v ∈ V

i ïî÷àòêîâó óìîâó

u|t=0 = u0.

Òóò I = (0, T ), V � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið (íàé÷àñòiøå éîãî âèáèðàþòü ÿê

äåÿêèé ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið) çi ñïðÿæåíèì V ∗, a(·, ·) � áiëiíiéíà ôîðìà,
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ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi, f ∈ V ∗.
Ùå îäèí ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

ïîâ'ÿçàíèé ç ïîíÿòòÿì ìàêñèìàëüíî¨ Lp-ðåãóëÿðíîñòi. Íåõàé îïåðàòîð −A
ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) ïîðîäæó¹ îáìåæåíó àíàëiòè÷íó íàïiâãðóïó â

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, à u é f � âiäîáðàæåííÿ X → I. Òîäi ÿêùî äëÿ

äîâiëüíîãî f ∈ Lp(I,X) çàäà÷à

u′(t) + Au(t) = f(t), t ∈ I,

u(0) = 0

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Lp(I,D(A))
⋂
W 1

p (I,X), òî êàæóòü, ùî öÿ

çàäà÷à ìà¹. ìà¹ ìàêñèìàëüíó Lp-ðåãóëÿðíiñòü. Çà âiäïîâiäíîãî âèáîðó

D(A) öå ïîíÿòòÿ äóæå áëèçüêå äî ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ. Äîñëiäæóâàòè ìàêñèìàëüíó Lp-ðåãóëÿðíiñòü ìîæíà, çîêðåìà, çà

äîïîìîãîþ çàãàëüíèõ òåîðåì Äà Ïðàòî-�ðiâàðà é Äîðå-Âåííi (äèâ. íàïð.

[68], [72]). Çîêðåìà, Å. Áàæëåêîâà [58] çàñòîñóâàëà öåé ïiäõiä äî ðiâíÿíü ç

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì.

1.2. Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà

1.2.1. Ôiçè÷íèé çìiñò. Îäèì ç ïåðøèõ íàóêîâöiâ, ÿêèé ñèñòåìàòè-

÷íî äîñëiäèâ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, áóâ Âiòî Âîëüòåððà. Îêðiì

ôóíäàìåíòàëüíèõ ïèòàíü òåîði¨ åðåäèòàðíèõ ðiâíÿíü, âií ðîçãëÿíóâ i çà-

ñòîñóâàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ó ìåõàíiöi [124].

Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ

åðåäèòàðíèõ ïðîöåñiâ ó ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ. Ó [119] ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåêiëüêà

òàêèõ ìîäåëåé äëÿ çàäà÷ ìåõàíiêè, òåïëîïðîâiäíîñòi é äèôóçi¨ (äèâ. òàêîæ

[77, 85] i áiáëiîãðàôi¨ öèõ ïðàöü). Äî îäíi¹¨ ç íèõ âåäå åðåäèòàðíèé çàêîí

Ãóêà
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σ(t) = D(t, t)ε(t) +

t∫
0

∂D(t, s)

∂s
ε(s) ds,

äå u � âåêòîð çìiùåíü, σ � òåíçîð íàïðóæåíü, ε � òåíçîð äåôîðìàöié,

D � ìàòðèöÿ æîðñòêîñòi. Ùîá îäåðæàòè ðiâíÿííÿ äèíàìiêè, çàêîí Ãóêà

ïîòðiáíî ñïîëó÷èòè çi ñïiââiäíîøåííÿìè

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, −

∑
j

∂σij
∂xj

= fi,

äå f � âåêòîð çîâíiøíiõ ñèë, ùî äiþòü íà îá'¹ì òiëà.

Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ âèâîäèòüñÿ ç åðåäèòàðíîãî

çàêîíó Ôiêà [119, 122]

q = K∇u(t) +

t∫
0

m(t− s)∇u(s) ds;

öå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïîòîêó ðå÷îâèíè ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ ó ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= − div q.

Ïðèêëàäàìè ìàòåðiàëiâ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèì ðåæèìîì äèôóçi¨,

¹ ñêëîâèäíi ïîëiìåðè.

Ïîäiáíî äî öüîãî, ó [111] âèâåäåíî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi

α(0)θ′(x, t) +

∞∫
0

α′(s)θ′(x, t− s) ds =

= κ(0)∆θ(x, t) +

∞∫
0

κ′(s)∆θ(x, t− s) ds+ r(x, t),

äå àïîñòðîô ïîçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, κ � ôóíêöiÿ

òåïëîâî¨ ðåëàêñàöi¨, α � ôóíêöiÿ åíåðãî-òåïìåðàòóðíî¨ ðåëàêñàöi¨.
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Ó [48] ðîçãëÿíóòî ïñåâäîïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ

(γ −∆)ut −∆u−
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s) ds = f(t, x),

ÿêå âèíèêà¹ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi íåëiíiéíèõ çàäà÷ äèíàìiêè ñïàäêîâî

ïðóæíèõ òië; ðiâíÿííÿ

(a−∆)utt − β∆ut −∆u−
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s) ds = f(t, x)

ó 3-âèìiðíîìó ïðîñòîði ïðè f = 0 ìîäåëþ¹ ñòàí â'ÿçêîïðóæíî-äèíàìi÷íîãî

ñåðåäîâèùà.

Ó òåîði¨ íåéòðîííèõ ïîëiâ çóñòði÷à¹òüñÿ [90] ãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ

cutt + but + au− uxx +
n∑
i=1

t∫
0

e−λj(t−s)u(s) ds =
n∑
i=1

βje
−λjt.

Ó [24] ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèíàìi÷íà çàäà÷à ç òåðòÿì

utt −
∂

∂xi
aijkhεkh(u)−

t∫
0

∂

∂xi
bijkh(t− s)εkh(u(s)) ds,

äå εkh � çíà÷åííÿ òåíçîðà äåôîðìàöié, aijkh � êîåôiöi¹íòè ìèòò¹âî¨

ïðóæíîñòi, aijkh � êîåôiöi¹íòè ïàì'ÿòi ìàòåðiàëó.

Åëiïòè÷íi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ðîçãëÿäàëèñü ó

[42] ÿê ìîäåëi òåîði¨ ïëàçìè.

1.2.2. Ìåòîäè àíàëiçó. Âêàçàíi âèùå çàäà÷i äîñëiäæåíî ìåòîäîì

ôóíäàìåíòàëüíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié [48]. Äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà

¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî é êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Óçàãàëüíåíó ðîçâ'ÿçíiñòü ïàðàáîëi÷íèõ òà äåÿêèõ iíøèõ iíòåãðî-äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîñëiäæóâàâ À.Â. Àíiêóøèí [1, 2, 3, 4, 5, 55]. Ó ïðàöÿõ
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öüîãî àâòîðà abc-ìåòîä (äèâ. ïiäðîçäië 1.1), ïðèñòîñîâàíî äî îñîáëèâîñòåé

iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ó [86] âèâ÷åíî ïàðàáîëi÷íó çàäà÷ó

u′(t) + Au(t) =

t∫
0

a(t, s)g(s, u(s)) ds+ f(t, u(t))

u(0) = u0,

äå îïåðàòîð g ïîâ'ÿçàíèé ç A ñïiââiäíîøåííÿì

g(t, u(t)) = A1/2q(t, u(t)),

à îïåðàòîð q ïîâ'ÿçàíèé ç îïåðàòîðàìè íèæ÷îãî ïîðÿäêó

gi(t, x, u(t, x),∇u(t, x)). Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê îçíà÷åíî ÿê âiäîáðàæåííÿ çi

çíà÷åííÿìè â D(A1/2), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

u(x, t) = T (t)u0 +

t∫
0

A1/2T (t− s)

 s∫
0

a(s, τ)q(τ, u(τ)) dτ

 ds+

+

t∫
0

T (t− s)f(s, u(s)) ds,

äå {T (t)} � àíàëiòè÷íà íàïiâãðóïà, ÿêó ïîðîäæó¹ A.

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó i éîãî ïðîäîâæóâàíiñòü äî íåñêií÷åííîñòi.

Ïåðåâàãàìè öüîãî ìåòîäó ¹ ìîæëèâiñòü âðàõîâóâàòè íåëiíiéíiñòü i

äîñëiäæóâàòè ðiâíÿííÿ ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ðàçîì ç òèì, öå îçíà÷åííÿ

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ïåðåäáà÷à¹ íåïåðåðâíiñòü çà ÷àñîì.

Îäíi¹þ ç ïðîáëåì, ùî âèíèêà¹ ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü ç

ïàì'ÿòòþ, ¹ çáiëüøåííÿ (âiä êðîêó äî êðîêó) êiëüêîñòi ÷àñîâèõ øàðiâ, âiä

ÿêèõ çàëåæèòü ðîçâ'ÿçîê íà íàñòóïíié iòåðàöi¨. Ó [113],[123] ïîáóäîâàíî

íàáëèæåíi ìåòîäè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ïðè îá÷èñëåííi ðîçâ'ÿçêó éîãî

çíà÷åííÿ òiëüêè ó ôiêñîâàíié êiëüêîñòi ïîïåðåäíiõ ìîìåíòiâ ÷àñó i äîâåäåíî
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îöiíêè ïîõèáêè. Îöiíêè ïîõèáêè íàïiâäèñêðåòíîãî ìåòîäó ñêií÷åííèõ

îá'¹ìiâ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ îäåðæàíî ó

[76], à ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ó [104]. Ïîõèáêó äèñêðåòèçàöi¨ çà ÷àñîì

äëÿ ñõåì Åéëåðà i Êðàíêà-Íiêîëñîíà ðîçãëÿíóòî ó [120].

Ó [102] äîñëiäæåíî íàïiâëiíiéíå ïñåâäîãiïåðáîëi÷íå iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ

utt −∇

a(x, t)∇ut + b(x, t)∇u+

t∫
0

c(x, t, s)∇u(x, s) ds

 = f(x, t).

Çà äîïîìîãîþ iíòåðïîëÿöiéíî¨ òåõíiêè îäåðæàíî îïòèìàëüíi îöiíêè

ïîõèáêè.

1.3. Äðîáîâi çà ÷àñîì äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé t > 0. Òîäi iíòåãðàë Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ôóíêöi¨

f � öå âèðàç

(Iα0 f)(t) =
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1f(s) ds,

äå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàë Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ iíòåðïîëþ¹ îïåðàòîðè n-

êðàòíîãî iíòåãðóâàííÿ ç íèæíüîþ ìåæåþ 0.

Íåõàé α > 0, {α} � äðîáîâà ÷àñòèíà α, a n = dαe � íàéìåíøå

íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå àáî ðiâíå α.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ é Êàïóòî ôóíêöi¨ f

ïîðÿäêó α ç íèæíüîþ ìåæåþ 0 íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî îïåðàòîðè Dα
0 f =

dn

dtn

(
I

1−{α}
0 f

)
é ∗Dα

0 f = I
1−{α}
0

(
dnf
dtn

)
.

Iñòîðè÷íî iñíóâàëî äåêiëüêà ïiäõîäiâ äî îçíà÷óâàííÿ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ

� ó òîé ÷àñ ÿê ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ çáåðiãà¹ ïðèðîäíi äèôåðåíöiàëüíi
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âëàñòèâîñòi ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨, ðîáèëèñü ñïðîáè ïîáóäóâàòè òåîðiþ äðîáî-

âîãî äèôåðåíöiþâàííÿ i íà îñíîâi, íàïðèêëàä, ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâà-

ííÿ åêñïîíåíöiéíèõ ðÿäiâ [116].

Âiäîìî, ùî ÿêùî f ∈ ACn−1([0, T ]), òî

(∗Dα
0 f)(t) =

1

Γ(n− α)

t∫
0

f ′(s)

(t− s)α
ds,

(Dα
0 f)(t) = (∗Dα

0 f)(t) +
n−1∑
k=0

f (k)(0)tk−α

Γ(k − α + 1)
.

Íèæ÷å ïðè ðîçãëÿäi ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ íàâåäåíi ïîçíà÷åííÿ

ñòîñóþòüñÿ ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ t.

1.3.1. Ôiçè÷íèé çìiñò. Çàñòîñóâàííÿ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ ó ïðèðî-

äíè÷èõ íàóêàõ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç òàêèì òèïîì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ÿê

âèïàäêîâi áëóêàííÿ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì (ÂÁÍ×). À ñàìå, ðîçãëÿäà¹òüñÿ

òðà¹êòîðiÿ ÷àñòèíêè, ÿêà ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó ðîáèòü ñòðèáêè âèïàä-

êîâî¨ äîâæèíè ó âèïàäêîâîìó íàïðÿìi. Õàðàêòåðèñòèêàìè ìîäåëi ¹ ïî÷à-

òêîâå ïîëîæåííÿ (àáî éîãî ðîçïîäië) i ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòi ïåðåìiùåííÿ

íà âåêòîð x çà ÷àñ t (ç ìîìåíòó íàñòóïíîãî ñòðèáêà). ßêùî çìiùåííÿ é ÷àñ

î÷iêóâàííÿ ñòðèáêà íåçàëåæíi, òî êîæíà ç öèõ âåëè÷èí çàäà¹òüñÿ îêðåìîþ

ùiëüíiñòþ, ÿêi ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç λ = λ(x) i ψ = ψ(t).

Çðîçóìiëî, ùî ùiëüíiñòü u(x, t) ïåðåáóâàííÿ ÷àñòèíêè ó òî÷öi x â

ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷à¹òüñÿ âêàçàíèìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ âèâåäåííÿ

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè âèêîðèñòîâóþòü ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà

ũ(ξ, ν) =

∫
R

∞∫
0

eνt−iξx dt dx.

Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ [60]

ũ(ξ, ν) =
(1− ψ(ν))ũ0(ξ)

ν(1− ψ(ν)λ̃(ξ))
, (1.4)
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äå ψ(ν) i λ̃(ξ) � ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà é Ôóð'¹.

Áåçïîñåðåäíüî îäåðæàòè çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ äëÿ êîíêðåòíèõ

ôóíêöié ψ é λ íå çàâæäè áóâà¹ ïðîñòî, àëå ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü

çàçâè÷àé äîñòàòíüî ñïiââiäíîøåíü äëÿ ïîâåäiíêè u(x, t) ïðè âåëèêèõ x i

t. Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ êîðèñíîþ òåîðåìà Òàóáåðà [80]

f(t) ∼ aBt−1−a ⇐⇒ f(ν) ∼ 1−BΓ(1− a)νa

ïðè t→∞, ν → 0, à ïîçíà÷åííÿ F ∼ G îçíà÷à¹, ùî F
G → 1.

Çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü (ψ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië, à λ �

íîðìàëüíèé), ç (1.4) ìîæíà âèâåñòè êëàñè÷íå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

[95]. ßêùî æ ïðèïóñòèòè, ùî

ψ(t) ∼ α

Γ(1− α)

τα

t1+α
, (1.5)

λ(x) = (4πσ2)−
1
2e−

x2

4σ2 ,

äå 0 < α < 1, τ > 0, òî ñïðàâåäëèâi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè

ψ(ν) = 1− (τν)α + o(να), λ̃(ξ) = 1− σ2ξ2 +O(σ4),

i ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè ó (1.4) ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Òàóáåðà, ìîæíà

îäåðæàòè ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ [95]

∂u

∂t
= KαD

1−α
0

(
∂2u

∂x2

)
, (1.6)

aáî, â iíøîìó çàïèñi,
∗Dα

0u = Kα
∂2u

∂x2
. (1.7)

Âåëè÷èíà Kα = σ2

τα iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê êîåôiöi¹íò äèôóçi¨. Ðiâíÿííÿ (1.6),

ÿê i (1.7), ïðèðîäíèì ÷èíîì óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê áàãàòîâèìiðíîãî

ïðîñòîðó.

Âiíåðiâñüêi ïðîöåñè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði õàðàêòåðèçóþòüñÿ ëiíiéíèì

çðîñòàííÿì ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî çìiùåííÿ. Ïðè äèôóçiéíîìó ïðîöåñi,
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ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1.6), ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå çìiùåííÿ çðîñòà¹

ïðîïîðöiéíî äî tα, òîáòî ïîâiëüíiøå, íiæ äëÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi. ßêùî äëÿ

äèôóçiéíîãî ïðîöåñó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå çìiùåííÿ çðîñòà¹ ïîâiëüíiøå çà

ëiíiéíó ôóíêöiþ ÷àñó, òî òàêèé ïðîöåñ íàçèâàþòü ñóáäèôóçi¹þ, à ÿêùî

øâèäøå � ñóïåðäèôóçi¹þ. Çàãàëîì, ÿêùî çàëåæíiñòü íå ¹ ëiíiéíîþ, òî

êàæóòü ïðî àíîìàëüíó äèôóçiþ.

Ñóáäèôóçiéíèé õàðàêòåð ïðîöåñó ïåðåíåñåííÿ ÷àñòèíîê ðå÷îâèíè

ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíèé çi ñòðóêòóðîþ ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ

öåé ïðîöåñ. ßêùî ñåðåäîâèùå ìà¹ ñêëàäíó ñòðóêòóðó, ÿêà çóìîâëþ¹

òðèâàëi çàòðèìêè ÷àñòèíîê (ïîðèñòi, òðiùèíóâàòi ìàòåðiàëè), òî ñòåïåíåâà

ùiëüíiñòü ÷àñó î÷iêóâàííÿ (1.5) áiëüø àäåêâàòíî îïèñó¹ ðóõ. Òàêi

õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ áóëî çàïðîïîíîâàíî â [109] äëÿ

ìîäåëþâàííÿ ïåðåíåñåííÿ íîñi¨â çàðÿäó â àìîðôíèõ íàïiâïðîâiäíèêàõ, i

öÿ ìîäåëü âèÿâèëàñü íàáàãàòî òî÷íiøîþ, àíiæ êëàñè÷íèé áðîóíiâñüêèé ðóõ

(äèâ. òàêîæ [45]). Ïiçíiøå ç'ÿâèëèñü ïðàöi, â ÿêèõ öå âèïàäêîâå áëóêàííÿ

âèêîðèñòîâóâàëîñü ÿê ìîäåëü äèôóçi¨ ðå÷îâèí â iíøèõ ñåðåäîâèùàõ �

 ðóíòîâèõ âîäàõ, âíóòðiøíüîêëiòèííîìó ïðîñòîði òîùî (äèâ. íàïð. [47, 57,

59, 95, 96] i ïîñèëàííÿ ó öèõ ïðàöÿõ).

Àíîìàëüíèé õàðàêòåð äèôóçi¨ ó êëiòèíàõ ïîâ'ÿçàíèé çi ñêëàäíiñòþ

ñòðóêòóðè êëiòèíè. Ïåðåìiùåííÿ ìîëåêóë âçäîâæ öèòîñêåëåòiâ ìà¹

ñóïåðäèôóçiéíèé õàðàêòåð, à ðåøòi âíóòðiøíüîêëiòèííîãî ïðîñòîðó

âëàñòèâå ñêóï÷åííÿ (crowding) ìîëåêóë, âíàñëiäîê ÷îãî ðóõ ÷àñòèíîê

âiäáóâà¹òüñÿ çíà÷íî ïîâiëüíiøå, i ó äåÿêèõ âèïàäêàõ àäåêâàòíî

ìîäåëþ¹òüñÿ ÂÁÍ× âèãëÿäó (1.5) [121]. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äîñëiäæåííÿ

ïðîöåñiâ âíóòðiøíüîêëiòèííî¨ äèôóçi¨ ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ ìåäè÷íèõ

íàóê, i öi ïðîöåñè ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ ñó÷àñíî¨

ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè [61] Ç iíøîãî áîêó, ÿê óæå áóëî çàçíà÷åíî,

ñòîõàñòè÷íèì ìîäåëÿì äèôóçi¨ � âèïàäêîâèì áëóêàííÿì � âiäïîâiäàþòü

ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (çîêðåìà, äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ) äëÿ
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êîíöåíòðàöi¨.

Ðiâíÿííÿ (1.6) ¹ íàéïðîñòiøîþ ìîäåëëþ ñóáäèôóçi¨, ÿêà äîïóñêà¹ ðiçíi

óçàãàëüíåííÿ. Çîêðåìà, ìîäåëþâàííÿ äèôóçi¨ ó ïðîñòîðîâî íåîäíîðiäíèõ

ñåðåäîâèùàõ ïîòðåáó¹ äîñëiäæåííÿ âèïàäêó, êîëè ïîðÿäîê α ïîõiäíî¨ çà

÷àñîì çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Öå áóëî âïåðøå çðîáëåíî ó [65],

äå âèâåäåíî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

(
K(x)D

1−α(x)
0 u

)
. (1.8)

Ñëiä íàãîëîñèòè, ùî ïîðÿäîê äèôåðåíöiþâàííÿ ó ïðàâié ÷àñòèíi (äðóãà

ïîõiäíà çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ äi¹ íà ïîõiäíó Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ çà ÷àñîì)

¹ ïðèíöèïîâèì: ÿêùî α(·) íå ¹ ñòàëîþ, òî ðiâíÿííÿ (1.8) íå çâîäèòüñÿ

äî âèãëÿäó (1.7) ç ïîðÿäêîì ïîõiäíî¨ α = α(x) ó ëiâié ÷àñòèíi. Iíøèìè

ñëîâàìè,
”
iíòó¨òèâíå“ óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ (1.7) íà âèïàäîê çìiííîãî

ïîðÿäêó ¹ íåêîðåêòíèì ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó.

Îêðåìîãî äîñëiäæåííÿ ïîòðåáó¹ é âèïàäîê, êîëè ñóáäèôóçiéíå

ïåðåìiùåííÿ ÷àñòèíîê ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ¨õíüîþ äåãðàäàöi¹þ (ðîçïàäîì).

Ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè òàêèõ ïðîöåñiâ ¹ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äèôóçi¨. Äî

öèõ ïðîöåñiâ íàëåæèòü, çîêðåìà, ïåðåìiùåííÿ ðàäiîàêòèâíèõ çàáðóäíèêiâ

ó  ðóíòàõ, à òàêîæ ïîøèðåííÿ ó çàðîäêàõ îðãàíiçìiâ ñèãíàëüíèõ

ìîëåêóë, âiäîìèõ ÿê ìîðôîãåíè. Äèôåðåíöiàöiÿ é ðîçâèòîê êëiòèí çàðîäêà

ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ïiä âïëèâîì ìîðôîãåíiâ, êîëè ¨õ êîíöåíòðàöiÿ ïîáëèçó

êëiòèí ïåðåâèùó¹ ïåâíèé ïîðîãîâèé ðiâåíü (çíà÷åííÿ öüîãî ïîðîãó

çàëåæèòü âiä òèïó êëiòèíè). Ìîðôîãåíè âèäiëÿ¹ ñïåöiàëüíà ÷àñòèíà

åìáðiîíà; çâiäòè âîíè ïîøèðþþòüñÿ òêàíèíîþ, â ïðîöåñi ÷îãî ÷àñòèíà ç

íèõ ðîçïàäà¹òüñÿ [50]. Ó [117, 91] âèâåäåíî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-ñóáäèôóçi¨

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

(
e−θtK(x)D1−α

0

(
eθtu

))
− θu, (1.9)

Çàçíà÷èìî, ùî òàêèé çàïèñ ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê

çìiííîãî ïîðÿäêó α = α(x). Êðiì òîãî, êîåôiöi¹íò ðåàêöi¨ θ òåæ ìîæå
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çàëåæàòè ÿê âiä x, òàê i âiä t i íàâiòü âiä ñàìî¨ êîíöåíòðàöi¨ u(x, t). Â

îñòàííüîìó âèïàäêó âèðàç θt â åêñïîíåíöiéíèõ ôóíêöiÿõ ïîòðiáíî çàìiíèòè

íà
∫ t

0 θ(x, s, u(x, s)) ds; ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ ñòà¹ íåëiíiéíèì. Íà äóìêó

äåÿêèõ íàóêîâöiâ, òàêà ïîñòàíîâêà òåæ ñòàíîâèòü ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ [50].

Óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-äèôóçi¨

∂u

∂t
= K

∂2u

∂x2
+ a

∂u

∂x
,

äå êîåôiöi¹íò a õàðàêòåðèçó¹ ïîëå ñèë àáî êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ,

çäiéñíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê äðîáîâîãî ïîðÿäêó äâîìà ñïîñîáàìè (çàëåæíî âiä

ôiçè÷íî¨ ìîäåëi).

ßêùî ÷àñòèíêè, îêðiì äèôóçiéíîãî ïåðåìiùåííÿ, õàðàêòåðèçóþòüñÿ

îäíîðiäíèì ïîëåì øâèäêîñòåé v, ðiâíÿííÿ êîíâåêöi¨-ñóáäèôóçi¨ ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
+ v

∂u

∂x
= KαD

1−α
0

∂2u

∂x2
.

Íàòîìiñòü, ÿêùî çíà÷åííÿ øâèäêîñòi v ïðèâ'ÿçàíå äî åéëåðîâî¨

êîîðäèíàòè, òî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂u

∂t
= D1−α

0

(
−Aα

∂

∂x
v(x) +Kα

∂2

∂x2

)
u(x, t).

Ùå îäíèì ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ çà ÷àñîì, ÿêå ìà¹ çàñòîñóâàííÿ â áiîìåäè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, ¹

äðîáîâå ðiâíÿííÿ Êëÿéíà-Êðàìåðñà [56]

∂P (x, v, t)

∂t
+

∂

∂x
[vP (x, v, t)] +

F (x)

M

∂P (x, v, t)

∂v
=

= γαD
1−α
0

[
∂

∂v
v + A

∂2

∂v2

]
P (x, v, t), (1.10)

äå P (x, v, t) � ùiëüíiñòü ïåðåáóâàííÿ ÷àñòèíêè ó òî÷öi x çi øâèäêiñòþ v â

ìîìåíò t, F (x) � çîâíiøí¹ ïîëå ñèëè, à A, M i γα âèçíà÷àþòüñÿ iíøèìè

ôiçè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðîöåñ, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ öèì ðiâíÿííÿì, ìà¹

ñóïåðäèôóçiéíèé õàðàêòåð. Øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ v ç ðiâíÿííÿ
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(1.10) ìîæíà îäåðæàòè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîñòîðîâî-

÷àñîâî¨ ùiëüíîñòi
∂u

∂t
= BαI

1−α
0

∂2u

∂x2
.

Ðiâíÿííÿ (1.10) ç F = 0 çàñòîñîâàíî ó [69] äëÿ ìîäåëþâàííÿ ìiãðàöi¨

ðàêîâèõ êëiòèí â îðãàíiçìi. Íà åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ïðîiëþñòðîâàíî,

ùî öå äðîáîâå ðiâíÿííÿ áiëüø àäåêâàòíî âiäîáðàæà¹ äîñëiäæóâàíèé

ïðîöåñ, àíiæ êëàñè÷íi (öiëîïîðÿäêîâi) ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà, Ôîêêåðà-

Ïëàíêà i Êëÿéíà-Êðàìåðñà.

Ó [93] çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü åâîëþöi¨ ðàêîâî¨ ïóõëèíè:

eCt · ∗Dα
0

(
e−Ctu

)
− ∂

∂x

(
D(x)

∂u

∂x

)
= −Cu−G(x, t), (1.11)

äå u = u(x, t), C � õàðàêòåðèñòèêà iíòåíñèâíîñòi ðîçìíîæåííÿ (ïîäiëó)

êëiòèí, G(x, t) � äîäàíîê, ÿêèé ìîäåëþ¹ âïëèâ õiìiîòåðàïi¨.

Íàâåäåíi âèùå äðîáîâi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿìè â

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Âòiì, íàñïðàâäi äåÿêi ç íèõ ìîæíà îäåðæàòè

ç ïåâíèõ äèñêðåòíèõ ñïiââiäíîøåíü øëÿõîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó. Öå

ñòîñó¹òüñÿ ðiâíÿíü, ÿêi âèâîäÿòüñÿ ç ÂÁÍ× ç äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ

(íàïðèêëàä, ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷àñòèíêà ïåðåìiùó¹òüñÿ ìiæ âóçëàìè,

ðiâíîìiðíî ðîçòàøîâàíèìè íà âiäðiçêó; ñòðèáêè ùîðàçó çäiéñíþþòüñÿ â

îäèí iç ñóñiäíiõ âóçëiâ). ßêùî æ íå ïåðåõîäèòè äî ãðàíèöi (çãóùóþ÷è

ñiòêó äî íåñêií÷åííî ìàëî¨ âiäñòàíi ìiæ âóçëàìè), òî çàìiñòü ðiâíÿííÿ

ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ìîæíà îäåðæàòè ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äðîáîâèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðiçíîãî ïîðÿäêó

dpk(t)

dt
= ak−1e

−θk−1tD
1−αk−1

0

(
pk−1(t)e

θk−1t
)

+

+ bk+1e
−θk+1tD

1−αk+1

0

(
pk+1(t)e

θk+1t
)
−

− (ak + bk)e
−θktD1−αk

0

(
pk(t)e

θkt
)
− θkpk(t), (1.12)
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äå pk(t) � éìîâiðíiñòü áóòè ó k-ìó âóçëi â ìîìåíò t, à ak i bk �

õàðàêòåðèñòèêè, ïîâ'ÿçàíi ç éìîâiðíîñòÿìè ïåðåõîäiâ ç âiäïîâiäíîãî âóçëà

ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷.

Ñèñòåìà (1.12) ¹ äîñèòü çàãàëüíîþ: âîíà âðàõîâó¹ i äèôóçiþ, i êîíâåêöiþ

(÷åðåç ak i bk, ðiçíèöÿ ìiæ ÿêèìè õàðàêòåðèçó¹ çìiùåííÿ ïiä äi¹þ ÷èííèêiâ

íåäèôóçiéíî¨ ïðèðîäè), i ðåàêöiþ (÷åðåç êîåôiöi¹íòè θk), i ïðîñòîðîâó

íåîäíîðiäíiñòü (êîæíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ñâié ïîðÿäîê αk, ùî âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨

α = α(x)).

Íà ìåæi îáëàñòi, â ÿêié ðîçãëÿäà¹òüñÿ áëóêàííÿ (òîáòî ó êðàéíiõ

òî÷êàõ) ìîæíà çàäàâàòè ðiçíi äîäàòêîâi óìîâè. Íàïðèêëàä, ìîæíà

ïðèïóñòèòè, ùî äîñÿãíóâøè êðàéíüî¨ ëiâî¨ òî÷êè (íåõàé âîíà ìà¹ iíäåêñ

0), ÷àñòèíêà ìîæå ïðè íàñòóïíîìó ñòðèáêó àáî ïåðåìiñòèòèñü ïðàâîðó÷

(ç iìîâiðíiñòþ, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç b0 � àíàëîãi÷íî äî âíóòðiøíiõ

âóçëiâ), àáî
”
ñïðîáóâàòè“ ïåðåéòè ëiâîðó÷. Â îñòàííüîìó âèïàäêó âîíà

ïîãëèíà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ χ, à ç iìîâiðíiñòþ 1 − χ
”
âiäáèâà¹òüñÿ“ âiä

ìåæi, çàëèøàþ÷èñü ó êðàéíîìó çëiâà âóçëi.

ßêùî â óñiõ êðàéíiõ òî÷êàõ çàäàíî óìîâó χ = 0, à ÷àñòèíêè

íå õàðàêòåðèçóþòüñÿ äåãðàäàöi¹þ (θk = 0), òî ðå÷îâèíà ïîâíiñòþ

çáåðiãà¹òüñÿ â îáëàñòi, òîáòî
∑
pi(t) = 1. Ó öüîìó âèïàäêó ïðîÿâëÿ¹òüñÿ

öiêàâèé íåëiíiéíèé åôåêò, äîñëiäæåíèé ó [78] i íàçâàíèé ñòðóêòóðíîþ

íåñòiéêiñòþ. Íàâiòü íåçíà÷íå çáóðåííÿ çíà÷åíü αk ìîæå ïðèçâåñòè äî

äîêîðiííèõ çìií ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ïðè t → ∞. À ñàìå, ÿêùî αk = α∗

äëÿ k 6= k0 i αk0
= α∗ − ε, äå ε > 0, òî ïðè t → ∞ ìà¹ ìiñöå pk → 0,

k 6= k0 i pk0
(t) → 1. Òàêó ñèòóàöiþ íàçèâàþòü àíîìàëüíèì íàêîïè÷åííÿì

(aggregation), i âîíà íå ìà¹ ìiñöÿ äëÿ íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè.

Äîäàìî, ùî ïîðÿäîê α ó äðîáîâèõ ðiâíÿííÿõ äèôóçi¨ ìîæíà

iíòåðïðåòóâàòè ÿê øâèäêiñòü äèôóçi¨: ÷èì ìåíøèì ¹ éîãî çíà÷åííÿ,

òèì ïîâiëüíiøå âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ (áî òèì ïîâiëüíiøå ñïàäà¹ ùiëüíiñòü

î÷iêóâàííÿ ÷àñó ñòðèáêà). Ç îãëÿäó íà öå, àíîìàëüíå íàêîïè÷åííÿ ìîæíà
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ïîÿñíèòè òèì, ùî ó òî÷öi íàéìåíøîãî ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ ÷àñòèíêè â

ñåðåäíüîìó çàòðèìóþòüñÿ íàéäîâøå: ïðèáóòòÿ ÷àñòèíîê âiäáóâà¹òüñÿ

iíòåíñèâíiøå, íiæ âèõiä.

Îêðiì ðiâíÿíü çìiííîãî ïîðÿäêó, iñíó¹ ùå îäíå óçàãàëüíåííÿ äðîáîâèõ

ðiâíÿíü ñòàëîãî ïîðÿäêó � ðiâíÿííÿ ðîçïîäiëåíîãî ïîðÿäêó. Íàïðèêëàä,

äåÿêi ôiçè÷íi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì

1∫
0

τα−1p(α)Dα
0u(x, t) dα =

(
∂

∂x

V ′(x)

mν
+K

∂x

∂x2

)
u(x, t).

Åâîëþöiÿ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿíÿíìè, âiäáóâà¹òüñÿ ùå

ïîâiëüíiøå, àíiæ ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó. Ïðè p(α) = qαq−1

ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå çìiùåííÿ ìà¹ àñèìïîòèêó〈
x2(t)

〉
∼ logq t;

òàêèé ðåæèì ùå íàçèâàþòü óëüòðàïîâiëüíîþ äèôóçi¹þ. Ðiâíÿííÿ òàêîãî

òèïó äîñëiäæåíî ó [62, 63, 64, 98].

Ñëiä îêðåìî çóïèíèòèñü íà ïèòàííi ïðî ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ äðîáîâèõ

ðiâíÿíü. Âèãëÿä öèõ óìîâ çàëåæèòü âiä òèïó ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì. Äëÿ

ïîõiäíî¨ Êàïóòî ïîðÿäêó α, dαe = n, ïîòðiáíî çàäàâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

i ¨¨ ïîõiäíèõ öiëèõ ïîðÿäêiâ: u|t=0, ...,
∂(n−1)u
∂t(n−1) |t=0 (âñüîãî n óìîâ) [70]. Äëÿ

ðiâíÿíü ç ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ïîòðiáíi óìîâè íà äðîáîâi ïîõiäíi ó

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó � In−α0 u|t=0, D
α−n+1
0 u|t=0, ..., D

α−1
0 u|t=0 [114] (òóò

îïåðàòîð I0 äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ ôàêòè÷íî âiäiãðà¹

ðîëü ïîõiäíî¨ âiä'¹ìíîãî ïîðÿäêó).

Äèñêóñiéíèì ¹ ïèòàííÿ ïðî ôiçè÷íèé çìiñò òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Íà

äóìêó äåÿêèõ àâòîðiâ, óìîâè, ùî ìiñòÿòü ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ äðîáîâèõ

ïîõiäíèõ, íå ìàþòü
”
÷iòêî¨ ôiçè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨“ [49]. Ç iíøîãî áîêó,

îñòàííiì ÷àñîì ç'ÿâèëàñÿ íèçêà ïðàöü, äå çäiéñíåíî ñïðîáè äàòè ôiçè÷íó òà

ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ äðîáîâèì ïîõiäíèì [115] i ïî÷àòêîâèì óìîâàì
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äëÿ ðiâíÿíü ç òàêèìè ïîõiäíèìè [89]. Ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, öi äâà

ïiäõîäè ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè [106].

Ùå îäíi¹þ ãàëóççþ ïðèðîäîçíàâñòâà, ùî iíòåíñèâíî âèêîðèñòîâó¹

ìîäåëi ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, ¹ ìåõàíiêà (çîêðåìà òåîðiÿ â'ÿçêî-

ïðóæíîñòi). Íàéçàãàëüíiøîþ ç íèõ ¹ äðîáîâà ìîäåëü Çåíåðà [89]

σ(t) + ν∗Dα
0σ(t) = λε(t) + µ∗Dα

0 ε(t),

äå ε(t) � òåíçîð äåôîðìàöi¨, σ(t) � òåíçîð íàïðóæåíü, λ, ν i µ � ïàðàìåòðè

ñèñòåìè.

Â [67] âèêîðèñòàíî òåîðiþ â'ÿçêî-ïðóæíîñòi äëÿ âèâ÷åííÿ àðòåðiàëüíî¨

ñèñòåìè ëþäèíè. Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ òåíçîðàìè äåôîðìàöi¨ é íàïðóæåííÿ

ìàþòü âèãëÿä

∗Dα
0 ε(t) =

E2

ν(E1 + E2)

[
ν

E2

∗Dα
0σ(t) + σ(t)− E1ε(t)

]
,

äå ν, E1, E2 � ïàðàìåòðè ñèñòåìè. Äîñëiäæåííÿ â'ÿçêî-ïðóæíèõ

âëàñòèâîñòåé àðòåðié äîïîìàãà¹ ç'ÿñóâàòè ¨õíþ áiîìåõàíi÷íó ñòðóêòóðó, ùî

ìîæå áóòè êîðèñíèì äëÿ äiàãíîñòèêè ïàòîëîãié i ïðîãíîçóâàííÿ åâîëþöi¨

êðîâîíîñíî¨ ñèñòåìè ëþäèíè ç âiêîì.

Ó [108] çàïðîïîíîâàíî äðîáîâå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

∗Dα
0u = K∆u, 1 < α < 2.

Âëàñòèâîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿê i éîãî ïîðÿäîê, ¹ ïðîìiæíèìè ìiæ

êëàñè÷íèìè ðiâíÿííÿìè äèôóçi¨ é êîëèâàíü. Ó [107] äîâåæåíî, ùî

ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äðîáîâîãî õâèëüîâîãî îïåðàòîðà ¹ ôóíêöi¹þ

Ðàéòà.

1.3.2. Ìåòîäè àíàëiçó. ßê i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü öiëèõ

ïîðÿäêiâ, äëÿ äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçðîáëåíî ÷èìàëî

ìåòîäiâ àíàëiòè÷íîãî é ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè

çàçâè÷àé ìiñòÿòü ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨.
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Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ (1.6) ìîæíà çàïèñàòè â òåðìiíàõ ôóíêöié

Ôîêñà [95, 96]. Êðiì òîãî, â [73] â òåðìiíàõ ôóíêöié Ðàéòà çíàéäåíî

ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(∗Dα
0u)(x, t)−Bu(x, t) = f(x, t),

u|t=0 = u0(x),

äå

Bu =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai(x)
∂2

∂xi
+ a(x)u−

ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íèé îïåðàòîð ç îáìåæåíèìè íåïåðåðâíèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè. Ó [125] çíàéäåíî ôóíêöiþ �ðiíà îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

ñóáäèôóçi¨ â òåðìiíàõ ôóíêöié Ôîêñà, à ó [118] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðåíî íà

âèïàäîê áàãàòîâèìiðíî¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ i α ∈ (1, 2). Ó [112] çíàéäåíî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ i äîâåäåíî éîãî ¹äèíiñòü ó

êëàñi ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüÿíþòü àíàëîã óìîâè Òèõîíîâà.

Ó [29] äîâåäåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ó âèïàäêó, êîëè ó ïðàâié ÷àñòèíi é

ïî÷àòêîâié óìîâi ïðèñóòíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨.

�ðóíòîâíå äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç äðîáîâèìè

ïîõiäíèìè çäiéñíåíî ó [58]. Çîêðåìà, äëÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷

âèãëÿäó

Dα
0u(x, t) = Au(x, t) + f(x, t),

I1−α
0 |t=0 = u0, u|∂Ω = 0

âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó ïðîñòîðàõ âèãëÿäó

Lp([0, T ], H) (ìàêñèìàëüíî¨ Lp-ðåãóëÿðíîñòi), H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

ôóíêöié ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Äëÿ öüîãî çàäà÷à ðîçáèâàëàñü íà äâi

ïiäçàäà÷i: ç íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ i ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè

óìîâàìè. Ïåðøó ç öèõ çàäà÷ âèâ÷åíî çà äîïîìîãîþ òåîði¨ íàïiâãðóï,
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à äðóãó � øëÿõîì óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê äðîáîâîãî ïîðÿäêó òåîði¨

ìàêñèìàëüíî¨ Lp-ðåãóëÿðíîñòi.

Ó [87] äëÿ ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ ç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì çà

äîïîìîãîþ òåîðåìè ôîí Íåéìàíà - Äiêñiì'¹ äîâåäåíî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêó,

îäåðæàíîãî ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ.

Ó [75] çàïðîïîíîâàíî îðèãiíàëüíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ äðîáîâèõ

ðiâíÿíü, ÿêèé íå ìà¹ àíàëîãiâ äëÿ ðiâíÿíü öiëèõ ïîðÿäêiâ. À ñàìå,

âèêîðèñòàíî ôîðìóëó äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

(∗Dα
0u, v)L2

= (D
α
2
0 u,D

α
2

T v)L2
,

ïðè÷îìó ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè u = v âèðàç ó ïðàâié ÷àñòèíi îöiíþ¹òüñÿ

çíèçó ÷åðåç êâàäðàò äðîáîâî¨ ñîáîë¹âñüêî¨ íîðìè u. Ñêàçàíå ñïðàâåäëèâå

äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöié, íîñié ÿêèõ ëåæèòü ñòðîãî âñåðåäèíi ÷àñîâîãî âiäðiçêà

[0, T ]. Âòiì, ìíîæèíà òàêèõ ôóíêöié ó âèïàäêó α < 1
2 âèÿâëÿ¹òüñÿ ùiëüíîþ

ó ñîáîë¹âñüêîìó ïðîñòîði ïîðÿäêó α. Öå äà¹ çìîãó ïåðåôîðìóëþâàòè

ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi òîòîæíîñòi ç êîåðöèòèâíîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ (äå íà

àðãóìåíòè äiþòü ïîõiäíi îäíàêîâèõ ïîðÿäêiâ) i çàñòîñóâàòè ëåìó Ëàêñà-

Ìiëü ðàìà. Â öüîìó ðîçóìiííi äðîáîâi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çà ñâî¨ìè

âëàñòèâîñòÿìè çáëèæóþòüñÿ ç åëiïòè÷íèìè.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äðîáîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

çàïðîïîíîâàíî ðiçíi ìåòîäè. Òi ç íèõ, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà ïîøàðîâîìó

îá÷èñëåííi ðîçâ'ÿçêó, ïîòðåáóþòü äèñêðåòèçàöi¨ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ.

Çàãàëîì, ìîæíà âèäiëèòè äâà ïiäõîäè äî öi¹¨ ïðîáëåìè [114]. Ïåðøèé

ïîëÿãà¹ ó çàìiíi äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ êâàäàòóðíîþ ôîðìóëîþ (öå ìîæíà

çðîáèòè, çàìiíèâøè ïåðøó ïîõiäíó ðiçíèöåâèì ñïiââiäíîøåííÿì â

iíòåãðàëüíîìó ïîäàííi äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨). Ïðèêëàäîì òàêî¨ êâàäðàòóðíî¨

ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó α ∈ (0, 1) ¹

(∗Dα
0 f)(tj) ≈

j∑
k=0

ckjfj−k,
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äå tj = jτ , fj = f(tj), à êîåôiöi¹íòè cj çàäàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Γ(2− α)ckj =


1, k = 0

−2k1−α + (k − 1)1−α + (k + 1)1−α, k = 1, j − 1

−(α− 1)k−α + (k − 1)1−α − k1−α, k = j.

Iíøèé ïiäõiä (äèâ. íàïð. [83, 114]) ñïèðà¹òüñÿ íà òå, ùî ïîõiäíà Ðiìàíà-

Ëióâiëëÿ äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöié çáiãà¹òüñÿ ç ïîõiäíîþ �ðþíâàëüäà-

Ë¹òíiêîâà

(Dα
0f)(t) = lim

h→0

1

hα

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh).

Íà ïðàêòèöi öi äâà ïiäõîäè äàþòü äîâîëi áëèçüêi ðåçóëüòàòè.

Ãàëüîðêiíñüêi ìåòîäè äëÿ äðîáîâèõ ðiâíÿíü ïðåäñòàâëåíi øèðîêèì

íàáîðîì àëãîðèòìiâ. Âiäçíà÷èìî çàïðîïîíîâàíó â [101] ïðîñòîðîâî-÷àñîâó

äèñêðåòèçàöiþ ç áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè, ÿêi âèðàæàþòüñÿ â òåðìiíàõ

ìíîãî÷ëåíiâ ßêîái.

Còiéêiñòü, øâèäêiñòü çáiæíîñòi, êîíñåðâàòèâíiñòü òà iíøi ïèòàííÿ,

ïîâ'ÿçàíi ç äèñêðåòèçàöi¹þ ðiâíÿíü ñòàëèõ ïîðÿäêiâ, äîñëiäæóâàëèñü ó

[51, 52, 81, 84, 88, 92]. Àíàëiç ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ çâè÷àéíèõ äðîáîâèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çäiéñíåíî ó [66, 71].

ßê i ó âèïàäêó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, îá÷èñëåííÿ

äðîáîâèõ ïîõiäíèõ áåçïîñåðåäíüî çà êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè ïîòðåáó¹

çáåðiãàííÿ ó ïàì'ÿòi äåäàëi áiëüøî¨ êiëüêîñòi ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü ôóíêöi¨

(òàê ïðîÿâëÿ¹òüñÿ åôåêò ïàì'ÿòi). Ùîá óñóíóòè öþ ïðîáëåìó, áóëî

çàïðîïîíîâàíî ïðèíöèï ôiêñîâàíî¨ ïàì'ÿòi, âiäïîâiäíî äî ÿêîãî óñi

çíà÷åííÿ, îêðiì äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi îñòàííiõ, âiäêèäàþòüñÿ. Ó [114]

äîâåäåíî îöiíêè ïîõèáêè äëÿ òàêèõ íàáëèæåíü. Iíøi ìåòîäè çìåíøåííÿ

îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi, àëå çi çáåðåæåííÿì ïðèéíÿòíî¨ òî÷íîñòi,

ðîçðîáëÿëèñü ó [82].
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×èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó äðîáîâîãî ðiâíÿí-

íÿ äèôóçi¨ ó íàñè÷åíèõ ñîëÿíèìè ðîç÷èíàìè ãåîñåðåäîâèùàõ çàñòîñîâàíî

ó [7].

1.4. Âèñíîâêè

1) Iñíó¹ äåêiëüêà îçíà÷åíü i ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Iñòîðè÷íî áiëüøiñòü iç íèõ, õî÷à íå óñi, áóëî

ðîçðîáëåíî äëÿ äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

(íàñàìïåðåä ïàðàáîëi÷íèõ). Ìîæëèâiñòü ïîøèðåííÿ ìåòîäiâ íà iíøi êëàñè

ðiâíÿíü çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèãëÿäó öèõ ðiâíÿíü.

2) Ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó àêòèâíî ðîçðîáëÿëîñü ó êîíòåêñòi

äîñëiäæåííÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðàçîì ç òèì, òåîðåì

ðîçâ'ÿçíîñòi é çáiæíîñòi ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, ÿêi á îõîïëþâàëè âèïàäîê

íåãëàäêî¨ ÿê çà ïðîñòîðîì, òàê i çà ÷àñîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè, âiäîìî äóæå

ìàëî. Âèãëÿäà¹ ïåðñïåêòèâíèì çàñòîñóâàííÿ abc-ìåòîäó äëÿ òàêèõ öiëåé.

3) Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi é äðîáîâi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ¹

ïîøèðåíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ïðîöåñiâ ó ôiçèöi é áiîëîãi¨.

Îñòàííiì ÷àñîì íàáóâàþòü ïîøèðåííÿ ðiâíÿííÿ çìiííèõ ïîðÿäêiâ.

Ïðîòå öi ðiâíÿííÿ ìàþòü ñêëàäíiøi âëàñòèâîñòi íàâiòü ïîðiâíÿíî

ç äðîáîâèìè ðiâíÿííÿìè ñòàëèõ ïîðÿäêiâ. Äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi,

ðîçðîáëåííÿ àíàëiòè÷íèõ é ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü

¹ àêòóàëüíèìè íàóêîâèìè ïðîáëåìàìè.
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ÐÎÇÄIË 2

IÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÐIÂÍßÍÍß

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi, ïîáóäîâè

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ i âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ñëàáêié ïîñòàíîâöi. Ïðè öüîìó çàñòîñîâàíî ïiäõiä, ðåàëiçîâàíèé

ó [31], [38] äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Òåîðåìè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ îäåðæàíî ÿê íàñëiäêè àïðiîðíèõ

íåðiâíîñòåé ó íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Íåõàé T > 0, Ω � îáìåæåíà çàìêíåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ

∂Ω, Q = Ω × [0, T ]. Íåõàé òàêîæ C∞0 i C∞T � ìíîæèíè íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ ó Q ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü, âiäïîâiäíî, ïåâíi

ïî÷àòêîâî-êðàéîâi óìîâè i ñïðÿæåíi äî öèõ óìîâ. Ïiä L2, ÿêùî íå

âêàçàíî iíøå, ìàòèìåìî íà óâàçi ïðîñòið L2(Q). Ïiä C íàäàëi ìàòèìåìî

íà óâàçi äîäàòíó âåëè÷èíó, ÿêà ìîæå íàáóâàòè ðiçíèõ çíà÷åíü ó ðiçíèõ

íåðiâíîñòÿõ, àëå íå çàëåæèòü âiä åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Íàïðèêëàä, íåðiâíiñòü ‖u‖1 6 C‖u‖2 6 C‖u‖3, ÿêùî íå âêàçàíî êîíêðåòíå

çíà÷åííÿ C, ðîçóìiòèìåìî òàê: ∃c1, c2 > 0 ∀u ‖u‖1 6 c1‖u‖2 6 c2‖u‖3.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ é òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâi àïðiîðíi íåðiâíîñòi [31]. Íåõàé

W+ i H+ (W+
∗ i H+

∗ ) � ïîïîâíåííÿ C∞0 (C∞T ) çà äåÿêèìè íîðìàìè ‖ · ‖W i

‖ · ‖H+, ïðè÷îìó W+ ⊂ H+ ⊂ L2 (çàóâàæèìî, ùî âêëàäåííÿ ¹ ùiëüíèìè).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçW− i H− íåãàòèâíi ïðîñòîðè, ïîáóäîâàíi çà L2 éW− i H−

âiäïîâiäíî. Àíàëîãi÷íî ïîáóäó¹ìî ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè W−
∗ i H−∗ . Ìàþòü

ìiñöå ëàíöþæêè âêëàäåíü

W+ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−,



32

W+
∗ ⊂ H+

∗ ⊂ L2 ⊂ H−∗ ⊂ W−
∗ .

Íåõàé L � ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà C∞0 , à L∗ � îïåðàòîð,

ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî L. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâåäëèâi àïðiîðíi

íåðiâíîñòi

‖u‖H+ 6 C‖Lu‖W−∗ 6 C‖u‖W+, ‖v‖H+
∗
6 C‖L∗v‖W− 6 C‖v‖W+

∗
. (2.1)

Òîäi L (L∗) ìîæíà ðîçøèðèòè çà íåïåðåðâíiñòþ äî îïåðàòîðà ç

ìíîæèíîþ âèçíà÷åííÿ W+ (W+
∗ ).

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

Lu = f. (2.2)

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
∗

íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò u ∈ W+, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü Lu = f ó ïðîñòîði

W−
∗ .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
∗

íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò u ∈ W+, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ui ∈ C∞0 , òàêà

ùî

‖ui − u‖W+ → 0, ‖Lui − f‖W−∗ → 0, i→∞.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
∗

íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò u ∈ W+, òàêèé ùî äëÿ óñiõ v ∈ W+
∗ ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü

〈Lu, v〉W−∗ ×W+
∗

= 〈f, v〉W−∗ ×W+
∗
,

äå 〈·, ·〉W−∗ ×W+
∗

� ðîçøèðåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

ïðîñòîðó L2 íà W− ×W+.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (2.1). Òîäi îçíà÷åííÿ

(2.1)�(2.3) ðiâíîñèëüíi, i äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H−∗ iñíó¹ i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (2.2) â ðîçóìiííi öèõ îçíà÷åíü.
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Îçíà÷åííÿ 2.4. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
∗

íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò u ∈ H+, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ui ∈ C∞0 , òàêà

ùî

‖ui − u‖H+ → 0, ‖Lui − f‖W−∗ → 0, i→∞.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ W−
∗

íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò u ∈ H+, òàêèé ùî äëÿ óñiõ v ∈ W+
∗ , äëÿ ÿêèõ

L∗v ∈ H−, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

〈L∗v, u〉H−×H+ = 〈f, v〉W−∗ ×W+
∗
,

äå 〈·, ·〉H−×H+ � ðîçøèðåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

ïðîñòîðó L2 íà H− ×H+.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (2.1). Òîäi îçíà÷åííÿ (2.4)

é (2.5) ðiâíîñèëüíi, i äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ W−
∗ iñíó¹ i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (2.2) â ðîçóìiííi öèõ îçíà÷åíü.

Äåùî iíøèé âèïàäîê àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé (ìåíø ñèíãóëÿðíà ïðàâà

÷àñòèíà) äîñëiäæåíî ó [32].

Òîäi ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖u‖H+ 6 C‖Lu‖H−∗ 6 C‖u‖H+, ‖v‖H+
∗
6 C‖L∗v‖H− 6 C‖v‖H+

∗
. (2.3)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H−∗ iñíó¹ i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ H+ ðiâíÿííÿ

Lu = f .

Àíàëîãi÷íi òåîðåìè ñïðàâåäëèâi é äëÿ ñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ L∗v = g.

Ïðè äîâåäåííi êîåðöèòèâíîñòi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

áóäå âèêîðèñòàíî äâi äîïîìiæíi íåðiâíîñòi.

Ëåìà 2.1. Íåõàé f, g ∈ C([0, T ]) � íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨. Òîäi ∀p > 0

T∫
0

f(t)

 t∫
0

epsg(s) ds

 dt 6
1

2

√
T

p

 T∫
0

eptf 2(t) dt+

T∫
0

eptg2(t) dt


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Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñêüîãî äëÿ âíóòðiøíüî-

ãî iíòåãðàëó:

T∫
0

f(t)

 t∫
0

epsg(s) ds

 dt =

T∫
0

f(t)

 t∫
0

e
ps
2 · e

ps
2 g(s) ds

 dt 6

6

T∫
0

f(t)

√
ept − 1

p

√√√√√ t∫
0

epsg2(s) ds dt 6

T∫
0

f(t)

√
ept − 1

p
dt ·

√√√√√ T∫
0

epsg2(s) ds.

Ùå ðàç âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:

T∫
0

f(t)

√
ept − 1

p
dt =

T∫
0

e
pt
2 f(t)

√
ept − 1

pept
dt 6

6

√√√√√ T∫
0

eptf 2(t) dt

√√√√√ T∫
0

ept − 1

pept
dt 6

√√√√√ T∫
0

eptf 2(t) dt

√√√√√ T∫
0

1

p
dt =

=

√
T

p

√√√√√ T∫
0

eptf 2(t) dt.

Îòæå,

T∫
0

f(t)

 t∫
0

epsg(s) ds

 dt 6

√
T

p

√√√√√ T∫
0

eptf 2(t) dt

√√√√√ T∫
0

eptg2(t) dt 6

6
1

2

√
T

p

 T∫
0

eptf 2(t) dt+

T∫
0

eptg2(t) dt

 .

Ëåìà 2.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ C(Q), òàêî¨ ùî u|∂Ω = 0, uxi ∈
L2, i ñòàëî¨ p > 0 ñïðàâäåëèâà íåðiâíiñòü:∫

Q

|u(x, t)|
t∫

0

eps|uxi(x, s)| ds dQ 6 CΩ

√
T

p

∫
Q

eptu2
xi

(x, t) dQ,
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äå CΩ � ñòàëà, ç ÿêîþ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà

‖u‖L2(Ω) 6 CΩ‖uxi‖L2(Ω) â îáëàñòi Ω, i ∈ {1, ..., n}.

Öå òâåðäæåííÿ îäåðæó¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿì ëåìè 2.1 ç f(t) = |u(x, t)|,
g(t) = |uxi(x, t)| i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà.

2.1. Ïàðàáîëi÷íi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó

ut +Au+ Iu = f, (2.4)

u|t=0 = 0, u|∂Ω = 0. (2.5)

Òóò u = u(x, t) � øóêàíà ôóíêöiÿ, x ∈ Ω ⊂ Rn, A � äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó:

Au = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxj

)
xi

+
n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u,

I � âîëüòåððiâñüêèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð:

Iu =

t∫
0

−
n∑

i,j=1

(kij(x, t, s)uxi(x, s))xj +
n∑
i=1

ki(x, t, s)uxi(x, s)+

+k(x, t, s)u(x, s) ds.

Íàêëàäåìî òàêi óìîâè íà êîåôöií¹íòè ðiâíÿííÿ:

� aij = aji, ai,
∂ai
∂xi
, a âèìiðíi é îáìåæåíi â Ω;

� kij = kji, ki,
∂ki
∂xi
, k,

∂kij
∂s ,

∂ki
∂s ,

∂k
∂s � âèìiðíi é îáìåæåíi â Ω×[0, T ]×[0, T ].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ñòàëó, ÿêà ïðè âñiõ x ∈ Ω, t, s ∈ [0, T ] ìàæîðó¹

çíà÷åííÿ ôóíêöié |aij(x)|, |ai(x)|, |a(x)|,
∣∣∣∂ai(x)
∂xi

∣∣∣ , |kij(x, t, s)|,
|ki(x, t, s)|, |k(x, t, s)|,

∣∣∣∂ki(x,t,s)∂xi

∣∣∣ , ∣∣∣∂kij(x,t,s)∂s

∣∣∣ , ∣∣∣∂ki(x,t,s)∂s

∣∣∣ , ∣∣∣∂k(x,t,s)
∂s

∣∣∣ .
Çàóâàæåííÿ 2.1. Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ìà¹ âèãëÿä

m(t − τ)Ku, äå K � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, àíàëîãi÷íèé îïåðàòîðó
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A, òîáòî íåçàëåæíèé âiä ÷àñîâèõ çìiííèõ t è τ . Ñàìà ôóíêöiÿ m(t − τ),

ÿêà âðàõîâó¹ ïåðåäiñòîðiþ ïðîöåñó, ìîæå ìàòè âèãëÿä m(t − τ) = ϕ0 +∑m
i=1 ϕie

λi(t−τ) [28], ñòàëî¨ àáî ñèíóñî¨äè [42].

Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íèé: ∃α > 0 ∀x ∈ Ω,

ξi ∈ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > α
n∑
i=1

ξ2
i .

Íåõàé C∞s , s ∈ {0, T} � ëiíiéíi ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè:

u|x∈∂Ω = 0, u|t=s = 0. (2.6)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W+ i H+ ïîïîâíåííÿ C∞0 çà íîðìàìè

‖u‖W+ =

∫
Q

u2
t +

n∑
i=1

u2
xi
dQ


1
2

, ‖u‖H+ =

∫
Q

n∑
i=1

u2
xi
dQ


1
2

,

à ÷åðåç W+
∗ � ïîïîâíåííÿ C∞T çà íîðìîþ ‖ · ‖W+. Çàóâàæèìî, ùî ââîäèòè

ïðîñòiðH+
∗ ÿê ïîïîâíåííÿ C

∞
T çà íîðìîþ ‖·‖H+ íåìà¹ ïîòðåáè, îñêiëüêè âií

áóâ áè òîòîæíèì H+. ×åðåç W−, W−
∗ , H

− ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíi íåãàòèâíi

ïðîñòîðè. Ç óìîâ (2.6) i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà âèïëèâà¹, ùî cïðàâåäëèâi

ëàíöþæêè ùiëüíèõ âêëàäåíü

W+ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−, W+
∗ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−

∗ .

2.1.1. Óçàãàëüíåíà ïîñòàíîâêà. Äëÿ äîñëiäæåííÿ íà óçàãàëüíåíó

ðîçâ'ÿçíiñòü ââåäåìî áiëiíiéíi ôîðìè

lr(u, v) ≡ −r(u, vt)L2
+ r

n∑
i,j=1

(aijuxj , vxi)L2
+ r

n∑
i=1

(aiuxi, v)L2
+ r(au, v)L2

+

+ r
n∑

i,j=1

uxi, T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s) ds


L2

+
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+ r
n∑
i=1

uxi, T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds


L2

+ r

u, T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds


L2

,

(2.7)

äå r > 0 (ÿê ïîêàçàíî íèæ÷å, öåé äîïîìiæíèé ïàðàìåòð äà¹ çìîãó çíÿòè

äåÿêi îáìåæåííÿ íà êîåôiöi¹íòè).

Ëåìà 2.3. Äëÿ äîâiëüíèõ u ∈ C∞0 i v ∈ C∞T ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

l1(u, v) = 〈ut +Au+ Iu, v〉W−∗ ×W+
∗
,

äå 〈·, ·〉W−∗ ,W+
∗

� ðîçøèðåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ó

ïðîñòîði L2(Q) íà W−
∗ ×W+

∗ .

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè çà çìiííîþ t ç óðàõóâàííÿì óìîâ

(2.6), îäåðæó¹ìî ∫
Q

utv dQ = −
∫
Q

uvt dQ;

Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè çà çìiííèìè xi ç óðàõóâàííÿì óìîâ (2.6) äà¹∫
Q

−
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxj

)
xi
dQ =

∫
Q

n∑
i,j=1

aij(x)uxjvxi dQ,

Êðiì òîãî, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè i çìiíþþ÷è

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ çà iíøèìè çìiííèìè, ìà¹ìî

∫
Q

 t∫
0

−
n∑

i,j=1

(kij(x, t, s)uxi(x, s))xj +

+
n∑
i=1

ki(x, t, s)uxi(x, s) + k(x, t, s)u(x, s) ds

]
v(x, t) dQ =

=

∫
Ω

 T∫
0

t∫
0

n∑
i,j=1

kij(x, t, s)uxi(x, s)vxj(x, t)+

+
n∑
i=1

ki(x, t, s)uxi(x, s)v(x, t) + k(x, t, s)u(x, s)v(x, t) dsdt

]
dΩ =
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=

∫
Ω

 T∫
0

T∫
s

n∑
i,j=1

kij(x, t, s)uxi(x, s)vxj(x, t)+

+
n∑
i=1

ki(x, t, s)uxi(x, s)v(x, t) + k(x, t, s)u(x, su)v(x, t) dtds

]
dΩ =

=

∫
Q

uxi(x, τ)

T∫
s

n∑
i,j=1

kij(x, t, τ)vxj(x, t) dt+

+uxi(x, su)

T∫
s

n∑
i=1

ki(x, t, s)v(x, t) dt+ u(x, τ)

T∫
s

k(x, t, τ)v(x, t) dt

 dQ,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Äîñëiäèìî íåïåðåðâíiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè l1.

Ëåìà 2.4. Äëÿ u ∈ H+ i v ∈ W+
∗ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

|l1(u, v)| 6 C‖u‖H+‖v‖W+
∗
.

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî îêðåìî êîæíèé ç äîäàíêiâ áiëiíiéíî¨ ôîðìè l1,

âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Øâàðöà:

| − (u, vt)L2
| 6 ‖u‖L2

‖vt‖L2
6 ‖u‖H+‖v‖W+

∗
.∣∣∣∣∣

n∑
i,j=1

(aijuxj , vxi)L2

∣∣∣∣∣ 6
n∑

i,j=1

M‖uxj‖L2
‖vxi‖L2

6

6Mn2‖u‖H+‖v‖H+ = Mn2‖u‖H+‖v‖W+
∗
.

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(aiuxj , v)L2

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

M‖uxi‖L2
‖v‖L2

6 C‖u‖H+‖v‖W+
∗
.

|(au, v)L2
| 6M‖u‖L2

‖v‖L2
6 C‖u‖H+‖v‖W+

∗
.

Ïåðåéäåìî äî iíòåãðàëüíèõ äîäàíêiâ:∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

uxi, T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s) ds


L2

∣∣∣∣∣∣ 6
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6M

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

|uxi|, T∫
0

|vxj(x, s)| ds


L2

∣∣∣∣∣∣ 6
6M

n∑
i,j=1

|uxi|, T∫
0

|vxj(x, s)| ds


L2

6

6M
n∑

i,j=1

‖uxi‖L2

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

|vxj(x, s)| ds

∥∥∥∥∥∥
L2

6M
√
T

n∑
i,j=1

‖uxi‖L2
,
∥∥vxj∥∥L2

6

M
√
Tn2‖u‖H+ ‖v‖H+ 6 C‖u‖H+ ‖v‖W+

∗
.

(ïðè îöiíþâàííi íîðìè iíòåãðàëà çàñòîñîâàíî iíòåãðàëüíó íåâiðíiñòü Êîøi-

Áóíÿêîâñüêîãî). Àíàëîãi÷íî∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uxi, T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds


L2

∣∣∣∣∣∣ 6

6M

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

|uxi|, T∫
0

|v(x, s)| ds


L2

∣∣∣∣∣∣ 6
6M

n∑
i=1

|uxi|, T∫
0

|v(x, s)| ds


L2

6

6M
n∑
i=1

‖uxi‖L2

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

|v(x, s)|dτ

∥∥∥∥∥∥
L2

6M
√
T

n∑
i=1

‖uxi‖L2
, ‖v‖L2

6

M
√
Tn‖u‖H+ ‖v‖L2

6M
√
Tn‖u‖H+ ‖v‖W+

∗
.

Íàðåøòi, ∣∣∣∣∣∣
u, T∫

t

k(x, s, t)v(x, s) ds


L2

∣∣∣∣∣∣ 6
6M

|u|, T∫
0

|v(x, s)| ds


L2

6M

|u|, T∫
0

|v(x, s)| ds


L2

6
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6M‖uxi‖L2

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

|v(x, s)| ds

∥∥∥∥∥∥
L2

6M
√
T

n∑
i=1

‖u‖L2
, ‖v‖L2

6

M‖u‖L2
‖v‖L2

6 C‖u‖H+ ‖v‖W+
∗
.

Íàñëiäîê 2.1. Áiëiíiéíi ôîðìè lr ¹ íåïåðåðâíèìè ó ðîçãëÿíóòié ïàði

ïðîñòîðiâ, òîáòî

lr(u, v) 6 Cr‖u‖H+‖v‖W+
∗
.

Ç ëåì 2.3 i 2.4 âèïëèâà¹, ùî áiëiíiéíó ôîðìó l1 ìîæíà ðîçøèðèòè çà

íåïåðåðâíiñòþ íà ìíîæèíó H+ ×W−
∗ . Öå ðîçøèðåííÿ ïîðîäæó¹ ëiíiéíèé

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð L, ùî äi¹ ç H+ â W−
∗ , à òàêîæ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð

L∗, ùî äi¹ ç W+ â H−; ïðè öüîìó íà ìíîæèíi ãëàäêèõ ôóíêöié öåé

îïåðàòîð òîòîæíèé îïåðàòîðó ∂
∂t+A+I. Òàêi ñàìi îïåðàòîðè (ç òî÷íiñòþ äî

ìíîæíèêà r) ïîðîäæóþòüñÿ i áiëiíiéíèìè ôîðìàìè lr; ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç

L∗r i L∗r .
Òåïåð, ðîçøèðèâøè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (·, ·)L2

äî áiëiíiéíî¨ ôîðìè

〈·, ·〉W−∗ ×W+
∗
, ìîæíà ïåðåéòè âiä îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (2.4) äî iíòåãðàëüíî¨

òîòîæíîñòi

lr(u, v) = 〈f, v〉W−∗ ×W+
∗
, (2.8)

àáî, ùî òå ñàìå, äî ðiâíÿííÿ Lu = f , äå f ∈ W−
∗ . Çðîçóìiëî, ùî çà óìîâ

íà ãëàäêiñòü i ïðàâó ÷àñòèíó, äîñòàòíiõ äëÿ êëàñè÷íîãî ðîçóìiííÿ çàäà÷i

(2.4)�(2.5), ðiâíÿííÿ (2.8) ðiâíîñèëüíå îñòàííié.

Îòæå, çìiíèâøè ïðàâó ÷àñòèíó, ìîæíà äîñÿãòè òîãî, ùîá ïî÷àòêîâà

óìîâà áóëà îäíîðiäíîþ. Òîìó íàäàëi äîñëiäæóâàòèìåòüñÿ ñàìå öåé

âèïàäîê.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç l(1)
r (u, v) áiëiíiéíó ôîðìó, ÿêà âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó

∂
∂t +A (ïåðøi ÷îòèðè äîäàíêè lr(u, v)), à ÷åðåç l(2)

r (u, v) � áiëiíiéíó ôîðìó,

ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó I (îñòàííi òðè äîäàíêè lr(u, v)).
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2.1.2. Àïðiîðíi íåðiâíîñòi ó íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Ëåìà 2.5. Äëÿ u ∈ H+ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ‖Lu‖W−∗ > C‖u‖L2
.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü ëåìè äëÿ îïåðàòîðà Lr ïðè äåÿêîìó

çíà÷åííi r, ÿêå áóäå óòî÷íåíî ïiçíiøå (çðîçóìiëî, ùî îöiíêà ‖Lru‖W−∗ >

Cr‖u‖L2
ðiâíîñèëüíà òâåðäæåííþ ëåìè çi ñòàëîþ C = Cr

r ). Ðîçãëÿíåìî

iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó

u ∈ C∞0 ôóíêöiþ

v(x, t) = −
t∫

T

e−psu(x, s) ds,

äå p � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå âêàçàíî íèæ÷å. Ìà¹ìî

u(x, t) = −eptvt(x, t), uxi(x, t) = −eptvtxi(x, t). Çðîçóìiëî, ùî v ∈ C∞T .
Ùîá îäåðæàòè îöiíêó äëÿ Lr, äîâåäåìî ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

‖Lru‖W−∗ ‖v‖W+
∗
> |(Lru, v)L2

| > C1,r‖v‖2
W+
∗

> Cr‖v‖W+
∗
‖u‖L2

.

Ëiâà íåðiâíiñòü � öå íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà. Ïðàâà î÷åâèäíî âèïëèâà¹

ç òîãî, ùî ‖v‖W+
∗

> ‖vt‖L2
= ‖ue−pt‖L2

> e−pT‖u‖L2
. Âiäòàê, äîñòàòíüî

îöiíèòè çíèçó âèðàç |lr(u, v)| =
∣∣∣l(1)
r (u, v) + l

(2)
r (u, v)

∣∣∣.
Ó [32] ïîêàçàíî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ

a(x) >
n∑
i=1

∂ai(x)

∂xi
, a(x) > 0 ∀x ∈ Ω (2.9)

ñïðàâåäëèâà îöiíêà äëÿ l(1)
1 (u, v), ÿêó ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç l(1)

r (u, v) =

rl
(1)
1 (u, v) ó òàêèé ñïîñiá:

l(1)
r (u, v) >

r

2

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
t dQ+ r

αp− nM 2

2

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

+
rα

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ =

r

2

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
t dQ+
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+R1(p)

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

rα

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ,

äå R1(p) ∼ p ïðè p→∞.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîäàíîê

l(2)
r (u, v) = J1 + J2 + J3.

Îöiíèìî êîæíå Ji îêðåìî.

J1 = −r
n∑

i,j=1

∫
Q

eptvtxi(x, t)

T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s) ds dQ.

Ïðoiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè çà çìiííîþ t.

J1 = −r
n∑

i,j=1

∫
Ω

eptvxi(x, t)
T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ+

+r
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

peptvxi(x, t)

T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s)ds dt dΩ+

+r
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

eptvxi(x, t)

T∫
t

∂kij(x, s, t)

∂t
vxj(x, s) ds dt dΩ−

−r
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

eptkij(x, t, t)vxi(x, t)vxj(x, t) dt dΩ = J1,1 + J1,2 + J1,3 + J1,4.

Ïåðøèé äîäàíîê ó öié ñóìi îöiíèìî òàê:

|J1,1| = r

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

eptvxi(x, t)
T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

vxi(x, 0) ·
T∫

0

rkij(x, s, 0)vxj(x, s) ds dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
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6
n∑

i,j=1

∫
Ω

1

2

v2
xi

(x, 0) +

 T∫
0

r|kij(x, s, 0)vxj(x, s)| ds

2
 dΩ 6

6
n∑

i,j=1

∫
Ω

1

2

v2
xi

(x, 0) + r2M 2T

T∫
0

v2
xj

(x, s) ds

 dΩ =

=
n

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ +

nr2M 2T

2

∫
Q

n∑
i=1

v2
xi
dQ 6

6
nr2M 2T

2

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

n

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ.

Ðåøòó äîäàíêiâ îöiíèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1.

|J1,2| = r

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

peptvxi(x, t)

T∫
t

kij(x, s, t)vxj(x, s)ds dt dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6

6 rpM

n∑
i,j=1

∫
Ω

T∫
0

ept|vxi(x, t)|
T∫
t

|vxj(x, s)| ds dt dΩ =

= rpM

n∑
i,j=1

∫
Ω

T∫
0

|vxj(x, s)|
τ∫

0

ept|vxi(x, t)| dt ds dΩ 6

6
rpM

2

√
T

p

n∑
i,j=1

∫
Ω

T∫
0

ept
(
v2
xi

(x, t) + v2
xj

(x, t)
)
dt dΩ =

= nr
√
pTM

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

|J1,3| = r

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

eptvxi(x, t)

T∫
t

∂kij(x, s, t)

∂t
vxj(x, s) ds dt dΩ

∣∣∣∣∣∣ =

= r

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

vxj(x, s)

s∫
0

∂kij(x, s, t)

∂t
eptvxi(x, t) dt ds dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
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6 rM
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

|vxj(x, s)|
s∫

0

ept|vxi(x, t)| dt ds dΩ 6

6
rM

2

√
T

p

n∑
i,j=1

∫
Ω

T∫
0

ept
(
|v2
xi

(x, t)|+ |v2
xj

(x, t)|
)
dt dΩ =

= nrM

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

|J1,4| = r
n∑

i,j=1

∫
Ω

T∫
0

eptkij(x, t, t)vxi(x, t)vxj(x, t) dt dΩ 6

6
rM

2

n∑
i,j=1

∫
Ω

T∫
0

ept
(
v2
xi

(x, t) + v2
xj

(x, t)
)
dt dΩ = nrM

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

Îòæå,

|J1| 6

(
nrM

√
Tp+

nr2M 2T + 2nrM

2
+ nrM

√
T

p

)∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

+
n

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîäàíîê J2.

J2 = r
n∑
i=1

∫
Q

uxi(x, t)

T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds dQ =

= −r
n∑
i=1

∫
Q

eptvtxi(x, t)

T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds dQ.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè çà t, îäåðæó¹ìî

J2 = −r
n∑
i=1

∫
Ω

eptvxi(x, t)
T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ+
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+r
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

peptvxi(x, t)

T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds dt dΩ+

+r
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

eptvxi(x, t)

T∫
t

∂ki(x, s, t)

∂t
v(x, s) ds dt dΩ−

−r
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

eptki(x, t, t)vxi(x, t)v(x, t) dt dΩ = J2,1 + J2,2 + J2,3 + J2,4.

Îöiíèìî äîäàíêè J2,i àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî äëÿ J1,i.

|J2,1| =

∣∣∣∣∣∣∣−r
n∑
i=1

∫
Ω

eptvxi(x, t)
T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

vxi(x, 0) ·
T∫

0

rki(x, s, 0)v(x, s) ds dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
6

n∑
i=1

∫
Ω

1

2

v2
xi

(x, 0) +

 T∫
0

r|ki(x, s, 0)v(x, s)| ds

2
 dΩ 6

6
n∑
i=1

∫
Ω

1

2

v2
xi

(x, 0) + r2M 2T

T∫
0

v2(x, s) ds

 dΩ 6

6
1

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ +

r2M 2CΩT

2

n∑
i=1

∫
Q

v2
xi
dQ 6

6
r2M 2CΩT

2

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

1

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ.

Íàñòóïíèé äîäàíîê îöiíèìî çà ëåìîþ 2.2:

|J2,2| = r

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

peptvxi(x, t)

T∫
t

ki(x, s, t)v(x, s)ds dt dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
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6 rpM
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

ept|vxi(x, t)|
T∫
t

|v(x, s)| ds dt dΩ =

= rpM
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

|v(x, s)|
τ∫

0

ept|vxi(x, t)| dt ds dΩ 6

6 rpM
CΩ + 1

2

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ = rM

CΩ + 1

2

√
Tp

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

Òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

|J2,3| = r

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

eptvxi(x, t)

T∫
t

∂ki(x, s, t)

∂t
v(x, s) ds dt dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 rM

CΩ + 1

2

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

Äîäàíîê J2,4 îöiíèìî áåçïîñåðåäíüî:

|J2,4| = r

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

eptki(x, t, t)vxi(x, t)v(x, t) dt dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6

6
rM

2

n∑
i=1

∫
Ω

T∫
0

ept
(
v2
xi

(x, t) + v2(x, t)
)
dt dΩ 6

6
rM(CΩ + 1)

2

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
xi

(x, t) dQ.

Äîäàþ÷è îäåðæàíi íåðiâíîñòi äëÿ J2,i, ìà¹ìî

|J2| 6

(
rM

CΩ + 1

2

√
Tp+

r2M 2TCΩT + rM(1 + CΩ)

2
+ rM

CΩ + 1

2

√
T

p

)
·

·
∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

1

2

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ.
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Íàðåøòi, îöiíèìî J3.

J3 = r

∫
Q

u(x, t)

T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds dQ =

= −r
∫
Q

eptvt(x, t)

T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds dQ.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè çà t, ïåðåïèøåìî J3 ó âèãëÿäi ñóìè

J3 = −r
∫
Ω

eptv(x, t)

T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ+

+r

∫
Ω

T∫
0

peptv(x, t)

T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds dt dΩ+

+r

∫
Ω

T∫
0

eptv(x, t)

T∫
t

∂k(x, s, t)

∂t
v(x, s) ds dt dΩ−

−r
∫
Ω

T∫
0

eptk(x, t, t)v2(x, t) dt dΩ = J3,1 + J3,2 + J3,3 + J3,4.

ßê i ðàíiøå, îöiíèìî çà ìîäóëåì êîæíèé ç îäåðæàíèõ äîäàíêiâ îêðåìî.

|J3,1| =

∣∣∣∣∣∣∣−r
∫
Ω

eptv(x, t)

T∫
t

k(x, s, t)v(x, s) ds


∣∣∣∣∣∣
t=T

t=0

dΩ

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

v(x, 0) ·
T∫

0

rk(x, s, 0)v(x, s) ds dΩ

∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫
Ω

1

2

v2(x, 0) +

 T∫
0

r|k(x, s, 0)v(x, τ)| ds

2
 dΩ 6
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6
∫
Ω

1

2

v2(x, 0) + r2M 2T

T∫
0

v2(x, s) ds

 dΩ 6

6
r2M 2T

2

∫
Q

eptv2 dQ+
1

2

∫
Ω

v2|t=0 dΩ.

Ðåøòó äîäàíêiâ ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íî äî J1,2, J1,3 è J1,4:

|J3,2| 6 r
√
pTM

∫
Q

eptv2 dQ;

|J3,3| 6 rM

√
T

p

∫
Q

eptv2 dQ;

|J3,4| 6 rM

∫
Q

eptv2 dQ.

Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà äî ïðàâèõ ÷àñòèí óñiõ íåðiâíîñòåé äëÿ

J3,i i äîäàâøè îäåðæàíi âèðàçè, ïðèéäåìî äî ïîòðiáíî¨ îöiíêè J3:

|J3| 6

(
rM
√
Tp+

r2M 2T + 2rM

2
+ rM

√
T

p

)
CΩ

n

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

+
CΩ

2n

∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ.

Îòæå,

|l(2)
r (u, v)| = |J1 + J2 + J3| 6 |J1|+ |J2|+ |J3| 6

6 rM

(
n+

CΩ + 1

2
+
CΩ

n

)(√
Tp+

rMT

2
+ 1 +

√
T

p

)
·
∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

+

(
1 +

CΩ

2n

)∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ =

= R2(p)

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ+

(
1 +

CΩ

2n

)∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ,



49

äå R2(p) ∼
√
p ïðè p→∞.

Òåïåð ïiäáåðåìî ïîòðiáíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ r i p. Ïîêëàäåìî r =

n+CΩ

nα . Òîäi (
rα

2
− 1− CΩ

2n

)∫
Ω

n∑
i=1

v2
xi
|t=0 dΩ = 0,

òîìó

l(1)
r (u, v)− |l(2)

r (u, v)| > (R1(p)−R2(p))

∫
Q

ept

(
v2
t +

n∑
i=1

v2
xi

)
dQ.

Îòæå, çàôiêñóâàâøè r, ìîæíà âèáðàòè äîñòàòíüî âåëèêå p∗, ïðè ÿêîìó

R1(p
∗) − R2(p

∗) > r
2 . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî R1(p) ∼ p, R2(p) ∼

√
p, ïðè

p→∞. Àëå òîäi, âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, ìà¹ìî

|lr(u, v)| = |l(1)
r (u, v) + l(2)

r (u, v)| > l(1)
r (u, v)− |l(2)

r (u, v)| >

>
r

2

∫
Q

ept

(
v2
t +

n∑
i=1

v2
xi

)
dQ =

r

2
‖v‖2

W+
∗
,

ùî äîâîäèòü êîåðöèòèâíiñü îïåðàòîðà Lr çi ñòàëîþ Cr = r
2ep∗T

(i, âiäïîâiäíî,

òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöié çi ñòàëîþ C = 1
2ep∗T

) çà óìîâ (2.9).

ßêùî öi óìîâè íå âèêîíóþòüñÿ, çðîáèìî çàìiíó u = eqtũ. Î÷åâèäíî,

ũ ∈ C∞0 , ïðè öüîìó ut = qeqtũ+ eqtũt, uxi = eqtũxi, i âiäïîâiäíî

Lu = eqt
(
ũt + Ãũ+ Iũ

)
= eqtL̃ũ,

äå Ã � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ùî çàäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî îïåðàòîðà

A. Éîãî êîåôiöi¹íòè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè A òàê:

ãij(x) = aij(x), ãi(x) = ai(x), ã(x) = a(x) + q

Î÷åâèäíî, ùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó q êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà Ã áóäóòü

çàäîâîëüíÿòè óìîâè (2.9). Ç iíøîãî áîêó, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

‖Lu‖W−∗ > C̃1‖L̃ũ‖W−∗ > C̃2‖ũ‖L2
> C‖u‖L2

.
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Îòæå, äîâåäåíà âèùå êîåðöèòèâíiñòü îïåðàòîðà L̃ òÿãíå çà ñîáîþ

àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü ïî÷àòêîâîãî îïåðàòîðà L.
Ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè äëÿ óñiõ åëåìåíòiâ u ∈ H+ îäåðæó¹òüñÿ

ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì.

Îöiíêó êîåðöèòèâíîñòi äëÿ îïåðàòîðà L ìîæíà îäåðæàòè i â iíøié ïàði

íîðì. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

l̂(u, v) ≡ (ut, v)L2
+

n∑
i,j=1

(aijuxj , vxi)L2
+

n∑
i=1

(aiuxi, v)L2
+ (au, v)L2

+

+
n∑

i,j=1

 t∫
0

kij(x, t, s)uxi(x, s)ds, vxj


L2

+
n∑
i=1

 t∫
0

ki(x, t, s)uxi(x, s)ds, v


L2

+

 t∫
0

k(x, t, s)u(x, s) ds, v


L2

.

Ëåìà 2.6. Äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈ H+ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

l̂(u, v) = 〈Lu, v〉H−,H+ ,

äå 〈·, ·〉H−,H+ � ðîçøèðåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ó

ïðîñòîði L2(Q) íà H− ×H+.

Öÿ ëåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ëåìè (2.3). Êðiì òîãî, àíàëîãi÷íî äî

ëåìè (2.4) ìîæíà îäåðæàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.7. Äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈ H+ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

l̂(u, v) 6 C‖u‖W+‖u‖H+,

Îòæå, l̂(u, v) âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç W+

ó H−. Çàóâàæèìî, ùî âií ¹ çâóæåííÿì îïåðàòîðà L íà ìíîæèíó W+, òîæ

áóäåìî òàêîæ ïîçíà÷àòè éîãî L. Êðiì òîãî, áiëiíiéíà ôîðìà l̂(u, v) çàäà¹

ñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ÿêèé ¹ ðîçøèðåííÿì îïåðàòîðà L∗ íà ìíîæèíó H+ i

äi¹ âW−
∗ . Öåé îïåðàòîð òàêîæ ïîçíà÷èìî ÷åðåç L∗. ×åðåç l̂(1)(u, v) i l̂(2)(u, v)

ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ïåðøi ÷îòèðè é îñòàííi òðè äîäàíêè ôîðìè l̂(u, v).
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Ëåìà 2.8. Äëÿ u ∈ W+ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ‖Lu‖H− > C‖u‖H+.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ëåìè îäåðæèìî ç ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé

‖Lu‖H−‖v‖H+ > |(Lu, v)L2
| > C‖v‖2

H+ > C‖v‖H+‖u‖H+,

äå v(x, t) = e−ptu(x, t), òîáòî u(x, t) = eptv(x, t), u ∈ C∞0 . Ïðàâà é

ëiâà íåðiâíîñòi î÷åâèäíi. Ùîá äîâåñòè ñåðåäíþ, îöiíèìî êîæíèé äîäàíîê

l(1)(u, v), iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ç óðàõóâàíÿì óìîâ (2.6) i (2.9):

I1 =

∫
Q

utv dQ = −
∫
Q

uvt dQ = −
∫
Q

eptvvt dQ =

=

∫
Ω

v2|t=0 dΩ + p

∫
Q

eptv2 dQ− I1 ⇒ I1 >
p

2

∫
Q

eptv2 dQ > 0.

I2 =

∫
Q

n∑
i,j=1

aijuxivxj dQ =

∫
Q

ept
n∑

i,j=1

aijvxivxj dQ > α

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

I3 =

∫
Q

n∑
i=1

aiuxiv dQ =

∫
Q

ept
n∑
i=1

aivxiv dQ =

∫
Q

ept
n∑
i=1

∂ai
∂xi

v2 dQ− I3.

I4 =

∫
Q

auv dQ =

∫
Q

eptav2 dQ⇒ I3 + I4 >
1

2

∫
Q

eptv2 dQ > 0.

Âiäïîâiäíî,

l(1)(u, v) > α

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

Òåïåð îöiíèìî äîäàíêè l(2)(u, v), âèêîðèñòîâóþ÷è äåìè 2.1, 2.2 i íåðiâíiñòü

Ôðiäðiõñà.

J1 =

∫
Q

t∫
0

n∑
i,j=1

kij(x, t, s)uxi(x, s) ds · vxj(x, t) dQ =

=
n∑

i,j=1

∫
Q

vxj(x, t)

t∫
0

kij(x, t, s)e
psvxi(x, τ)ds dQ 6
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6M
n∑

i,j=1

∫
Q

|vxj(x, t)|
t∫

0

eps|vxi(x, s)|ds dQ 6
Mn

2

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ.

J2 =

∫
Q

t∫
0

n∑
i=1

ki(x, t, s)uxi(x, s)ds · v(x, t) dQ =

=
n∑
i=1

∫
Q

v(x, t)

t∫
0

ki(x, t, s)e
psvxi(x, s) ds dQ 6

6MCΩ

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

vxi(x, t) dQ.

J3 =

∫
Q

t∫
0

k(x, t, s)u(x, s) ds · v(x, t) dQ =

=

∫
Q

v(x, t)

t∫
0

k(x, t, s)epsv(x, s) ds dQ 6

6M

√
T

p

∫
Q

eptv2(x, t) dQ 6M
CΩ

n

√
T

p

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi

(x, t) dQ.

Îòæå, l(2)(u, v) = O(p−
1
2 ), p → ∞, òîìó ìîæíà âèáðàòè äîñòàòíüî âåëèêå

p, ïðè ÿêîìó |l(1)(u, v)| − |l(2)(u, v)| > 1
2

∫
Q e

pt
∑n

i=1 v
2
xi
dQ, i òîäi

|l(u, v)| > |l(1)(u, v)| − |l(2)(u, v)| > 1

2

∫
Q

ept
n∑
i=1

v2
xi
dQ >

1

2
‖v‖2

H+

ùî é òðåáà áóäî äîâåñòè. Óìîâè (2.9) ìîæíà çíÿòè òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi

ëåìè 2.5. Íåðiâíiñòü ëåìè äëÿ óñiõ åëåìåíòiâ u ∈ H+ âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè

ùiëüíîñòi C∞0 ó H+.

Ëåìà 2.9. Äëÿ v ∈ H+ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü ‖L∗v‖W− > C‖v‖L2
.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ ôóíêöié iç v ∈ C∞T . Íåõàé ũ(x, t) =

v(x, T − t). Òîäi ũ ∈ C∞0 . Ç iíøîãî áîêó, ÿê íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ∀u ∈ C∞0

l(u, v) = −(ũ, ṽt)L2
+

n∑
i,j=1

(aijũxj , ṽxi)L2
−

n∑
i=1

(aiṽxi, ũ)L2
+ (aũ, ṽ)L2

+

+
n∑

i,j=1

ṽxj , T∫
t

k̃ij(x, t, s)ũxi(x, τ) ds


L2

+
n∑
i=1

ũ, T∫
t

k̃i(x, t, s)ṽxi(x, s) ds


L2

+

 T∫
t

k̃(x, t, s)ṽ(x, s) ds, ũ


L2

,

äå k̃ij(x, t, s) = kij(x, T − t, T − s), k̃i(x, t, s) = ki(x, T − t, T − s), k̃(x, t, τ) =

k(x, T − t, T − s). Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ç óðàõóâàííÿì êðàéîâî¨ óìîâè,

îäåðæó¹ìî

(aiṽxi, ũ)L2
= − ((aiũ)xi, ṽ)L2

= − (aiũxi, ṽ)L2
−
(
∂ai
∂xi

ũ, ṽ

)
L2

,

ũ, T∫
t

k̃i(x, t, s)ṽxi(x, s) ds


L2

=

−

ũxi, T∫
t

k̃i(x, t, s)ṽ(x, s) ds


L2

−

ũ, T∫
t

∂k̃i(x, t, s)

∂xi
ṽ(x, s) ds


L2

.

Öå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê: l(u, v) = l∗(ũ, ṽ), äå áiëiíiéíà

ôîðìà l∗ çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

l∗(ũ, ṽ) = −(ũ, ṽt)L2
+

n∑
i,j=1

(aijũxj , ṽxi)L2
+

n∑
i=1

(a∗i ũxi, ṽ)L2
+ (a∗ũ, ṽ)L2

+

+
n∑

i,j=1

ũxi, T∫
t

kij(x, s, t)ṽxj(x, s) ds


L2

+

+
n∑
i=1

ũxi, T∫
t

k∗i (x, s, t)ṽ(x, s) ds


L2

+

ũ, T∫
t

k∗(x, s, t)ṽ(x, s) ds


L2

,
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äå a∗i = −ai, a∗ = a−
∑n

i=1
∂ai
∂xi
, k∗i (x, t, s) = −ki(x, T − t, T − s), k∗(x, t, s) =

k(x, T − t, T − s)−
∑n

i=1
∂ki(x,T−t,T−s)

∂xi
.

Àëå òîäi ìîæíà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ ëåìè 2.5 äëÿ

îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî áiëiíiéíîþ ôîðìîþ rl∗(·, ·), ïîêëàâøè

ṽ(x, t) = −
t∫

T

e−psũt(x, s) ds

i âèáðàâøè ïîòðiáíå çíà÷åííÿ r. Öå ïðèâåäå äî íåðiâíîñòi

l∗(ũ, ṽ) > C‖ũ‖L2
‖ṽ‖W+

∗
,

Ç iíøîãî áîêó, ‖ũ‖L2
= ‖v‖L2

, ùî ç óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi Êîøi-Øâàðöà

|l∗(ũ, ṽ)| 6 ‖Lũ‖W−∗ ‖ṽ‖W+
∗
äà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 2.10. Äëÿ v ∈ W+
∗ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ‖L∗v‖H− > C‖v‖H+.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Îäåðæàíi àïðiîðíi îöiíêè öiëêîâèòî çáiãàþòüñÿ ç íå-

ðiâíîñòÿìè êîåpöèòèâíîñòi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòî-

ðà. Ïî ñóòi, iäåÿ äîâåäåííÿ êîåðöèòèâíîñòi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïå-

ðàòîðà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàëüíà ÷àñòèíà íå âïëèâà¹

íà âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà. Öå äà¹ çìîãó ïåðåíåñòè îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó i

òåîðåìè ðîçâ'ÿçíîñòi, íàâåäåíi ó [32] äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðà-

áîëi÷íîãî òèïó, íà âèïàäîê iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ôóíêöiîíàëó f ∈ H− iñíó¹ i ¹äèíèé

ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = f ç ïðîñòîðó H+.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ôóíêöiîíàëó f ∈ W−
∗ iñíó¹ i ¹äèíèé

ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Lu = f ç ïðîñòîðó L2 â ðîçóìiííi îçíà÷åíü

2.4�2.5.

Çàóâàæåííÿ 2.3. �äèíèì îáìåæåííÿì íà êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà, îêðiì

óìîâ ãëàäêîñòi, çàëèøèëàñü ðiâíîìiðíà åëiïòè÷íiñòü îïåðàòîðà A. Öèì
òåîðåìà 2.5 ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä àíàëîãi÷íî¨ òåîðåìè, îäåðæàíî¨ â [2],
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äå âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ÿäðà kij, ki é k äîðiâíþâàëè íóëþ ïðè s = 0. Ðàçîì

ç òèì, äîâåäåííÿ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé, ç ÿêèõ âèïëèâà¹ òåîðåìà 2.5, ¹

ðîçâèíåííÿì iäåé äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé ó âêàçàíié ñòàòòi.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Àíàëîã÷íi òåîðåìè ñïðàâåäëèâi i äëÿ ñïðÿæåíîãî

ðiâíÿííÿ.

2.1.3. Ñõåìà ìåòîäó Ãàëüîðêiíà. Âèáåðåìî áàçèñ {ωi}∞i=1 ó

ïðîñòîðiH1
0(Ω). Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ââàæàòè öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèì ó

L2(Ω), õî÷à öÿ âèìîãà íå ¹ ñóòò¹âîþ. ×åðåçHm ïîçíà÷èìî ëiíiéíó îáîëîíêó

ñèñòåìè {ω1, ..., ωm}.
Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.4) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨

um =
m∑
l=1

gl(t)ωl; (2.10)

êîåôiöi¹íòè gl(t) çíàõîäÿòüñÿ çi ñïiââiäíîøåíü

(umt (t), v)L2(Ω) +

(
n∑

i,j=1

aiju
m
xi

(t), vxj

)
L2(Ω)

+

(
n∑
i=1

aiu
m
xi

(t), v

)
L2(Ω)

+

+ (aum(t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

t∫
0

kiju
m
xi

(s) ds, vxj


L2(Ω)

+

+

 n∑
i=1

t∫
0

kiu
m
xi

(s) ds, v


L2(Ω)

+

 t∫
0

kumxi(s) ds, v


L2(Ω)

= (f(t), v)L2(Ω),

(2.11)

äå v � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó Hm. Ïåðåïèñàâøè öi ðiâíîñòi ç

v = ωl, l = 1,m, îäåðæèìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî gl(t):

(LG)(t) ≡ G
′
(t) + AG(t) +

t∫
0

K(t, s)G(s) ds = F (t) (2.12)
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ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

G(0) = 0, (2.13)

äå G(t) = (g1(t), ..., gm(t))T , F (t) = ((f(t), ω1)L2(Ω), ..., (f(t), ωm)L2(Ω))
T , A,K

� ìàòðèöi, åëåìåíòè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

Aql =
n∑

i,j=1

(aijωlxi , ωqxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(aiωlxi , ωq)L2(Ω) + (aωl, ωq)L2(Ω),

Kql(t, s) =
n∑

i,j=1

(kijωlxi , ωqxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(kiωlxi , ωq)L2(Ω) + (kωl, ωq)L2(Ω).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî F ∈ L2([0, T ])m, òîáòî (f(t), ωq) ∈ L2([0, T ]), q = 1,m.

2.1.4. Ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè çâè÷àéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî ñèñòåìà (2.12)�(2.13) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-

çîê äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi, çäiéñíèìî ó äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî

iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ìàþòü ìiñöå äëÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ïðàâèõ

÷àñòèí, ùî îáåðòàþòüñÿ â íóëü ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó (òàêà ìíîæèíà

ùiëüíà ó ïðîñòîði L2([0, T ])m), à ïîòiì ïîøèðèìî öå òâåðäæåííÿ íà âåñü

ïðîñòið L2([0, T ])m çà äîïîìîãîþ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé.

Ëåìà 2.11. Íåõàé R ∈ C([0, T ]),Rm,m, B ∈ C
(
[0, 1]3,Rm

)
, à òàêîæ

äëÿ äåÿêèõ α, β > 0 i äîâiëüíèõ G,H ∈ Rm, 0 6 t, s, ν 6 T ñïðàâåäëèâi

íåðiâíîñòi

‖A(G−H)‖ 6 α‖G−H‖,

‖B(t, s, ν)(G−H))‖ 6 β‖G−H‖.

Òîäi ïðè äîâiëüíîìó t ∈ [0, T ] äëÿ îïåðàòîðà

ΛG(t) ≡
t∫

0

R(s)− AG(s) ds−
t∫

0

s∫
0

B(t, s, ν)G(ν) dν ds,

ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖ΛkX(t)− ΛkY (t)‖ 6
k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj

tk+j

(k + j)!
‖X − Y ‖∞,
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äå ‖Z‖∞ = max06t6T ‖Z‖.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî ìiðêóâàííÿ çà iíäóêöi¹þ. Äëÿ k = 1 ìà¹ìî

‖ΛX(t)− ΛY (t)‖ 6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

AY (s)− AX(s) ds

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

s∫
0

B(t, s, ν)(X(ν)− Y (ν)) dν ds

∥∥∥∥∥∥ 6

6 ‖A‖t‖X − Y ‖∞ +
βt2

2
‖X − Y ‖∞ =

(
αt+

βt2

2

)
‖X − Y ‖∞.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Λk. Ç

óðàõóâàííÿì íåðiâíîñòi∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Z(s) ds

∥∥∥∥∥∥ 6

t∫
0

‖Z(s)‖ dt

äëÿ Λk+1
1 ìà¹ìî

‖Λk+1X(t)− Λk+1Y (t)‖ 6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

AΛkY (s)− AΛkX(s) ds

∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

s∫
0

B(t, s, ν)(ΛkX(ν)− ΛkY (ν)) dν ds

∥∥∥∥∥∥ 6

6

t∫
0

α‖ΛkY (s)− ΛkX(s)‖ ds+

t∫
0

s∫
0

β‖ΛkX(ν)− ΛkY (ν)‖ dν ds 6

α

t∫
0

k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj

sk+j

(k + j)!
‖X − Y ‖∞ ds+

+β

t∫
0

s∫
0

k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj

νk+j

(k + j)!
‖X − Y ‖∞ dν ds =

=
k∑
j=0

(
k

j

)
αk+1−jβj

tk+1+j

(k + 1 + j)!
‖X − Y ‖∞+
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+
k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj+1 tk+2+j

(k + 2 + j)!
‖X − Y ‖∞+

+
k+1∑
j=k

(
k + 1

j

)
αk+1−jβj

tk+1+j

(k + 1 + j)!
‖X − Y ‖∞.

Ëåìà 2.12. Çà óìîâ ëåìè 2.11 îïåðàòîð Λ : C([0, T ],Rm) →
C([0, T ],Rm) ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X, Y ∈ C([0, T ],Rm). Òîäi çà ëåìîþ 2.11

‖ΛkX(t)− ΛkY (t)‖ 6
k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj

tk+j

(k + j)!
‖X − Y ‖∞ 6

6
T 2k

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
αk−jβj‖X − Y ‖∞ =

T 2k(α + β)k

k!
‖X − Y ‖∞.

Çâiäñè ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó k îïåðàòîð Λk ¹

ñòèñêóþ÷èì, à òîìó çà òåîðåìîþ Áàíàõà Λ ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó.

Ëåìà 2.13. Íåõàé F ∈ C1([0, T ])m, F (0) = 0. Òîäi ñèñòåìà (2.12)�

(2.13) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê G ∈ C1([0, T ])m.

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèìî ó ñèñòåìó (2.12)�(2.13) G(t) =
∫ t

0 G
′
(s)ds i

F (t) =
∫ t

0 F
′
(s)ds. Ìà¹ìî

ΛG
′
(t) =

t∫
0

F
′
(s) ds−

t∫
0

K(t, s)

s∫
0

G
′
(ν) dν ds = G

′
(t).

Çà ëåìîþ 2.12 öåé îïåðàòîð ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó

G
′ ∈ C([0, T ])m, ÿêà i ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.12)�(2.13).

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé.

Ëåìà 2.14. Îïåðàòîð L äi¹ íåïåðåðâíî ç H1
0([0, T ])m ó L2([0, T ])m,

m ∈ N.

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ øëÿõîì áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè.
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Ëåìà 2.15. Îïåðàòîð L êîåðöèòèâíèé, òîáòî

∃C > 0 ∀G ∈ H1([0, T ])m ‖LG‖L2([0,T ])m > C‖G‖H1
0 ([0,T ])m, m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

C‖LG‖L2([0,T ])m‖G‖H1
0 ([0,T ])m > ‖LG‖L2([0,T ])m‖H‖L2([0,T ])m >

>
m∑
q=1

‖(LG)k‖L2([0,T ])‖hq‖L2([0,T ]) >
m∑
q=1

((LG)q, hq)L2([0,T ]) >

> C‖H‖2
L2([0,T ])m > C‖G‖2

H1
0 ([0,T ])m, (2.14)

äå H = (h1, ..., hm)T , ÷åðåç C ïîçíà÷åíî äîäàòíó ñòàëó, ÿêà ìîæå áóòè

ðiçíîþ äëÿ ðiçíèõ íåðiâíîñòåé ç ëàíöþæêà, à âåêòîð-ôóíêöi¨ H i G

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì G(t) =
∫ t

0 e
psH(s)ds, òîáòî gk(t) =

∫ t
0 e

pshk(s)ds.

Î÷åâèäíî, ùî çi ñïiââiäíîøåííÿ G
′
(t) = eptH(t) âèïëèâàþòü êðàéíi

íåðiâíîñòi ó (2.14). Êðiì òîãî, äðóãà i òðåòÿ çëiâà íåðiâíîñòi � öå

íåðiâíîñòi Êîøi òà Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Çàëèøèëîñü äîâåñòè äðóãó ñïðàâà

íåðiâíiñòü. Ìà¹ìî

((LG)q, hq)L2([0,T ]) =

T∫
0

g
′

q(t)hq(t) dt+
m∑
l=1

Aql

T∫
0

gl(t)hq(t) dt+

+
m∑
l=1

T∫
0

t∫
0

Kql(t, s)gl(s) ds · hq(t) dt = Iq,1 + Iq,2 + Iq,3.

Îöiíèìî îêðåìî êîæíèé ç öèõ âèðàçiâ.

Iq,1 =

T∫
0

g
′

q(t)hq(t) dt =

T∫
0

epth2
q(t) dt.

Iíøi äîäàíêè îöiíèìî çà ìîäóëåì, âèêîðèñòàâøè ëåìó 2.1:

|Iq,2| =

∣∣∣∣∣∣
m∑
l=1

Aql

T∫
0

gl(t)hq(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6
m∑
l=1

|Aql|
T∫

0

|hq(t)|
t∫

0

eps|hl(s)| ds dt 6
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6
1

2

√
T

p

m∑
l=1

T∫
0

ept(h2
l (t) + h2

q(t)) dt.

Àíàëîãi÷íî îöiíèìî é òðåòþ ãðóïó äîäàíêiâ, ïîçíà÷èâøè ÷åðåç M ñòàëó,

ùî ìàæîðó¹ âåëè÷èíè |Kql|, q, l = 1,m:

|Iq,3| =

∣∣∣∣∣∣
m∑
l=1

T∫
0

t∫
0

Kql(t, s)gl(s) ds · hq(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
m∑
l=1

T∫
0

hk(t)

t∫
0

Kql(t, s)

ν∫
0

epνhl(ν) dν ds dt

∣∣∣∣∣∣ 6
6MT

m∑
l=1

T∫
0

|hq(t)|
ν∫

0

epν|hl(ν)| dν dt 6 MT

2

√
T

p

m∑
l=1

T∫
0

ept(h2
l (t)+h2

k(t)) dt.

Îòæå,
m∑
q=1

((LG)q, hq)L2([0,T ]) =
m∑
k=1

Iq,1 + Iq,2 + Iq,3 =

=
m∑
q=1

T∫
0

epth2
q(t) dt+O(p−1/2)

m∑
q=1

T∫
0

epth2
q(t) dt.

Òîìó, âèáðàâøè äîñòàòíüî âåëèêå p, ìîæíà äîñÿãòè, íàïðèêëàä, íåðiâíîñòi

m∑
q=1

((LG)q, hq)L2([0,T ]) >
1

2

m∑
q=1

T∫
0

epth2
q(t) dt >

1

2
‖H‖2

L2([0,T ])m,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ëåìè 2.11, 2.14, 2.15 äàþòü çìîãó ñôîðìóëþâàòè

Íàñëiäîê 2.2. Îïåðàòîð L äîïóñêà¹ ðîçøèðåííÿ äî ãîìåîìîðôiçìó

ìiæ H1
0([0, T ])m i L2([0, T ])m.

2.1.5. Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü.

Ëåìà 2.16. Ïîñëiäîâíiñòü (um) îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó H+.
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Äîâåäåííÿ. Ó ëåìi 2.10 êîåðöèòèâíiñòü îïåðàòîðà L îäåðæàíî ÿê

íàñëiäîê äîïîìiæíî¨ íåðíiâîñòi l̂(u, v) > C‖v‖2
H+, äå v = e−ptu, äëÿ

äîñòàòíüî ãëàäêèõ u. Öÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà é äëÿ um i vm = e−ptum.

Çàóâàæèìî, ùî (Lum, vm)L2(Q) = (f, vm)L2(Q), ó ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ,

ïiäñòàâèâøè v = e−ptum(t) ó (2.11) i ïðîiíòåãðóâàâøè öþ ðiâíiñòü âiä 0 äî

T . Òîìó ìîæíà çàïèñàòè ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

C‖f‖H−‖um‖H+ > ‖f‖H−‖vm‖H+ >

> (f, vm)L2(Q) = (Lum, vm)L2(Q) > C‖vm‖2
H+ > C‖um‖2

H+,

çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ãîëîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé f ∈ H−. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (um) çáiãà¹òñüÿ äî

ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (2.4)�(2.5) ñëàáêî ó ïðîñòîði H+.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóâàííÿ â öiëîìó ïîâòîðþþòü äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî¨

òåîðåìè äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî îïåðàòîðà ([31], òåîðåìà 2.2.1).

Çà ëåìîþ 2.16 ç ïîñëiäîâíîñòi (um) ìîæíà âèäiëèòè ñëàáêî çáiæíó

ïiäïîñëiäîâíiñòü (umk)∞k=1, à ç íå¨, âiäïîâiäíî äî âëàñòèâîñòi Áàíàõà-Ñàêñà

� ïiäïîñëiäîâíiñòü (umkq )∞q=1, òàêó ùî ïîñëiäîâíiñòü ur = 1
r

∑r
q=1 u

mkq

çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ũ ∈ H+ çà íîðìîþ öüîãî ïðîñòîðó. Öåé ñàìèé åëåìåíò

¹ ãðàíèöåþ i ïîñëiäîâíîñòi ñåðåäíiõ ûr = 1
r

∑2r−1
q=r u

mkq .

Çà ëiíiéíiñòþ é íåïåðåðâíiñòþ îïåðàòîðà L, à òàêîæ ôóíäàìåíòàëüíi-

ñòþ ïîñëiäîâíîñòi (ûr) ìà¹ìî

‖Lûi − Lûj‖H− 6 C‖ûi − ûj‖H+ → 0, i, j →∞.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (Lûr) ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ãðàíèöþ ÷åðåç f̂

i äîâåäåìî, ùî f̂ = f . Öå îçíà÷àòèìå, ùî û i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.4)�(2.5),

òîáòî û = u.



62

Îñêiëüêè ñèñòåìà ôóíêöié {ψl = ϕ(t)ωl | ϕ ∈ C∞([0, T ])}∞l=1, òîòàëüíà ó

H+, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
〈
f̂ , ψl

〉
H−×H+

= 〈f, ψl〉H−×H+ äëÿ áóäü-ÿêîãî

l ∈ N.

Òàêà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå, îñêiëüêè ç âèãëÿäó (2.11) i ç ïîáóäîâè ôóíêöié

ψl âèïëèâà¹

〈Lûr, ψl〉H−×H+ = 〈f, ψl〉H−×H+ , l = 1,mkr ,

àëå ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî l∣∣∣〈f − f̂ , ψl〉
H−×H+

∣∣∣ =
∣∣∣〈Lûr − f̂ , ψl〉

H−×H+

∣∣∣ 6
6 ‖ψl‖H+‖Lûr − f̂‖H− → 0, r →∞

(ïåðøà ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà ïðèíàéìíi äëÿ r > l). Îòæå, umk ⇀ u, äå u �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.4)�(2.5). Îcêiëüêè çà ëåìîþ 2.2 öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé,

âií ¹ ñëàáêîþ ãðàíèöåþ óñi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi (um).

Çàóâàæåííÿ 2.5. Çàâäÿêè êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H+ ó ïðîñòið

L2(Q) = L2([0, T ], L2(Ω)) ìà¹ ìiñöå i ñèëüíà çáiæíiñòü um äî u â L2(Q).

2.1.6. Ñõåìà ìåòîäó. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (2.4)�(2.5) ó âèïàäêó

îäíîâèìiðíî¨ îáëàñòi Ω = [0, 1]. Êîæíié òî÷öi xj = jh, j = 1,m, äå h = 1
m+1 ,

ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñêií÷åííîåëåìåíòíó áàçèñíó ôóíêöiþ ïåðøîãî

ïîðÿäêó:

ωj(x) =


x−xj−1

h xj−1 6 x 6 xj

1− x−xj
h xj 6 x 6 xj+1

(2.15)

Çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(2.12)�(2.13) ðîçâ'ÿæåìî iíòåãðî-iíòåðïîëÿöiéíèì ìåòîäîì. Ïîçíà÷èìo ti =

iT
n , i = 0, n, a τ = 1

n . Ïðîiíòåãðó¹ìî ñèñòåìó (2.12) íà ïðîìiæêy [ti−1, ti],
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äèñêðåòèçóþ÷è ïîõiäíó é iíòåãðàë çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë:

ti∫
ti−1

G′(s) ds = Gi −Gi−1,

ti∫
ti−1

AGi ds ≈
τA

2
(Gi +Gi−1),

ti∫
ti−1

 s∫
0

K(s, ν)G(ν) dν

 ds ≈
ti∫

ti−1

τ

2
(I(ti) + I(ti−1)) ds ≈

τ 2

(
1

2
K(ti, 0)G0 +

i−1∑
l=1

K(ti, tl)Gl +
1

2
K(ti, ti)Gi

)
,

äå âíóòðiøíié iíòåãðàë äèñêðåòèçîâàíî çà ôîðìóëîþ ïðàâèõ ïðÿìîêóòíè-

êiâ:

I(ti) =

ti∫
0

K(ti, ν)G(ν) dν ≈ τ

i∑
l=1

K(ti, tl)Gl.

Ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè äèñêðåòèçîâàíîãî ðiâÿííÿ, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåí-

íÿ(
P +

τ

2
A+

τ 2

2
K(ti, ti)

)
Gi =

=

ti∫
ti−1

F (s) ds− τ

2
AGi−1 −

τ 2

2
K(ti, 0)G0 − τ 2

i∑
l=1

K(ti, tl)Gl. (2.16)

ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ F äîñòàòíüî ãëàäêà, ¨¨ iíòåãðàë ìîæíà äèñêðåòèçó-

âàòè, íàïðèêëàä, çà ôîðìóëîþ ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ:

ti∫
ti−1

F (s) ds ≈ τ

2
(Fi−1 + Fi).

ßêùî F ìiñòèòü ñèíãóëÿðíó ñêëàäîâó, ¨¨ ìîæíà ðåãóëÿðèçóâàòè i

çàñòîñóâàòè öþ ñàìó ôîðìóëó, àáî æ ïðîiíòåãóâàòè ¨¨ ç óðàõóâàííÿì

êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ñèíãóëÿðíîñòi.
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Çàóâàæèìî, ùî âèáið áàçèñíèõ ôóíêöié âèãëÿäó (2.15) âåäå äî

òðèäiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü A i K, òîìó ìàòðèöÿ ÑËÀÐ (2.16) òàêîæ

òðèäiàãîíàëüíà. Îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çäiéñíþ¹òüñÿ ïîøàðîâî, ïî÷èíàþ÷è

ç øàðó G0, ïiñëÿ ÷îãî îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê G = (g1, ...gm) ïiäñòàâëÿ¹òüñÿ

ó (2.10).

2.1.7. Ïðèêëàä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ç íóëüîâîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ. Äëÿ òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó çíàéäåìî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (2.4)-(2.6) ç f = 0, Ω = [0, 1], u0(x) = sinπx. Äëÿ ïðîñòîòè òàêîæ

ïðèïóñòèìî, ùî a1(x) = a(x) = 0, k1(x) = k(x) = 0 ∀x ∈ [0, 1], à òàêîæ

a11 = const, k11(x, t, s) = k0 exp(t − s). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêàòèìåìî ó

âèãëÿäi

u(t, x) = v(t) sinπx.

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó (2.4), ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííü ut =

v′(t) sinπx i Au = −π2v(t) sinπx i ñêîðî÷óþ÷è íà sin πx, îäåðæó¹ìî äëÿ

v çàäà÷ó Êîøi

v′ + Av +K

t∫
0

et−sv(s) ds = 0, (2.17)

v(0) = 0, (2.18)

äå A = π2a11, K = π2k0.

Ðiâíÿííÿ (2.17) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

v′ + Av +G ∗ v = 0,

äå (f ∗g)(t) =
∫ t

0 f(s)g(t−s) ds � çãîðòêà ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äîäàòíié

ïiâîñi.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.17)-(2.18) øóêàòèìåìî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà.
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Äëÿ ôóíêöi¨ f : [0,+∞)→ R ïîçíà÷èìî

L[f ](η) = f(η) =

+∞∫
0

e−ηtf(t) dt.

Âiäîìî, ùî L[f ∗ g](η) = f(η) · g(η), à òàêîæ

L[et](η) =
1

η − 1
,

L[f ′](η) = ηf(η)− f(0).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, äëÿ îáðàçó

ðiâíÿííÿ (2.17) îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

ηv(η)− 1 + Av(η) +
K

η − 1
v(η) = 0,

çâiäêè

v(η) =
1

η + A+ K
η−1

.

Îòæå,

v(η) =
η − 1

K + (η + A)(η − 1)
=

η − 1

η2 +Bη + C
,

äå B = A− 1, C = K − A.
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ìíîãî÷ëåí η2 +Bη + C ìà¹ äiéñíi

êîðåíi, òîáòî (A+ 1)2 − 4K > 0. Öi êîðåíi ìàþòü âèãëÿä

η1,2 =
−B ±

√
B2 − 4AC

2
=

1− A±
√

(A+ 1)2 − 4K

2
.

Ïiäáåðåìî q1 i q2 òàê, ùîá

v(η) =
q1

η − η1
+

q2

η − η2
.

Ìà¹ìî q1η − q1η2 + q2η − q2η1 = η − 1, òîáòîq1 + q2 = 1

q1η2 + q2η1 = 1.
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Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñü, ùî ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè çàäàþòüñÿ âèðàçàìè

q1 =
η1 − 1

η1 − η2
, q2 =

η2 − 1

η2 − η1
.

Äiþ÷è îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà, îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçîê

äîïîìiæíî¨ çàäà÷i Êîøi

v(t) =
η1 − 1

η1 − η2
eη1t +

η2 − 1

η2 − η1
eη2t

i, âiäïîâiäíî, øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i

u(x, t) = sin(πx)

[
η1 − 1

η1 − η2
eη1t +

η2 − 1

η2 − η1
eη2t

]
.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî îáèäâà êîðåíi η1,2 âiä'¹ìíi (íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi

η1 < η2 < 0), òî ïðè t → ∞ eη1t = o(eη2t), à òîìó v(t) ∼ q2e
η2t,

ïðè÷îìó q2 < 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè âåëèêèõ t ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨

çàäà÷i íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, íåçâàæàþ÷è íà íóëüîâó ïðàâó ÷àñòèíó i

íåâiä'¹ìíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí. ßêùî æ õî÷à á îäèí ç êîðåíiâ äîäàòíèé, òî

ðîçâ'ÿçîê íåîáìåæåíî çðîñòà¹ çà ìîäóëåì.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê (A + 1)2 < 4K. Òîäi ìîæíà ñêîðèñòàòèñü

ôîðìóëàìè

L[ept sin qt](η) =
q

(η − p)2 + q2
,

L[ept cos qt](η) =
η − p

(η − p)2 + q2
.

Îòæå,

v(η) =
η − 1

η2 + (A− 1)η +K − A
=

η − 1

η2 − (1− A)η + (A−1)2

4 +K − A− (A−1)2

4

=

=
η − 1(

η − 1−A
2

)2
+

(√
K − (A+1)2

4

)2 =

(
η − 1−A

2

)
− 1+A

2(
η − 1−A

2

)2
+

(√
K − (A+1)2

4

)2 =
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=
η − 1−A

2(
η − 1−A

2

)2
+

(√
K − (A+1)2

4

)2−

− 1 + A

2
√
K − (A+1)2

4

·

√
K − (A+1)2

4(
η − 1−A

2

)2
+

(√
K − (A+1)2

4

)2 ,

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê u(x, t) = v(t) sinπx

ïåðiîäè÷íî íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Êðiì òîãî, çà óìîâè A < 1

àáñîëþòíå çíà÷åííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó íåîáìåæåíî çðîñòà¹.

v(t) = e
1−A

2 t

cos

√
K − (A+ 1)2

4
t− 1 + A

2
√
K − (A+1)2

4

sin

√
K − (A+ 1)2

4
t

 .
2.1.8. Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò. Àëãîðèòì ðåàëiçîâàíî äëÿ

îäíîâèìiðíî¨ ïðîñòîðîâî¨ îáëàñòi � âiäðiçêà [0, 1]. Äëÿ ïðîñòîòè

ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

ut − a11
∂2u(x, t)

∂x2
−

t∫
0

k11e
t−s∂

2u(x, s)

∂x2
ds = f.

Äëÿ òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó áóëî ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ (2.4) ç a11 = k11 =

1 òà

f(x, t) = 2t(x2 − x3)− t2(2− 6x)− 4et+

+12etx+ 4− 12x+ 4t− 12tx+ 2t2 − 6t2x.

Òî÷íèì ðîçâ'çêîì ðiâíÿííÿ ç òàêîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ¹ ôóíêöiÿ

u(x, t) = t2x(1−x). Ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ ðiçíèõ êiëüêîñòåé

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (m) i ÷àñîâèõ øàðiâ (n, áåç âðàõâóâàííÿ ïî÷àòêîâîãî

ñòàíó).

Âiäíîñíi ïîõèáêè çà íîðìîþ L2([0, T ];L2(Ω)) íàâåäåíî ó òàáë. 2.1.
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@
@
@
@
@

n

m
10 25 50

25 1.708 ∗ 10−2 1.708 ∗ 10−2 1.707 ∗ 10−2

50 8.591 ∗ 10−3 8.583 ∗ 10−3 8.581 ∗ 10−3

100 4.307 ∗ 10−3 4.303 ∗ 10−3 4.302 ∗ 10−3

500 8.632 ∗ 10−4 8.624 ∗ 10−4 8.622 ∗ 10−4

Òàáëèöÿ 2.1

Âiäíîñíi ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â L2.

Âiäíîñíi ïîõèáêè çà íîðìîþ L2([0, T ];H1(Ω)) íàâåäåíî ó òàáë. 2.2.

@
@
@
@
@

n

m
10 25 50

25 0.117 4.013 ∗ 10−2 2.311 ∗ 10−2

50 0.112 3.479 ∗ 10−2 1.6 ∗ 10−2

100 0.11 3.264 ∗ 10−2 1.317 ∗ 10−2

500 0.109 3.125 ∗ 10−2 1.162 ∗ 10−2

Òàáëèöÿ 2.2

Âiäíîñíi ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â H+.

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ðîáîòè àëãîðèòìó äëÿ f = 0, u0(x) = sin πx.

Ó âèïàäêó a11 = 4
π2 , k11 = 5

π2 òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ u(x, t) = q1e
η1t+q2e

η2t,

äå q1,2 = ∓5+
√

5
2
√

5
, η1,2 = −3±

√
5

2 .

ßê óæå áóëî âñòàíîâëåíî àíàëiòè÷íî, ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ t ðîçâ'ÿçîê

öi¹¨ çàäà÷i íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Ãðàôiê öüîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè t = 1

ïîäàíî íà ðèñ. 2.1.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóâàâñÿ îïèñàíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà çm = 50,

n = 500. Âiäíîñíà ïîõèáêà çà íîðìîþ ïðîñòîðó L2([0, T ];L2(Ω)) ñòàíîâèòü

6.704 ∗ 10−3, çà íîðìîþ ïðîñòîðó L2([0, T ];H1(Ω)) � 6.689 ∗ 10−3.
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Ðèñ. 2.1. Çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íóëüîâîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ

Ó âèïàäêó a11 = 1
2π2 , k11 = 1

π2 òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ¹

u(x, t) = sin(πx)e
1−A

2 t·

·

cos

√
K − (A+ 1)2

4
t− 1 + A

2
√
K − (A+1)2

4

sin

√
K − (A+ 1)2

4
t

 ,
äå A = π2a11 = 1/2, K = π2k11 = 1.

ßê óæå áóëî âñòàíîâëåíî àíàëiòè÷íî, öåé ðîçâ'çîê ïðè ðiçíèõ t íàáóâà¹

ÿê äîäàòíèõ, òàê i âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, à éîãî àïìëiòóäà çðîñòà¹. Ãðàôiêè

öüîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè t = 0.151 i t = 0.539 ïîäàíî íà ðèñ. 2.2.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóâàâñÿ îïèñàíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà çm = 50,

n = 850. Âiäíîñíà ïîõèáêà çà íîðìîþ ïðîñòîðó L2([0, T ];L2(Ω)) ñòàíîâèòü

3.362 ∗ 10−2, çà íîðìîþ ïðîñòîðó L2([0, T ];H1(Ω)) � 3.384 ∗ 10−2 (T = 12).

Ïðàâi ÷àñòèíè ç ïðîñòîðó H− ïðè Ω = (0, 1) ìiñòÿòü äåëüòà-ôóíêöi¨,

çîñåðåäæåíi â òî÷êàõ öüîãî ïðîìiæêó. Ãðàôiêè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó, äëÿ

f(x, t) = 2 sin(πx)(t+ π2et− π2− π2t) + 0.001δ(x− 1
2) â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó

íàâåäåíî íà ðèñ. 2.3.



70

Ðèñ. 2.2. Çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íóëüîâîþ ïðàâîþ

÷àñòèíîþ ïðè t = 0.151 (ñèíié) i t = 0.539 (çåëåíèé).

Ðèñ. 2.3. Çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç äåëüòà-ôóíêöi¹þ ó

t = 0.41666 (ñèíié) i t = 0.25 (çåëåíèé)



71

2.2. Ïñåâäîïàðàáîëi÷íi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

2.2.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ i ïðîñòîðè. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-

êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ, ùî óçàãàëüíþ¹ äîñëiäæåíå ó [48]:

Aut + Bu− Iu = f. (2.19)

u|t=0 = 0, u|∂Ω = 0. (2.20)

Òóò u = u(x, t) � øóêàíà ôóíêöiÿ ñòàíó, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, A i B �

äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî äiþòü çà ïðîñòîðîâèìè

çìiííèìè: íàïðèêëàä,

Au = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑

i,j=1

ai(x)uxi + a(x)u,

îïåðàòîð B çàäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì âèðàçîì,

Iu =

t∫
0

(
n∑

i,j=1

(kij(x, t, τ)uxi(x, τ))xj +

+
n∑
i=1

ki(x, t, τ)uxi(x, τ) + k(x, t, τ)u(x, τ)

)
dτ.

Âèìàãàòèìåìî âèêîíàííÿ óìîâ:

� ôóíêöi¨ aij = aji, bij = bji, ai, bi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi, à a i b

íåïåðåðâíi â çàìêíåíié îáëàñòi Ω;

� ÿäðà kij, ki, k îáìåæåíi, a kij é ki äèôåðåíöiéîâíi çà ïðîñòîðîâèìè

çìiííèìè;

� îïåðàòîðè A é B ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íi, òîáòî ∃α > 0, β > 0: ∀x ∈ Ω,

ξi ∈ R âèêîíóþòüñÿ íåðâiíîñòi
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > α
n∑
i=1

ξ2
i ,

n∑
i,j=1

bij(x)ξiξj > β
n∑
i=1

ξ2
i ;

� ∀x ∈ Ω a(x) > 1
2(
∑n

i=1
∂ai
∂xi

(x) +
∑n

i=1 |bi(x)|), b(x) >
∑n

i=1
∂bi
∂xi

(x),

b(x) > 0.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ñòàëó, ùî ìàæîðó¹ àáñîëþòíi çíà÷åííÿ óñiõ

êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ A, B é I.
Íåõàé C∞s , s ∈ {0, T} � ëiíiéíi ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

u|x∈∂Ω = 0, u|t=s = 0 (2.21)

Ïiä L2, ÿêùî íå âêàçàíî iíøå, ìàòèìåìî íà óâàçi L2(Q).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W+ (W+
∗ ) i H

+ ïîïîâíåííÿ C∞0 (C∞T ) çà íîðìàìè

‖u‖W+ =

(
n∑
i=1

u2
txi
dQ

) 1
2

, ‖u‖H+ =

∫
Q

n∑
i=1

u2
xi
dQ


1
2

.

Ïðîñòîðè W+, W+
∗ i H+ ùiëüíî âêëàäàþòüñÿ â L2, ùî âèïëèâà¹ ç óìîâ

(2.21) i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W−, W−
∗ i H− íåãàòèâíi

ïðîñòîðè, ïîáóäîâàíi çà L2 i âiäïîâiäíèìè ïîçèòèâíèìè ïðîñòîðàìè.

Îñêiëüêè äëÿ êëàñiâ C∞0 i C∞T ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi ‖u‖H+ 6 C‖u‖W+,

‖v‖H+ 6 C‖v‖W+
∗
ìàþòü ìiñöå ëàíöþæêè ùiëüíèõ âêëàäåíü

W+ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−, W+
∗ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−

∗ .

Ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèì äî L ¹ îïåðàòîð

L∗v =
n∑

i,j=1

(
aij(x)vtxj

)
xi

+
n∑
i=1

(ai(x)vt)xi − a(x)vt−

−
n∑

i,j=1

(
bij(x)vxj

)
xi
−

n∑
i=1

(bi(x)v)xi + b(x)v−

−
T∫
t

(
n∑

i,j=1

(kij(x, s, t)vxi(x, s))xj −

−
n∑
i=1

(ki(x, s, t)v(x, s))xi + k(x, s, t)v(x, s)

)
ds.
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2.2.2. Àïðiîðíi îöiíêè â íåãàòèâíèõ íîðìàõ.

Ëåìà 2.17. Äëÿ u ∈ W+ ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖Lu‖W−∗ 6 C‖u‖H+ 6 C‖u‖W+.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâà íåðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Äîñòàòíüî äîâåñòè ëiâó

íåðiâíiñòü äëÿ ôóíêöié ç ìíîæèíè, ÿêà ¹ ùiëüíîþ â W+. Ñêîðèñòà¹ìîñü

ïðè öüîìó íåðiâíîñòÿìè ‖w‖L2
6 C‖wt‖L2

, ‖w‖L2
6 C‖w‖H , ÿêi

ñïðàâåäëèâi äëÿ ôóíêöié ç êëàñiâ C∞s , s ∈ {0, T}.
Îöiíèìî îêðåìî êîæíèé äîäàíîê îïåðàòîðà L, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè

é âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó

äèôåðåíöiàëüíó ÷àñòèíó îïåðàòîðà:

‖Aut‖W−∗ = sup
v 6=0

|(Aut, v)L2
|

‖v‖W+
∗

= I1 + I2 + I3.

I1 = sup
v 6=0

∣∣∣−∑n
i,j=1(aijuxj , vtxi)L2

∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6
n∑

i,j=1

M sup
v 6=0

‖uxj‖L2
, ‖vtxi‖L2

‖v‖W+
∗

6Mn2‖u‖H+.

I2 = sup
v 6=0

|−
∑n

i=1(aiuxi, vt)L2
|

‖v‖W+
∗

6
n∑
i=1

M sup
v 6=0

‖uxi‖L2
, ‖vt‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

I3 = sup
v 6=0

|−(au, vt)L2
|

‖v‖W+
∗

6M sup
v 6=0

‖u‖L2
, ‖vt‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

‖Bu‖W−∗ = sup
v 6=0

|(Bu, v)L2
|

‖v‖W+
∗

= I4 + I5 + I6.

I4 = sup
v 6=0

∣∣∣∑n
i,j=1(bijuxj , vxi)L2

∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6
n∑

i,j=1

M sup
v 6=0

‖uxj‖L2
, ‖vxi‖L2

‖v‖W+
∗

6Mn2‖u‖H+.



74

I5 = sup
v 6=0

|
∑n

i=1(biuxi, v)L2
|

‖v‖W+
∗

6
n∑
i=1

M sup
v 6=0

‖uxi‖L2
, ‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

I6 = sup
v 6=0

|(but, v)L2
|

‖v‖W+
∗

6M sup
v 6=0

‖u‖L2
, ‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

Òåïåð îöiíèìî iíòåãðàëüíi äîäàíêè, çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü

Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî:

‖Iu‖W−∗ = sup
v 6=0

|(Iu, v)L2
|

‖v‖W+
∗

= I7 + I8 + I9.

I7 = sup
v 6=0

∣∣∣∣∑n
i,j=1

(∫ t
0 kij(x, t, s)uxi(x, s) ds, vxj

)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6M sup
v 6=0

∣∣∣∣∑n
i,j=1

(∫ T
0 |uxi(x, s)| ds, |vxj |

)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

M
n∑

i,j=1

sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ T0 |uxi(x, s)| ds, |vxj |)L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

M

n∑
i,j=1

sup
v 6=0

∥∥∥∫ T0 |uxi(x, s)| ds∥∥∥L2

‖vxj‖L2

‖v‖W+
∗

6Mn2
√
T‖u‖H+.

Àíàëîãi÷íî

I8 = sup
v 6=0

∣∣∣∣∑n
i=1

(∫ t
0 ki(x, t, s)uxi(x, s) ds, v

)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6M sup
v 6=0

∣∣∣∣∑n
i=1

(∫ T
0 |uxi(x, s)| ds, |v|

)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6M
n∑
i=1

sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ T0 |uxi(x, s)| ds, |v|)L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6M
n∑
i=1

sup
v 6=0

∥∥∥∫ T0 |uxi(x, s)| ds∥∥∥L2

‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6
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6M
√
T

n∑
i=1

sup
v 6=0

‖|uxi(x, s)|‖L2
‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

Íàðåøòi,

I9 = sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ t0 k(x, t, s)u(x, s) ds, v
)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6

6M sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ T0 |u(x, s)| ds, |v|
)
L2

∣∣∣∣
‖v‖W+

∗

6M sup
v 6=0

∥∥∥∫ T0 |u(x, s)| ds
∥∥∥
L2

‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6

6M
√
T sup

v 6=0

‖u(x, s)‖L2
‖v‖L2

‖v‖W+
∗

6 C‖u‖H+.

Äîäàþ÷è âñi îäåðæàíi íåðiâíîñòi, ìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.

Àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü ìà¹ é ñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Ëåìà 2.18. Äëÿ u ∈ H+ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

‖L∗v‖W− 6 C‖v‖H+ 6 C‖v‖W+
∗
.

Ëåìè 2.17 i 2.18 äàþòü çìîãó ðîçøèðèòè çà íåïåðåðâíiñòþ îïåðàòîðè L
i L∗ é ðîçãëÿäàòè ¨õ ÿê íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ H+ → W−

∗ i H+ → W−.

Ëåìà 2.19. ∃C > 0 : ∀u ∈ H+ ìà¹ ìiñöå îöiíêà ‖Lu‖W−∗ > C‖u‖H+.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ ôóíêöié ç C∞0 . Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå

ïåðåòâîðåííÿ, ùî êîæíîìó åëåìåíòó u ∈ C∞0 ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

ôóíêöiþ

v(x, t) = −
t∫

T

e−pτu(x, τ) dτ,

äå p � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå ïiäiáðàíî ïiçíiøå. Òàêèì

÷èíîì, u(x, t) = −eptvt(x, t), uxi(x, t) = −eptvtxi(x, t). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

v ∈ C∞T .
Ùîá äîâåñòè ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ, îá ðóíòó¹ìî ëàíöþæîê íåðâiíîñòåé

‖Lu‖W−∗ ‖v‖W+
∗
> |(Lu, v)L2

| > C0‖v‖2
W+
∗

> C‖v‖W+
∗
‖u‖H+.
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Ëiâà íåðiâíiñòü � öå íåðâiíiñòü Êîøi-Øâàðöà. Ïðàâà ¹ î÷åâèäíîþ (äèâ.

âèðàç äëÿ u ÷åðåç vt). Ùîá äîâåñòè ñåðåäíþ, ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

(Lu, v)L2
= (Aut, v)L2

+ (Bu, v)L2
+ (Iu, v)L2

.

ñïåðøó îöiíèìî (Aut, v)L2
+ (Bu, v)L2

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ç óðàõóâàííÿì ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi îïåðà-

òîðà A, à òàêîæ óìîâ (2.21) òà ¨õ íàñëiäêiâ (uxi|t=0 = vxi|t=T = 0), ìà¹ìî

I1 = −
∫
Q

v
n∑

i,j=1

(aijutxi)xj dQ =
n∑

i,j=1

∫
Q

aijutxivxj dQ =

= −
n∑

i,j=1

∫
Q

aijuxivtxj dQ =
n∑

i,j=1

∫
Q

eptaijvtxivtxj dQ >
n∑
i=1

∫
Q

αeptv2
txi
dQ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

I2 =

∫
Q

n∑
i=1

aiutxiv dQ = −1

2

n∑
i=1

∫
Q

∂ai
∂xi

eptv2
t dQ,

I3 =

∫
Q

autv dQ =

∫
Q

aeptv2
t dQ,

I4 = −
∫
Q

v

n∑
i,j=1

(
bijuxj

)
xi
dQ >

∫
Q

βp

2
ept

n∑
i=1

v2
xi
dQ,

I5 =

∫
Q

n∑
i=1

biuxiv dQ = −
n∑
i=1

∫
Q

biuvxi dQ−
n∑
i=1

∫
Q

∂bi
∂xi

uv dQ.

Îñêiëüêè

−
n∑
i=1

∫
Q

biuvxi dQ =
n∑
i=1

∫
Q

bie
ptvtvxi dQ > −1

2

n∑
i=1

∫
Q

|bi|ept(v2
t + v2

xi
) dQ,

n∑
i=1

∫
Q

∂bi
∂xi

uv dQ+ I6 =
n∑
i=1

∫
Q

∂bi
∂xi

uv dQ+

∫
Q

buv dQ > 0,
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ìà¹ìî I2 + I3 + I5 + I6 > −1
2

∑n
i=1

∫
Q e

pt|bi|v2
xi
dQ, òîæ çàãàëîì

(Aut, v)L2
+ (Bu, v)L2

> α
n∑
i=1

∫
Q

eptv2
txi
dQ+ P1(p)

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
xi
dQ,

äå P1(p) ∼ p. Òåïåð îöiíèìî äîäàíêè (Iu, v)L2
= (u, I∗v)L2

= J1 + J2 + J3.

Ïîçíà÷èìî M = max(x,t,τ)(|kij(x, t, τ)|, |ki(x, t, τ)|, |k(x, t, τ)|). Âèêîðè-
ñòàâøè ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ëåìó 2.1, ìà¹ìî

J1 =

∫
Q

eptvt(x, t)

T∫
t

n∑
i,j=1

(kij(x, τ, t)v(x, τ)xi)xj dτdQ =

=

∫
Ω

n∑
i,j=1

T∫
0

−eptvtxj(x, t)
T∫
t

kij(x, τ, t)vxi(x, τ) dτ dt dΩ =

=

∫
Ω

n∑
i,j=1

T∫
0

−vxi(x, τ)

τ∫
0

eptkij(x, τ, t)vtxj(x, t) dt dτ dΩ 6

6M

∫
Ω

n∑
i,j=1

T∫
0

|vxi(x, τ)|
τ∫

0

ept|vtxj(x, t)| dt dτdΩ 6

6
M

2

√
T

p

n∑
i,j=1

∫
Q

ept(v2
txj

+ v2
xi

) dQ

 =

=
Mn

2

√
T

p

n∑
i=1

∫
Q

ept(v2
xi

+ v2
txi

) dQ

 .

Àíàëîãi÷íî

J2 =

∫
Q

−eptvt(x, t)
T∫
t

n∑
i=1

(ki(x, τ, t)v(x, τ))xi dτdQ =

=

∫
Ω

n∑
i=1

T∫
0

v(x, τ)

τ∫
0

eptki(x, τ, t)vtxi(x, t) dt dτ dΩ 6
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6M

∫
Ω

T∫
0

n∑
i=1

|v(x, τ)|
τ∫

0

ept|vtxi(x, t)| dt dτdΩ 6

6
M

2

√
T

p

n∑
i=1

∫
Q

ept(v2 + v2
txi

) dQ

 6
M

2

√
T

p

n∑
i=1

∫
Q

ept(v2
xi

+ v2
txi

) dQ


(â îñòàííüîìó ïåðåõîäi âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà).

J3 =

∫
Q

eptvt(x, t)

T∫
t

k(x, τ, t)v(x, τ)dτdQ 6
M

2

√
T

p

∫
Q

ept(v2 + v2
t ) dQ

 6

6
M

2

√
T

p

n∑
i=1

∫
Q

ept(v2
xi

+ v2
txi

) dQ

 .

Òàêèì ÷èíîì,

|(Lu, v)|L2
> |(Au, v)L2

+ (Bu, v)L2
| − |(Iu, v)L2

| >

> α

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
txi
dQ+P1(p)

n∑
i=1

∫
Q

eptv2
xi
dQ+P2(p)

∫
Q

ept(v2
xi

+ v2
txi

) dQ

 ,

äå P1(p) ∼ p, P2(p) ∼ p−
1
2 , òîæ ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó p ïîòðiáíà

íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå, íàïðèêëàä, ç C0 = α
2 .

Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà i äëÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Ëåìà 2.20. ∃C > 0 : ∀v ∈ H+ ìà¹ ìiñöå îöiíêà: ‖L∗v‖W− > C‖v‖H+.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ ôóíêöié iç v ∈ C∞T . Íåõàé ũ(x, t) =

v(x, T − t). Òîäi ũ ∈ C∞0 , a L∗v = L∗ũ, äå L∗ � iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð âèãëÿäó

L∗u =
n∑

i,j=1

(
aij(x)utxj

)
xi

+
n∑
i=1

a∗i (x)utxi − a∗(x)ut−
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−
n∑

i,j=1

(
bij(x)uxj

)
xi
−

n∑
i=1

b∗i (x)uxi + b∗(x)u−

−
T∫
t

(
n∑

i,j=1

(kij(x, t, s)uxi(x, s))xj −

−
n∑
i=1

k∗i (x, t, s)uxi(x, s) + k∗(x, t, s)u(x, s)

)
ds,

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ïîâ'ÿçàíi ç êîåôiöi¹íòàìè L ñïiââiäíîøåííÿìè

a∗i = −ai, a∗ = a −
∑n

i=1
∂ai
∂xi
, b∗i = −bi, b∗ = b −

∑n
i=1

∂bi
∂xi
, k∗i (x, t, τ) =

−ki(x, T − t, T − τ), k∗(x, t, τ) = k(x, T − t, T − τ)−
∑n

i=1
∂ki(x,T−t,T−τ)

∂xi
.

Àëå òîäi ìîæíà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ ëåìè 2.19 äëÿ

îïåðàòîðà L∗, ïîêëàâøè

ṽ(x, t) = −
t∫

T

e−psũt(x, s) ds.

Öå äàñòü òâåðäæåííÿ ëåìè, àäæå ‖v‖H+ = ‖ũ‖H+.

Ç äîâåäåíèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâàþòü òåîðåìè ðîçâ'ÿçíîñòi.

Òåîðåìà 2.7. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà f ∈ W−
∗ ðiâíÿííÿ Lu = f ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ç ïðîñòîðó H+ â ðîçóìiííi îçíà÷åíü 2.4�2.5, ïðè÷îìó

u ∈ W+ ⇔ f ∈ H−.

Òåîðåìà 2.8. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà g ∈ W− ðiâíÿííÿ L∗v = g ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ç ïðîñòîðó H+ â ðîçóìiííi îçíà÷åíü 2.4�2.5, ïðè÷îìó

v ∈ W+
∗ ⇔ g ∈ H−.

Òåîðåìà 2.9. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà f ∈ H− ðiâíÿííÿ Lu = f ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ç ïðîñòîðó W+ â ðîçóìiííi îçíà÷åíü 2.1�2.3 .

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà g ∈ H− ðiâíÿííÿ L∗v = g

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ç ïðîñòîðó W+
∗ â ðîçóìiííi îçíà÷åíü 2.1�2.3.

Çàóâàæåííÿ 2.6. Äî âèùåðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i çâîäèòüñÿ ïî÷àòêîâî-
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êðàéîâà çàäà÷à ç íåîäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè:

Lu = f, u|t=0 = u0(x), u|∂Ω = 0.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ u∗(x, t) = u0(x). ßêùî u0 ∈ W 1
2 (Ω), òî

ìîæíà çðîáèòè çàìiíó v = u− u∗, ùî ïðèâîäòü äî çàäà÷i

Lv = f − Lu∗, v|t=0 = 0, v|∂Ω = 0.

2.2.3. Iìïóëüñíî-òî÷êîâà êåðîâàíiñòü. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

Lu(h) = B(h), h ∈ U, (2.22)

äå B : U → W−
∗ .

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ñèñòåìà (2.22) òî÷íî êåðîâàíà (àñèìïòîòè÷íî

êåðîâàíà) â áàíàõîâîìó ïðîñòîði M ⊆ L2 ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü

U , ÿêùî ìíîæèíà {u(h) : h ∈ U} ïîêðèâà¹ M (ùiëüíà â M).

Ç ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹: ÿêùî B (U) = W−
∗ ,

òî (2.22) òî÷íî êåðîâàíà â H+. Óìîâà B (U) = W−
∗ ¹ æîðñòêîþ òà, ÿê

ïðàâèëî, íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí, ùî çóñòði÷àþòüñÿ â çàäà÷àõ

óçàãàëüíåíîãî êåðóâàííÿ. Ïîñëàáèâøè âèìîãè íà ïðàâó ÷àñòèíó, ÿêà çàäà¹

âïëèâ, ïðèõîäèìî äî òâåðäæåííÿ: ÿêùî B (U) ùiëüíà â W−
∗ , òî ñèñòåìà

(2.22) àñèìïòîòè÷íî êåðîâàíà â H+ [31].

Ðîçãëÿíåìî äâi êîíêðåòíi ñèòóàöi¨ êåðîâàíîñòi. Íåõàé

B(h) =
∑

j>1
cjδ (· − tj)⊗ gj,

äå h = {(tj, cj, gj (x))} � ôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ [0, T ]×R×L2(Ω)

(òîáòî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî j0 âñi åëåìåíòè äîðiâíþþòü íóëþ). Ïîçíà÷èìî

÷åðåç F ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Âiäîìî [44], ùî

ìíîæèíà {∑
j>1

cjδ (· − tj)⊗ gj : h ∈ F
}
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ùiëüíî âêëàäåíà â W−
∗ . Çâiäñè âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà iìïóëüñíà

êåðîâàíiñòü ñèñòåìè (2.22).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Ω öèëiíäðè÷íà çà çìiííîþ x1, òîáòî Ω =

(0, 1)× Ω′, Ω′ ∈ Rn−1. Íåõàé

B(h) =
∑

j>1
cjδ (· − tj)⊗ δ (· − x1,j)⊗ gj,

äå h = {(tj, x1,j, cj, gj (x2, . . . , xn))} � ôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ

äåêàðòîâîãî äîáóòêó [0, T ]× [0, 1]× R× L2 (Ω′), F ′ � ìíîæèíà âñiõ òàêèõ

ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Îñêiëüêè ìíîæèíà{∑
j>1

cjδ (· − tj)⊗ δ (· − x1,j)⊗ gj : h ∈ F ′
}

ùiëüíî âêëàäåíà âW−
∗ , òî ñèñòåìà (2.22) àñèìïòîòè÷íî êåðîâàíà â ïðîñòîði

H+ (iìïóëüñíî-òî÷êîâà êåðîâàíiñòü).

2.2.4. Ñõåìà ìåòîäó Ãàëüîðêiíà. Íåõàé {ωi}mi=1 � ñêií÷åííîåëå-

ìåíòíi áàçèñíi ôóíêöi¨ âèãëÿäó (2.15). ×åðåç Hm ïîçíà÷èìî ëiíiéíó îáî-

ëîíêó ñèñòåìè {ω1, ..., ωm}.
ßê i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.19)

áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨

um =
m∑
k=1

gk(t)ωk.

Êîåôöi¹íòè gk(t) çíàéäåìî çi ñïiââiäíîøåíü

−

(
n∑

i,j=1

aiju
m
xi

(t), vtxj

)
L2(Ω)

−

(
n∑
i=1

aiu
m
xi

(t), vt

)
L2(Ω)

− (aum(t), vt)L2(Ω)+

+

(
n∑

i,j=1

biju
m
xi

(t), vxj

)
L2(Ω)

+

(
n∑
i=1

biu
m
xi

(t), v

)
L2(Ω)

+

+ (bum(t), v)L2(Ω) +

 n∑
i,j=1

t∫
0

kiju
m
xi

(s) ds, vxj


L2(Ω)

+
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+

 n∑
i=1

t∫
0

kiu
m
xi

(s) ds, v


L2(Ω)

+

 t∫
0

kumxi(s) ds, v


L2(Ω)

= (f(t), v)L2(Ω),

(2.23)

äå v � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó Hm. Ïåðåïèñàâøè öi ðiâíîñòi ç

v = ωl, l = 1,m, îäåðæèìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî gk(t):

(LG)(t) ≡ AG
′
(t) +BG(t) +

t∫
0

K(t, s)G(s) ds = F (t) (2.24)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

G(0) = 0, (2.25)

äå G(t) = (g1(t), ..., gm(t))T , F (t) = ((f(t), ω1)L2(Ω), ..., (f(t), ωm)L2(Ω))
T , à

åëåìåíòè ìàòðèöü A,B i K âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

Aql =
n∑

i,j=1

(aijωlxi , ωqxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(aiωlxi , ωq)L2(Ω) + (aωl, ωq)L2(Ω),

Bql(t, s) =
n∑

i,j=1

(bijωlxi , ωqxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(biωlxi , ωq)L2(Ω) + (bωl, ωq)L2(Ω),

Kql(t, s) =
n∑

i,j=1

(kijωlxi , ωqxj )L2(Ω) +
n∑
i=1

(kiωlxi , ωq)L2(Ω) + (kωl, ωq)L2(Ω).

Î÷åâèäíî, ùî F ∈ L2([0, T ])m, òîáòî (f(t), ωk) ∈ L2([0, T ]), q = 1,m.

Ñèñòåìó (2.24) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(L1G)(t) ≡ G
′
(t) + A−1BG(t) +

t∫
0

A−1K(t, s)G(s) ds = A−1F (t), (2.26)

i ¨¨ ðîçâ'ÿçíiñòü âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.2 (òîáòî ïñåâäîïàðàáîëi÷íå

ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîäiõíèõ çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ iíòåãðî-

äè

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òàêîãî ñàìîãî âèãëÿäó, ÿê i ïàðàáîëi÷íå).
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2.2.5. Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü. Ñôðîìóëþ¹ìî òåî-

ðåìó çáiæíîñòi ïîáóäîâàíîãî ìåòîäó.

Ëåìà 2.21. Ïîñëiäîâíiñòü (um) îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó H+.

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé f ∈ H−. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (um) çáiãà¹òñüÿ äî

ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (2.19)�(2.20) ñëàáêî ó ïðîñòîði H+.

Äîâåäåííÿ ëåìè é òåîåðìè ïîâíiñòþ ïîâòîðþþòü äîâåäåííÿ ¨õ àíàëîãiâ

äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ � 2.16 ëåìè é òåîðåìè 2.6.

Çàóâàæåííÿ 2.7. Çàâäÿêè êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H+ ó ïðîñòið

L2(Q) = L2([0, T ], L2(Ω)) ìà¹ ìiñöå i ñèëüíà çáiæíiñòü um äî u â L2(Q).

2.2.6. Ñõåìà ìåòîäó. Çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.24)�(2.25) ðîçâ'ÿæåìî iíòåãðî-iíòåðïîëÿöiéíèì

ìåòîäîì. Ïîçíà÷èìo ti = iT
n , i = 0, n, a τ = 1

n . Ïðîiíòåãðó¹ìî ñèñòåìó (2.24)

íà ïðîìiæêy [ti−1, ti], äèñêðåòèçóþ÷è ïîõiäíó é iíòåãðàë çà äîïîìîãîþ êâà-

äðàòóðíèõ ôîðìóë:

ti∫
ti−1

AG′(s) ds = A(Gi −Gi−1),

ti∫
ti−1

BGi ds ≈
τB

2
(Gi +Gi−1),

ti∫
ti−1

 s∫
0

K(s, ν)G(ν) dν

 ds ≈
ti∫

ti−1

τ

2
(I(ti) + I(ti−1)) ds ≈

≈ τ 2

(
1

2
K(ti, 0)G0 +

i−1∑
l=1

K(ti, tl)Gl +
1

2
K(ti, ti)Gi

)
,

äå âíóòðiøíié iíòåãðàë äèñêðåòèçîâàíî çà ôîðìóëîþ ïðàâèõ ïðÿìîêóòíè-

êiâ:

I(ti) =

ti∫
0

K(ti, ν)G(ν) dν ≈ τ
i∑
l=1

K(ti, tl)Gl.
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Ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè äèñêðåòèçîâàíîãî ðiâÿííÿ, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåí-

íÿ(
A+

τ

2
B +

τ 2

2
K(ti, ti)

)
Gi =

=

ti∫
ti−1

F (s) ds− AGi−1 −
τ

2
BGi−1 −

τ 2

2
K(ti, 0)G0 − τ 2

i∑
l=1

K(ti, tl)Gl.

(2.27)

ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ äîñòàòíüî ãëàäêà, ¨¨ iíòåãðàë ìîæíà äèñêðåòèçóâàòè,

íàïðèêëàä, çà ôîðìóëîþ ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ:

ti∫
ti−1

F (s) ds ≈ τ

2
(Fi−1 + Fi).

ßêùî F ìiñòèòü ñèíãóëÿðíó ñêëàäîâó, ¨¨ ìîæíà ðåãóëÿðèçóâàòè i

çàñòîñâóâàòè öþ ñàìó ôîðìóëó, àáî æ ïðîiíòåãóâàòè ¨¨ ç óðàõóâàííÿì

êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ñèíãóëÿðíîñòi.

Ìàòðèöi A, B i K òðèäiàãîíàëüíi â ñèëó âèáîðó ñêií÷åííîåëåìåíòíîãî

áàçèñó, òîìó ÑËÀÐ (2.27) ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çäiéñíþ¹òüñÿ ïîøàðîâî, ïî÷èíàþ÷è ç øàðó G0.

2.2.7. Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò. Äëÿ òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó

áóëî ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ (2.4) ç

f(x, t) = 2π2 sin πx(et − 1).

Òî÷íèì ðîçâ'çêîì ðiâíÿííÿ ç òàêîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ¹ ôóíêöiÿ

u(x, t) = t2 sin(πx). Ó òàáëèöi íàâåäåíî ïîõèáêè äëÿ ðiçíèõ êiëüêîñòåé

ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (m) i ÷àñîâèõ øàðiâ (n, áåç âðàõâóâàííÿ ïî÷àòêîâîãî

ñòàíó). Íàâåäåìî âiäíîñíi ïîõèáêè çà íîðìîþ L2([0, T ];L2(Ω)).
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@
@
@
@
@

n

m
10 25 50

25 1.237 ∗ 10−2 1.708 ∗ 10−2 5.991 ∗ 10−3

50 9.551 ∗ 10−3 4.028 ∗ 10−3 3.139 ∗ 10−3

100 8.155 ∗ 10−3 2.616 ∗ 10−3 1.723 ∗ 10−3

500 7.05 ∗ 10−3 1.494 ∗ 10−3 5.959 ∗ 10−4

Òàáëèöÿ 2.3

Âiäíîñíi ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â L2.

Íàâåäåìî òàáëèöþ âiäíîñíèõ ïîõèáîê ó íîðìi ïðîñòîðó L2([0, T ];H1(Ω)).

@
@
@
@
@

n

m
10 25 50

25 2.479 ∗ 10−2 9.08 ∗ 10−3 6.558 ∗ 10−3

50 2.206 ∗ 10−2 6.257 ∗ 10−3 3.711 ∗ 10−3

100 2.071 ∗ 10−2 4.864 ∗ 10−3 2.3 ∗ 10−3

500 1.964 ∗ 10−2 3.764 ∗ 10−3 1.183 ∗ 10−3

Òàáëèöÿ 2.4

Âiäíîñíi ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â H+.

Ïðàâi ÷àñòèíè ç ïðîñòîðóW−
∗ ([0, 1]) ìiñòÿòü äåëüòà-ôóíêöi¨, çîñåðåäæå-

íi â òî÷êàõ âiäðiçêà â îêðåìi ìîìåíòè ÷àñó. Íàâåäåìî ãðàôiêè íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçêó, äëÿ f(x, t) = 2 sin(πx)(t+π2et−π2−π2t)+0.002δ(x− 1
2)×δ(t− 1

2).

íà îñòàííié iòåðàöi¨ ïåðåä iìïóëüñîì i íà ïåðøié iòåðàöi¨ ïiñëÿ íüîãî.



86

Ðèñ. 2.4. Ðîçâ'ÿçîê ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðåä òî÷êîâî-

iìïóëüñíèì âïëèâîì (ñèíié) i ïiñëÿ íüîãî (çåëåíèé)

ßê áà÷èìî, ðîçâ'ÿçîê çàçíà¹ ñóòò¹âèõ çìií íå òiëüêè â çíà÷åííi, à é ó

ãëàäêîñòi.

2.3. Ïñåâäîãiïåðáîëi÷íi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

2.3.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ i ïðîñòîðè. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-

êðàéîâó çàäà÷ó

Lu ≡ utt −∆ut −∆u+ Iu = f, (2.28)

u|t=0 = ut|t=0 = 0, u|∂Ω = 0. (2.29)

Òóò u = u(x, t) � øóêàíà ôóíêöiÿ ñòàíó, (x, t) ∈ Q, f = f(x, t); ∆ �

îïåðàòîð Ëàïëàñà, ùî äi¹ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

Iu = −
t∫

0

m(t, s)∆u(x, s) ds.

Íåõàé C∞s , s ∈ {0, T} � ëiíiéíi ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ
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ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

u|x∈∂Ω = 0, u|t=s = 0, ut|t=s = 0. (2.30)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçW+ (W+
∗ ) iH

+ (H+
∗ ) ïîïîâíåííÿ C

∞
0 (C∞T ) çà íîðìàìè

‖u‖W+ =

(
n∑
i=1

u2
txi
dQ

) 1
2

, ‖u‖H+ =

∫
Q

n∑
i=1

u2
t + u2

xi
dQ


1
2

.

Ïðîñòîðè W+, W+
∗ , H

+ i H+
∗ ùiëüíî âêëàäàþòüñÿ â L2, ùî âèïëèâà¹

ç óìîâ (2.30) i íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W−, W−
∗ , H

− i

H−∗ íåãàòèâíi ïðîñòîðè, ïîáóäîâàíi çà L2 i âiäïîâiäíèìè ïîçèòèâíèìè

ïðîñòîðàìè. Ìàþòü ìiñöå ëàíöþæêè ùiëüíèõ âêëàäåíü

W+ ⊂ H+ ⊂ L2 ⊂ H− ⊂ W−, W+
∗ ⊂ H+

∗ ⊂ L2 ⊂ H−∗ ⊂ W−
∗ .

Ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèì äî L ¹ îïåðàòîð

L∗v = vtt −∆vt −∆v + I∗v,

äå

I∗v =

T∫
t

m(t, s)∆v(x, s) ds.

Ïîçíà÷èìî M = max |m(t, s)|.

2.3.2. Àïðiîðíi îöiíêè é òåîðåìà ðîçâ'ÿçíîñòi.

Ëåìà 2.22. Äëÿ u ∈ W+ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

‖Lu‖H−∗ 6 C‖u‖W+.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè íåðiâíiñòü äëÿ ôóíêöié ç ìíîæèíè

C∞0 , ÿêà ¹ ùiëüíîþ ó W+. Äîâåäåìî îêðåìî íåïåðåðâíiñòü êîæíîãî
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äîäàíêà îïåðàòîðà L, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî é

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ i êðàéîâèõ óìîâ.

‖utt‖H−∗ = sup
v 6=0

|(utt, v)L2
|

‖v‖H+
∗

= sup
v 6=0

|(ut, vt)L2
|

‖v‖H+
∗

6

6 sup
v 6=0

‖ut‖L2
‖vt‖L2

‖v‖H+
∗

6 ‖ut‖L2
6 C‖u‖W+.

‖ −∆ut‖H−∗ = sup
v 6=0

|
∫
Q∇ut · ∇v dQ|
‖v‖H+

∗

6 ‖u‖W+,

äå ∇u · ∇v =
∑n

i=1
∂ui
∂xi

∂vi
∂xi
.

‖ −∆u‖H−∗ = sup
v 6=0

|
∫
Q∇u · ∇v dQ|
‖v‖H+

∗

6 C‖u‖W+;

íåðiâíîñòi ‖uxi‖L2
6 C‖utxi‖L2

çàáåçïå÷óþòüñÿ óìîâîþ u|t=0 = 0.

Òåïåð îöiíèìî iíòåãðàëüíi äîäàíêè:

∥∥∥∥∥∥−
t∫

0

m(t, s)∆u(x, s) ds

∥∥∥∥∥∥
H−∗

= sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ t0 m(t, s)∆u(x, s) ds, v
)
L2

∣∣∣∣
‖v‖H+

∗

=

= sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ t0 m(t, s)∇u(x, s) ds,∇v
)
L2

∣∣∣∣
‖v‖H+

∗

6

6M sup
v 6=0

∣∣∣∣(∫ t0 |∇u(x, s)| ds, |∇v|
)
L2

∣∣∣∣
‖v‖H+

∗

6MT sup
v 6=0

∣∣(|∇u|, |∇v|)L2

∣∣
‖v‖H+

∗

6

6MT sup
v 6=0

‖u‖H1
0 (Ω)H

1
0(Ω)

‖v‖H+
∗

6 ‖u‖W+
∗
,

îñêiëüêè H1
0(Ω) 6 ‖v‖H+

∗
.

Äîäàþ÷è âñi íåðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.

Ëåìà 2.23. Äëÿ v ∈ W+
∗ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

‖L∗v‖H− 6 C‖u‖W+
∗
.
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Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 2.22.

Ëåìè 2.22, 2.23 äàþòü çìîãó ðîçøèðèòè çà íåïåðåðâíiñòþ îïåðàòîðè L
i L∗ i ðîçãëÿäàòè ¨õ ÿê íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ W+ → H−∗ i W+

∗ → H−.

Ëåìà 2.24. Äëÿ u ∈ H+ ìà¹ ìiñöå îöiíêà ‖Lu‖H−∗ > C‖u‖H+.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëåìó äëÿ ôóíêöié ç C∞0 . Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå

ïåðåòâîðåííÿ, ùî êîæíîìó åëåìåíòó u ∈ C∞0 ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

åëåìåíò v ∈ C∞T , ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

−ut = ept(v − vt + vtt),

v|t=T = vt|t=T = 0.

äå p � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ áóäå ïiäiáðàíî ïiçíiøå. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî v ∈ C∞T . Êðiì òîãî,

utt = −pept(v − vt + vtt)− ept(vt − vtt + vttt).

Ùîá äîâåñòè ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ, îá ðóíòó¹ìî ëàíöþæîê íåðâiíîñòåé

‖Lu‖H−∗ ‖vt‖H+
∗
> |(Lu, vt)L2

| > C‖vt‖2
H+ > C‖u‖2

H+.

Ëiâà íåðiâíiñòü � öå íåðâiíiñòü Êîøi-Øâàðöà. Ïðàâà ¹ î÷åâèäíîþ. Ùîá

äîâåñòè ñåðåäíþ, ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

(Lu, vt)L2
= (utt, vt)L2

− (∆ut, vt)L2
− (∆u, vt)L2

+ (Iu, vt)L2
.

Îöiíèìî ñïî÷àòêó ïåðøèé äîäàíîê öi¹¨ ðiâíîñòi.

(utt, vt)L2
=
(
−pept(v − vt + vtt)− ept(vt − vtt + vttt), vt

)
L2

= I1 + ...+ I6.

I1 = −p
∫
Q

eptvvt dQ = peptv2|t=Tt=0 − I1 + p2

∫
Q

eptv2 dQ =

=
p

2
v2|t=0 +

p2

2

∫
Q

eptv2 dQ.
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I2 = p

∫
Q

eptv2
t dQ.

I3 = −p
∫
Q

eptvttvt dQ = −peptv2
t |t=Tt=0 − I3 + p2

∫
Q

eptv2
t dQ =

=
p

2
v2
t |t=0 +

p2

2

∫
Q

eptv2
t dQ.

I4 = −
∫
Q

eptv2
t dQ.

I5 =

∫
Q

eptvttvt dQ = eptv2
t |t=Tt=0 − I5 + p

∫
Q

eptv2
t dQ =

=
p

2
v2
t |t=0 −

p

2

∫
Q

eptv2
t dQ.

I6 = −
∫
Q

eptvtttvt dQ = −eptvttv2
t |t=Tt=0 +

∫
Q

eptv2
tt dQ+ p

∫
Q

eptvttvt dQ.

Ïðè öüîìó

I0
6 =

∫
Q

eptv2
tt dQ = eptv2

t |t=0 − I0
6 − p

∫
Q

eptv2
t dQ,

òîìó

I6 = vttvt|t=0 +

∫
Q

eptv2
tt dQ−

p

2
v2
t |t=0 −

p2

2

∫
Q

eptv2
t dQ.

Îòæå,

I1 + ...+ I6 =
p2

2

∫
Q

eptv2 dQ+
(p

2
− 1
)∫
Q

eptv2
t dQ+

=

∫
Q

eptv2
tt dQ+

p

2
v2|t=0 +

p

2
v2
t |t=0.

Äàëi îöiíèìî

(−∆ut, vt)L2
= (∇ut,∇vt)L2

=

∫
Q

ept∇(v − vt + vtt) · ∇vt dQ = I7 + I8 + I9.
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Ìà¹ìî

I7 =

∫
Q

ept∇v · ∇vt dQ = ept∇v2|t=Tt=0 − J7 + p

∫
Q

ept∇v2 dQ =

=
1

2
∇v2|t=0 +

p

2

∫
Q

ept∇v2 dQ,

äå ∇v2 = ∇v · ∇v.
I8 =

∫
Q

ept∇v2
t dQ.

I9 = −
∫
Q

ept∇vtt∇vt dQ = −ept∇v2
t |t=Tt=0 − J9 + p

∫
Q

ept∇v2
t dQ =

1

2
∇v2

t |t=0 +
p

2

∫
Q

ept∇v2
t dQ.

Òåïåð äîñëiäèìî äîäàíêè

(−∆u, vt)L2
= (∇u,∇vt)L2

= −(∇ut,∇v)L2
=∫

Q

ept∇(v − vt + vtt) · ∇v dQ = I10 + I11 + I12.

I10 =

∫
Q

ept∇v2 dQ.

I11 = −
∫
Q

ept∇vt · ∇v dQ = −I7.

I12 =

∫
Q

ept∇vtt · ∇v dQ = ept∇vt · ∇v|t=Tt=0 − I0
12 − p

∫
Q

ept∇v2
t dQ,

äå

I0
12 =

∫
Q

ept∇vt · ∇v dQ = −J7.

Îòæå,

I12 = −∇vt · ∇v|t=0 +
p

2
∇v2|t=0 +

p

2

∫
Q

ept∇v2 dQ−
∫
Q

ept∇v2
t dQ.
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Çàãàëîì ìà¹ìî

I1 + ...+ I12 =

∫
Q

eptv2
tt dQ+R1(p)

∫
Q

ept∇v2
t dQ+Q1,

äå R1(p) ∼ p, a Q1 > 0.

Íàðåøòi, îöiíèìî iíòåãðàëüíó ÷àñòèíó îïåðàòîðà, âèêîðèñòâóþ÷è

ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíiöà

u(x, t) =

t∫
0

∂u(x, ν)

∂ν
dt

i ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ut é v. Ìà¹ìî

(Iu, vt)L2
= −

∫
Q

t∫
0

m(t, s)∆u dsvt dQ = (Iu, vt)L2
=

=

∫
Q

t∫
0

m(t, s)∇u ds∇vt dQ =

= −
∫
Q

∇vt

t∫
0

m(t, s)

s∫
0

epν∇(v − vν + vνν) dν ds dQ =

I13 + I14 + I15.

Äîñëiäèìî îêðåìî êîæíèé ç äîäàíêiâ, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.1.

|I13| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Q

∇vt

t∫
0

m(t, s)

s∫
0

epν∇v(x, ν) dν ds dQ

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

s∫
0

epν|∇v(x, ν)| dν ds dQ =

= M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

t∫
ν

epν|∇v(x, ν)| ds dν dQ 6
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= MT

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

epν|∇v(x, ν)| dν dQ 6

6
MT

2

√
T

p

∫
Q

∇v2
t +∇v2 dQ

 .

Àíàëîãi÷íî

|I14| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Q

∇vt

t∫
0

m(t, s)

s∫
0

epν∇vν dν ds dQ

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

s∫
0

epν|∇vν| dν ds dQ =

= M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

t∫
ν

epν|∇vν| ds dν dQ 6

= MT

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

epν|∇vν| dν dQ 6

6MT

√
T

p

∫
Q

∇v2
t dQ

 .

Íàðåøòi,

|I15| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Q

∇vt

t∫
0

m(t, s)

s∫
0

epν∇vνν dν ds dQ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

s∫
0

epν|∇vνν| dν ds dQ =

= M

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

t∫
ν

epν|∇vνν| ds dν dQ 6
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= MT

∫
Q

|∇vt|
t∫

0

epν|∇vνν| dν dQ 6

6
MT

2

√
T

p

∫
Q

∇v2
t +∇v2

tt dQ

 .

Îòæå, I13 + I14 + I15 = R2(p), äå R2(p) ∼ p−
1
2 ïðè p → ∞. Öå îçíà÷à¹,

ùî ìîæíà âèáðàòè äîñòàòíüî âåëèêå p, äëÿ ÿêîãî R1(p) +R2(p) > 1, i òîäi

(Lu, vt)L2
>
∫
Q

ept(v2
tt +

n∑
i=1

v2
txi

) dQ > C‖vt‖H+
∗
,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ

Ëåìà 2.25. Äëÿ v ∈ H+
∗ ìà¹ ìiñöå îöiíêà ‖L∗v‖H− > C‖v‖H+

∗
.

Íàñëiäêîì òåîðåìè 2.3 ¹

Òåîðåìà 2.12. Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ H−∗ ðiâíÿííÿ Lu = f ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 2.8. Àíàëîãi÷íî äî ðîçãëÿíóòîãî ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó

ìîæíà äîñëiäèòè é áiëüø çàãàëüíå ïñåâäîãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ

utt +Au+ Bu+ Iu = f

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|t=0 = u0, ut|t=0 = u1,

êðàéîâîþ óìîâîþ u|∂Ω = 0, äå îïåðàòîðè A, B i I çàäîâîëüíÿþòü òàêi

ñàìi óìîâè, ÿê i ó ïñåäîïàðàáîëi÷íîìó ðiâíÿííi. Êðiì òîãî, äëÿ òàêîãî

ïñåâäîãiïåðáîëiíîãî îïåðàòîðà ìîæíà îäåðæàòè àïðiîðíi íåðiâíîñòi ó òàêèõ

ñàìèõ íîðìàõ, ÿê äëÿ îïåðàòîðà ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî òèïó (äëÿ ÷èñòî

äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ öå çðîáëåíî ó [43]).
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Çàóâàæåííÿ 2.9. Îêðiì òåîðåì ðîçâ'ÿçíîñòi, àïðiîðíi îöiíêè âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ [31]. Òåîðåìè êåðîâàíîñòi,

ïîäiáíi äî íàâåäåíèõ äëÿ ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, ìîæíà îäåðæàòè

é äëÿ ïñåâäîãiïåðáîëi÷íîãî é ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿíü.

2.4. Âèñíîâêè

1) Äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âäîñêîíàëåíî

abc-ìåòîä äîâåäåííÿ àïðiîðíèõ íåðiâíîñòåé, ùî äàëî çìîãó äîâåñòè

öi íåðiâíîñòi ïðè äîñòàòíüî çàãàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ ùîäî êîåôiöi¹íòiâ

îïåðàòîðà. Çîêðåìà, îäåðæàíà òåîðåìà ðîçâ'ÿçíîñòi îõîïîëþ¹ óñi

íàéïîøèðåíiøi âèäè ÿäåð iíòåãðàëüíî¨ ÷àñòèíè. Äîäàòêîâî äîâåäåíî

àïðiîðíi íåðiâíîñòi äëÿ âèïàäêó, êîëè çíà÷åííÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà íàëåæàòü êëàñó ôóíêöié, iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì çà ÷àñîì i

ñèíãóëÿðíèõ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Äëÿ öüîãî âèïàäêó òàêîæ äîâåäåíî

ñëàáêó çáiæíiñòü ìåòîäó Ãàëüîðêiíà.

2) Äîâåäåíî óçàãàëüíåíó ðîçâ'ÿçíiñòü ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî é ïñåâäîãi-

ïåðáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

2) Ðåàëiçîâàíî íàïiâäèñêðåòíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî

é ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿíü. Ïðè ïðîâåäåííi îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïå-

ðèìåíòó ç'ÿñîâàíî (à òàêîæ òåîðåòè÷íî îá ðóíòîâàíî), ùî ðîçâ'ÿçêè öèõ

ðiâíÿíü ìàþòü ñóòò¹âî iíøó ïîâåäiíêó, àíiæ ðîçâ'ÿçêè ¨õ äèôåðåíöiàëüíèõ

àíàëîãiâ.

Íàñëiäêàìè îäåðæàíèõ òåîðåì ðîçâ'ÿçíîñòi ¹ òåîðåìè òî÷íî¨ é

àñèìïòîòè÷íî¨ êåðîâàíîñòi.
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ÐÎÇÄIË 3

ÄÐÎÁÎÂI ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÐIÂÍßÍÍß

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ïðèâåðòàþòü

çíà÷íó óâàãó íàóêîâöiâ, ùî ïîâ'ÿçàíî, çîêðåìà, ç äåäàëi øèðøèì êîëîì

çàñòîñóâàíü öèõ ðiâíÿíü ó ïðèðîäîçíàâñòâi (äèâ. ïiäðîçäië 1.3). Ðàçîì

ç òèì, ÿê i äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðàêòè÷íî íå âiäîìi

ðåçóëüòàòè ùîäî çáiæíîñòi ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ äðîáîâèõ ðiâíÿíü

ç íåãëàäêèìè çà ÷àñîì ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. Öþ ïðîáëåìó ÷àñòêîâî

ðîçâ'ÿçàíî ó ïiäðîçäiëi 3.1.

Ùîäî ðiâíÿíü çìiííèõ ïîðÿäêiâ, òî âîíè âçàãàëi ¹ ïðàêòè÷íî íå

äîñëiäæåíèìè. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îäåðæàíî òåîðåìó ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi

ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ. Êðiì òîãî, ðåàëiçîâàíî

ìåòîä Ãàëüîðêiíà ç äèñêðåòèçàöi¹þ îäíî÷àñíî çà ïðîñòîðîâèìè i ÷àñîâèìè

çìiííèìè.

3.1. Ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ ñòàëîãî ïîðÿäêó

Àáñòðàêòíi òåîðåìè ðîçâ'ÿçíîñòi äëÿ äðîáîâèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

ç ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ îäåðæàíî ó [58]. Ïðîòå çàñòîñîâàíèé ìåòîä

íå ïîâ'ÿçàíèé ç ïîáóäîâîþ ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ

äî ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i, òîìó ïðîáëåìà ïîáóäîâè é

îá ðóíòóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ. Öié ïðîáëåìi

ïðèñâÿ÷åíî ðÿä ïóáëiêàöié, äèâ. íàïð. [81], à òàêîæ [92] (äëÿ îïóêëèõ

ìíîãîãðàííèõ îáëàñòåé).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îá ðóíòîâàíî ñëàáêó çáiæíiñòü ãàëüîðêiíñüêèõ

íàáëèæåíü äëÿ ñëàáêî¨ ïîñòàíîâêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ
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äèôóçi¨ ç ïîõiäíîþ Êàïóòî, à òàêîæ âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

íåïåðåðâíèé çà ÷àñîì çi çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì

ôóíêöié.

3.1.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

∗Dα
0u+Au = f, (3.1)

u|t=0 = 0. (3.2)

Òóò u : [0, T ] → H � íåâiäîìà ôóíêöiÿ çi çíà÷åííÿìè ó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði ôóíêöié çìiííî¨ x ∈ Ω ⊂ RN , ∗Dα
0 � ïîõiäíà Êàïóòî ïîðÿäêó α çà

÷àñîì ç ïî÷àòêîì ó òî÷öi 0, α ∈ (0, 1), A � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî äi¹ çà çìiííîþ x:

(Aϕ)(x) = −
N∑

i,j=1

(aij(x)ϕxi)xj +
N∑
i=1

ai(x)ϕxi + a(x)ϕ.

Ïðèïóñòèìî, ùî A âèçíà÷åíèé íà ïðîñòîði H1
0(Ω) i çàäà¹òüñÿ

êîåðöèòèâíîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ a(·, ·). ×åðåç 〈·, ·〉 ïîçíà÷èìî äâî¨ñòiñòü
ìiæ H−1

0 (Ω) i H1
0(Ω).

Ââåäåìî åâîëþöiéíi äðîáîâi çà ÷àñîì ñîáîë¹âñüêi ïðîñòîðè

W α,p
0 ([0, T ], H) = {u ∈ Lp([0, T ], H)|∗Dα

0u ∈ Lp([0, T ], H), u(0) = 0},

äå H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ç íîðìîþ ‖u‖Wα,p
0 ([0,T ],H) = ‖∗Dα

0u‖Lp([0,T ],H).

3.1.2. Ñëàáêà ðîçâ'ÿçíiñòü i ãàëüîðêiíñüêi íàáëèæåííÿ. Ðîç-

ãëÿíåìî âèïàäîê íåãëàäêî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)-(3.2) ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ f ∈ Lp([0, T ], H−1
0 (Ω)) íàçâåìî åëåìåíò u ∈ Lp([0, T ], H1

0(Ω))
⋂⋂

W α,p
0 ([0, T ], H−1

0 (Ω)), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

〈∗Dα
0u(t), v〉+ a(u(t), v) = 〈f(t), v〉 (3.3)
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äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ C∞0 (Ω) òà ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ], à òàêîæ ïî÷àòêîâó

óìîâó u(0) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè ïîõiäíà

Êàïóòî çáiãà¹òüñÿ ç ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ. Êðiì òîãî, ñôîðìóëüîâàíå

îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíîñèëüíå ñòðîãié Lp-ðîçâ'ÿçíîñòi [58] ó

ïðîñòîði H−1
0 (Ω). Òîìó ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ ùîäî îïåðàòîðà A

cïðàâåäëèâà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ Lp([0, T ], H−1
0 (Ω)) iñíó¹ i ¹äèíèé

ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)-(3.2).

Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî p > 2/α. Íåõàé q � òàêå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî
2
p + 1

q = 1.

Ïîáóäó¹ìî äëÿ çàäà÷i (3.1) íåñòàöiîíàðíèé ïðîåêöiéíèé ìåòîä.

Âèáåðåìî áàçèñ {wi}∞i=1 ó ïðîñòîði H1
0(Ω). Çàäëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ

ïðèïóñòèìî, ùî öåé áàçèñ îðòîíîðìîâàíèé ó ïðîñòîði L2(Ω). Ðîçãëÿíåìî

ïðîåêöiéíi çàäà÷i

〈∗Dα
0um(t), wj〉+ a(um(t), wj) = 〈f(t), wj〉 , j = 1, ...,m, (3.4)

ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

um|t=0 = 0.

Öi åëåìåíòè øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi um(t) =
∑m

i=1 ψim(t) · wi; òîäi (3.4)
ïåðeòâîðþ¹òüñÿ íà ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðîáîâîãî

ïîðÿäêó ç íåâiäîìèìè ψim(t), i = 1, ...,m, t ∈ [0, T ]:

∗Dα
0ψjm(t) +

m∑
i=1

a(wi, wj)ψim(t) = 〈f(t), wj〉 , j = 1, ...,m (3.5)

ψjm|t=0 = 0.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïðîåêöiéíèõ çàäà÷ çíàäîáè-

òüñÿ



99

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé A ∈ Rn×n i g ∈ Lp([0, T ])n, äå n ∈ N. Òîäi çàäà÷à

Êîøi

(∗Dα
0 z)(t) + Az(t) = g(t),

z(0) = 0.

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê z ∈ W α
p ([0, T ])n, äå

W α
p ([0, T ])n =

{
y = (y1, ..., yn)

T |∗Dα
0 yi ∈ Lp([0, T ]) ∧ yi(0) = 0, i = 1, n

}
−

âåêòîðíèé äðîáîâèé ïðîñòið Ñîáîë¹âà ïîðÿäêó α.

Äîâåäåííÿ. Ó [49] äîâåäåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i ìà¹

âèãëÿä

z(t) =

t∫
0

(t− s)α−1E 1
α
(A(t− s)α, α)g(s) ds, (3.6)

äå

Eρ(B, µ) =
∞∑
k=0

Bk

Γ(kρ + µ)
−

ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Ìiòòà -Ëåôôëåðà. Ïîäàííÿ (3.6) ìà¹ ìiñöå äëÿ

äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ îáìåæåíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ g.

Ùîá ðîçøèðèòè îïåðàòîð íà âåñü ïðîñòið W α
p ([0, T ])n, çi çíà÷åííÿìè ó

Lp([0, T ])n, äîñòàòíüî äîâåñòè ïàðó îöiíîê

c1‖z‖Wα,p([0,T ])n 6 ‖g‖Lp([0,T ])n 6 c2‖z‖Wα,p([0,T ])n, c1, c2 > 0.

Ëiâà íåðiâíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà i

âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ó âiäïîâiäíèõ íîðìàõ

(äèâ. Ðîçäië 1). Äîâåäåìî ïðàâó íåðiâíiñòü.

‖z‖Wα,p([0,T ])n = ‖∗Dα
0 z‖Lp([0,T ])n = ‖Az + g‖Lp([0,T ])n 6

6 ‖Az‖Lp([0,T ])n + ‖g‖Lp([0,T ])n.

‖Az‖Lp([0,T ])n =

∥∥∥∥∥∥A ·
t∫

0

(t− s)α−1E 1
α
(A(t− s)α, α)g(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Lp([0,T ])n

6
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6 ‖A‖∗‖z‖Lp([0,T ])n,

äå ‖ · ‖∗ � ìàòðè÷íà íîðìà, ïiäïîðÿäêîâàíà âåêòîðíié íîðìi ïðîñòîðó

Lp([0, T ])n. Äàëi,

‖z‖Lp([0,T ])n =

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α−1E 1
α
(A(t− s)α, α)g(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Lp([0,T ])n

=

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α−1
∞∑
k=0

Ak(t− s)kα

Γ(kα + α)
g(s) ds

∥∥∥∥∥∥
Lp([0,T ])n

6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α−1
∞∑
k=0

|A|k(T − s)kα

Γ(kα + α)
|g(s)| ds

∥∥∥∥∥∥
Lp([0,T ])n

6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(t− s)α−1E 1
α
(|A|k(T − s)α, α) · |g(s)| ds

∥∥∥∥∥∥
Lp([0,T ])n

=

= ‖Iα0 (E 1
α
(|A|k(T − t)α, α) · |g(t)|)‖Lp([0,T ])n 6

6 ‖E 1
α
(|A|k(T − t)α, α) · |g(t)|‖Lp([0,T ])n 6 c2‖|g(t)|‖Lp([0,T ])n

(â îñòàííüîìó ïåðåõîäi âèêîðèñòàíî îáìåæåíiñòü äðîáîâîãî iíòåãðàëà).

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé u : [0, T ] → H+ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ, H+ ⊂ H0 ⊂ H− � ãiëüáåðòîâå îñíàùåííÿ. Òîäi äëÿ ìàéæå

âñiõ t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

∗Dα
0 ‖u(t)‖2

H0
6 2 〈∗Dα

0u(t), u(t)〉 ,

äå ÷åðåç 〈·, ·〉 ïîçíà÷åíî äâî¨ñòiñòü ìiæ H+ i H−.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

〈∗Dα
0u(t), u(t)〉 − 1

2
∗Dα

0 ‖u(t)‖2
H0

=
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=

〈
1

Γ(1− α)

t∫
0

u′(s)

(t− s)α
ds, u(t)

〉
− 1

2Γ(1− α)

t∫
0

2 〈u′(s), u(s)〉
(t− s)α

ds =

=
1

Γ(1− α)

〈 t∫
0

u′(s)

(t− s)α
ds, u(t)

〉
−

t∫
0

〈u′(s), u(s)〉
(t− s)α

ds

 > 0.

Äàëi ìà¹ìî 〈 t∫
0

u′(s)

(t− s)α
ds, u(t)

〉
−

t∫
0

〈u′(s), u(s)〉
(t− s)α

ds =

=

t∫
0

〈u′(s), u(t)〉
(t− s)α

ds−
t∫

0

〈u′(s), u(s)〉
(t− s)α

ds =

t∫
0

〈u′(s), u(t)− u(s)〉
(t− s)α

ds =

t∫
0

1

(t− s)α

〈
u′(s),

t∫
s

u′(ν) dν

〉
ds =

t∫
0

〈
u′(ν),

ν∫
0

u′(s)

(t− s)α
ds

〉
dν =

t∫
0

(t− ν)α

〈
u′(ν)

(t− ν)α
,

ν∫
0

u′(s)

(t− s)α
ds

〉
dν =

t∫
0

(t− ν)α
d

dν

∥∥∥∥∥∥
ν∫

0

u′(s)

(t− s)α
dν

∥∥∥∥∥∥
2

=
α

2

t∫
0

(t− ν)α−1

∥∥∥∥∥∥
ν∫

0

u′(s)

(t− s)α
dν

∥∥∥∥∥∥
2

dν > 0.

Äëÿ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié öþ íåðiâíiñòü äîâåäåíî â [53]. Íàäàëi

ó ðîçäiëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ãàëüîðêiíñüêèõ

íàáëèæåíü um.

Òåîðåìà 3.4. Ïîñëiäîâíiñòü (um) çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1)-

(3.2) ñëàáêî â L2([0, T ], H1
0(Ω)) i *-ñëàáêî â L∞([0, T ], L2(Ω)).

Äîâåäåííÿ. Äîìíîæèâøè (3.5) íà ψjm(t), ïðîñóìóâàâøè çà j = 1, ...,m

i âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Àëiõàíîâà, îäåðæèìî

1

2
∗Dα

0 ‖um(t)‖2
L2(Ω) + a(um(t), um(t)) 6 〈∗Dα

0um(t), um(t)〉+ a(um(t), um(t)) =
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= 〈f(t), um(t)〉 6 ‖f(t)‖H−1
0 (Ω) ‖um(t)‖H1

0 (Ω) 6

6
1

2

(
1

ε2
‖f(t)‖2

H−1
0 (Ω) + ε2 ‖um(t)‖2

H1
0 (Ω)

)
, ε > 0.

Ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè ç óðàõóâàííÿì êîåðöèòèâíîñòi îïåðàòîðà A,
òîáòî íåðiâíîñòi a(um(t), um(t)) > c0 ‖um(t)‖2

H1
0 (Ω), ìà¹ìî

1

2
∗Dα

0 ‖um(t)‖2
L2(Ω) +

(
c0 −

ε2

2

)
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω) 6

1

2ε2
‖f(t)‖2

H−1
0 (Ω) .

Äiþ÷è äðîáîâî-iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì ïîðÿäêó α, âèáèðàþ÷è ε ç

óìîâè c0 − ε2

2 > 0 i çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Þíãà äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë,

îäåðæèìî îöiíêó

‖um(t)‖2
L2(Ω) +

t∫
0

(
2c0 − ε2

)
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω)

(t− s)1−α ds 6

t∫
0

‖f(s)‖2
H−1

0 (Ω)

ε2(t− s)1−α ds 6

6

t∫
0

‖f(s)‖p
H−1

0 (Ω)

ε2p
ds+

t∫
0

1

(t− s)q(1−α)
ds 6M

(îáìåæåíiñòü îñòàííüîãî iíòåãðàëà âèïëèâà¹ ç ïðèïóùåííÿ p > 2
α). Òàêèì

÷èíîì, äëÿ äåÿêîãî M = M(ε) > 0 i ìàéæå âñiõ t ∈ [0, T ]

‖um(t)‖2
L2(Ω) 6M,

t∫
0

‖um(t)‖2
H1

0 (Ω)

(t− s)1−α ds 6
M

2c0 − ε2
.

Ç öèõ äâîõ îöiíîê âèïëèâà¹ îáìeæåíiñòü (um) ó ïðîñòîðàõ

L∞([0, T ], L2(Ω)) i L2([0, T ], H1
0(Ω)). Ñïðàâäi,

2c0 − ε2

T 1−α

t∫
0

‖um(t)‖2
H1

0 (Ω) ds 6

t∫
0

(
2c0 − ε2

)
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω)

(t− s)1−α 6M.

Ïîêëàäàþ÷è t = T , îäåðæó¹ìî

2c0 − ε2

T 1−α

T∫
0

‖um(t)‖2
H1

0 (Ω) ds 6

t∫
0

(
2c0 − ε2

)
‖um(t)‖2

H1
0 (Ω)

(T − s)1−α 6M. (3.7)



103

Tîìó iñíóþòü ïiäïîñëiäîâiíñòü (umk
) é åëåìåíò u ∈ L∞([0, T ], L2(Ω))

⋂
L2([0, T ], H1

0(Ω)), äëÿ ÿêèõ umk
⇀ u ó L2([0, T ], H1

0(Ω)) i umk

∗
⇀ u ó

L∞([0, T ], L2(Ω)).

Ïîìíîæèâøè ïåðøèé äîäàíîê (3.4) íà ϕ ∈ C∞([0, T ]), òàêå ùî

(I1−α
T ϕ)(t)|t=T = 0 (I1−α

T � iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ç êiíöåì

ó òî÷öi T ), ïðîiíòåãðóâàâøè ïî [0, T ] i çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó äðîáîâîãî

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, à òàêîæ çäiéñíèâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä (k →∞),

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî u ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)-(3.2). Îñêiëüêè

òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé, çâiäñè âèïëèâà¹ çáiæíiñòü óñi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi

(um).

3.1.3. Íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-

êðàéîâî¨ çàäà÷i íà íåïåðåðâíiñòü.

Òåîðåìà 3.5. Ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (3.1)-(3.2) íàëåæèòü ïðîñòîðó

C([0, T ], L2(Ω)).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ çäiéñíèìî ìåòîäîì çãëàäæåíü (óñåðåäíåíü). Äëÿ

ε > 0 ïîêëàäåìî

uε = ηε ∗ u,

äå

η(x) =


C · exp

(
1

|x|2 − 1

)
, |x| < 1

0, |x| > 1,

ηε(t) =
1

εn
η(
t

ε
)

à ñòàëà C âèáèðà¹òñÿ ç óìîâè
∫
η(t) dt = 1.

Äîîçíà÷èìî u íóëåì íà âiäðiçêàõ [−θ, 0) i (T, T + θ]. Âiäîìî [74],

ùî äëÿ u ∈ Lp([a, b], H) uε → u çà íîðìîþ ïðîñòîðó Lp([a, b], H), à

ñàìi óñåðåäíåííÿ íàëåæàòü êëàñó C∞([a, b], X). Òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè
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íåðiâíiñòü Àëiõàíîâà:

∗Dα
0 ‖uε(t)− uδ(t)‖

2
L2(Ω) 6 2 (∗Dα

0uε(t)− ∗Dα
0uδ(t), uε(t)− uδ(t))L2(Ω) ,

äå t ∈ [0, T ].

Iíòåãðóþ÷è (ç ïîêàçíèêîì α), ìà¹ìî

‖uε(t)− uδ(t)‖2
L2(Ω) = ‖uε(0)− uδ(0)‖2

L2(Ω) +

+2

t∫
0

〈∗Dα
0uε(τ)− ∗Dα

0uδ(τ), uε(τ)− uδ(τ)〉
|t− τ |1−α

dτ.

Îñêiëüêè u ∈ L∞([0, T ], L2(Ω)), ìíîæèíà {uε(0)|ε > 0} îáìåæåíà â íîðìi
L2(Ω). Äiéñíî, uε(0) =

∫ T
0 ηε(s)u(s) dt. Îñêiëüêè

∫
ηε(t) dt = 1, çà

íåðiâíiñòþ Áîõíåðà ìà¹ìî

‖uε(0)‖L2(Ω) =

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

ηε(t)uε(t) dt

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

6

T∫
0

|ηε(t)| ‖uε(t)‖L2(Ω) dt 6

‖u‖L∞([0,T ],L2(Ω)

T∫
0

|ηε(t)| dt = ‖u‖L∞([0,T ],L2(Ω).

Òîìó ÿêùî âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü (εn) : εn → 0, òî âiäïîâiäíî äî âëàñòèâîñòi

Áàíàõà-Ñàêñà çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nk), òàêà ùî∥∥∥∥∥
∑m

k=1 uεnk (0)

m
− u(0)

∥∥∥∥∥
L2(Ω)

→ 0, m→∞.

Ç iíøîãî áîêó, ÿê ëåãêî áà÷èòè,∥∥∥∥∥
∑m

k=1 uεnk
m

− u

∥∥∥∥∥
Lp([0,T ],H1

0 (Ω))

→ 0, m→∞,

∥∥∥∥∥
∑m

k=1
∗Dα

0uεnk
m

− ∗Dα
0u

∥∥∥∥∥
Lp([0,T ],H−1

0 (Ω))

→ 0, m→∞.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç un uεnk . Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

‖un(t)− um(t)‖2
L2(Ω) = ‖un(0)− um(0)‖2

L2(Ω) +

+2

t∫
0

〈∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ), uε(τ)− um(τ)〉
|t− τ |1−α

dτ 6

6 ‖un(0)− um(s)‖2
L2(Ω) +

+2

t∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖H−1
0 (Ω) ‖un(τ)− um(τ)‖H1

0 (Ω)

|t− τ |1−α
dτ 6

6 ‖un(0)− um(s)‖2
L2(Ω) +

+

t∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖2
H−1

0 (Ω)

|t− τ |1−α
dτ +

t∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖2
H1

0 (Ω)

|t− τ |1−α
dτ (3.8)

(â îñòàííüîìó ïåðåõîäi âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü 2ab 6 a2 + b2). Îöiíèìî

îêðåìî êîæíèé ç iíòåãðàëiâ.

t∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖2
H−1

0 (Ω)

|t− τ |1−α
dτ 6

6

 t∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖p
H−1

0 (Ω)
dτ


2
p

·

·

 t∫
0

1

|t− τ |q(1−α)
dτ


1
q

,

äå îñòàííié iíòåãðàë çáiæíèé ïðè q(1 − α) < 1, òîáòî p > 2/α. Íåâàæêî

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî J(t, s) =
∫ t
s

1
|t−τ |q(1−α) dτ ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ. Ç iíøîãî

áîêó,

t∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖p
H−1

0 (Ω)
dτ 6

T∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖p
H−1

0 (Ω)
dτ.
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Àíàëîãi÷íî äîñëiäèìî äðóãèé äîäàíîê ç (3.8).

t∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖2
H1

0 (Ω)

|t− τ |1−α
dτ 6

6

 t∫
s

‖un(τ)− um(τ)‖p
H1

0 (Ω)
dτ


2
p

·

 t∫
s

1

|t− τ |q(1−α)
dτ


1
q

6

6

 T∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖p
H1

0 (Ω)
dτ


2
p

·

 t∫
s

1

|t− τ |q(1−α)
dτ


1
q

6

6M

 T∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖p
H1

0 (Ω)
dτ


2
p

.

Îòæå,

‖un(t)− um(t)‖2
L2(Ω) 6 ‖un(0)− um(0)‖2

L2(Ω) +

+M

[ T∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖p
H−1

0 (Ω)
dτ


2
p

+

+

 T∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖p
H1

0 (Ω)
dτ


2
p ]
.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, îäåðæó¹ìî

lim
m,n→∞

sup
t∈[0,T ]

‖un(t)− um(t)‖2
L2(Ω) 6

6 lim
m,n→∞

‖un(0)− um(0)‖2
L2(Ω) +

lim
m,n→∞

M

 T∫
0

‖∗Dα
0un(τ)− ∗Dα

0um(τ)‖p
H−1

0 (Ω)
dτ


2
p

+

+ lim
m,n→∞

M

 T∫
0

‖un(τ)− um(τ)‖p
H1

0 (Ω)
dτ


2
p

= 0,
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òîáòî u ìîæíà îòîòîæíèòè (ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè ìiðè 0) ç ãðàíèöåþ

ïîñëiäîâíîñòi (un) çà íîðìîþ ‖ · ‖C([0,T ],L2(Ω)).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó äà¹ çìîãó ðîçãëÿäàòè çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, çîêðåìà, ç êðèòåðiÿìè ÿêîñòi âèãëÿäó

J(u) = max
t∈[0,T ]

‖u(t)− ũ(t)‖L2(Ω), J = ‖u(T )− ω‖L2(Ω).

3.2. Ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ çìiííîãî ïîðÿäêó

3.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i é îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Ω ⊂ RN ,

N ∈ N � îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω, Q = Ω × [0, T ].

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
−∆(K(x)D

1−α(x)
0 u) = f (3.9)

ç ïî÷àòêîâîþ é êðàéîâîþ óìîâàìè

u|t=0 = u0(x), (3.10)

u|∂Ω = 0, (3.11)

äå u = u(x, t), f = f(x, t), ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ϕ =
N∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

,

àD1−α(x)
0 � ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ïîðÿäêó 1−α(x) çà ÷àñîì. Ïðèïóñòèìî

òàêîæ, ùî α,K ∈ C2(Ω), minx∈Ω α(x) > 1
2 i maxx∈Ω α(x) < 1.

Ïåðø çà âñå, ïåðåôîðìóëþ¹ìî (3.9)�(3.11) ÿê çàäà÷ó ç íóëüîâîþ

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Äëÿ öüîãî çðîáèìî çàìiíó ũ = u− u0. Ìà¹ìî çàäà÷ó

∂ũ

∂t
−∆

(
K(x)D

1−α(x)
0 ũ

)
= F, (3.12)

ũ|t=0 = 0, (3.13)



108

ũ|∂Ω = 0, (3.14)

äå F = f + ∆
(
K(x)D

1−α(x)
0 u0

)
.

Ïðîòå ó çàäà÷i (3.12)�(3.14) çàëèøà¹òüñÿ äðîáîâà ïîõiäíà çà ÷àñîì, íà

ÿêó äi¹ îïåðàòîð Ëàïëàñà, ùî ðîáèòü ðiâíÿííÿ íåçðó÷íèì äëÿ äîñëiäæåííÿ.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ââåäåìî iíøó ôóíêöiþ ṽ = D
1−α(x)
0 ũ. Îñêiëüêè ũ|t=0 = 0,

ìà¹ìî ([94], ëåìà 2.5) ũ = I
1−α(x)
0 ṽ, äå I1−α(x)

0 ïîçíà÷à¹ iíòåãðàë Ðiìàíà-

Ëióâiëëÿ çà t ç íèæíüîþ ìåæåþ 0.

Ïiäñòàâèâøè v ó (3.12)�(3.14), îäåðæó¹ìî çàäà÷ó

D
α(x)
0 ṽ −∆(K(x)ṽ) = F, (3.15)

I
1−α(x)
0 ṽ|t=0 = 0, (3.16)

ṽ|∂Ω = 0, (3.17)

Ùîá ñïðîñòèòè ¨¨, âèêîíà¹ìî çàìiíó v = K(x)ṽ. Îñêiëüêè

D
α(x)
0 ṽ(x, t) = D

α(x)
0

(
v(x, t)

K(x)

)
=

1

K(x)
D
α(x)
0 v(x, t),

(I
1−α(x)
0 ṽ(x, t))|t=0 =

1

K(x)
(I

1−α(x)
0 v(x, t))|t=0,

îäåðæèìî çàäà÷ó
1

K(x)
D
α(x)
0 v −∆v = F, (3.18)

I
1−α(x)
0 v|t=0 = 0, (3.19)

v|∂Ω = 0. (3.20)

Çàçíà÷èìî, ùî ïî÷àòêîâi óìîâè, ÿêi âêëþ÷àþòü iíòåãðàëè äðîáîâèõ

ïîðÿäêiâ, ¹ öiëêîì ñòàíäàðòíèìè äëÿ ðiâíÿíü ç ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ

[114]. Ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (3.9)�(3.11) ïðè öüîìó ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi u = u0 + 1
K(x)I

1−α(x)
0 v. Íèæ÷å äîñëiäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

(3.18)�(3.20).
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H1
0(Ω) êëàñè÷íèé ñîáîë¹âñüêèé ïðîñòið ïåðøîãî

ïîðÿäêó ôóíêöié ç íóëüîâèì ñëiäîì, â ÿêîìó çàäàíî íîðìó ‖ϕ‖H1
0 (Ω) =

= ‖∇ϕ‖L2(Ω), à ÷åðåç H−1
0 (Ω) ñïðÿæåíèé äî íüîãî. Íåõàé òàêîæ CΩ �

îïòèìàëüíà ñòàëà ó íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå ‖ϕ‖L2(Ω) 6 CΩ‖ϕ‖H1
0 (Ω), ϕ ∈

H1
0(Ω). Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî, íàïðèêëàä, ÷åðåç g é g ìiíiìóì i ìàêñèìóì

ôóíêöi¨ g, à ÷åðåç C � äîäàòíó ñòàëó, ÿêà ìîæå áóòè ðiçíîþ â

ðiçíèõ íåðiâíîñòÿõ. ×åðåç, íàïðèêëàä, gxi ïîçíà÷àòèìåìî ÷àñòèííó ïîõiäíó

ôóíêöi¨ g çà çìiííîþ xi.

3.2.2. Ñëàáêà ðîçâ'ÿçíiñòü. Íàãàäà¹ìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ñîáîë¹â-

ñüêèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé F ïîçíà÷à¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Âèçíà÷èìî ïðîñòið

Hβ(R) = {g ∈ L2(R)|(1 + ω2)
β
2 (Fg)(ω) ∈ L2(R)}

ç íîðìîþ

‖g‖β,R = ‖(1 + ω2)
β
2 (Fg)(ω)‖L2(R).

Òåïåð ââåäåìî ïðîñòið

Hβ([0, T ]) = {g ∈ L2([0, T ])|∃g̃ ∈ Hβ(R) : g̃|[0,T ] = g}

ç íîðìîþ

‖g‖β = inf
g̃∈Hβ(R),g̃|[0,T ]=g

‖g̃‖β,R.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C∞0 ([0, T ]) ìíîæèíó íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéíîâíèõ

ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó (0, T ). Íåõàé Hβ
0 � ïîïîâíåííÿ C∞0 ([0, T ])

çà ‖g‖β. ×åðåç Hβ
l ([0, T ]), Hβ

r ([0, T ]) i Hβ
s ([0, T ]) ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ

C∞0 ([0, T ]) çà íîðìàìè

‖g‖2
β,l = ‖g‖2

L2([0,T ]) + ‖Dβ
0 g‖2

L2([0,T ]),

‖g‖2
β,r = ‖g‖2

L2([0,T ]) + ‖Dβ
Tg‖

2
L2([0,T ]),

‖g‖2
β,c = (Dβ

0 g,D
β
Tg)L2([0,T ]),
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äå Dβ
T � ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ ç âåðõíüîþ ìåæåþ T .

Ó [101] äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 3.1. Íåõàé β > 0, β 6= m + 1
2 ,m ∈ N. Òîäi ïðîñòîðè Hβ

l ([0, T ]),

Hβ
r ([0, T ]), Hβ

s ([0, T ]) i Hβ
0 ([0, T ]) ðiâíi ó òîìó ðîçóìiííi, ùî ¨õíi íîðìè

åêâiâàëåíòíi.

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ [28]:

Ëåìà 3.2. ßêùî 0 < β < 1
2, òî H

β([0, T ]) = Hβ
0 ([0, T ]).

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i çìiííîãî ïîðÿäêó íàì çíàäîáëÿòüñÿ ñîáîë¹â-

ñüêi ïðîñòîðè çìiííîãî ïîðÿäêó. Íåõàé C∞0 (Q) � ìíîæèíà íåñêií÷åííî äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó Q, à W β(·),1 � ïîïîâíåííÿ

C∞0 (Q) çà íîðìîþ

‖u‖2
β(·),1 =

∫
Q

(D
β(x)
0 u(x, t))2 +

N∑
i=1

u2
xi

(x, t) dQ,

äå Dβ(x)
0 � ïðàâîái÷íà ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ çà çìiííîþ t ç íèæíüîþ

ìåæåþ 0, à β ¹ ôóíêöi¹þ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. ×åðåç W−β(·),−1

ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið, ñïðÿæåíèé äî W β(·),1.

Ëåìà 3.3. ßêùî u0 ∈ H1
0(Ω), òî ∆

(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈ W−α(·)

2 ,−1(Q).

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè, ùî

∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
= ∆

(
u0(x)

Γ(α(x))t1−α(x)

)
=

=
N∑
i=1

(
Ai,1(x)tα(x)−1 + Ai,2(x)tα(x)−1 ln t+ Ai,3(x)tα(x)−1 ln2 t

)
,

äå

Ai,1(x) =
∂2u0(x)

∂x2
i

Γ(α(x)) + 2
∂u0(x)

∂xi

∂Γ(α(x))

∂xi
,

Ai,2(x) = 2
∂u0(x)

∂xi
Γ(α(x))

∂α(x)

∂xi
+

+u0(x)
∂(Γ(α(x))∂α(x)

∂xi
)

∂xi
+ u0(x)

∂Γ(α(x))

∂xi

∂α(x)

∂xi
,
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Ai,3(x) = u0(x)Γ(α(x))

(
∂α(x)

∂xi

)2

,

ïðè÷îìó Ai,j ∈ H−1
0 (Ω) çàâäÿêè ïðèïóùåííÿì ùîäî u0 é α. Ùîá

äîâåñòè ëåìó, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ∆
(
D

1−α(x)
0 u0

)
∈ L2([0, T ], H−1

0 (Ω)).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äîäàíêè Ai,1(x)tα(x)−1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 〈·, ·〉
äâî¨ñòiñòü ìiæ H−1

0 (Ω) i H1
0(Ω). Ìà¹ìî

T∫
0

‖Ai,1(x)tα(x)−1‖2
H−1

0 (Ω)
dt =

T∫
0

(
sup
ϕ 6=0

〈
Ai,1 · tα(x)−1, ϕ

〉
‖ϕ‖H1

0 (Ω)

)2

dt =

=

T∫
0

(
sup
ϕ6=0

〈
Ai,1, t

α(x)−1ϕ
〉

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt 6

6

T∫
0

(
sup
ϕ6=0

‖Ai,1‖H−1
0 (Ω)‖tα(x)−1ϕ‖H1

0 (Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt =

= ‖Ai,1‖2
H−1

0 (Ω)

T∫
0

(
sup
ϕ6=0

‖tα(x)−1ϕ‖H1
0 (Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt.

Çàóâàæèìî, ùî

‖tα(x)−1ϕ‖2
H1

0 (Ω) =
N∑
i=1

∫
Ω

(tα(x)−1ϕxi + tα(x)−1 ln t · αxiϕ)2 dx

 6

6
N∑
i=1

∫
Ω

2t2α(x)−2ϕ2
xi

+ 2t2α(x)−2 ln2 t · α2
xi
ϕ2 dx

 . (3.21)

Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà âèáðàòè òàêå δ, ùî 2α(x) − δ > 1 ∀x ∈ Ω, à òàêîæ

òàêå µ = µ(δ) < 1, ùî ln2 t 6 t−δ äëÿ t < µ. Äëÿ òàêèõ δ é µ ìà¹ ìiñöå

T∫
0

(
sup
ϕ6=0

‖tα(x)−1ϕ‖H1
0 (Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt =

µ∫
0

(
sup
ϕ6=0

‖tα(x)−1ϕ‖H1
0 (Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt+

T∫
µ

(
sup
ϕ6=0

‖tα(x)−1ϕ‖H1
0 (Ω)

‖ϕ‖H1
0 (Ω)

)2

dt = I1 + I2.
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Òåïåð îöiíèìî öi äâà iíòåãðàëè îêðåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.21) i íåðiâíiñòü
√
a+ b 6

√
a+
√
b.

I1 6

µ∫
0

sup
ϕ6=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2ϕ2

xi
+ 2t2α(x)−2 ln2 t · α2

xi
ϕ2 dx

)
‖ϕ‖H1

0 (Ω)


2

dt 6

6 2

µ∫
0

sup
ϕ6=0

√
t2α−2

∑N
i=1

∫
Ω ϕ

2
xi
dx+

√
t2α−2−δ ·

∑N
i=1

∫
Ω α

2
xi
ϕ2 dx

‖ϕ‖H1
0 (Ω)


2

dt 6

6 2

µ∫
0

sup
ϕ6=0

tα−1
√∑N

i=1

∫
Ω ϕ

2
xi
dx+ tα−1− δ2

√∑N
i=1

∫
Ω α

2
xi
ϕ2 dx

‖ϕ‖H1
0 (Ω)


2

dt 6

2

µ∫
0

(
tα−1 +M1t

α−1− δ2
)2

dt,

äå M1 = CΩ

∑N
i=1 α

2
xi
. Îòæå,

I1 6 2

µ∫
0

t2α−2 + 2Mt2α−2− δ2 +M 2t2α−2−δ dt <∞.

Áiëüøå òîãî,

I2 6

T∫
µ

sup
ϕ6=0

√∑N
i=1

(∫
Ω 2t2α(x)−2ϕ2

xi
+ 2t2α(x)−2 ln2 t · α2

xi
ϕ2 dx

)
‖ϕ‖H1

0 (Ω)


2

dt 6

6 2

T∫
µ

sup
ϕ 6=0

√∑N
i=1

(∫
Ω µ

2α(x)−2ϕ2
xi

+ µ2α(x)−2 ln2 µ · α2
xi
ϕ2 dx

)
‖ϕ‖H1

0 (Ω)


2

dt 6

2(T − µ)M 2
2 ,

äå M2 = µα−1
√

1 + C2
Ω ln2 µ ·

∑N
i=1 α

2
xi
. Ç öèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî

‖Ai,1(x)tα(x)−1‖2
L2([0,T ],H1

0 (Ω))
= ‖Ai,1‖2

H−1
0 (Ω)

(I1 + I2) <∞.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî Ai,2(x)tα(x)−1 ln t

i Ai,3(x)tα(x)−1 ln2 t òàêîæ íàëåæàòü ïðîñòîðó L2([0, T ], H−1
0 (Ω)).



113

Ëåìà 3.4. ßêùî v ∈ W
α(·)

2 ,1(Q), òî (I
1−α(x)
0 v)|t=0 = 0 y L2(Ω).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ‖I1−α(·)
0 v(·, t)‖2

L2(Ω) → 0 ïðè t → 0.

Ìà¹ìî

∫
Ω

(
I

1−α(x)
0 v(x, t)

)2

dx =

∫
Ω

 1

Γ(1− α(x))

t∫
0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

2

dx 6

6 C

∫
Ω

 t∫
0

v(x, s)

(t− s)α(x)
ds

2

dx 6

6 C

∫
Ω

(
‖v(x, ·)‖Hα(x)([0,t])

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

)2

dx,

äå r(x) = 2/(1 + α(x)), i âèêîðèñòàíî âêëàäåííÿ H
α
2 ([0, t]) ó Lr′([0, t]) ç

r
′
= 2/(1− α(x)) [103]. Çâiäñè∫

Ω

(
I

1−α(x)
0 v(x, t)

)2

dx 6 C max
x∈Ω

∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥2

Lr(x)([0,t])

‖v(x, ·)‖2

W
α(·)

2 ,1(Q)
→ 0,

à îòæå ∥∥∥∥ 1

(t− ·)α(x)

∥∥∥∥
Lr(x)([0,t])

→ 0

ðiâíîìiðíî íà Ω ïðè t→ 0.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Äîâåäåííÿ ëåìè 3.4 ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ äîâåäåííÿ

ëåìè 2.2, [103].

Ëåìà 3.5. [103] Íåõàé 0 < β < 2, β 6= 1, à g, h ∈ H
β
2
0 ([0, T ]). Òîäi〈

Dβ
0 g, h

〉
H
−β2
0 ×H

β
2

0

= (D
β
2
0 g,D

β
2

Th)L2
,

äå ïðîñòîðè é âiäïîâiäíi áiëiíiéíi ôîðìè âèçíà÷åíi íà [0, T ].

Çàóâàæåííÿ 3.3. Âiäïîâiäíî äî ëåìè 3.1, òâåðäæåííÿ ëåìè 3.5

ñïðàâåäëèâå òàêîæ äëÿ g, h ∈ H β
2 ([0, T ]), ÿêùî ïðè öüîìó β < 1

2 .
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñëàáêó ïîñòàíîâêó (3.18)�(3.20). Ïîçíà÷èìî

b(v, w) =

∫
Q

1

K(x)
D

α(x)
2

0 v ·D
α(x)

2

T w +∇v · ∇w dQ,

äå ∇ � ãðàäi¹íò çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè.

Ç ëåìè 3.5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ãëàäêèõ v i w òîòîæíiñòü

b(v, w) = (D
α(·)
0 v + ∆v, w)L2(Q)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî w ∈ W
α(·)

2 ,1(Q).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 〈·, ·〉α(·)
2 ,1

äâî¨ñòiñòü ìiæ W−α(·)
2 ,−1(Q) i W

α(·)
2 ,1(Q).

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïiä ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.18)�(3.20) ðîçóìiòè-

ìåìî v, äëÿ ÿêîãî

b(v, w) = 〈F,w〉α(·)
2 ,1

.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé F ∈ W−α(·)
2 ,−1(Q). Òîäi çàäà÷à (3.18)�(3.20) ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v ∈ W
α(·)

2 ,1(Q), ïðè÷îìó

‖v‖
W

α(·)
2 ,1(Q)

6 C‖F‖
W−

α(·)
2 ,−1(Q)

.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî [103], ùî äëÿ g ∈ Hβ([0, T ]), β < 1
2

(Dβ
0 g,D

β
Tg)L2([0,T ]) > C1 cos(πβ)‖g‖2

Hβ([0,T ])

äëÿ äåÿêîãî C1 > 0. Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó ç β = α(x)
2 i

äîäàòíiñòü îïåðàòîðà ∆, îäåðæó¹ìî

b(v, v) > C

∫
Ω

1

K(x)
cos

(
πα(x)

2

) T∫
0

(D
α(x)

2
0 v(x, t))2 dt dx+

∫
Q

∇v · ∇v dQ >

> C cos

(
πα

2

)∫
Q

(D
α(x)

2
0 v(x, t))2 dQ+

T∫
0

‖v(t)‖2
H1

0 (Ω) dt > C‖v‖2

W
α(·)

2 ,1(Q)
.

Íåïåðåðâíiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè b(·, ·) ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî; îòæå,

iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âèïëèâà¹ ç ëåìè Âiøèêà-Ëàêñà-

Ìiëü ðàìà.
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Íàñëiäîê 3.1. Çàäà÷à (3.18)�(3.20) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ I1−α(·)
0 (W

α(·)
2 ,1(Q)).

Çàóâàæåííÿ 3.4. Âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (3.19) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ

ëåìîþ 3.4.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Âiäïîâiäíî äî ëåìè 3.3, òåîðåìà 3.6 äà¹ çìîãó

ðîçãëÿäàòè íåîäíîðiäíi ïî÷àòêîâi óìîâè (3.10) ç u0 ∈ H1
0(Ω).

3.2.3. Ìåòîä Ãàëüîðêiíà. Ïîáóäó¹ìî ñõåìó ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¨

äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè (3.18)�(3.20). Âèáåðåìî áàçèñ {ϑi}∞i=1 ó ïðîñòîði

W
α(·)

2 ,1(Q), ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wm,n ëiíiéíó îáîëîíêó {ϑ1,1, ..., ϑm,n} é

ðîçãëÿíåìî íàáëèæåííÿ

vm,n(x, t) =

m,n∑
i,j=1

ci,jϑi,j(x, t),

äå ci,j � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ç ñèñòåìè

b(vi,j, wk,l) =
〈
F,wk,l

〉
α(·)

2 ,1
∀wk,l ∈ Wm,n,

ÿêà ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

m,n∑
i,j=1

ci,jb(ϑi,j, ϑk,l) = 〈F, ϑk,l〉α(·)
2 ,1

, i, k = 1,m, j, l = 1, n. (3.22)

Òîäi íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.9)�(3.11) âèðàæà¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

um,n(x, t) = u0(x) +
1

K(x)

m,n∑
i,j=1

ci,j(I
1−α(x)
0 ϑi,j)(x, t) (3.23)

Îñêiëüêè b(·, ·) êîåðöèòèâíà, ñèñòåìà (3.22) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Ïîêëàäåìî ϑi,j(x, t) = ψi(t) ·ωj(x), äå {ψi} é {ωj} � ëiéíiéíî íåçàëåæíi

ñèñòåìè ôóíêöié ó Hα/2([0, T ]) é H1
0(Ω) âiäïîâiäíî. À ñàìå, âèáåðåìî

ψi(t) = P̃i−1(t) � çìiùåíi ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà íà [0, 1] (áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî T = 1). Öåé âèáið çóìîâëåíî òèì, ùî äëÿ
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ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ âiäîìi àíàëiòè÷íi ôîðìóëè äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ

é iíòåãðóâàííÿ, ùî äà¹ çìîãó ëåãêî çàñòîñóâàòè ôîðìóëó (3.23). Êðiì

òîãî, ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíi ó ïðîñòîði L2([0, 1]), ùî ñïðîùó¹

îá÷èñëåííÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè b(P̃i(t) · ωj(x), P̃k(t) · ωl(x)).

ßêiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ïðè ìîäåëþâàííi ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ

àíîìàëüíî¨ äèôóçi¨ ìà¹ ñòàòè ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü. Íèæ÷å

ïîäàíî ðåçóëüòàòè éîãî òåñòóâàííÿ íà êiëüêîõ íàáîðàõ âõiäíèõ äàíèõ.

Ïîêëàäåìî Ω = (0, 1), u0(x) = 0, K(x) = 1, à ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ çàäàìî

ó âèãëÿäi α(x) = 0.6+0.3 exp(−8(x−0.5)2,. Ðîçãëÿíåìî òàêi ïðàâi ÷àñòèíè:

1. F1(x, t) =
(

2
K(x)Γ(3−α(x))t

2−α(x) + 4π2t2
)

sin(2πx). Ó öüîìó âèïàäêó

u(x, t) = t2 sin(2πx).

2. F2(x, t) =
√
π
(
π
2

) 1
2−α(x)

t
1−2α

4 J 1
2−α(x)(π

√
t) − 2 sin(2π

√
t), äå Jν �

ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó ν. Ó öüîìó âèïàäêó u(x, t) =

sin(π
√
t) · x(x− 1).

3. F3(x, t) = πt1−α

Γ(2−α) (1F1(1; 2− α(x); iπx) + 1F1(1; 2− α(x);−iπx))x(x −
1) − 2 sin(πt), äå 1F1 � âèðîäæåíà ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Êóììåðà. Ó

öüîìó âèïàäêó u(x, t) = sin(πt) · x(x− 1).

Öi ôîðìóëè ìîæíà ïåðåâiðèòè, ñêîðèñòàâøèñü òàáëèöÿìè äðîáîâèõ

ïîõiäíèõ ([41], c.140; [70], c.193). Ó òàáëèöi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (3.18)�(3.20): âiäíîñíi ïîõèáêè ó äèñêðåòèçîâàíié

íîðìi ïðîñòîðiâ L2([0, T ];L2(Ω)) (ïîõèáêà 1) i L2([0, T ];H1(Ω)) (ïîõèáêà

2) äëÿ m = 11 (ìíîãî÷ëåíè Ëåæàíäðà äî 10 ñòåïåíþ), n = 50.

ïðàâà ÷àñòèíà ïîõèáêà 1 ïîõèáêà 2

F1 1.186 ∗ 10−3 2.503 ∗ 10−3

F2 2.525 ∗ 10−2 8.859 ∗ 10−3

F3 1.377 ∗ 10−3 4.551 ∗ 10−3

Òàáëèöÿ 3.1

Âiäíîñíi ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó çìiííîïîðÿäêîâîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨
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Çàóâàæåííÿ 3.6. Îñêiëüêè F2 ìà¹ îñîáëèâiñòü ïðè t = 0, ïîõèáêà

÷óòëèâà äî òî÷íîñòi iíòåãðóâàííÿ ïðè îá÷èñëåííi ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.22).

Çàóâàæåííÿ 3.7. Ìîæå çäàòèñü ïðèðîäíîþ iäåÿ äèñêðåòèçàöi¨ çà ÷àñîì

vm(x, t) =
m∑
i=1

ψi(t)ωi(x), (3.24)

äå ψi � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, çàëåæíi âiä ÷àñó. Ïðîòå íàñïðàâäi òàêà

äèñêðåòèçàöiÿ íåìîæëèâà: ïiäñòàâèâøè (3.24) ó (3.18), îäåðæèìî ñiì'þ

ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó

BD
α(x)
0 Ψm + AΨm = F,

äå Ψm = (ψi, ..., ψm)T , F(t) = (〈F (t), ωj〉)T , B = {(ωi, ωj)L2(Ω)}mi,j=1 i

A = {a(ωi, ωj)}mi,j=1.

Îòæå, çàìiñòü îäíi¹¨ òàêî¨ ñèñòåìè ñòàëîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî ôóíêöié

ψi, îäåðæàíî ñiì'þ ñèñòåì, ïàðàìåòðèçîâàíó çìiííîþ x ∈ Ω. Öå îçíà÷à¹,

ùî ψi ìà¹ çàëåæàòè âiä x, ùî ñóïåðå÷èòü ïîäàííþ (3.24).

Îäíi¹þ ç çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ ìîäåëþâàííÿ äèôóçi¨

â óìîâàõ âiäñóòíîñòi äæåðåë i ñòîêiâ. Ìàòåìàòè÷íî öÿ ñèòóàöiÿ

ìîäåëþ¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ç ïî÷àòêîâèìè é êðàéîâèìè óìîâàìè i íóëüîâîþ

ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Íà ðèñ. 3.1�3.2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî

åêñïåðèìåíòó äëÿ çàäà÷i (3.9)�(3.10) ç u0(x) = sin πx çi çìiííèì ïîðÿäêîì

α(x) = 0.6 + 0.3 exp(−8(x− 0.5)2).

Íà âiäìiíó âiä ðîçâ'ÿçêó àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i ñòàëîãî ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçîê

çìiííîïîðÿäêîâîãî ðiâíÿííÿ ñïàäà¹ ó ðiçíèõ òî÷êàõ ç ðiçíîþ øâèäêiñòþ.

Ïîñòóïîâî ïîñåðåäèíi âiäðiçêà óòâîðþ¹òüñÿ
”
æîëîá“, äå êîíöåíòðàöiÿ

ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïîðÿäîê α ìîæíà

iíòåðïðåòóâàòè ÿê øâèäêiñòü äèôóçi¨. Ç òèõ çîí, äå âîíà íèæ÷à, ÷àñòèíêè

”
âèìèâàþòüñÿ“ øâèäøå. Âòiì, öåé åôåêò ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ïðè äîñòàòíüî

âåëèêèõ t, à ïðè ìàëèõ t ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðîòèëåæíå � òàì, äå ïîðÿäîê
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Ðèñ. 3.1. Ðîçâ'ÿçîê çìiííîïîðÿäêîâîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â ìîìåíòè t = 0

(cèíié), t = 0.02 (çåëåíèé) i t = 0.1 (÷åðâîíèé).

Ðèñ. 3.2. Ðîçâ'ÿçîê çìiííîïîðÿäêîâîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â ìîìåíòè t = 0.25

(cèíié), t = 0.5 (çåëåíèé) i t = 1 (÷åðâîíèé).
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âèùèé, äèôóçiÿ ñïî÷àòêó ¹ ïîâiëüíiøîþ. Íà òåîðåòè÷íîìó ðiâíi ó

íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó öå îïèñàíî ó [65], à íà ðèñ. 3.1 ïîìiòíî ïðè

ïîðiâíÿííi çåëåíîãî (t = 0.02) i ñèíüîãî (t = 0) ãðàôiêiâ. Îòæå, ðåçóëüòàòè

îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó ìîæíà ââàæàòè óçãîäæåíèìè ç òåîði¹þ

àíîìàëüíî¨ äèôóçi¨.

3.3. Âèñíîâêè

1) Äëÿ ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ ñòàëîãî ïîðÿäêó äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü

ðîçâ'ÿçêó çi çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì ôóíêöié.

Öåé ðåçóëüòàò ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî, çîêðåìà, äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷

ôiíàëüíîãî êåðóâàííÿ. Äîâåäåíî çáiæíiñòü ìåòîäó Ãàëüîðêiíà äëÿ âèïàäêó

ñèíãóëÿðíî¨ çà ïðîñòîðîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè, àëå ó ñëàáøié íîðìi, àíiæ íîðìà

ïðîñòîðó, ÿêîìó íàëåæèòü ðîçâ'ÿçîê.

2) Äîâåäåíî ñëàáêó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ çìiííîãî

ïîðÿäêó. Äëÿ öüîãî çàïðîïîíîâàíî çàìiíó, ùî çâîäèòü ðiâíÿííÿ

äî âèãëÿäó, ÿêèé ìîæíà äîñëiäæóâàòè ïîäiáíî äî ðiâíÿíü ñòàëèõ

ïîðÿäêiâ. Ïîáóäîâàíî ïðîñòîðîâî-÷àñîâèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà i ïðîâåäåíî

îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò, ÿêèé ïðîiëþñòðóâàâ ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi

çìiííîïîðÿäêîâèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

3) Äî ïåðñïåêòèâíèõ íàïðÿìêiâ ðîçâèòêó òåîði¨ àíîìàëüíî¨ äèôóçi¨

â íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ ìîæíà âiäíåñòè ïîñëàáëåííÿ îáìåæåíü íà

ãëàäêiñòü ïî÷àòêîâîãî ñòàíó i ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ (àæ äî ðîçðèâíèõ

ôóíêöié; â òàêîìó âèïàäêó ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ÿêi óìîâè ñïðÿæåííÿ

íàéàäåêâàòíiøå âiäîáðàæàþòü ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè). Êðiì òîãî,

öiêàâîþ ïðîáëåìîþ ¹ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-ñóáäèôóçi¨

çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ðåàêöi¨.



120

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ äåêiëüêîõ òèïiâ íåëîêàëüíèõ çà ÷àñîì ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè îäåðæàíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ

çáiæíîñòi ìåòîäó Ãàëüîðêiíà. À ñàìå:

� abc-ìåòîäîì îäåðæàíî àïðiîðíi íåðiâíîñòi ó íåãàòèâíèõ íîðìàõ

äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî, ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî é ïñåâäîãiïåðáîëi÷íîãî

iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Íàñëiäêàìè öèõ íåðiâíîñòåé

¹ òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiçíèõ ñîáîë¹âñüêèõ

ïðîñòîðàõ;

� äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî é ïñåâäîïàðàáîëi÷íîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ñëàáêié ïîñòàíîâöi ïîáóäîâàíî é ðåàëiçîâàíî ìåòîä

Ãàëüîðêiíà, à òàêîæ äîâåäåíî éîãî çáiæíiñòü;

� äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü (çi çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ ç êâà-

äðàòîì ôóíêöié ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨) ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨

ç ïîõiäíîþ Êàïóòî, ÷èì îá ðóíòîâàíî ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè çàäà-

÷i ôiíàëüíîãî êåðóâàííÿ. Äîâåäåíî ñëàáêó çáiæíiñòü ìåòîäó Ãàëüîð-

êiíà ó âèïàäêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ç êëàñó Lp;

� çà äîïîìîãîþ ëåìè Âiøèêà-Ëàêñà-Ìiëü ðàìà îäåðæàíî òåîðåìó

ñëàáêî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ çìiííîãî ïîðÿäêó.

� äëÿ ðiâíÿííÿ ñóáäèôóçi¨ çìiííîãî ïîðÿäêó çàïðîïîíîâàíî é

ðåàëiçîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä, ÿêèé äàâ çìîãó ïðîiëþñòðóâàòè

íåòðèâiàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêó, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòîðîâîþ

íåîäíîðiäíiñòþ ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ìîäåëþâàííÿ é

îïòèìiçàöi¨ åðåäèòàðíèõ ñèñòåì. Ïiäõiä, çàñòîñîâàíèé ó äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi, ìîæå áóòè ïîøèðåíèé íà ðiâíÿííÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó.
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