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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 113 — Прикладна математика. – Київський нацiональний унiверситет

iменi Тараса Шевченка Мiнiстерства освiти i науки України, Київ, 2026.

Дисертацiю присвячено аналiзу узгоджених схем зайнятостi у випадко-

вому середовищi, а також розвитку теорiї iтерованих збурених випадкових

блукань.

Ми дослiджуємо послiдовнiсть узгоджених схем «кулi-в-комiрках» у ви-

падковому середовищi. Комiрки утворюють iєрархiчну вкладену структуру,

причому у кожному поколiннi мiститься нескiнченна кiлькiсть комiрок, а

ймовiрностi потраплення в них є випадковими i формуються шляхом послi-

довної фрагментацiї одиничної маси. Гнедiн та Iксанов (2020) встановили

багатовимiрну функцiональну центральну граничну теорему з центруван-

ням для сукупних кiлькостей зайнятих комiрок у початкових поколiннях

при зростаннi кiлькостi куль. Ми доводимо аналогiчний результат, у якому

центрування не потрiбне, а граничнi процеси не є гаусiвськими. Як застосу-

вання, розглядається послiдовнiсть схем зайнятостi, породжена процедурою

ламання палицi.

Далi ми розглядаємо промiжнi поколiння послiдовностi узгоджених схем

зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процедурою ламання

палицi. А саме, ймовiрностi потраплення у комiрки першого поколiння за-

даються формулою Pk = W1W2 · . . . · Wk−1(1 − Wk) для k ∈ N, де W1,

W2, . . . — незалежнi копiї випадкової величини W , що набуває значень у

(0, 1). Нескiнченна схема «кулi-в-комiрках» у першому поколiннi вiдома як

сито Бернуллi. Ми припускаємо, що математичне сподiвання | logW | є не-

скiнченним, а хвiст розподiлу випадкової величини | logW | правильно змi-

нюється на нескiнченностi. Позначимо через Kn(j) кiлькiсть зайнятих ко-

мiрок у поколiннi j, якщо кинуто n куль. Називатимемо поколiння j промi-
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жними, якщо j = jn → ∞ та jn = o((log n)a) при n → ∞ для вiдповiдного

a > 0. Ми доводимо, що для деяких промiжних поколiнь j скiнченнови-

мiрнi розподiли процесу (Kn(⌊jnu⌋))u>0 пiсля належної нормалiзацiї слабко

збiгаються при n → ∞ до скiнченновимiрних розподiлiв потраекторного

iнтеграла Лебега–Стiльтьєса, iнтеграндом якого є експоненцiйна функцiя,

а iнтегратором — обернений стiйкий субординатор. Ця частина дисерта-

цiї продовжує напрям дослiджень, започаткований у статтях Buraczewski,

Dovgay та Iksanov (2020) i Iksanov, Marynych та Samoilenko (2022), де ви-

падкова величина | logW | мала скiнченний другий момент, а також у статтi

Iksanov, Marynych та Rashytov (2022), де величина | logW | мала скiнченне

математичне сподiвання, але нескiнченний другий момент.

Невiд’ємною складовою дослiдження послiдовностей узгоджених схем

зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процесом ламання па-

лицi, є теорiя iтерованих збурених випадкових блукань. Нехай (ξk, ηk)k≥1

— незалежнi однаково розподiленi випадковi вектори з довiльно залежними

додатними компонентами та Tk := ξ1 + . . . + ξk−1 + ηk для k ∈ N. Назива-

тимемо випадкову послiдовнiсть (Tk)k≥1 (глобально) збуреним випадковим

блуканням. Розглянемо загальний гiллястий процес, породжений послiдов-

нiстю (Tk)k≥1, i позначимо через Yj(t) кiлькiсть особин j-го поколiння з мо-

ментами народження ≤ t. Припускаючи, що Var ξ1 ∈ (0,∞), та дозволяючи

розподiлу η1 бути довiльним, ми доводимо закон повторного логарифма

для Yj(t). Зокрема, отримано закон повторного логарифма для лiчильного

процесу випадкової послiдовностi (Tk)k≥1. Останнiй результат був ранiше

встановлений у статтi Iksanov, Jedidi та Bouzeffour (2017) за додаткової умо-

ви iснування скiнченного моменту Eηa1 < ∞ для деякого a > 0. У цiй

дисертацiї показано, що зазначене додаткове припущення не потрiбне.

Ключовi слова: випадкове середовище, закон повторного логарифма, за-

гальний гiллястий процес, збуренi випадковi блукання, iтерованi збуренi

випадковi блукання, нескiнченна схема зайнятостi, неперервнiсть за Гьоль-

дером, процес дробового ефекту, процедура ламання палицi, сито Бернуллi,

- 2 -



слабка збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв, слабка збiжнiсть у просторi

Скорохода, теорiя вiдновлення, узгодженi схеми зайнятостi у випадковому

середовищi, функцiональна гранична теорема.

SUMMARY

Braganets O. A. Investigation of nested occupancy schemes in random envi-

ronment. — Manuscript.

Dissertation for the scientific level of Doctor of Philosophy in specialty 113

– ”Applied Mathematics“. – Taras Shevchenko National University of Kyiv, Mi-

nistry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2026.

The thesis is devoted to the analysis of nested occupancy schemes in a random

environment and also contributes to a theory of iterated perturbed random walks.

We investigate a nested balls-in-boxes scheme in a random environment. The

boxes follow a nested hierarchy, with infinitely many boxes in each level, and the

hitting probabilities of boxes are random and obtained by iterated fragmentation

of a unit mass. Gnedin and Iksanov (2020) obtained a multivariate functional

central limit theorem with centering for the cumulative occupancy counts in low

levels as the number of balls becomes large. We prove a counterpart of their

result, in which centering is not needed and the limit processes are not Gaussian.

An application is given to the scheme generated by a residual allocation model.

Next, we consider intermediate levels of the scheme generated by a residual

allocation model. That is, the hitting probabilities of the first-level boxes are gi-

ven by a stick-breaking model Pk = W1W2 · . . . ·Wk−1(1−Wk) for k ∈ N, where

W1, W2, . . . are independent copies of a random variable W taking values in

(0, 1). The infinite balls-in-boxes scheme in the first level is known as Bernoulli

sieve. We assume that the mean of | logW | is infinite and the distribution tail

of | logW | is regularly varying at ∞. Denote by Kn(j) the number of occupi-

ed boxes in the jth level provided that there are n balls and call the level j

intermediate, if j = jn → ∞ and jn = o((log n)a) as n → ∞ for appropriate
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a > 0. We prove that, for some intermediate levels j, the finite-dimensional di-

stributions of the process (Kn(⌊jnu⌋))u>0, properly normalized, converge weakly

as n→∞ to those of a pathwise Lebesgue-Stieltjes integral, with the integrand

being an exponential function and the integrator being an inverse stable subordi-

nator. The present paper continues the line of investigation initiated in the articles

Buraczewski, Dovgay and Iksanov (2020) and Iksanov, Marynych and Samoi-

lenko (2022) in which the random variable | logW | has a finite second moment,

and Iksanov, Marynych and Rashytov (2022) in which | logW | has a finite mean,

yet an infinite second moment.

An integral component of the study of the nested occupancy schemes in

the random environment generated by the stick-breaking process is a theory of

iterated perturbed random walks. Let (ξk, ηk)k≥1 be independent identically distri-

buted random vectors with arbitrarily dependent positive components and Tk :=

ξ1+ . . .+ ξk−1+ ηk for k ∈ N. We call the random sequence (Tk)k≥1 a (globally)

perturbed random walk. Consider a general branching process generated by

(Tk)k≥1 and let Yj(t) denote the number of the jth generation individuals wi-

th birth times ≤ t. Assuming that Var ξ1 ∈ (0,∞) and allowing the distribution

of η1 to be arbitrary, we prove a law of the iterated logarithm (LIL) for Yj(t). In

particular, a LIL for the counting process of (Tk)k≥1 is obtained. The latter result

was previously established in the article Iksanov, Jedidi and Bouzeffour (2017)

under the additional assumption that Eηa1 <∞ for some a > 0. In this thesis, we

show that the aforementioned additional assumption is not needed.

Keywords: Bernoulli sieve, functional limit theorem, general branching process,

Hölder continuity, infinite occupancy scheme, iterated perturbed random walk,

law of the iterated logarithm, nested infinite occupancy scheme in random envi-

ronment, perturbed random walk, random environment, renewal theory, residual

allocation model, shot noise process, weak convergence in the Skorokhod space,

weak convergence of finite-dimensional distributions.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

□ – завершення доведення

R – множина дiйсних чисел

N – множина натуральних чисел

N0 – множина невiд’ємних цiлих чисел

м.н. – майже напевно

P{A} – ймовiрнiсть подiї A

EX – математичне сподiвання випадкової величини X

VarX – дисперсiя випадкової величини X

1{A} – iндикатор подiї A
d→ – збiжнiсть за розподiлом в.в. та випадкових векторiв
P→ – збiжнiсть за ймовiрнiстю в.в. та випадкових векторiв
f.d.d.−→ – слабка збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв

⇒ – слабка збiжнiсть випадкових елементiв у функцiональних просторах
d
= – рiвнiсть розподiлiв випадкових елементiв

f(x) ∼ g(x) при x→ x0, де x0 ∈ [−∞,∞], означає lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

f(x) = O(g(x)) при x→∞ означає lim
x→∞
|f(x)|
g(x)

<∞

f(x) = o(g(x)) при x→∞ означає lim
x→∞
|f(x)|
g(x)

= 0

⌊x⌋ – цiла частина числа x

{x} – дробова частина числа x

⌈x⌉ = min{n ∈ Z : n ≥ x}
log – натуральний логарифм

9



exp(x) = ex – показникова функцiя

lim supx→∞ f(x) = lim
x→∞

f(x) — верхня границя

Γ – гамма-функцiя Ейлера

B – бета-функцiя Ейлера
(

n
k

)

= Ck
n – бiномiальний коефiцiєнт

C((xt)) – множина граничних точок при t→∞ сiм’ї дiйсних чисел (xt)
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Схема зайнятостi, в якiй ку-

лi випадково розташовуються по певному набору комiрок, — це проста ур-

нова модель теорiї ймовiрностей, яка має широкий спектр застосувань у

статистицi, комбiнаторицi та iнформатицi. До таких застосувань, зокрема,

належать: вибiрка видiв [14, 37], аналiз алгоритмiв [24], теорiя навчання

[10] тощо.

Якщо кiлькiсть комiрок (урн) у схемi розподiлу є нескiнченною, то та-

ку конструкцiю називають нескiнченною схемою зайнятостi (англ. infini-

te occupancy scheme). Подiбнi моделi виникають у багатьох задачах теорiї

ймовiрностей i математичної статистики, зокрема при дослiдженнi розподi-

лiв частот, кластерних структур та випадкових розбиттiв.

Дослiдження цiєї моделi розпочато у роботi Р. Р. Багадура [3], де вста-

новлено закон великих чисел для кiлькостi заповнених комiрок. Подальший

суттєвий розвиток теорiї належить С. Карлiну, який у роботi [56] отримав

бiльш системнi та глибокi результати, зокрема щодо асимптотичної поведiн-

ки числа зайнятих комiрок та пов’язаних функцiоналiв. Його дослiдження

фактично сформували фундамент сучасної теорiї нескiнченних схем зайня-

тостi та визначили основнi напрями подальших дослiджень у цiй галузi.

Важливий внесок у розвиток теорiї був зроблений у роботi [29]. У згада-

нiй статтi мiститься систематичний огляд нескiнченних схем зайнятостi, а

також розроблено новi пiдходи до їхнього вивчення. О. Гнедiн встановив тi-
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сний зв’язок таких схем iз випадковими дискретними розподiлами, структу-

рою випадкових розбиттiв та процедурою ламання палицi, що забезпечило

не лише узагальнення класичних результатiв, а й iнтеграцiю теорiї нескiн-

ченних схем зайнятостi в ширший контекст сучасної теорiї ймовiрностей та

прикладної математики [27, 28, 32].

Згадаємо нещодавнi дослiдження, пов’язанi з нескiнченними схемами

зайнятостi. У роботах [16, 46] встановлено закони повторного та одинар-

ного логарифма для декiлькох характеристик нескiнченних схем зайнятостi.

J. Garza та Y. Wang у статтi [26] доводять функцiональну центральну грани-

чну теорему для зважених процесiв зайнятостi.

Нехай тепер система комiрок органiзована у виглядi вкладеної iєрархiї, а

ймовiрностi їх заповнення формуються шляхом послiдовних розбиттiв оди-

ницi таких, що розбиття на кожному рiвнi iєрархiї є пiдрозбиттям попере-

днього рiвня. Конфiгурацiї зайнятих комiрок на кожному рiвнi цiєї iєрархiї

природно iнтерпретуються як послiдовнiсть узгоджених схем зайнятостi. У

статтях [42, 45] було введено послiдовнiсть узгоджених нескiнченних схем

зайнятостi та доведено низку функцiональних граничних теорем для числа

зайнятих комiрок та числа комiрок, що мiстять фiксоване число куль, за

припущення, що потрапляння куль у комiрки першого рiвня регулюється

дискретними розподiлами типу Вейбулла.

У випадку, коли розбиття одиницi здiйснюються випадково, говорять про

послiдовностi узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi. З су-

то математичної точки зору, такi моделi становлять iнтерес, оскiльки вони

поєднують у собi характеристики як нескiнченних схем зайнятостi, так i

зважених гiллястих процесiв. Хоча цi два класи об’єктiв є досить попу-

лярними, вони належать до рiзних напрямiв теорiї ймовiрностей. Водночас

їхня комбiнацiя породжує новi ефекти, вiдсутнi у кожному з компонентiв

окремо. Перейшовши до можливих застосувань, пiдкреслимо, що кiлькiсть

зайнятих комiрок у даному поколiннi зваженого гiллястого процесу може iн-

терпретуватися як кiлькiсть типiв, присутнiх у вибiрцi певних «iндивiдiв».
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Якщо припустити, що тип iндивiда передається його нащадкам, то кiлькiсть

зайнятих комiрок у послiдовних поколiннях вкладеної схеми зайнятостi мо-

делює еволюцiю числа рiзних типiв у деякiй популяцiї з плином часу.

Узгодженi схеми зайнятостi у випадковому середовищi сьогоднi активно

дослiджуються, зокрема, у роботах [15, 30, 47, 50, 55]. Першi дослiдження

цiєї моделi [5, 17, 55] були зосередженi на вивченнi поведiнки поблизу ме-

жi дерева зваженого гiллястого процесу. Така постановка задачi дозволила

авторам використати низку асимптотичних властивостей зважених гiлля-

стих процесiв, зокрема, збiжнiсть мартингалу Бiггiнса та результати теорiї

великих вiдхилень. Зокрема, iнформацiя про розподiл куль у початкових

поколiннях не мала суттєвого значення, оскiльки вона «губилася» на шляху

вiд кореня до межi. У своїх роботах Бузингер (у контекстi зважених гiл-

лястих процесiв з декiлькома типами) та Джозеф розглядали, серед iншого,

збiжнiсть майже напевно при прямуваннi числа куль до нескiнченностi най-

меншого iндекса поколiння, в якому всi комiрки мiстять не бiльше, нiж одну

кулю. Iншими словами, йдеться про висоту пiддерева зваженого гiллястого

процесу, в межах якого неспадна послiдовнiсть (Kn(j))j∈N, де Kn(j) - це

кiлькiсть зайнятих комiрок у j-му поколiннi при киданнi n куль, ще не до-

сягає значення n. При цьому цi автори взагалi не дослiджували слабку збi-

жнiсть кiлькостi зайнятих комiрок. Бертван у теоремi 1 роботи [5] довiв, що

вiдношення Kn(jn)/f(n) майже напевно збiгається до випадкової величини,

яка включає як множник граничне значення мартингалу Бiггiнса (саме наяв-

нiсть цiєї границi вiдображає вплив межi дерева). Тут f — функцiя, що пра-

вильно змiнюється на нескiнченностi, задана в явному виглядi, а (jn)n∈N —

послiдовнiсть цiлих чисел, для якої виконується limn→∞
(

jn−a log n
)

= b для

деяких a > 0 та b ∈ R. У роботi [47] вивчалась збiжнiсть Kn(j) для пiзнiх

поколiнь, тобто поколiнь jn, що задовольняють jn = O(log n) та jn → ∞
при n→∞.

У роботi [30] дослiджувалася вже поведiнка поблизу кореня дерева зва-

женого гiллястого процесу. При цьому початковими були названi поколiння,
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номер яких j є фiксованим числом. Було встановлено, що якщо належним

чином центрований та нормалiзований процес зайнятих комiрок у першому

поколiннi слабко збiгається у просторi Скорохода до деякого гаусiвського

процесу G, то процес зайнятих комiрок у j-му поколiннi, знову ж пiсля цен-

трування та нормалiзацiї, слабко збiгається до iнтегрального функцiоналу

вiд G.

Роботи [15, 50] вивчають асимптотику Kn(j) у промiжних поколiннях

узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi. Промiжними нази-

вають поколiння, iндекси jn яких задовольняють jn = o(log n) та jn → ∞
при n → ∞. У цих статтях випадковi ймовiрностi комiрок визначаються

процедурою ламання палицi. Це означає, що випадковi ймовiрностi (Pk)k≥1

у першому поколiннi задаються так: Pk = W1W2 · . . . · Wk−1(1 − Wk) для

k ∈ N := {1, 2, . . .}, де W1, W2, . . .- незалежнi копiї випадкової величини

W , що набуває значень у iнтервалi (0, 1). Дослiдженню таких послiдовно-

стей присвячена також робота [9]. Моделi з використанням розподiлiв, по-

роджених процедурою ламання палицi, виникають в багатьох прикладних

областях науки, зокрема, у теорiї випадкових розбиттiв, генетицi, машинно-

му навчаннi. Однiєю з задач даної дисертацiї є доповнення та узагальнення

результатiв, отриманих у вищезазначених статтях.

Всi вищезазначенi роботи демонструють багатство та складнiсть стоха-

стичної структури таких схем, однак на даний час повнi результати отри-

манi лише для окремих випадкiв. Це пiдкреслює необхiднiсть подальшого

системного вивчення моделi, адже очiкується, що вона має широкий спектр

як теоретичних застосувань, так i потенцiйних практичних iмплементацiй у

прикладних задачах.

Невiд’ємною складовою дослiдження послiдовностей узгоджених схем

зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процесом ламання па-

лицi, є теорiя iтерованих збурених випадкових блукань.

(Глобально) збуренi випадковi блукання є нетривiальним, але природним

узагальненням стандартних випадкових блукань. З одного боку, збуренi ви-
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падковi блукання є цiкавим i складним об’єктом дослiдження. З iншого боку,

такi блукання є допомiжним iнструментом аналiзу випадкових рядiв, поро-

джених лiнiйними рекурсiями, граток Бернуллi, систем масового обслугову-

вання G/G/∞ та iнших моделей прикладної теорiї ймовiрностей. Елементи

теорiї збурених випадкових блукань, накопиченi до 2016 року, викладенi у

монографiї [39]. Перелiк нещодавнiх статей, присвячених рiзним аспектам

таких блукань включає [2, 22, 51, 64, 66]. Наприклад, у роботi [2] доведено

базовi результати теорiї вiдновлення для збурених випадкових блукань, що

заклало основу подальших дослiджень. У статтi [64] збуренi випадковi блу-

кання використовуються для дослiдження випадкових перестановок чисел.

До цього перелiку варто також вiднести роботу [44], де доведено граничнi

теореми для збурених випадкових блукань; статтю [4], де дослiджується

максимум вагових сум уздовж шляхiв дерева, що являють собою збуренi

випадковi блукання, а також роботу [8], присвячену арифметичним власти-

востям мультиплiкативних збурених випадкових блукань, що породжуються

цiлочисельними випадковими величинами. У данiй дисертацiї отримано де-

кiлька результатiв, що доповнюють iснуючу теорiю збурених випадкових

блукань.

Iтерованi збуренi випадковi блукання на деревах загальних гiллястих

процесiв були визначенi зовсiм нещодавно у статтi [15] та далi дослiджу-

вались у роботах [9, 53], Такi випадковi послiдовностi є цiкавими як са-

мостiйний об’єкт дослiдження. Крiм того, вони є важливими складовими у

дослiдженнi випадкових дерев та послiдовностей узгоджених схем зайнято-

стi у випадковому середовищi, породженому процесом ламання палицi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-

цiйну роботу було виконано у вiдповiдностi до плану наукових дослiджень

кафедри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та кiбернети-

ки КНУ iм. Т. Шевченка. Тематика дослiджень роботи вiдповiдає спецiаль-

ностi «Прикладна математика» галузi знань «Математика та статистика».

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є продов-
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ження розвинення теорiї послiдовностей узгоджених схем зайнятостi у ви-

падковому середовищi та внесок до теорiї iтерованих збурених випадкових

блукань. Головним завданням автора була розробка нових методiв, необхi-

дних для розв’язання декiлькох вiдкритих проблем, пов’язаних iз послiдов-

ностями узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi, а також

знаходження належних пiдходiв, що дозволили б довести закон повторного

логарифму для iтерованих збурених випадкових блукань у повнiй загаль-

ностi. Об’єкт дослiдження – послiдовностi узгоджених схем зайнятостi у

випадковому середовищi та iтерованi збуренi випадковi блукання, предмет

дослiдження – асимптотична поведiнка кiлькостi зайнятих комiрок на рi-

зних рiвнях iєрархiї та аналоги деяких результатiв теорiї вiдновлення для

iтерованих збурених випадкових блукань для випадкiв, що не були дослi-

дженi ранiше.

Методи дослiдження. Дослiдження асимптотичної поведiнки кiлькостi

зайнятих комiрок у початкових та промiжних поколiннях полягає у дове-

деннi слабкої збiжностi у просторi Скорохода цих процесiв до деякого гра-

ничного випадкового процесу. Не менш важливим є пошук конкретних при-

кладiв процесiв для iлюстрацiї отриманої збiжностi та властивостей.

Дослiдження властивостей iтерованих збурених випадкових блукань по-

лягає у пошуку та доведеннi аналогiв результатiв теорiї вiдновлення для

стандартних випадкових блукань, що справджуються для збурених випад-

кових блукань та/або iтерованих стандартних випадкових блукань, або їх

посиленнi. При цьому розв’язання деяких проблем вимагали розвинення

нестандартних методiв та пiдходiв.

У дисертацiйнiй роботi використовуються методи теорiї ймовiрностей та

її роздiлiв, зокрема:

� теорiї вiдновлення;

� теорiї випадкових блукань;

� теорiї випадкових процесiв;
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� теорiї функцiй, що правильно змiнюються,

та математичного аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Наукова новизна даної ди-

сертацiйної роботи полягає у встановленi нових результатiв для послiдов-

ностей узгоджених схем зайнятостi та iтерованих збурених випадкових блу-

кань. Серед основних результатiв дисертацiйної роботи слiд видiлити такi:

� доведено багатовимiрну функцiональну граничну теорему без центру-

вання для кiлькостi зайнятих комiрок у початкових поколiннях для ви-

падку, коли граничнi процеси не є гаусiвськими;

� для деяких промiжних рiвнiв доведено слабку збiжнiсть скiнченнови-

мiрних розподiлiв належним чином нормалiзованого процесу зайнятих

комiрок для випадку, коли крок базового випадкового блукання не має

середнього;

� встановлено закон повторного логарифма для лiчильного процесу збу-

рених випадкових блукань у повнiй загальностi, тобто коли на збурення

не накладається жодних умов;

� встановлено закон повторного логарифма для iтерованих збурених ви-

падкових блукань.

Теоретичне i практичне значення одержаних результатiв. Результати

дисертацiйної роботи мають переважно теоретичну цiннiсть. Методи, при-

йоми, думки та iдеї, що були використаннi при доведеннi теорем та лем,

можуть бути корисними при подальних дослiдженнях в областi теорiї ймо-

вiрностей, зокрема, в теорiї випадкових процесiв. Також одержанi результа-

ти є значним кроком розвинення теорiї узгоджених схем зайнятостi та теорiї

iтерованих збурених випадкових блукань.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiджень

та постановка задач належать науковому керiвниковi. Всi результати, що

виносяться на захист, належать здобувачевi.
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У статтi [12], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О.М., Iксанову О.М.

належать постановка задачi, iдея доведення допомiжної леми 3, оформлення

фiнальної версiї статтi та внесення редагувань згiдно з рецензiєю.

У статтi [13], написанiй у спiвавторствi з Iксановим О.М., Iксанову О.М.

належать постановка задачi, оформлення фiнальної версiї статтi та внесення

редагувань згiдно з рецензiєю.

Апробацiя результатiв дисертацiйної роботи. Результати дисертацiйної

роботи доповiдалися на конференцiях, а саме:

� Результати роздiлу 1 - на мiжнароднiй конференцiї “International Confer-

ence of Young Mathematicians at Institute of Mathematics of NAS of Ukrai-

ne” (1-3 червня 2023 року);

� Результати роздiлу 2 - на XI Всеукраїнськiй науково-практичнiй кон-

ференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених «Об’єднанi наукою:

перспективи мiждисциплiнарних дослiджень» (21-22 листопада 2024

року);

� Результати роздiлу 3 - на XXIII Мiжнароднiй науково-практичнiй кон-

ференцiї «Шевченкiвська весна - 2025: Математика, Статистика та Ме-

ханiка. Методика викладання математики. Прикладна математика, ком-

п’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний ана-

лiз» (10 квiтня 2025 року);

� Результати роздiлу 3 - на мiжнароднiй конференцiї “International Confer-

ence of Young Mathematicians at Institute of Mathematics of NAS of Ukrai-

ne” (4–6 червня 2025 року).

Також основнi результати дисертацiйної роботи були висвiтленi у мiж-

народних реферованих журналах, iндексованих в наукометричних базах, а

саме:

� результати роздiлу 1 у статтi [12];

� результати роздiлу 2 у статтi [13];
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� результати роздiлу 3 у статтi [11].

Структура та обсяг дисертацiйної роботи. Дисертацiйна робота скла-

дається зi вступу, трьох роздiлiв та висновкiв. Кожен роздiл складається з

пiдроздiлiв. В кiнцi роздiлiв мiстяться висновки до цих роздiлiв. Формули, а

також теореми, леми i твердження мають наскрiзну нумерацiю. Список ви-

користаних джерел мiстить 71 позицiю та оформлений вiдповiдно до стилю

Springer MathPhys Style.

Подяка. Автор дисертацiї Браганець О.А. висловлює щиру вдячнiсть

своєму науковому керiвниковi — доктору фiзико-математичних наук, про-

фесору Iксанову Олександру Маратовичу — за своєчасну та активну допо-

могу у плiднiй роботi над дослiдженням, за влучнi поради при оформленнi

статей та їх публiкацiї, за надану в необхiднiй кiлькостi мотивацiю та за

достатню пiдтримку протягом всього часу написання дисертацiйної роботи.

Також автор висловлює подяку всiм колегам з кафедри дослiдження опера-

цiй факультету комп’ютерних наук та кiбернетики КНУ iм. Т. Шевченка за

пiдтримку пiд час написання дисертацiї.
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Роздiл 1

Дослiдження початкових поколiнь

узгоджених схем зайнятостi у

випадковому середовищi

1.1 Вступ

Кулi послiдовно та незалежно одна вiд одної розмiщуються у нескiнчен-

ному масивi комiрок 1, 2, . . . так, що кожна куля потрапляє до комiрки k з

додатною ймовiрнiстю pk. При цьому
∑

k≥1
pk = 1.

Цiкавим є характер заповнення комiрок пiсля розмiщення n куль. Цю класи-

чну модель називають нескiнченною схемою зайнятостi або схемою зайня-

тостi Карлiна (Karlin’s occupancy scheme) на честь фундаментального вне-

ску С. Карлiна у її дослiдження [56].

Властивостi цiєї схеми зайнятостi добре вивченi; детальнi огляди мо-

жна знайти, зокрема, у статтi [29] та монографiї [39]. Останнiми роками

з’явилися бiльш складнi та глибокi дослiдження цiєї моделi. Наприклад,

J. Garza та Y. Wang у статтi [26] розглядають зваженi процеси заповнення

комiрок у класичнiй схемi Карлiна. Зважена сума задається так

Tn =
n
∑

j=1

ajDn,j,
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де Dn,j позначає кiлькiсть комiрок, якi мiстять рiвно j куль з n наявних,

а (aj)j≥1 — задана послiдовнiсть коефiцiєнтiв (ваг). Такi суми називаються

в лiтературi зi схем зайнятостi «separable statistics» або «divisible statistics».

Вони вивчались, починаючи з кiнця 1970-х рокiв, зокрема, в роботах Ме-

дведєва [59], Iвченка [54] та Мiрахмедова [60], а також в контекстi формули

Юенса в роботах Манставiчюса [58]. Робота [26] встановлює функцiональ-

ну центральну граничну теорему для випадкового процесу, отриманого з

(Tn)n≥1 пiсля належного масштабування, тобто описує його асимптотичну

поведiнку як випадкового елементу в просторi Скорохода за певних обме-

жувальних умов, накладених на послiдовнiсть коефiцiєнтiв (aj). Одним iз

головних застосувань отриманого результату є аналiз граничної поведiн-

ки випадкових перестановок, породжених процесом китайського ресторану

(Chinese Restaurant Process ) з двома параметрами. Запропонована авторами

теорема узагальнює класичнi результати для процесiв зайнятостi та забез-

печує iнструмент для дослiдження динамiчних моделей випадкових пере-

становок, що виникають у байєсiвських непараметричних моделях та теорiї

випадкових розбиттiв.

Iснує також рандомiзована версiя класичної схеми зайнятостi, в якiй

ймовiрностi потраплення в комiрки є додатними випадковими величинами

(Pk)k≥1 з довiльним спiльним розподiлом, що задовольняє умову

∑

k≥1
Pk = 1 м.н.

Таку схему зайнятостi називають нескiнченною схемою зайнятостi у випад-

ковому середовищi.

В дисертацiйнiй роботi будуть розглядатися послiдовностi узгоджених

(вкладених) схем зайнятостi у випадковому середовищi. Конструкцiю зру-

чно описувати з точки зору генеалогiчної структури популяцiй. Нехай I0 :=
{∅} буде початковим предком, а I1 := {1, 2, . . .} буде множиною комiрок

першого поколiння з деякими випадковими ймовiрностями потраплення P1,

P2, . . .. Тепер роздiлимо кожну комiрку i на пiдкомiрки i1, i2, . . . та визначи-
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мо ймовiрностi потраплення до них як

P (ik) = PiP
(i)
k для k ∈ N,

де (P
(i)
k )k≥1 є незалежною копiєю (Pk)k≥1, а для рiзних i цi копiї є незале-

жними. Цi пiдкомiрки iнтерпретуються як комiрки другого поколiння, якi

формують множину I2. Ми повторюємо цю процедуру для блокiв кожно-

го поколiння, доки не буде побудовано ∞-арне дерево вкладених комiрок

∪k∈N0
Ik. Тут N0 := N ∪ {0}. Зауважимо, що ймовiрностi потрапляння у ко-

мiрки заданого поколiння в сумi дорiвнюють одиницi за побудовою, тобто
∑

v∈Ij P (v) = 1 м.н. для кожного j ∈ N (ми ототожнюємо послiдовностi

(P (v))v∈I1 та (Pi)i∈N) .

Ми припускаємо, що випадковi ймовiрностi потрапляння у комiрки та

результати розмiщення куль визначенi на спiльному ймовiрнiсному просто-

рi. Для n, j, r ∈ N позначимо через Kn,j,r кiлькiсть комiрок j-го поколiння

(кiлькiсть елементiв v ∈ Ij), що мiстять рiвно r куль з n наявних. Покладе-

мо

Kn,j(u) :=
n
∑

r=⌈n1−u⌉
Kn,j,r, u ∈ [0, 1].

Таким чином, Kn,j(u) - це кiлькiсть комiрок, що мiстять не менше ⌈n1−u⌉
куль, де ⌈x⌉ := min{n ∈ Z : n ≥ x} для x ∈ R. З ймовiрнiстю один

випадкова функцiя u 7→ Kn,j(u) є неспадною та неперервною справа, отже,

належить простору D := D([0, 1]). Тут i далi для iнтервалу I ⊆ [0,∞) ми

позначаємо через D(I) простiр Скорохода на I , тобто множину функцiй,

визначених на I , що є неперервними справа та мають лiвобiчнi границi в

кожнiй точцi (якщо iнтервал I замкнений лiворуч, то iснування лiвобiчної

границi у лiвiй межi iнтервалу не припускається). Ми вважаємо, що простiр

D надiлений J1-топологiєю. Вичерпну iнформацiю про J1-топологiю на D
можна знайти у книзi [6].
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1.2 Попереднi дослiдження

Послiдовностi узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi впер-

ше зустрiчаються в статтi [5]. Серед iншого, там доведено, що, якщо n та

j прямують до нескiнченностi таким чином, що j ∼ a log n, де a — деяка

додатна константа, то Kn,j(1) — кiлькiсть зайнятих комiрок у j-му поколiннi

— задовольняє центральну граничну теорему з випадковим центруванням,

коли кiлькiсть куль n прямує до∞. Нехай Hn,j позначає номер першого по-

колiння, в якому всi комiрки мiстять менше нiж j куль iз n наявних, а Gn,j

— номер першого поколiння, в якому iснує комiрка, що мiстить менше нiж

j куль. При цьому Gn,j вивчається для випадку, коли кiлькiсть комiрок пер-

шого поколiння є скiнченною, а Hn,j — для довiльної кiлькостi комiрок. У

статтi [55] дослiджується м.н. асимптотична поведiнка цих двох випадкових

величин при n→∞. Виявляється, що Hn,j та Gn,j мають порядок log n при

n→∞, а їх асимптотика залежить вiд j, коли j менше за критичне значен-

ня j∗, та не залежать вiд j, коли j бiльше за j∗. У статтi [17] розглядаються

подiбнi задачi в бiльш загальному випадку зваженого гiллястого процесу з

декiлькома типами.

Три вищезгаданi статтi дослiджують пiзнi поколiння узгоджених схем

зайнятостi у випадковому середовищi, тобто поколiння, iндекси j яких ма-

ють порядок log n. У статтi [47] наведено повну класифiкацiю режимiв м.н.

збiжностi для кiлькостi зайнятих комiрок у пiзнiх поколiннях i, тим самим,

доповнено попереднi результати, отриманi в роботi [5].

Статтi [15] та [50] присвяченi дослiдженню промiжних поколiнь узгодже-

них схем зайнятостi у випадковому середовищi. За припущення, що ймовiр-

ностi потрапляння у комiрки задаються процедурою ламання палицi, слабка

збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв належним чином центрованих та

нормалiзованих процесiв (Kn,⌊jnt⌋(1))t>0 отримана у статтi [50] у випадку

jn = o((log n)1/2) та jn →∞ при n→∞. Слабший варiант такої збiжностi,

з jn = o((log n)1/3) та jn →∞ при n→∞, з’явився ранiше в роботi [15].

- 23 -



У публiкацiї [30] розглядаються початковi поколiння (чиї номери j не за-

лежать вiд n) узгоджених схем зайнятостi у випадковому середовищi. Зокре-

ма, доведено багатовимiрну функцiональну центральну граничну теорему

для належним чином центрованого та нормалiзованого процесу

((Kn,1(u))u∈[0, 1], (Kn,2(u))u∈[0, 1], . . .). При цьому слабка границя кожної ко-

ординати є м.н. неперервним гаусiвським процесом.

Для порiвняння з нашим результатом наведемо твердження, отримане

Гнедiним та Iксановим у статтi [30]. Для заданої сукупностi випадкових

величин (Pk)k≥1 покладемо для t ≥ 0

N(t) :=
∑

k≥1
1{Pk≥e−t}

та V (t) := EN(t). Позначимо через G := (G(s))s≥0 центрований гаусiвський

процес, на який накладаються певнi умови, точнi формулювання яких мо-

жна знайти статтi [30]. Для кожного u > 0 та j ≥ 2 покладемо

R
(u)
1 (s) := G(s), R

(u)
j (s) :=

∫

[0, s]

(s− y)u(j−1)dG(y), s ≥ 0.

Символом ⇒ будемо позначати слабку збiжность у функцiональному про-

сторi. Вищезгадане твердження (теорема 2.1 у статтi [30]) виглядає так.

Твердження 1. Припустимо, що виконуються такi умови:

b0 + b1t
ω−ε1 ≤ V (t)− ctω ≤ a0 + a1t

ω−ε2

для всiх t ≥ 0 та деяких констант c, ω, a0, a1 > 0, 0 < ε1, ε2 ≤ ω та

b0, b1 ∈ R,

E sup
s∈[0, t]

(N(s)− V (s))2 = O(t2γ), t→∞ (1.1)

для деякого γ ∈ (ω −min(1, ε1, ε2), ω),
(N(ut)− c(ut)ω

atγ

)

u≥0
⇒ (G(u))u≥0, t→∞

у J1-топологiї на D([0,∞)) для деякого a > 0 та тiєї самої константи γ,

що i у (1.1). Тодi

((Kn,j(u)− cj(u log n)
ωj

acj−1(log n)γ+ω(j−1)

)

u∈[0,1]

)

j∈N
⇒
((

R
(ω)
j (u))u∈[0,1]

)

j∈N, n→∞
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у J1 продакт топологiї на DN, де

cj :=
(cΓ(ω + 1))j

Γ(ωj + 1)
, j ∈ N0,

а Γ — гамма-функцiя Ейлера.

Послiдовностi узгоджених схем зайнятостi, породженi дискретними роз-

подiлами типу Вейбулла, дослiджуються у статтi [42]. У цiй роботi вста-

новлено функцiональну граничну теорему для процесу зайнятих комiрок у

початкових поколiннях моделi. Отриманий результат описує асимптотичну

поведiнку цього процесу пiсля вiдповiдного масштабування та вказує вiд-

повiдну слабку границю у просторi Скорохода.

У статтi [45] продовжено дослiдження вкладених схем зайнятостi того ж

типу (породжених розподiлами Вейбулла). Автори доводять багатовимiрнi

функцiональнi центральнi граничнi теореми для векторiв, компоненти яких

описують кiлькiсть комiрок, що мiстять щонайменше 1 кулю, 2 кулi, . . ., а

також кiлькiсть комiрок, що мiстять рiвно 1 кулю, 2 кулi, . . .. Граничними

процесами є матричнозначнi гаусiвськi процеси з явно заданими коварiацi-

ями та крос-коварiацiями. Таким чином, робота [45] узагальнює результати

статтi [42], розкриваючи детальнiшу структуру флуктуацiй у вкладених схе-

мах Карлiна, породжених дискретними розподiлами типу Вейбулла.

1.3 Основний результат

Головною метою цього роздiлу є доведення функцiональної граничної тео-

реми для вектора випадкових процесiв

((Kn,1(u))u∈[0, 1], (Kn,2(u))u∈[0, 1], . . .),

якi належним чином нормалiзуються без центрування. Одним iз наслiдкiв

накладених припущень є те, що слабка границя кожного компонента є м.н.

неспадним процесом, який, зокрема, не може бути гаусiвським. Таким чи-

ном, хоча наша постановка задачi виглядає близькою до розглянутої у статтi
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[30], пiдходи та iдеї, використанi тут i в роботi [30], мiсцями досить сильно

вiдрiзняються.

Оскiльки основний результат цього роздiлу стосується збiжностi нецен-

трованих процесiв Kn,j , то природно, що i нашi припущення є "нецентро-

ваними". Припустимо, що

� функцiя V правильно змiнюється на нескiнченностi:

V (t) ∼ tαℓ(t), t→∞ (1.2)

для деякого α ≥ 0 та деякої функцiї ℓ, що повiльно змiнюються на

нескiнченностi;

� друга моментна функцiя процесу N , належним чином нормалiзована, є

рiвномiрно обмеженою:

sup
t≥1

E(N(t))2

(V (t))2
<∞; (1.3)

� масштабований процес N слабко збiгається у просторi Скорохода:
(N(ut)

V (t)

)

u≥0
⇒ (W(u))u≥0, t→∞ (1.4)

у J1-топологiї на D([0,∞)), де (W(u))u≥0 — м.н. локально неперервний

за Гьольдером процес з показником β ∈ (0, 1].

Нагадаємо, що процес (W(u))u≥0 є м.н. локально неперервним за Гьоль-

дером з показником β, якщо для кожного T > 0 iснує м.н. скiнченна випад-

кова величина MT така, що для всiх x, y ∈ [0, T ]

|W(x)−W(y)| ≤MT |x− y|β м.н.

Покладемо

Wj(u) :=

∫

[0, u]

(u− y)α(j−1)dW(y), u ≥ 0, j ∈ N,

де iнтеграл iснує як потраєкторний iнтеграл Лебега-Стiлтьєса. Зауважимо,

що W1 =W .

Сформулюємо основний результат цього роздiлу.
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Теорема 2. Припустимо, що умови (1.2), (1.3) та (1.4) виконуються. Тодi
(( Kn,j(u)

(log n)αj(ℓ(log n))j

)

u∈[0, 1]

)

j∈N
⇒
(

cj−1(Wj(u))u∈[0, 1]
)

j∈N
, n→∞

у J1 продакт топологiї на DN, де

cj :=
(Γ(1 + α))j

Γ(1 + αj)
, j ∈ N0, (1.5)

а Γ — гамма-функцiя Ейлера.

Пiсля ознайомлення з доведенням теореми 2.1 у статтi [30] стає зрозумi-

лим, що методи, використанi там, недостатнi для доведення теореми 2. Тому

були розробленi новi пiдходи, описанi в цьому роздiлi.

1.4 Допомiжнi твердження

Далi ми наводимо низку пiдготовчих результатiв, якi потiм використовую-

ться для доведення теореми 2, що мiститься у пiдроздiлi 1.5. Застосування

теореми 2 до схеми зайнятостi у випадковому середовищi, породженому

процедурою ламання палицi, наведено наприкiнцi роздiлу.

Для заданої сукупностi випадкових величин (Pk)k≥1 покладемо Tk :=

− logPk. Тодi

N(t) =
∑

k≥1
1{Pk≥e−t} =

∑

k≥1
1{Tk≤t}, t ∈ R.

Нехай j ∈ N, а (P (v))v∈Ij — ймовiрностi потрапляння у комiркиj-го по-

колiння (означення комiрок наведене у пiдроздiлi 1.1). Аналогiчно до N ,

визначимо лiчильну функцiю комiрок j-го поколiння:

Nj(t) :=
∑

v∈Ij
1{P (v)≥e−t}, t ≥ 0 (1.6)

та покладемо Vj(t) := ENj(t) для t ≥ 0. Зазначимо, що N1 = N та V1 =

V . Ось базовий рекурсивний розклад, який буде суттєво використовуватися

протягом усiєї дисертацiї:

Nj(t) =
∑

k≥1
N

(k)
j−1(t− Tk), t ≥ 0, j ≥ 2, (1.7)
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де (N
(1)
j−1(t))t≥0, (N

(2)
j−1(t))t≥0, . . . — незалежнi копiї (Nj−1(t))t≥0, якi також не

залежать вiд T1, T2, . . .. Переходячи до математичних сподiвань, маємо

Vj(t) =

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)dV (y), t ≥ 0, j ≥ 2, (1.8)

тобто Vj є j-кратною згорткою Лебега-Стiлтьєса функцiї V .

У наступнiй лемi встановлюється асимптотична поведiнка Vj(t) при t→
∞.

Лема 3. Припустимо, що виконується умова (1.2). Тодi для кожного j ∈ N

Vj(t) ∼ cjt
αj(ℓ(t))j, t→∞, (1.9)

де константи cj визначенi рiвнiстю (1.5).

Доведення. При j = 1 твердження леми збiгається з формулою (1.2). Не-

хай j ≥ 2 та V̂ (s) :=
∫

[0,∞) e
−stdV (t) для s > 0 — перетворення Лапласа-

Стiлтьєса функцiї V . Враховуючи (1.8) та той факт, що перетворення Лапласа-

Стiлтьєса згортки фунцiй є добутком їх перетворень Лапласа-Стiлтьєса,

отримуємо

(V̂ (s))j =

∫

[0,∞)

e−stdVj(t), s > 0. (1.10)

За теоремою Карамати (теорема 1.7.1 книги [7]) спiввiдношення (1.2) є еквi-

валентним такому

V̂ (s) ∼ Γ(1 + α)s−αℓ(1/s), s→ 0 + .

Отже,

(V̂ (s))j ∼
(

Γ(1 + α)
)j
s−αj

(

ℓ(1/s)
)j
, s→ 0 + .

Зазначимо, що ℓj — це функцiя, що повiльно змiнюється на нескiнченностi,

див. твердження 1.3.6 (ii) книги [7]. З огляду на (1.10), ще одне застосування

теореми 1.7.1 книги [7] дає (1.9).

Нижче встановлюється рiвномiрна обмеженiсть других моментних фун-

кцiй нормалiзованих процесiв Nj .
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Лема 4. Нехай виконуються умови (1.2) та (1.3). Тодi для кожного j ∈ N

sup
t≥1

E(Nj(t))
2

(Vj(t))2
<∞. (1.11)

Доведення. Використаємо математичну iндукцiю. Згiдно з умовою (1.3) не-

рiвнiсть (1.11) виконується з j = 1. Припускаючи її справедливiсть для

j = i− 1, ми покажемо, що (1.11) також виконується з j = i.

Враховуючи, що E(Ni(t))
2 = E

(

Ni(t)−Vi(t)
)2

+(Vi(t))
2, достатньо дове-

сти, що

sup
t≥1

E(Ni(t)− Vi(t))
2

(Vi(t))2
<∞. (1.12)

Спочатку ми наводимо зручне зображення для I(t) := E
(

Ni(t) − Vi(t)
)2

.

Використовуючи рiвнiсть (1.7), отримуємо

I(t) = E

(

∑

k≥1

(

N
(k)
i−1(t− Tk)− EVi−1(t− Tk)

)

)2

=
∑

k≥1
E
(

N
(k)
i−1(t− Tk)− EVi−1(t− Tk)

)2

+ 2
∑

r≥1

∑

s>r

E
((

N
(r)
i−1(t− Tr)− EVi−1(t− Tr)

)(

N
(s)
i−1(t− Ts)− EVi−1(t− Ts)

))

=
∑

k≥1
E
(

N
(k)
i−1(t− Tk)− EVi−1(t− Tk)

)2
. (1.13)

Ця рiвнiсть є наслiдком

E
((

N
(r)
i−1(t− Tr)− EVi−1(t− Tr)

)(

N
(s)
i−1(t− Ts)− EVi−1(t− Ts)

))

= E
[

E
((

N
(r)
i−1(t−Tr)−EVi−1(t−Tr)

)(

N
(s)
i−1(t−Ts)−EVi−1(t−Ts)

)

|Gs
)]

= 0

м.н. для r < s, де Gs - це σ-алгебра, породжена N
(1)
i−1, . . . , N

(s−1)
i−1 та (Tl)l∈N.

Тут ми використали рiвнiсть EX = E
(

E(X|G)
)

, що виконується для довiль-

ної випадкової величини X з E|X| < ∞ та довiльної σ-алгебри G. Вираз

у перших дужках є Gs-вимiрним, а умовне середнє виразу в других дуж-

ках дорiвнює 0 м.н., оскiльки величина Ts є Gs-вимiрною, а процес N
(s)
i−1 не

залежить вiд Gs.
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Далi, з (1.13) випливає, що

I(t) ≤
∑

k≥1
E(N

(k)
i−1(t− Tk))

2 =

∫

[0, t]

E(Ni−1(t− x))2dV (x).

Нерiвнiсть (1.11) з j = i− 1 означає, що E(Ni−1(t))2 ≤ C(Vi−1(t))2 для всiх

t ≥ 1 та деякої константи C ∈ (0,∞). Отже,
∫

[0, t−1]
E(Ni−1(t− x))2dV (x) ≤ C

∫

[0, t]

(Vi−1(t− x))2dV (x) ≤ CVi−1(t)Vi(t)

= o((Vi(t))
2), t→∞,

використовуючи монотоннiсть Vi−1 для останньої нерiвностi та лему 3 для

асимптотичного спiввiдношення. Використовуючи монотоннiсть

y 7→ E(Ni−1(y))2 та лему 3, ми робимо висновок, що
∫

(t−1,t]
E(Ni−1(t− x))2dV (x) ≤ E(Ni−1(1))

2(V (t)− V (t− 1)) = o((Vi(t))
2)

при t→∞. Це завершує доведення (1.12).

Нехай (Yk)k∈N0
— необов’язково монотонна послiдовнiсть невiд’ємних

випадкових величин. Визначимо лiчильний процес (M(t))t≥0 цiєї послi-

довностi так: M(t) :=
∑

k≥0 1{Yk≤t} для t ≥ 0. Будемо припускати, що

M(t) <∞ м.н. для всiх t ≥ 0. Для функцiї h ∈ D([0,∞)) покладемо

X(t) :=

∫

[0, t]

h(t− y)dM(y), t ≥ 0.

У термiнологiї статтi [52] (X(t))t≥0 — це загальний процес дробового ефе-

кту для лiчильного процесу M з функцiєю вiдгуку h. Зараз ми наведемо

дещо виправлену версiю теореми 1 статтi [52], у якiй мiстяться достатнi

умови, сформульованi у термiнах функцiї вiдгуку h та лiчильного процесу

M , за яких належним чином нормалiзований загальний процес дробового

ефекту задовольняє функцiональну граничну теорему у просторi Скорохода.

Формулювання у статтi [52] мiстить додаткове припущення, яке насправдi

непотрiбне i тут випущене.
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Твердження 5. Зафiксуємо α > 0, λ ∈ (0, 1] та β ≥ 0. Нехай h : [0,∞) →
[0,∞) — неспадна функцiя, що правильно змiнюється на∞ з показником β,

та a : [0,∞) → [0,∞) — незростаюча функцiя, що правильно змiнюється

на ∞ з показником −α. Припустимо, що (a(t)M(ut))u≥0 ⇒ (Vλ(u))u≥0 при

t → ∞ у J1-топологiї на D([0,∞)), де (Vλ(u))u≥0 — випадковий процес,

що не спадає, є локально неперервним за Гьольдером з показником λ та

задовольняє рiвнiсть Vλ(0) = 0 м.н. Тодi

(a(t)

h(t)
X(ut)

)

u≥0
⇒
(

∫

[0, u]

(u− y)βdVλ(y)
)

u≥0
, t→∞

у J1-топологiї на D([0,∞)).

1.5 Доведення основного результата

З леми 3 випливає, що при n→∞
Kn,j(u)

(log n)αj(ℓ(log n))j
∼ cj

Kn,j(u)

Vj(log n)
= cj

Kn,j(u)−Nj(u log n) +Nj(u log n)

Vj(log n)
.

Отже, теорема 2 є безпосереднiм наслiдком таких двох результатiв.

Теорема 6. Припустимо, що виконуються умови (1.2), (1.3) та (1.4). Тодi

((Nj(ut)

Vj(t)

)

u≥0

)

j∈N
⇒
(cj−1

cj

(

Wj(u)
)

u≥0

)

j∈N
, t→∞

у J1 продакт топологiї на (D([0,∞)))N, де константи cj задаються рiвнi-

стю (1.5).

Твердження 7. Припустимо, що виконуються умови (1.2), (1.3) та (1.4).

Тодi для кожного j ∈ N

sup
u∈[0, 1]

|Kn,j(u)−Nj(u log n)|
Vj(log n)

P→ 0, n→∞,

де
P→ позначає збiжнiсть за ймовiрнiстю.

Доведення теореми 6. Ми стверджуємо, що достатньо довести слабку збi-

жнiсть скiнченновимiрних розподiлiв. Згiдно з прийомом Крамера—Вольда
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задача зводиться до того, щоб показати, що для будь-яких i,m ∈ N, будь-

яких невiд’ємних βr, k, r, k ∈ N, r ≤ i, k ≤ m та будь-яких невiд’ємних ur, k,

r, k ∈ N, r ≤ i, k ≤ m,

i
∑

r=1

m
∑

k=1

βr, k
Nr(ur, kt)

Vr(t)

d→
i
∑

r=1

m
∑

k=1

βr, k
cr−1
cr
Wr(ur, k), t→∞, (1.14)

де
d→ позначає одновимiрну збiжнiсть за розподiлом. Оскiльки використову-

ється J1 продакт топологiя на (D([0,∞)))N, щiльнiсть розподiлiв процесiв,

що збiгаються, забезпечується щiльнiстю розподiлiв їхнiх координат. Остан-

нє гарантується зауваженням 2.1 статтi [71], оскiльки для кожного j ∈ N та

кожного t > 0 випадкова функцiя u 7→ Nj(ut) є м.н. неспадною на [0,∞), а

граничний процес Wj є м.н. неперервним (це можна легко перевiрити).

Використовуючи (1.7), запишемо для t ∈ R та j ≥ 2,

Nj(t) =
∑

k≥1
N

(k)
j−1(t−Tk) =

∑

k≥1
(N

(k)
j−1(t−Tk)−Vj−1(t−Tk))+

∑

k≥1
Vj−1(t−Tk)

=: Xj(t) + Yj(t).

Ми доведемо, що при t→∞
m
∑

k=1

β1, k
N1(u1, kt)

V1(t)
+

i
∑

r=2

m
∑

k=1

βr, k
Yr(ur, kt)

Vr(t)

d→
i
∑

r=1

m
∑

k=1

βr, k
cr−1
cr

,Wr(ur, k)

(1.15)

та що для кожного j ∈ N

Xj(t)

Vj(t)

P→ 0, t→∞. (1.16)

Iз цих граничних спiввiдношень буде випливати (1.14). Зауважимо, що вна-

слiдок правильної змiни на нескiнченностi функцiї Vj , спiввiдношення (1.16)

гарантує, що для кожного u ≥ 0,

Xj(ut)

Vj(t)

P→ 0, t→∞.

ДОВЕДЕННЯ (1.15). Оскiльки

Yr(ur, kt) =

∫

[0, ur, k]

Vr−1(t(ur, k − y))dyN(ty), t ≥ 0
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та

Wr(ur, k) =

∫

[0, ur, k]

(ur, k − y)α(r−1)dW(y),

спiввiдношення (1.15) є еквiвалентним такому

m
∑

k=1

β1, k
N1(u1, kt)

V1(t)
+

i
∑

r=2

m
∑

k=1

βr, k
Vr−1(t)V (t)

Vr(t)

∫

[0,ur, k]

Vr−1(t(ur, k − y))

Vr−1(t)
d
N(ty)

V (t)

d→
m
∑

k=1

β1, kW(u1, k)+
i
∑

r=2

m
∑

k=1

βr, k
cr−1
cr

∫

[0,ur, k]

(ur, k−y)α(r−1)dW(y), t→∞.

(1.17)

Нехай (tn)n≥1 — довiльна послiдовнiсть додатних чисел, що задовольняє

limn→∞ tn = ∞. За теоремою Скорохода про зображення iз умови (1.4) ви-

пливає, що iснують процеси ((Ñtn(y))y≥0)n≥1, що мають такi самi розподiли,

що i
((

N(tny)
V (tn)

)

y≥0

)

n≥1
, та процес W̃ , що має той самий розподiл, що i W .

При цьому

lim
n→∞

Ñtn(y) = W̃(y) м.н. на D([0,∞)). (1.18)

Спiввiдношення (1.17) буде встановлене, якщо ми зможемо показати, що

lim
n→∞

(

m
∑

k=1

β1, kÑtn(u1, k)

+
i
∑

r=2

m
∑

k=1

βr, k
Vr−1(tn)V (tn)

Vr(tn)

∫

[0,ur, k]

Vr−1(tn(ur, k − y))

Vr−1(tn)
dÑtn(y)

)

=
m
∑

k=1

β1, kW̃(u1, k) +
i
∑

r=2

m
∑

k=1

βr, k
cr−1
cr

∫

[0,ur, k]

(ur, k − y)α(r−1)dW̃(y) м.н.

(1.19)

Згiдно з (1.18) перша сума злiва збiгається м.н. до першої суми справа. Для

r ≥ 2 процес Yr є загальним процесом дробового ефекту з функцiєю вiдгуку

Vr−1 та лiчильним процесом N , див. означення у абзацi перед твердженням

5. Функцiя Vr−1 не спадає та, за лемою 3, правильно змiнюється на ∞ з

показником α(r−1). Функцiя 1/V не зростає та, за припущенням, правильно

змiнюється на∞ з показником −α. ПроцесW є м.н. локально неперервним
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за Гьольдером з показником β ∈ (0, 1]. Таким чином, процес Yr задовольняє

всi припущення твердження 5, i застосування цього результату дає

( Yr(ut)

Vr−1(t)V (t)

)

u≥0
⇒ (Wr−1(u))u≥0, t→∞

у J1-топологiї на D([0,∞)) або еквiвалентно

(Yr(ut)

Vr(t)

)

u≥0
⇒ cr−1

cr
(Wr−1(u))u≥0, t→∞

оскiльки

Vr−1(t)V (t) ∼ (cr−1/cr)Vr(t), t→∞

за лемою 3. Це означає, що кожен член у лiвiй частинi (1.19), який вiдпо-

вiдає одному r = 2, 3, ..., i, збiгається м.н. до вiдповiдного члена у правiй

частинi (1.19). Це доводить (1.19) i, отже, (1.15).

ДОВЕДЕННЯ (1.16). Зафiксуємо довiльне цiле число j ≥ 2. Згiдно з нерiв-

нiстю Маркова достатньо довести, що E(Xj(t))
2 = o((Vj(t))

2) при t → ∞.

Використовуючи (1.13), отримуємо

E(Xj(t))
2 =

∫

[0, t]

Var (Nj−1(t− x))dV (x) =

∫

[0, t−1]
. . .+

∫

(t−1, t]
. . . .

З (1.11) випливає, що Var (Nj−1(t)) ≤ E(Nj−1(t))2 ≤ C(Vj−1(t))2 для деякої

додатної константи C та t ≥ 1. Отже,

E(Xj(t))
2 ≤ C

∫

[0, t]

(Vj−1(t−x))2dV (x)+ sup
y∈[0, 1]

E(Nj−1(y))
2(V (t)−V (t−1))

≤ CVj−1(t)Vj(t) + E(Nj−1(1))
2V (t) = o((Vj(t))

2), t→∞.

Тут друга нерiвнiсть обґрунтовується монотоннiстю Vj−1 та (1.8), а остання

рiвнiсть забезпечується лемою 3.

Доведення твердження 7. Зафiксуємо довiльне j ∈ N. Згiдно з тверджен-

ням 3.6 статтi [30], для n ∈ N

E

(

sup
s∈[0, 1]

|Kn, j(s)−Nj(s log n)|
∣

∣

∣
(P (v))v∈Ij

)
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≤ 4
(

Nj(log n)−Nj(log(y0n(log n)
−2))

)

+ 2Nj(log n)(log n)
−1

+

∫ ∞

1

x−2(Nj(log(nx))−Nj(log n))dx

+ 2 sup
s∈[0, 1]

(Nj(s log n+ 1)−Nj(s log n− 1)), (1.20)

де y0 ∈ (0, 1) — детермiнована константа, яка не залежить нi вiд n, нi вiд

(P (v))v∈Ij .

З огляду на теорему 6 та лему 3 при n→∞
(Nj(s log n+ 1)

Vj(log n)
,
Nj(s log n− 1)

Vj(log n)

)

s≥0
⇒ ((cj−1/cj)Wj(s), (cj−1/cj)Wj(s))s≥0

у J1-топологiї на D([0,∞))×D([0,∞)), звiдки

sups∈[0, 1](Nj(s log n+ 1)−Nj(s log n− 1))

Vj(log n)

P→ 0, n→∞.

Для завершення доведення, згiдно з нерiвнiстю Маркова достатньо показа-

ти, що математичне сподiвання кожного з перших трьох доданкiв у (1.20),

подiлене на Vj(log n), збiгається до 0 при n→∞.

Для першого доданка це випливає з того факту, який є наслiдком леми 3,

що функцiя t 7→ Vj(log t) повiльно змiнюється на ∞. Для другого доданка

це тривiально. Для третього запишемо

lim
n→∞

E
∫∞
1 x−2(Nj(log(nx))−Nj(log n))dx

Vj(log n)

= lim
n→∞

∫ ∞

1

x−2
Vj(log(nx))

Vj(log n)
dx− 1 =

∫ ∞

1

x−2 lim
n→∞

Vj(log(nx))

Vj(log n)
dx− 1 = 0,

використавши повiльну змiну функцiї t 7→ Vj(log t) для останньої рiвно-

стi. Передостання рiвнiсть обґрунтовується теоремою Лебега про мажоро-

вану збiжнiсть у поєднаннi з теоремою Поттера (теорема 1.5.6(i) книги [7]):

Vj(log(nx))/Vj(log n) ≤ 2x1/2 для всiх x ≥ 1 та великих n.
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1.6 Застосування основного результата

Одна з найпопулярнiших нескiнченних схем занятостi у випадковому се-

редовищi називається граткою Бернуллi. У цiй схемi ймовiрностi (Pk)k≥1

визначаються процедурою ламання палицi:

Pk = W1W2 · . . . ·Wk−1(1−Wk), k ∈ N, (1.21)

де W1, W2, . . . — незалежнi копiї випадкової величини W , яка набуває зна-

чень у (0, 1).

Гратка Бернуллi була введена у статтi [34] як стохастична модель роз-

мiщення куль по випадково сформованих «комiрках» (iнтервалах), довжини

яких дорiвнюють P1, P2, . . .. Зазначимо, що послiдовнiсть (Pk)k≥1 утворює

розбиття одиницi у тому сенсi, що
∑

k≥1 Pk = 1 майже напевно.

Гратка Бернуллi була предметом iнтенсивного вивчення протягом остан-

нiх двох десятилiть. Огляди основних результатiв i попереднiх робiт наве-

дено у статтi [31] та монографiї [39]. Подальшi дослiдження, спрямованi на

встановлення функцiональних граничних теорем, асимптотичних властиво-

стей кiлькостi зайнятих комiрок та iнших характеристик моделi, мiстяться у

роботах [2, 41, 65]. Крiм того, у статтях [22, 64, 66] гратка Бернуллi викори-

стовується як ключовий iнструмент для побудови та аналiзу стохастичних

структур, пов’язаних iз випадковими перестановками, а також дослiдження

регенеративних властивостей вiдповiдних процесiв.

Надалi ми обговоримо зв’язок гратки Бернуллi з декiлькома класичними

об’єктами дослiдження комбiнаторної теорiї ймовiрностей, а також наведе-

мо короткий огляд результатiв, отриманих у статтях [2, 64].

Нехай Sn — симетрична група порядку n. Для θ > 0 випадковi переста-

новки Юенса (також вiдомi як θ-зсунутi випадковi перестановки) утворю-

ють параметричне сiмейство Πn := Πn(θ) випадкових об’єктiв, що набува-

ють значення у множинi Sn з ймовiрностями

P{Πn = σ} = Γ(θ)θ|σ|

Γ(n+ θ)
, σ ∈ Sn,
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де |σ| позначає кiлькiсть циклiв у перестановцi σ, а Γ — це гамма-функцiя

Ейлера. Зрозумiло, що Πn(1) є рiвномiрною випадковою перестановкою iз

значеннями у Sn, для якої всi n! перестановок рiвноймовiрнi. Для r =

1, . . . , n позначимо через Cn,r кiлькiсть циклiв довжини r у Πn. Спiльний

розподiл випадкових величин Cn,1, . . . , Cn,n задається славнозвiсною фор-

мулою Юенса. Ця формула застосовується у генетицi популяцiй для знахо-

дження ймовiрностей того, що рiзнi алелi зустрiчаються у вибiрцi задану

кiлькiсть разiв. Вiдомо, що перестановки Юенса можна задавати за допомо-

гою процедури (процесу) китайського ресторану. Новi ймовiрнiснi аспекти

процесу китайського ресторану були дослiдженi у зовсiм нещодавнiх робо-

тах [23, 25].

Позначимо через K∗n,r кiлькiсть комiрок гратки Бернуллi, що мiстять рiв-

но r куль з n наявних. Зв’язок мiж граткою Бернуллi та перестановками

Юенса виникає, якщо випадкову величину W вибрати такою, що вона має

бета-розподiл з параметрами θ > 0 та 1, тобто

P{W ∈ dx} = θxθ−1 1(0,1)(x) dx.

У цьому випадку (див. приклад 2 у статтi [33]) справджується рiвнiсть роз-

подiлiв

(K∗n,1, . . . , K
∗
n,n)

d
= (Cn,1, . . . , Cn,n).

Також у цьому випадку кажуть, що послiдовнiсть (Pk)k≥1 має GEM(θ)-

розподiл (на честь Грiффiтса, Енгена та МакКлоскi), i що ця послiдовнiсть,

впорядкована за спаданням, має розподiл Пуассона–Дiрiхле з параметром θ.

Основний об’єкт дослiдження статтi [2] — це процес зайнятих комiрок у

гратцi Бернуллi (K∗n(t))t∈[0,1], що задається так:

K∗n(t) :=

⌊nt⌋
∑

r=1

K∗n,r, t ∈ [0, 1].

Припускаючи, що розподiл | logW | належить областi притягання стiйкого

розподiлу, автори доводять функцiональнi граничнi теореми для центрова-

ного та нормалiзованого процесу K∗n. Зокрема, якщо µ := E| logW | < ∞
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та σ2 := Var | logW | ∈ (0,∞), то виконується функцiональна центральна

гранична теорема
(

K∗n(t)− un(t)
√

µ−3σ2 log n

)

t∈[0,1]
⇒ (B(t))t∈[0,1], n→∞

в J1-топологiї на D, де (B(t))t∈[0,1] — стандартний броунiвський рух, а цен-

трування un задається так

un(t) := µ−1
∫ log n

(1−t) log n
P{| log(1−W )| ≤ s} ds, n ∈ N, t ∈ [0, 1].

Якщо ж P{| logW | > x} ∼ x−αℓ(x) при x → ∞ для деякої константи

α ∈ (1, 2) та деякої функцiї ℓ, що повiльно змiнюється на нескiнченностi, то

з тим самим центруванням процес зайнятих комiрок задовольняє функцiо-

нальну граничну теорему зi стiйким граничним процесом:
(

K∗n(t)− un(t)

µ−(α+1)/αc(log n)

)

t∈[0,1]
⇒ (Sα(t))t∈[0,1], n→∞

в M1-топологiї на D, де c — додатна функцiя, що задовольняє

lim
x→∞

c(x)−αxℓ(c(x)) = 1,

та (Sα(t))t∈[0,1] — спектрально негативний α-стiйкий процес Левi.

Автори статтi [64] вводять клас перестановок Π на N, для яких iснує

випадкова зростаюча послiдовнiсть “точок регенерацiї”

0 = T0 < T1 < T2 < · · ·

така, що обмеження перестановки на блоках Π|(Tk−1, Tk] для рiзних k є не-

залежними та однаково розподiленими. Такi перестановки є аналогом ре-

генеративних процесiв у “некомбiнаторнiй” теорiї ймовiрностей. Показано,

що розподiл регенеративної перестановки повнiстю визначається розподi-

лом довжини першого блоку T1 та розподiлом перестановки на цьому бло-

цi, i, навiть бiльш важливо у поточному контекстi, що деякi регенеративнi

випадковi перестановки можна згенерувати за допомогою гратки Бернуллi.
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Метою цього пiдроздiлу є застосування теореми 2 до послiдовностi узго-

джених схем зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процеду-

рою ламання палицi. Припустимо, що ймовiрностi потрапляння у комiрки

першого поколiння задаються формулою (1.21). Припустимо додатково, що

розподiл випадкової величини W задовольняє спiввiдношення

P{| logW | > x} ∼ x−ρL(x), x→∞ (1.22)

для деякої константи ρ ∈ (0, 1) та деякої функцiї L, що повiльно змiнюються

на ∞.

Визначимо випадковий процес Z←ρ рiвнiстю

Z←ρ (u) := inf{v ≥ 0 : Zρ(v) > u}, u ≥ 0, (1.23)

де (Zρ(v))v≥0 — ρ-стiйкий субординатор з − logEe−sZρ(1) = Γ(1 − ρ)sρ для

s ≥ 0.

Перевiримо тепер, що за припущень (1.21) та (1.22) умови (1.2), (1.3) та

(1.4) теореми 2 виконуються з α = ρ, ℓ(t) = (Γ(1 − ρ)Γ(1 + ρ)L(t))−1 та

W = Γ(1− ρ)Γ(1 + ρ)Z←ρ .

Нехай (ξk, ηk)k≥1 — незалежнi копiї випадкового вектора (ξ, η) з додатни-

ми довiльно залежними компонентами. Позначимо через (Sk)k≥0 стандар-

тне випадкове блукання зi стрибками ξk, що стартує в нулi, тобто S0 := 0 та

Sk := ξ1 + . . . + ξk для k ∈ N. Покладемо

Tk := Sk−1 + ηk, k ∈ N.

Випадкова послiдовнiсть (Tk)k≥1 вiдома в лiтературi як (глобально) збурене

випадкове блукання. Огляд ранiше вiдомих результатiв для загальних гло-

бально збурених випадкових блукань, а також новий результат наведенi у

роздiлi 3. Якщо ймовiрностi P1, P2, . . . визначаються рiвнiстю (1.21), то

T ∗k := − logPk = | logW1|+ . . .+ | logWk−1|+ | log(1−Wk)|, k ∈ N,

тобто (T ∗k )k≥1 є окремим випадком глобально збуреного випадкового блука-

ння з

(ξ, η) = (| logW |, | log(1−W )|). (1.24)
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У залишку цього пiдроздiлу N(t) =
∑

k≥1 1{T ∗

k≤t} та V (t) = EN(t) =
∑

k≥1 P{T ∗k ≤ t}, t ∈ R, для конкретної послiдовностi (T ∗k )k≥1, визначеної

вище.

УМОВА (1.2). Запишемо для s > 0
∫

[0,∞)

e−std
(

∑

k≥1
P{Tk ≤ t}

)

= Ee−sη
∑

k≥0
Ee−sSk = Ee−sη(1− Ee−sξ)−1.

Звiдси
∫

[0,∞)

e−std
(

∑

k≥1
P{Tk ≤ t}

)

∼ (1− Ee−sξ)−1, s→ 0 + .

Застосуємо це граничне спiввiдношення до (ξ, η), що визначаються рiвнiстю

(1.24). Згiдно з наслiдком 8.1.7 книги [7], спiввiдношення (1.22) є еквiвален-

тним такому

1− Ee−s| logW | ∼ Γ(1− ρ)sρL(1/s), s→ 0 + .

Отже,
∫

[0,∞)

e−stdV (t) ∼ (1− Ee−s| logW |)−1 ∼ (Γ(1− ρ)sρL(1/s))−1, s→ 0 + .

Використовуючи теорему 1.7.1 книги [7], отримуємо

V (t) ∼ 1

Γ(1− ρ)Γ(1 + ρ)

tρ

L(t)
, t→∞, (1.25)

тобто умова (1.2) дiйсно виконується з α = ρ та ℓ(t) = (Γ(1 − ρ)Γ(1 +

ρ)L(t))−1.

УМОВА (1.3). Оскiльки N(t) ≤ 1 +
∑

k≥1 1{| logW1|+...+| logWk|≤t} =: N̂(t) для

t ≥ 0 м.н., та згiдно з теоремою 1.5 статтi [48] припущення (1.22) гарантує

виконання нерiвностi supt≥1(E(N̂(t))2/(V (t))2) <∞, то умова (1.3) викону-

ється.

УМОВА (1.4). Згiдно з пунктом (B4) теореми 3.2 статтi [2]

(P{| logW | > t}N(tu))u≥0 ⇒ (Z←ρ (u))u≥0, t→∞
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у J1-топологiї на D([0,∞)). З огляду на (1.25) останнє граничне спiввiдно-

шення є еквiвалентним такому

(N(tu)

V (t)

)

u≥0
⇒ Γ(1− ρ)Γ(1 + ρ)(Z←ρ (u))u≥0, t→∞.

Нарештi, згiдно з лемою 3.4 роботи [62] процес S←ρ є м.н. локально непе-

рервним за Гьольдером з показником, меншим за ρ.

Застосовуючи теорему 2, отримуємо такий результат.

Теорема 8. Припустимо, що виконуються умови (1.21) та (1.22). Тодi при

n→∞
(((L(log n))jKn,j(u)

(log n)ρj

)

u∈[0, 1]

)

j∈N

⇒
( 1

(Γ(1− ρ))j−1Γ(1 + ρ(j − 1))

(

∫

[0, u]

(u− y)ρ(j−1)dZ←ρ (y)
)

u∈[0, 1]

)

j∈N

в J1 продакт топологiї на DN.

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi дослiджено початковi поколiння узгоджених схем зайнято-

стi у випадковому середовищi, що є iєрархiчним узагальненням класичної

схеми зайнятостi Карлiна. На основi огляду iснуючих результатiв показа-

но, що попереднi дослiдження здебiльшого фокусувалися на промiжних та

пiзнiх поколiннях, тодi як асимптотика рiзних характеристик у початкових

поколiннях залишалася менш вивченою, особливо у випадку нецентрованих

процесiв та випадкових середовищ.

У цьому контекстi введено набiр припущень щодо правильної змiни фун-

кцiї V , рiвномiрної обмеженостi певних моментiв та слабкої збiжностi мас-

штабованого лiчильного процесу випадкових ймовiрностей у першому по-

колiннi. На їх основi побудовано систему iнтегральних граничних процесiв

Wj , яка вiдображає накопичення флуктуацiй у вкладених поколiннях. Бу-

ли розробленi новi пiдходи, що дозволили сформулювати та довести нову
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функцiональну граничну теорему для вектора нормалiзованих (без центру-

вання) процесiв (Kn,j(u))j≥1 при n→∞.

Основний результат роздiлу застосовано до граток Бернуллi. Подiбним

чином вiн може бути застосований до широкого класу узгоджених схем

зайнятостi.

Поточний роздiл вiдкриває шляхи для подальшого вивчення флуктуацiй

у початкових поколiннях вкладених схем зайнятостi та розширює спектр

вiдомих асимптотичних режимiв для таких моделей.
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Роздiл 2

Дослiдження промiжних поколiнь

узгоджених схем зайнятостi у

випадковому середовищi, породженому

процедурою ламання палицi

2.1 Вступ

Розглянемо нескiнченну схему зайнятостi у випадковому середовищi. Ма-

ємо масив занумерованих комiрок 1, 2, ..., у якi послiдовно та незалежно

розмiщуються кулi. Ймовiрностi потрапляння до комiрок є випадковими ве-

личинами, що задаються процедурою ламання палицi або моделлю зали-

шкового розподiлу (residual allocation model):

Pk = W1W2 · . . . ·Wk−1(1−Wk), k ∈ N, (2.1)

де W1, W2, . . . — незалежнi копiї випадкової величини W , що набуває зна-

чень у (0, 1). Така стохастична конструкцiя є базовою для генерування ви-

падкових дискретних розподiлiв маси шляхом послiдовного «вiдламування»

часток вiд одиничного ресурсу. Вона лежить в основi багатьох важливих

моделей, включаючи процеси Дiрiхле та моделi випадкових розбиттiв. Мо-

дель залишкового розподiлу вiдiграє ключову роль у баєсовiй непараметри-

чнiй статистицi, комбiнаторнiй теорiї ймовiрностей та генетичних моделях,

43



оскiльки забезпечує природний i гнучкий спосiб опису випадкових частот

або пропорцiй.

Нескiнченна схема зайнятостi з ймовiрностями потрапляння до комiрок,

що задаються рiвнiстю (2.1), називається граткою Бернуллi. Вона є досить

добре дослiдженою, огляд вiдповiдних результатiв мiститься у пiдроздiлi

1.6.

Нагадаємо стисло конструкцiю послiдовностi узгоджених схем зайнято-

стi у випадковому середовищi. Конструкцiя визначається узгодженим розмi-

щенням послiдовностi схем зайнятостi на деревi зваженого гiллястого про-

цесу. Нехай кожна комiрка i першого рiвня, роздiляється на злiченну кiль-

кiсть пiдкомiрок i1, i2, . . ., ймовiрностi потрапляння до яких кулi, що вже

потрапила до комiрки i, визначаються копiєю послiдовностi (Pk)k≥1. При

цьому для рiзних комiрок цi копiї є незалежними. Всi такi пiдкомiрки утво-

рюють друге поколiння послiдовностi узгоджених схем зайнятостi. Кожна

комiрка другого рiвня роздiляється на пiдкомiрки за тим самим правилом,

утворюється третiй рiвень, i так далi. Припускається, що випадковi ймовiр-

ностi потрапляння у комiрки та результати розмiщення куль визначенi на

спiльному ймовiрнiсному просторi.

У пiдроздiлi 1.6 дослiджувалась кiлькiсть зайнятих комiрок у початко-

вих поколiннях послiдовностi узгоджених схем зайнятостi у випадковому

середовищi, породженому процедурою ламання палицi. У цьому роздiлi ми

будемо розглядати промiжнi поколiння послiдовностей узгоджених схем

зайнятостi. Поколiння називається промiжним, якщо його iндекс (номер)

j = jn залежить вiд числа n наявних куль та задовольняє спiввiдношення

jn → ∞ та jn = o(log n) при n → ∞. Нехай Kn(j) — кiлькiсть зайня-

тих комiрок у j-му поколiннi за умови розмiщення n куль. Припустимо, що

середнє значення випадкової величини | logW | є нескiнченним, а хвiст роз-

подiлу | logW | правильно змiнюється на ∞. За бiльш обмежувальної версiї

згаданого припущення ми дослiджуємо поведiнку розподiлу Kn(j) при ве-

ликих n. Ми маємо справу з пiдмножиною промiжних поколiнь, чиї iндекси
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j = jn задовольняють j = jn → ∞ та jn = o((log n)a) при n → ∞ для

деяких a ∈ (0, 1). Аналогiчна задача розв’язувалася у статтях [15, 50] у си-

туацiї, коли величина | logW | має скiнченний другий момент, та у статтi

[49] у ситуацiї, коли | logW | має скiнченне середнє значення та нескiнчен-

ний другий момент.

Згiдно з теоремою 1 роботи [55] висота послiдовностi узгоджених схем

зайнятостi у (довiльному) випадковому середовищi, що задається так τn :=

inf{j ≥ 1 : Kn(j) = n}, має порядок log n. Термiн ‘висота’ виправдовує-

ться тим, що τn — це номер поколiння, у якому вперше всi зайнятi комiрки

мiстять в точностi одну кулю. Звiсно, цей факт продовжує виконуватися i

в усiх подальших поколiннях. Асимптотична поведiнка послiдовностi узго-

джених схем зайнятостi у (довiльному) випадковому середовищi була дослi-

джена у статтях [5, 47, 55].

У статтi [15] отримано фундаментальнi результати, що стосуються пове-

дiнки числа зайнятих комiрок у промiжних поколiннях послiдовностi узго-

джених схем зайнятостi у випадковому середовищi, породженому процеду-

рою ламання палицi. Ми вважаємо за корисне навести цi результати. Якщо

випадкова величина W має рiвномiрний розподiл на (0, 1), то послiдовнiсть

(Pk)k≥1 має GEM(1) розподiл. За такого припущення у теоремi 2.1 стат-

тi [15] доведена гранична теорема для Kn(j) для всiх промiжних поколiнь.

Будемо писати
f.d.d.−→ для позначення слабкої збiжностi скiнченновимiрних

розподiлiв. Також ⌊x⌋ позначає цiлу частину x ∈ R.

Твердження 9. Припустимо, що ймовiрностi (Pk)k≥1 визначаються проце-

дурою ламання палицi (2.1) з випадковою величиною W , що має рiвномiрний

(неперервний) розподiл на (0, 1). Нехай (jn)n≥1 — послiдовнiсть додатних

чисел, що задовольняє спiввiдношення jn →∞ та jn = o(log n) при n→∞.
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Тодi виконується така гранична теорема
(⌊jn⌋1/2(⌊jnu⌋ − 1)!(Kn(⌊jnu⌋)− (log n)⌊jnu⌋/⌊jnu⌋!)

(log n)⌊jnu⌋−1/2

)

u>0

f.d.d.−−−−→
(∫

[0,∞)

e−uy dB(y)

)

u>0

, n→∞,

де (B(v))v≥0 — стандартний броунiвський рух.

Нехай d > 0. Нагадаємо, що розподiл додатної випадкової величини на-

зивається d-арифметичним, якщо вiн зосереджений на центрованiй решiтцi

(nd)n≥1 i не зосереджений на (nd1)n≥1 для будь-якого значення d1 > d. Роз-

подiл називається неарифметичним, якщо вiн не є d-арифметичним для всiх

d > 0.

У теоремi 2.5 статтi [15], враховуючи бiльш загальний коефiцiєнт лама-

ння палицi W , було охоплено лише промiжнi поколiння в дiапазонi jn =

o((log n)1/3).

Твердження 10. Припустимо, що ймовiрностi (Pk)k≥1 визначаються про-

цедурою ламання палицi (2.1), що розподiл | logW | є неарифметичним, що

σ2 := Var(logW ) ∈ (0,∞) та що E| log(1 −W )| < ∞. Нехай (jn)n≥1 — по-

слiдовнiсть додатних чисел, що задовольняє jn → ∞ та jn = o((log n)1/3)

при n→∞. Тодi виконується така гранична теорема
(

⌊jn⌋1/2(⌊jnu⌋ − 1)!
(

Kn(⌊jnu⌋)− (µ−1 log n)⌊jnu⌋/⌊jnu⌋!
)

(σ2µ−2⌊jnu⌋−1(log n)2⌊jnu⌋−1)1/2

)

u>0

f.d.d.−−−−→
(∫

[0,∞)

e−uy dB(y)

)

u>0

, n→∞,

де (B(v))v≥0 — стандартний броунiвський рух, а µ := E| logW | <∞.

Для j ∈ N ми використовуємо лiчильний процес Nj , що був введений

у формулi (1.6). У статтi [50] основним результатом є центральна грани-

чна теорема, подiбна до твердження 10. Але вона виконується для бiльшої

областi промiжних поколiнь jn = o((log n)1/2) та потребує бiльш складного

центрування. Також вiдсутнє припущення про неарифметичнiсть розподiлу

| logW |.
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Твердження 11. Припустимо, що ймовiрностi (Pk)k≥1 визначаються про-

цедурою ламання палицi (2.1), що σ2 = Var(logW ) ∈ (0,∞) та що E| log(1−
W )| < ∞. Нехай (jn)n≥1 — послiдовнiсть додатних чисел, що задовольняє

jn →∞ та jn = o((log n)1/2) при n →∞. Тодi виконується така гранична

теорема

(

j
1/2
n (⌊jnu⌋ − 1)!

(

Kn(⌊jnu⌋)− EN⌊jnu⌋(log n)
)

(σ2µ−2)⌊jnu⌋−1(log n)2⌊jnu⌋−1/2

)

u>0

f.d.d.−−−−→
(∫

[0,∞)

e−uy dB(y)

)

u>0

, n→∞,

де (B(v))v≥0 — стандартний броунiвський рух, а µ = E| logW | < ∞. При

цьому центрування задовольняє спiввiдношення

EN⌊jnu⌋(log n) ∼
(log n)⌊jn⌋

(⌊jn⌋)!µ⌊jn⌋
, n→∞.

Аналог цiєї граничної теореми за умов

E| logW | <∞ та σ2 = Var(logW ) =∞

випливає з теореми 1 статтi [49], але не в повнiй загальностi, а за додатко-

вих припущень, накладених на розподiл W : розподiл випадкової величини

| logW | належить областi притягання α-стiйкого розподiлу для α ∈ (1, 2];

Emin(| log(1−W )|, t) = O(ta) при t→∞ для конкретного значення a > 0,

визначеного у статтi [49].

Метою даного роздiлу є доведення вiдповiдної граничної теореми для

випадку, коли E| logW | =∞, а, отже, i Var(logW ) =∞. У такiй постановцi

задача ранiше не була розв’язана. Нашi результати доповнюють iснуючу

теорiю.

2.2 Припущення щодо розподiлу W

Теорема 12, що є основним результатом цього роздiлу, буде сформульована

за певних припущень щодо розподiлу випадкового вектора (| logW |, | log(1−
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W )|). Ми вважаємо доцiльним ввести припущення для довiльного випадко-

вого вектора (ξ, η), а потiм використовувати це припущення для конкретного

вибору (ξ, η) = (| logW |, | log(1−W )|).
Нехай (ξk, ηk)k≥1 — незалежнi копiї випадкового вектора (ξ, η) з додатни-

ми довiльно залежними компонентами. Нехай F та G — функцiї розподiлу ξ

та η вiдповiдно. Позначимо через (Sk)k≥0 стандартне випадкове блукання зi

стрибками ξk, що стартує в нулi, тобто S0 = 0 та Sk = ξ1+ . . .+ξk для k ∈ N,

та (Tk)k≥1 — глобально збурене випадкове блукання, породжене випадковим

вектором (ξ, η), тобто

Tk = Sk−1 + ηk, k ∈ N.

Зв’язок зi схемою зайнятостi обґрунтовується тим фактом, що якщо (Pk)k≥1

задається формулою (2.1), то (− logPk)k≥1 є глобально збуреним випадко-

вим блуканням з (ξ, η) = (| logW |, | log(1−W )|).
Для послiдовностi (Tk)k≥1 знову будемо використовувати її лiчильну фун-

кцiю N(t) =
∑

k≥1 1{Tk≤t} та середнє V (t) = EN(t) для t ≥ 0. Зрозумiло,

що

V (t) =

∫

[0, t]

G(t− y)dU(y), t ≥ 0, (2.2)

де U є функцiєю вiдновлення, що задається так: U(t) :=
∑

i≥0 P{Si ≤ t} для

t ≥ 0.

Припустимо, що

P{ξ > t} ∼ ct−α, t→∞ (2.3)

для деяких констант c > 0 та α ∈ (0, 1). Стандартний результат теорiї вiд-

новлення стверджує, що останнє граничне спiввiдношення є еквiвалентним

такому:

U(t) ∼ Ctα, t→∞,

де C = Cα := (cΓ(1 + α)Γ(1 − α))−1, а Γ — гамма-функцiя Ейлера. Для

доведення цього використовується рiвнiсть
∫

[0,∞) e
−stdU(t) = (1 − Ee−sξ)−1

для s > 0 та тауберова теорема Карамати (теорема 1.7.1 на с. 37 книги [7]).
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Оскiльки
∫

[0,∞) e
−stdV (t) = Ee−sη(1−Ee−sξ)−1 для s > 0, тi самi мiркування

дозволяють нам зробити висновок, що спiввiдношення (2.3) є еквiвалентним

такому: V (t) ∼ Ctα при t→∞. Незабаром стане зрозумiло, що асимптоти-

чна поведiнка V першого порядку недостатня для наших поточних цiлей, i

що насправдi нам потрiбен двокомпонентний розклад V . У роздiлi 2.4 буде

показано, що два припущення, наведенi нижче, забезпечують необхiдний

розклад V .

ПРИПУЩЕННЯ A: U(t) = Ctα +O(tρ) для деякої константи ρ ∈ [0, α).

ПРИПУЩЕННЯ B: Або lim supt→∞(1 − G(t))/(1 − F (t)) = m0 ∈ [0,∞), або

m0 = ∞ та lim supt→∞t
θ(1 − G(t)) = m1 ∈ [0,∞) (необхiдно) для деякої

константи θ ∈ (0, α).

Нетривiальною проблемою є знаходження необхiдних i достатнiх умов

для виконання Припущення A, сформульованих у термiнах розподiлу ξ. У

випадку, коли розподiл ξ є абсолютно неперервним (вiдносно мiри Лебега),

достатнi умови з використанням щiльностей як функцiй комплексного ар-

гументу, можна знайти в статтi [70]. У роздiлi 2.4 подано два набори нових

достатнiх умов, що вiдрiзняються за своєю суттю.

Зазначимо, що при застосуваннi до вектора (ξ, η) = (| logW |, | log(1 −
W )|) Припущення A та B регулюють поведiнку розподiлу W бiля 0 та бiля

1 вiдповiдно. Якщо (а) Ee−s| logW | = exp(−cΓ(1 − α)sα) для s ≥ 0, тобто

розподiл | logW | є α-стiйким або (б) Ee−s| logW | = (1 + (c/κ)Γ(1 − α)sα)−κ

для s ≥ 0 та деякої константи κ > 0, то Припущення A виконується з ρ = 0,

а Припущення B виконується з m0 = 0. Це твердження буде доведено в

роздiлi 2.4.

2.3 Основний результат

Нехай Z←α = (Z←α (u))u≥0 позначає обернений α-стiйкий субординатор, та-

кий самий як у формулi (1.23), але з параметром α замiсть ρ. Вiдповiд-

но Zα = (Zα(u))u≥0 позначає α-стiйкий субординатор з − logEe−sZα(1) =
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Γ(1− α)sα для s ≥ 0.

Теорема 12. За припущень A та B, накладених на (ξ, η) = (| logW |, | log(1−
W )|), нехай (jn)n≥1 — послiдовнiсть додатних чисел, що задовольняє

lim
n→∞

jn =∞ та jn = o
(

(log n)min(1/3,(α−β)/(α−β+1))
)

, n→∞,

де β = ρ, якщо m0 <∞, та β = max(ρ, α − θ), якщо m0 =∞ та m1 <∞.

Тодi при n→∞
(

cjαn
ρ⌊jnu⌋−1(log n)

α⌊jnu⌋Kn(⌊jnu⌋)
)

u>0

f.d.d.−→
(∫ ∞

0

e−αuydZ←α (y)

)

u>0

,

де

ρi :=
(CΓ(α + 1))i

Γ(αi+ 1)
, i ∈ N0 = {0, 1, . . .}, (2.4)

а Γ — гамма-функцiя Ейлера.

Обговоримо структуру граничного процесу в теоремi 12. З доведення

стане зрозумiлим, що iнтегратор Z←α описує флуктуацiї належним чином

нормалiзованого процесу зайнятих комiрок у першому поколiннi. З ймовiр-

нiстю один траєкторiї процесу Z←α є неперервно сингулярними вiдносно мi-

ри Лебега. Пiдiнтегральна функцiя y 7→ e−αuy утворюється регенеративною

структурою дерева зваженого гiллястого процесу (на якому розмiщується

послiдовнiсть узгоджених схем зайнятостi). Зокрема, згадана регенеративна

структура робить процес
( ∫∞

0 e−αuydZ←α (y)
)

u>0
м.н. нескiнченно диферен-

цiйовним. Таким чином, при переходi вiд першого поколiння до промiжних

поколiнь флуктуацiї процесу зайнятих комiрок згладжуються.

Оскiльки Z←α (Zα(y)) = y м.н., ми робимо висновок, що
(∫ ∞

0

e−αuydZ←α (y)

)

u>0

=

(∫ ∞

0

e−αuZα(y)dy

)

u>0

м.н.

Далi, завдяки властивостi масштабування Zα, при фiксованому u > 0
∫ ∞

0

e−αuZα(y)dy
d
= (αu)−α

∫ ∞

0

e−Zα(y)dy =: (αu)−αIα,
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де
d
= позначає рiвнiсть розподiлiв. Останнiй iнтеграл вiдомий у лiтературi

як експоненцiйний функцiонал вiд субординатора Zα. Згiдно з твердженням

3.3 статтi [19]

E(Iα)
n =

(n!)1−α

(Γ(1− α))n
, n ∈ N

та, крiм того, E exp(sIα) < ∞ для всiх s > 0. Можна показати (див. твер-

дження 3.4(iv) статтi [19]), що наведена вище моментна формула гарантує

виконання рiвностi розподiлiв log Iα+log Γ(1−α)
d
= X(1−α), де (X(u))u≥0

— це процес Левi з X(1)
d
= log E , а E — випадкова величина з показниковим

розподiлом з середнiм рiвним одиницi. Наслiдком цього спостереження є

те, що розподiл Iα є абсолютно неперервним вiдносно мiри Лебега.

Iснує неформальний зв’язок мiж теоремою 12 та граничною теоремою

для Kn(j) з фiксованим j (теорема 8). Дiйсно, припустимо, що P{| logW | >
x} ∼ x−αℓ(x) при x → ∞ для деякої константи α ∈ (0, 1) та деякої функцiї

ℓ, що повiльно змiнюються на ∞. Тодi звуження функцiональної граничної

теореми 8 до одновимiрної граничної теореми, що отримується вибором

u = 1, має вигляд
(

(ℓ(log n))jKn(j)

(log n)αj

)

j≥1

d−→
(∫

[0, 1]

(1− y)α(j−1)dZ←α (y)

)

j≥1
, n→∞,

де
d−→ позначає збiжнiсть за розподiлом. Зазначимо, що (Z←α (y/j))y≥0 має

такий самий розподiл, як (j−αZ←α (y))y≥0, i що для фiксованого значення

y > 0 limj→∞(1− y/j)α(j−1) = e−αy. Отже,

jα
∫

[0, 1]

(1− y)α(j−1)dZ←α (y)

= jα
∫

[0, j]

(1− y/j)α(j−1)dZ←α (y/j)
d
=

∫

[0, j]

(1− y/j)α(j−1)dZ←α (y).

Переходячи до границi при j → ∞, iнтеграл, що стоїть у правiй частинi

виразу, збiгається за розподiлом до випадкового iнтеграла
∫

[0,∞)

e−αydZ←α (y).

- 51 -



Отриманий результат узгоджується з теоремою 12, що описує граничну

поведiнку процесу у промiжних поколiннях.

Залишок роздiлу структурований так. У пiдроздiлi 2.4 ми обговоримо

Припущення A та B та їх наслiдки. Пiдроздiл 2.5 мiстить допомiжнi резуль-

тати щодо загального гiллястого процесу, породженого глобально збуреним

випадковим блуканням. Доведення теореми 12 наведено у пiдроздiлi 2.6.

2.4 Наслiдки припущень A та B

Спочатку покажемо, що Припущення A та B забезпечують двокомпонен-

тний асимптотичний розклад V .

Лема 13. Припустимо, що виконуються Припущення A та B. Тодi iснує

константа D > 0 така, що

|V (t)− Ctα| ≤ Dtβ, t ≥ 0, (2.5)

де β = ρ, якщо m0 < ∞; β = max(ρ, α − θ), якщо m0 = ∞ та m1 <

∞; константи C > 0, α ∈ (0, 1) та ρ ∈ [0, α) визначенi у формулюваннi

Припущення A; а константи m0, m1 та θ ∈ (0, α) визначенi у формулюваннi

Припущення B.

Доведення. Припускаючи, що lim supt→∞(1−G(t)/(1−F (t)) = m0 ∈ [0,∞),

ми покажемо, що
∫

[0, t]

(1−G(t− y))dU(y) = O(1), t→∞. (2.6)

Дiйсно, для m2 > m0 iснує значення t0 > 0 таке, що 1−G(t) ≤ m2(1−F (t))

для t ≥ t0. З огляду на це,
∫

[0, t−t0]
(1−G(t− y))dU(y) ≤ m2

∫

[0, t]

(1− F (t− y))dU(y) = m2.

Остання рiвнiсть є iншою формою запису рiвняння вiдновлення для U . Дiй-

сно, для t ≥ 0

U(t) =
∑

n≥0
P{Sn ≤ t} =

∑

n≥0
F ∗(n)(t) = 1 +

∑

n≥1
F ∗(n)(t) = 1 + F ∗ U(t),
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де ∗ позначає операцiю згортки Лебега-Стiлтьєса, зокрема, F ∗(n) позначає

n-кратну згортку Лебега-Стiлтьєса функцiї F з собою. Тому

1 = U(t)− F ∗ U(t) =

∫

[0, t]

(1− F (t− y))dU(y).

Зазначимо мiж iншим, що остання рiвнiсть є еквiвалентною такiй:

P{inf{k ≥ 0 : Sk > t} <∞} = 1.

Використовуючи субадитивнiсть U (див., наприклад, теорему 1.7 на с. 10

книги [61]), маємо
∫

(t−t0, t]
(1−G(t− y))dU(y) ≤ U(t)− U(t− t0) ≤ U(t0). (2.7)

Отже, спiввiдношення (2.6) виконується.

Рiвнiсть (2.2) є еквiвалентною такiй:

V (t) = U(t)−
∫

[0, t]

(1−G(t− y))dU(y), t ≥ 0.

Тому з Припущення A випливає асимптотичний розклад V (t) = Ctα+O(tρ)

при t → ∞. Оскiльки V (0) = 0, знайдеться константа D > 0 така, що

нерiвнiсть |V (t)− Ctα| ≤ Dtρ виконується для всiх t ≥ 0.

Припустимо тепер, що m0 = ∞, i що lim supt→∞t
θ(1 − G(t)) = m1 ∈

[0,∞) для деякої константи θ ∈ (0, α). Доведемо, що
∫

[0, t]

(1−G(t− y))dU(y) = O(tα−θ), t→∞. (2.8)

Для заданих m3 > m1 та C∗ > C iснує значення t1 таке, що U(t) ≤ C∗tα

та 1 − G(t) ≤ m3t
−θ для t ≥ t1. Ми вже знаємо (див. нерiвнiсть (2.7)), що

субадитивнiсть U забезпечує виконання спiввiдношення
∫

(t−t1, t](1 − G(t −
y))dU(y) = O(1) при t→∞. Далi, iнтегруючи частинами, отримуємо,
∫

[0, t−t1]
(1−G(t− y))dU(y)

≤ m3

∫

[0, t−t1]
(t− y)−θdU(y) = m3

∫

[t1, t]

y−θdy(U(t)− U(t− y)) = m3

×
(

t−θ(U(t)−U(0))−t−θ1 (U(t)−U(t−t1))+θ

∫ t

t1

(U(t)−U(t−y))y−θ−1dy
)

.
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Тут i надалi пишемо dy замiсть d, коли є неоднозначнiсть, тобто функцiя

пiд диференцiалом залежить вiд y та деяких iнших змiнних. Перший до-

данок — O(tα−θ), а другий — O(1). Для третього доданку, використовуючи

субадитивнiсть U , запишемо
∫ t

t1

(U(t)−U(t−y))y−θ−1dy ≤
∫ t

t1

U(y)y−θ−1dy ≤ C∗
∫ t

t1

yα−θ−1dy = O(tα−θ).

Таким чином, спiввiдношення (2.8) доведено. Повторюючи аргументацiю з

першої частини доведення, отримуємо (2.5) з β = max(ρ, α− θ).

Нехай (Zα(u))u≥0 — α-стiйкий субординатор, визначений на початку пiд-

роздiлу 2.3. Тепер обговоримо два набори достатнiх умов, що гарантують

виконання Припущення A. Iдея отримання першого з них була пiдказана

рецензентом статтi [13] (автора дисертацiї та її наукового керiвника). Заува-

жимо, що характеристичною фунцiєю випадкової величини Zα(1) є

Φα(v) := EeivZα(1) = exp(−Γ(1−α)|v|α(cos(πα/2)−i sin(πα/2)sgn v)), v ∈ R.

Лема 14. Припустимо, що iснують константи a1, a2 > 0 та r ∈ (α, 1] такi,

що для всiх v ∈ R, що задовольняють |v| ≤ a1, виконується нерiвнiсть

|Eeivξ − Φα(v)| ≤ a2|v|r. (2.9)

Тодi Припущення A виконується з ρ = 0, якщо r > 2α, з ρ = δ для довiльного

значення δ > 0, якщо r = 2α, та з ρ = λ(2α − r) для довiльного значення

λ > 1, що задовольняє λ(2α− r) < α, якщо r < 2α.

Доведення. Зауважимо спочатку, що для t ≥ 0
∫ ∞

0

P{Zα(cu) ≤ t}du = Ctα. (2.10)

Дiйсно, використовуючи Zα(cu)
d
= (cu)1/αZα(1), маємо

∫ ∞

0

P{Zα(cu) ≤ t}du =

∫ ∞

0

P{(cu)1/αZα(1) ≤ t}du

=

∫ ∞

0

P

{

tα

c(Zα(1))α
≥ u

}

du =
1

c
E(Zα(1))

−αtα.
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Оскiльки Ee−sZα(1) = e−Γ(1−α)s
α

для s ≥ 0, то, використовуючи лему 27,

наведену нижче, маємо

E(Zα(1))
−α =

α

Γ(1 + α)

∫ ∞

0

sα−1e−Γ(1−α)s
α

ds

=
1

Γ(1 + α)

∫ ∞

0

e−Γ(1−α)ydy =
1

Γ(1 + α)Γ(1− α)
.

Об’єднавши двi останнi формули, отримаємо (2.10).

Також зазначимо, що

0 ≤
∑

n≥0
P{Zα(cn) ≤ t} −

∫ ∞

0

P{Zα(cu) ≤ t}du ≤ 1, t ≥ 0.

Отже, достатньо довести, що
∣

∣

∣

∣

∑

n≥0
P{Sn ≤ t} −

∑

n≥0
P{Zα(cn) ≤ t}

∣

∣

∣

∣

= O(tρ), t→∞. (2.11)

За твердженням 1 статтi [63]

sup
x≥0

∣

∣P{Sn ≤ n1/αx} − P{Zα(c) ≤ x}
∣

∣

= sup
t≥0

∣

∣P{Sn ≤ t} − P{Zα(cn) ≤ t}
∣

∣ ≤ Bn−α
−1(r−α) (2.12)

для всiх n ∈ N та константи B > 0, яка не залежить вiд n.

ВИПАДОК r ∈ (2α, 1) (у якому обов’язково α < 1/2). Згiдно з (2.12), спiв-

вiдношення (2.11) виконується з ρ = 0.

ВИПАДОК r ∈ (α, 2α), у якому 0 < α−1(r − α) < 1. Зафiксуємо будь-яке

значення λ > 1, що задовольняє λ(2α − r) < α. Використовуючи (2.12),

робимо висновок, що при t→∞
∣

∣

∣

∣

⌊tλα⌋
∑

n=0

P{Sn ≤ t} −
⌊tλα⌋
∑

n=0

P{Zα(cn) ≤ t}
∣

∣

∣

∣

≤ B

⌊tλα⌋
∑

n=1

n−α
−1(r−α) = O(tλ(2α−r)).

Ми стверджуємо, що при t→∞
∑

n≥⌊tλα⌋+1

P{Sn ≤ t} = o(1) та
∑

n≥⌊tλα⌋+1

P{Zα(cn) ≤ t} = o(1). (2.13)
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Дiйсно, згiдно з нерiвнiстю Маркова для кожного u > 0

∑

n≥⌊tλα⌋+1

P{Sn ≤ t} ≤ eut
∑

n≥⌊tλα⌋+1

(φ(u))n ≤ eut+logφ(u)tλα

1− φ(u)
,

де φ(s) := Ee−sξ для s ≥ 0. Покладемо u = 1/t. Тодi (1 − φ(1/t))−1 ∼
(cΓ(1−α))−1tα при t→ +∞. Оскiльки −tλα logφ(1/t) ∼ cΓ(1−α)t(λ−1)α при

t → +∞, чисельник останньої центрованої формули суперекспоненцiйно

швидко спадає до 0. Це доводить перше граничне спiввiдношення в (2.13).

Аргументацiя для другого граничного спiввiдношення аналогiчна.

ВИПАДОК r = 2α < 1. У доведеннi попереднього випадку виберемо будь-

яке значення λ > 1. Тодi

∣

∣

∣

∣

⌊tλα⌋
∑

n=0

P{Sn ≤ t} −
⌊tλα⌋
∑

n=0

P{Zα(cn) ≤ t}
∣

∣

∣

∣

= O(log t), t→∞.

Також спiввiдношення (2.13) мають мiсце в цьому випадку.

Обговоримо можливi застосування леми 14. Припустимо, що ξ
d
= Zα(c)+

θ для невiд’ємної випадкової величини θ, яка не залежить вiд Zα(c). Якщо

Eθ < ∞, то виконується нерiвнiсть (2.9) з r = 1. Далi, якщо, скажiмо α =

3/4, то виконується Припущення з ρ = λ/2 для будь-якого значення λ ∈
(1, 3/2). Якщо P{θ > t} ∼ const t−β при t → ∞ для деякого β ∈ (α, 1), то

виконується нерiвнiсть (2.9) з r = β. Далi, якщо α = 1/4 та β = 3/4, то

виконується Припущення A з ρ = 0.

Далi ми наводимо iншi достатнi умови, що гарантують виконання При-

пущення A, для спецiального класу розподiлiв ξ. Нехай ξ
d
= Zα(c)X

1/α, де

X — додатна випадкова величина з середнiм один, що не залежить вiд Zα(c)

для деякого c > 0.

Зауваження 15. Це припущення еквiвалентне тому, що стандартне випад-

кове блукання (Sn)n≥0 має такий самий розподiл, як i (Zα(cŜn))n≥0. Тут

Ŝ0 := 0, Ŝn := X1 + . . . +Xn для n ∈ N, X1, X2, . . . – незалежнi копiї X , а

(Ŝn)n≥0 не залежить вiд (Zα(u))u≥0.
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Доведення. Внаслiдок того, що Zα є однорiдним процесом з незалежними

приростами, що задовольняє Zα(0) = 0, послiдовнiсть (Zα(cŜn))n≥0 є стан-

дартним випадковим блуканням. Розподiли двох стандартних випадкових

блукань однаковi тодi i тiльки тодi, коли розподiли їхнiх стрибкiв однаковi.

Залишається зазначити, що Zα(c)X
1/α d

= Zα(cX1), у чому можна перекона-

тися за допомогою обчислення перетворень Лапласа.

Нагадаємо позначення U(t) =
∑

n≥0 P{Sn ≤ t} для t ≥ 0 та покладемо

Û(t) :=
∑

n≥0 P{Ŝn ≤ t} для t ≥ 0. Знайдемо зв’язок мiж U та Û . Для цього

нам потрiбна така властивiсть: для фiксованого t > 0 Zα(ct) має такий

самий розподiл, як i t1/αZα(c). Як наслiдок,

U(t) =
∑

n≥0
P{Sn ≤ t} =

∑

n≥0
P{Zα(cŜn) ≤ t} =

∑

n≥0
P{Ŝ1/α

n Zα(c) ≤ t}

=
∑

n≥0
P{Ŝn ≤ (Zα(c))

−αtα} = EÛ
(

(Zα(c))
−αtα

)

, t ≥ 0. (2.14)

Використання формули (2.14) дозволяє нам навести достатнi умови, якi

гарантують виконання Припущення A.

Лема 16. Припустимо, що EXϑ <∞ для деякої константи ϑ ∈ (1, 2]. Тодi

U(t) = Ctα +O(tα(2−ϑ)), t→∞,

тобто виконується Припущення A з ρ = α(2 − ϑ). Тут, як i ранiше, C =

(cΓ(1 + α)Γ(1− α))−1.

Доведення. Використаємо нерiвнiсть Лордена для Û . Хоча в багатьох джере-

лах вона формулюється лише для неарифметичних розподiлiв, вона справ-

джується i має ту саму форму як для неарифметичних, так i для арифмети-

чних розподiлiв (див. роботу [18] для доведення).

Якщо EX2 < ∞, то згiдно з нерiвнiстю Лордена Û(t) ≤ t + EX2 для

всiх t ≥ 0 (нагадаємо, що EX = 1 за припущенням). Отже, використовуючи

(2.14), отримуємо

U(t) = EÛ
(

(Zα(c))
−αtα

)

≤ E(Zα(c))
−αtα + EX2.
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Залишається зазначити, що за лемою 27

E(Zα(c))
−α =

α

Γ(1 + α)

∫ ∞

0

sα−1e−cΓ(1−α)s
α

ds = C. (2.15)

Таким чином, U(t) ≤ Ctα + EX2 = Ctα +O(1).

Якщо EXϑ < ∞ для деякого ϑ ∈ (1, 2), то Û(t) = t + O(t2−ϑ) при

t → ∞, див., наприклад, формулу (3.13) на стор. 433 статтi [9]. Зокрема,

для деякого значення t0 > 0 та константи C∗ > 0 Û(t) ≤ t + C∗t2−ϑ при

t ≥ t0. Використання (2.14) дає

U(t) ≤ E
(

(Zα(c))
−αtα + C∗(Zα(c))

−α(2−ϑ)tα(2−ϑ)
)

1{(Zα(c))−αtα≥t0}

+ EÛ((Zα(c))
−αtα)1{(Zα(c))−αtα<t0} ≤ Ctα + C∗E(Zα(c))

−α(2−ϑ)tα(2−ϑ)

+ Û(t0) = Ctα +O(tα(2−ϑ)), t→∞.

Тепер наведемо оцiнку U(t) знизу. Покладемо ν̂(t) := inf{k ≥ 1 : Ŝk > t}
для t ≥ 0, тобто це перший такий iндекс k, що Ŝk > t. З цього випли-

ває, що Ŝν̂(t) > t м.н. (зазначимо, що ν̂(t) < ∞ м.н. внаслiдок того, що

limk→∞ Ŝk = +∞ м.н.) Переходячи в останнiй рiвностi до математичних

сподiвань, отримаємо EŜν̂(t) ≥ t для t ≥ 0. Далi, згiдно тотожностi Уол-

да, EŜν̂(t) = EX · Eν̂(t) = Û(t). Нарештi, використовуючи (2.14), маємо

U(t) ≥ E
(

(Zα(c))
−αtα = Ctα для t ≥ 0. Це завершує доведення.

Далi покажемо, що Припущення A та B виконуються з (ξ, η) = (| logW |,
| log(1−W )|), якщо, наприклад,

(а) | logW | d
= Zα(c) для деякої константи c > 0, тобто розподiл | logW | є

α-стiйким;

(б) φ(s) = Ee−sξ = (1 + (c/κ)Γ(1 − α)sα)−κ для s ≥ 0 та деяких констант

α ∈ (0, 1) та κ > 0.

В обох випадках | logW | має такий самий розподiл, як Zα(c)X
1/α. При

цьому у випадку (а) P{X = 1} = 1, а у випадку (б) X не залежить вiд Zα(c)

та має гамма-розподiл з параметрами κ та κ.
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Доведення. Тiльки пункт (б) потребує доведення. Гамма-розподiл з параме-

трами κ та κ є абсолютно неперервним з щiльнiстю h, що задається так:

h(x) =
κκ

Γ(κ)
xκ−1e−κx 1(0,∞)(x).

Покладемо g(s) := Ee−sZα(c) = e−cΓ(1−α)s
α

для s ≥ 0. Згiдно з лемою 28,

наведеною нижче,

Ee−sZα(c)X
1/α

=

∫ ∞

0

g(sy1/α)h(y)dy

=
κκ

Γ(κ)

∫ ∞

0

e−y(cΓ(1−α)s
α+κ)yκ−1dy =

κκ

Γ(κ)(cΓ(1− α)sα + κ)κ

∫ ∞

0

e−ttκ−1dt

= (1 + (c/κ)Γ(1− α)sα)−κ.

Таким чином, у випадку (а) EX2 = 1, а у випадку (б)

EX2 =

∫ ∞

0

x2
κκ

Γ(κ)
xκ−1e−κxdx =

κκ

Γ(κ)

∫ ∞

0

tκ+1

κκ+1
e−t

dt

κ
=

κ+ 1

κ
<∞.

Тому, згiдно з лемою 16, виконується Припущення A з ρ = 0.

Тепер, тимчасово iгноруючи випадки (а) та (б), покажемо, що припуще-

ння B виконується з m0 = 0, якщо 1 − F (x) = P{| logW | > x} ∼ cx−α при

x → ∞ та E| logW |−γ < ∞ для деякої константи γ > 0. Дiйсно, згiдно з

нерiвнiстю Маркова

1−G(x) = P{| log(1−W )| > x}
= P{| logW | < | log(1− e−x)|} = P{| logW |−γ > | log(1− e−x)|−γ}

≤ E| logW |−γ | log(1− e−x)|γ ∼ E| logW |−γe−γx

при x→∞. Отже, limx→∞(1−G(x))/(1−F (x)) = 0, якщо E| logW |−γ <∞.

Нагадаємо, що у випадку (а) | logW | d
= Zα(c). Знайдемо асимптотику

1 − F (x) = P{Zα(c) > x} при x → ∞. Оскiльки Ee−sZα(c) = e−cΓ(1−α)s
α

для s ≥ 0, то 1 − Ee−sZα(c) ∼ cΓ(1 − α)sα при s → 0+. Згiдно з наслiдком

8.1.7 книги [7] з останнього випливає 1 − F (x) ∼ cx−α при x → ∞. Також

- 59 -



ми вже знаємо з рiвностi (2.15), що E(Zα(c))
−α < ∞. Отже, у випадку

(а) Припущення B виконується з m0 = 0. Хоча нам i не потрiбна така

точнiсть, зазначимо мiж iншим, що у випадку (a), припускаючи додатково,

що константи c та α задовольняють cΓ(1 − α) = 1, згiдно з лемою 1 статтi

[36] виконується таке асимптотичне спiввiдношення

P{| log(1−W )| > x} ∼ c1e
− αx

2(1−α) exp(−c2| log(1− e−x)|− α
1−α ), x→∞

для явно вiдомих додатних констант c1 та c2.

У випадку (б)

φ(s) = Ee−s| logW | =
1

(1 + c
κΓ(1− α)sα)κ

, s ≥ 0.

Тому

1− φ(s) ∼ cΓ(1− α)sα, s→ 0 + .

Згiдно з наслiдком 8.1.7 книги [7] з останнього випливає 1 − F (x) ∼ cx−α

при x → ∞. Використовуючи лему 27, наведену нижче, робимо висновок,

що EX−γ < ∞ для всiх γ ∈ (0,min(κ, 1)). Таким чином, знову ж таки

виконується Припущення B з m0 = 0. Зазначимо, що можна використати

тауберовi теореми для перетворень Лапласа для знаходження бiльш точної

асимптотики 1−G(x) = P{| log(1−W )| > x} при x→∞. Дiйсно, викори-

стовуючи явний вигляд φ, маємо

φ(s) ∼
(

κ

cΓ(1− α)

)κ

· 1

sακ
, s→∞.

За теоремою 1.7.1′ книги [7] останнє граничне спiввiдношення є еквiвален-

тним такому

P{− logW ≤ x} ∼ κκxακ

(cΓ(1− α))κΓ(1 + ακ)
, x→ 0 + .

Отже,

1−G(x) = P{| log(1−W )| > x} = P{− logW < − log(1− e−x)}

∼ κκ

(cΓ(1− α))κΓ(1 + ακ)
e−ακx, x→∞.

Це пiдтверджує наш висновок про те, що limx→∞(1−G(x))/(1−F (x)) = 0,

i що Припушення B виконується.
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2.5 Асимптотика функцiй Vj

Для доведення теореми 12 необхiдно залучити низку допомiжних результа-

тiв, що стосуються загального гiллястого процесу, породженого глобально

збуреним випадковим блуканням T . Таким чином, твердження цього пiд-

роздiлу становлять окремий внесок у розвиток теорiї iтерованих збурених

випадкових блукань. Далi подамо означення вказаного загального гiллясто-

го процесу у популяцiйнiй iнтерпретацiї. У момент часу 0 з’являється один

iндивiдуум, предок. Особа, народжена в момент часу s ≥ 0, має потомство,

моменти народження якого мають такий самий розподiл, як (s+ Tk)k≥1. Усi

iндивiдууми дiють незалежно один вiд одного. Особа знаходиться в j-му

поколiннi, якщо вона має рiвно j предкiв.

Для t ≥ 0 та j ∈ N позначимо через Nj(t) кiлькiсть осiб j-го поколiння з

часом народження меншим або рiвним t та покладемо Vj(t) := ENj(t). Для

Nj та Vj виконуються розклади (1.7) та (1.8), де N1(t) = N(t), V1(t) = V (t)

та N
(k)
j−1(t) – це кiлькiсть осiб j-го поколiння, якi є нащадками iндивiдуума

першого поколiння з часом народження Tk, k ∈ N, i чий час народження

припадає на [Tk, Tk + t]. Згiдно з властивiстю розгалуження (N
(1)
j−1(t))t≥0,

(N
(2)
j−1(t))t≥0, . . . є незалежними копiями (Nj−1(t))t≥0, якi також не залежать

вiд T .

Решта цього пiдроздiлу присвячена отриманню точних та асимптотичних

оцiнок для Vj . Тому для подальшого буде зручно, якщо ми подамо формулу

(1.8) ще раз у цьому пiдроздiлi:

Vj(t) = (Vj−1 ∗ V )(t) =

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)dV (y), j ≥ 2, t ≥ 0. (2.16)

Таким чином, Vj = V ∗(j) — це j-кратна згортка Лебега-Стiлтьєса функцiї V

з собою.

Згiдно з лемою 13 Припущення A та B забезпечують виконання нерiв-

ностi (2.5) для V . Тепер доведемо, що подiбна нерiвнiсть виконується i для

Vn, n ≥ 2.
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Лема 17. Припустимо, що виконується нерiвнiсть (2.5). Тодi для n ∈ N та

t ≥ 0

|Vn(t)− ρnt
αn| ≤

n−1
∑

i=0

(

n

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−i

Γ(αi+ β(n− i) + 1)
(Ctα)i(Dtβ)n−i (2.17)

iз константами ρn, заданими формулою (2.4).

Доведення. Скористаємося математичною iндукцiєю. Для n = 1, нерiвнiсть

(2.17) зводиться до (2.5). Припустимо, що (2.17) виконується з n−1 замiсть

n. Використовуючи (2.16) для першої рiвностi, маємо

|Vn(t)− ρnt
αn| =

∣

∣

∣

∣

∫

[0, t]

Vn−1(t− y)dV (y)− ρnt
αn

∣

∣

∣

∣

≤
∫

[0, t]

|Vn−1(t− y)− ρn−1(t− y)α(n−1)|dV (y)

+

∣

∣

∣

∣

ρn−1

∫

[0, t]

(t− y)α(n−1)dV (y)− ρnt
αn

∣

∣

∣

∣

. (2.18)

Використовуючи припущення iндукцiї, а потiм iнтегруючи частинами, отри-

муємо

An(t) :=

∫

[0, t]

|Vn−1(t− y)− ρn−1(t− y)α(n−1)|dV (y)

≤
n−2
∑

i=0

(

n− 1

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−1−i

Γ(αi+ β(n− 1− i) + 1)

×Dn−1−iC i

∫

[0, t]

(t− y)αi+β(n−1−i)dV (y)

=
n−2
∑

i=0

(

n− 1

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−1−i

Γ(αi+ β(n− 1− i) + 1)

×Dn−1−iC i

∫ t

0

V (t− y)d(yαi+β(n−1−i)).

З огляду на (2.5)
∫ t

0

V (t− y)d(yαi+β(n−1−i)) ≤
∫ t

0

(

C(t− y)α +D(t− y)β
)

d(yαi+β(n−1−i))
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= C
Γ(α + 1)Γ(αi+ β(n− 1− i) + 1)

Γ(α(i+ 1) + β(n− 1− i) + 1)
tα(i+1)+β(n−1−i)

+D
Γ(β + 1)Γ(αi+ β(n− 1− i) + 1)

Γ(αi+ β(n− i) + 1)
tαi+β(n−i),

звiдки

An(t)

≤
n−2
∑

i=0

(

n− 1

i

)

(Γ(α + 1))i+1(Γ(β + 1))n−1−i

Γ(α(i+ 1) + β(n− 1− i) + 1)
Dn−1−iC i+1tα(i+1)+β(n−1−i)

+
n−2
∑

i=0

(

n− 1

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−i

Γ(αi+ β(n− i) + 1)
Dn−iC itαi+β(n−i)

= (n− 1)
(Γ(α + 1))n−1Γ(β + 1)

Γ(α(n− 1) + β + 1)
DCn−1tα(n−1)+β

+
n−2
∑

i=1

((

n− 1

i− 1

)

+

(

n− 1

i

))

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−i

Γ(αi+ β(n− i) + 1)
Dn−iC itαi+β(n−i)

+
(Γ(β + 1))n

Γ(βn+ 1)
Dntβn = (n− 1)

(Γ(α + 1))n−1Γ(β + 1)

Γ(α(n− 1) + β + 1)
DCn−1tα(n−1)+β

+
n−2
∑

i=0

(

n

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))n−i

Γ(αi+ β(n− i) + 1)
Dn−iC itαi+β(n−i). (2.19)

Щоб отримати першу рiвнiсть, ми замiнили змiнну i на i − 1 пiд першою

сумою, що входить до першої нерiвностi, видiлили член, який вiдповiдає

i = n − 1, а також видiлили член другої суми, який вiдповiдає i = 0. Далi

для другого доданка формули (2.18) пишемо
∣

∣

∣

∣

ρn−1

∫

[0, t]

(t− y)α(n−1)dV (y)− ρnt
αn

∣

∣

∣

∣

= ρn−1

∣

∣

∣

∣

∫

[0, t]

(t− y)α(n−1)dV (y)− C

∫

[0, t]

(t− y)αd(yα(n−1))

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ρn−1

∫ t

0

(

V (t− y)−C(t− y)α
)

d(yα(n−1))

∣

∣

∣

∣

≤ Dρn−1

∫ t

0

(t− y)βd(yα(n−1))

= D
(CΓ(α + 1))n−1

Γ(α(n− 1) + 1)

Γ(α(n− 1) + 1)Γ(β + 1)

Γ(α(n− 1) + β + 1)
tα(n−1)+β

=
(Γ(α + 1))n−1Γ(β + 1)

Γ(α(n− 1) + β + 1)
DCn−1tα(n−1)+β,
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використавши iнтегрування частинами для другої рiвностi та (2.5) для пер-

шої нерiвностi. Сума останнього виразу та першого члена правої частини

(2.19) дорiвнює n (Γ(α+1))n−1Γ(β+1)
Γ(α(n−1)+β+1) DCn−1tα(n−1)+β, тобто члену суми в (2.17),

що вiдповiдає i = n− 1. Доведення леми 17 завершено.

Також нам знадобиться така технiчна оцiнка.

Лема 18. Нехай константи α, β, C та D є такими, як у формулi (2.5). Для

t ≥ 0 та додатного цiлого числа j, що задовольняє умову

2DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β ≤ CΓ(α + 1)tα−β, (2.20)

справедлива нерiвнiсть

j−1
∑

i=0

(

j

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))j−i

Γ(αi+ β(j − i) + 1)
(Ctα)i(Dtβ)j−i

≤ 2DCj−1j
(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)

Γ(α(j − 1) + β + 1)
tα(j−1)+β.

Доведення. Запишемо, вiдокремивши перший доданок суми,

j−1
∑

i=0

(

j

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))j−i

Γ(αi+ β(j − i) + 1)
(Ctα)i(Dtβ)j−i

= DCj−1j
(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)

Γ(α(j − 1) + β + 1)
tα(j−1)+β

+

j−2
∑

i=0

(

j

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))j−i

Γ(αi+ β(j − i) + 1)
(Ctα)i(Dtβ)j−i.

За умови, що t та j задовольняють (2.20), покажемо, що другий доданок у

правiй частинi не бiльший, нiж перший. Дiйсно, використовуючи нерiвнiсть
(

j

i

)

≤ jj−i (2.21)

та (2.48), робимо висновок

Γ(α(j − 1) + β + 1)

DCj−1j(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)tα(j−1)+β
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×
j−2
∑

i=0

(

j

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))j−i

Γ(αi+ β(j − i) + 1)
(Ctα)i(Dtβ)j−i

≤ CΓ(α + 1)tα−β

DΓ(β + 1)j

j−2
∑

i=0

(

DΓ(β + 1)j

CΓ(α + 1)tα−β

)j−i
Γ(α(j − 1) + β + 1)

Γ(αi+ β(j − i) + 1)

≤ CΓ(α + 1)tα−β

DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β

×
j−2
∑

i=0

(

DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β

CΓ(α + 1)tα−β

)j−i

≤ DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β

CΓ(α + 1)tα−β

×
(

1− DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β

CΓ(α + 1)tα−β

)−1
≤ 1.

Передостання нерiвнiсть отримується за допомогою оцiнки
∑j−2

i=0 (. . .)
j−i ≤

∑

i≥2(. . .)
i. Функцiя x 7→ x(1 − x)−1 є зростаючою на [0, 1) та дорiвнює 1

при x = 1/2. Цей факт у поєднаннi з (2.20) дає останню нерiвнiсть, оскiльки

iз (2.20) випливає

0 <
DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β

CΓ(α + 1)tα−β
≤ 1

2
.

Тепер ми готовi надати спрощення формули (2.17) для степенiв згортки

n та аргументiв t, що задовольняють (2.20) з j = n.

Наслiдок 19. Припустимо, що виконується (2.5). Тодi для t ≥ 0 i натураль-

ного числа j, що задовольняють (2.20),

|Vj(t)− ρjt
αj| ≤ 2DCj−1j

(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)

Γ(α(j − 1) + β + 1)
tα(j−1)+β (2.22)

та

Vj(t) ≤ 5ρjt
αj, t ≥ 0. (2.23)

Доведення. Нерiвнiсть (2.22) є безпосереднiм наслiдком лем 17 та 18. Одна

складова нерiвностi (2.22) має вигляд

Vj(t) ≤ ρjt
αj + 2DCj−1j

(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)

Γ(α(j − 1) + β + 1)
tα(j−1)+β.
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Щоб довести (2.23), оцiнимо вiдношення доданкiв у правiй частинi остан-

ньої нерiвностi

2DCj−1j(Γ(α + 1))j−1Γ(β + 1)tα(j−1)+β

Γ(α(j − 1) + β + 1)ρjtαj

=
2DjΓ(β + 1)Γ(αj + 1)

CΓ(α + 1)tα−βΓ(α(j − 1) + β + 1)

≤ 2DjΓ(β + 1)

CΓ(α + 1)tα−β
· (αj + 1)α−β ≤ 2(αj + 1)α−β

(α(j − 1) + β + 1)α−β

≤ 2

(

1 +
α− β

α(j − 1) + β + 1

)α

≤ 4.

Тут перша нерiвнiсть випливає з леми 29, друга буквально повторює (2.20),

а остання є наслiдком α−β
α(j−1)+β+1 < 1, що, у свою чергу, забезпечується

α ∈ (0, 1) та β ≥ 0.

Наслiдок 20. Припустимо, що виконується (2.5). Тодi

lim
t→∞

sup
y≥t

∣

∣

∣

∣

Vj(y)

ρjyαj
− 1

∣

∣

∣

∣

= 0, (2.24)

де j = j(t) задовольняє j(t) = o(t
α−β

α−β+1 ) при t→∞. Зокрема,

Vj(t) ∼ ρjt
αj, t→∞. (2.25)

Доведення. Якщо j(t) = o(t
α−β

α−β+1 ) при t → ∞, то (2.20) виконується для

великих j i t, та

sup
y≥t

DCj−1j (Γ(α+1))j−1Γ(β+1)
Γ(α(j−1)+β+1) yα(j−1)+β

ρjyαj
≤

DCj−1j (Γ(α+1))j−1Γ(β+1)
Γ(α(j−1)+β+1)

ρjtα−β

∼ DΓ(β + 1)αα−βjα−β+1

CΓ(α + 1)tα−β
→ 0

при t→∞. Тут використано стандартне асимптотичне спiввiдношення, що

випливає зi стiрлiнгової асимптотики для гамма-функцiї,

Γ(x+ a)/Γ(x) ∼ xa, x→∞ (2.26)

для фiксованого a > 0, де x = 1 + αj − (α− β) та a = α− β. Таким чином,

твердження наслiдку випливає з (2.22).
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2.6 Доведення теореми 12

Почнемо зi встановлення кiлькох допомiжних результатiв, якi будуть вико-

ристанi в доведеннi теореми 12.

Нагадаємо, що функцiя f : [0,∞) → [0,∞) називається безпосередньо

iнтегровною за Рiманом (dRi) на [0,∞), якщо σ(h) <∞ для кожного h > 0

та limh→0+(σ(h)− σ(h)) = 0, де

σ(h) := h
∑

n≥1
sup

(n−1)h≤y<nh

f(y) та σ(h) := h
∑

n≥1
inf

(n−1)h≤y<nh
f(y).

Функцiя f : R→ [0,∞) називається dRi на R, якщо виконуються тi самi двi

умови, але сумування у визначеннi iнтегральних сум йде по n ∈ Z замiсть

n ≥ 1 .

Наступний результат випливає з доведення леми 4.5 статтi [50].

Лема 21. Нехай функцiя f : [0,∞)→ [0,∞) — dRi на [0,∞), а j — додатне

цiле число, що можливо залежить вiд t та можливо прямує до ∞ разом з

t. Тодi
∫

[0, t]

f(t− y)dVj(y) = O (Vj−1(t)) , t→∞.

Далi наведемо O-оцiнку для згортки Лебега-Стiлтьєса показникової фун-

кцiї та Vj .

Лема 22. Припустимо, що виконується умова (2.5), та що j = j(t) =

o(t
α−β

α−β+1 ) при t→∞. Тодi
∫

(t,∞)

et−ydVj(y) = O (Vj−1(t)) , t→∞.

Доведення. Нехай h : R → [0,∞) — dRi функцiя на R, що задовольняє

h(t) = 0 для t > 0. Спочатку пишемо, як у доведеннi леми 4.6 статтi [50]:

для t ≥ 0
∫

(t,∞)

h(t− y)dVj(y) =

∫

[0, t]

h1(t− y)dVj−1(y) +

∫

(t,∞)

h2(t− y)dVj−1(y),
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де h1(t) =
∫

(t,∞) h(t− y)dV (y) та h2(t) =
∫

[0,∞) h(t− y)dV (y) для t ∈ R. За

лемою A.1 статтi [50] h1(t) ≤ b для деякої константи b > 0 та всiх t ≥ 0,

звiдки
∫

[0, t]

h1(t− y)dVj−1(y) = O (Vj−1(t)) , t→∞.

Тепер покладемо h(t) = et 1(−∞,0](t) та пiдкреслимо, що всi формули, наве-

денi в попереднiй частинi цього доведення, мають мiсце для цiєї функцiї h.

Зауважимо, що для t ≤ 0

h2(t) = et
∫

[0,∞)

e−ydV (y) = et
∫

[0,∞)

e−yd
(

∑

k≥1
P{Tk ≤ y}

)

= et
∑

k≥1
Ee−Tk = et

∑

k≥1
Ee−ξ1−...−ξk−1−ηk = et

∑

k≥1
Ee−η

(

Ee−ξ
)k−1

= κet,

де κ := Ee−η(1− Ee−ξ)−1. Iнтегрування частинами дає
∫

(t,∞)

h2(t− y)dVj−1(y)

= κ

∫

(t,∞)

et−ydVj−1(y) = −κVj−1(t) + κ

∫ ∞

t

et−yVj−1(y)dy =: κCj(t)

для t ≥ 0. Згiдно з наслiдком 20, нерiвнiсть (2.5) разом з нашим вибором

j = j(t) забезпечує (2.24). З огляду на (2.24) для заданого ε > 0 та достатньо

великих t отримуємо

0 ≤ Cj(t) ≤ −Vj−1(t) + (1 + ε)ρj−1

∫ ∞

t

et−yyα(j−1)dy.

До останнього iнтегралу застосуємо iнтегрування частинами ⌊α(j − 1)⌋+ 1

разiв:
∫ ∞

t

et−yyα(j−1)dy = tα(j−1) + α(j − 1)

∫ ∞

t

et−yyα(j−1)−1dy

= tα(j−1)+α(j−1)tα(j−1)−1+...+

⌊α(j−1)⌋
∏

k=0

(α(j−1)−k)·
∫ ∞

t

et−yy{α(j−1)}−1dy,

де {x} позначає дробову частину x ∈ R. Тодi з останньої нерiвностi отри-
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маємо

Cj(t) ≤ −Vj−1(t) + (1 + ε)(CΓ(α + 1))j−1

×
( ⌊α(j−1)⌋

∑

k=0

tα(j−1)−k

Γ(α(j − 1) + 1− k)
+

1

Γ({α(j − 1)})

∫ ∞

t

et−yy{α(j−1)}−1dy

)

.

Вираз у дужках асимптотично еквiвалентний tα(j−1)/Γ(α(j − 1) + 1), якщо

j(t) = o(t) при t→∞. Отже, згадуючи, що згiдно з (2.25) (що виконується

згiдно з наслiдком 20) маємо Vj−1(t) ∼ ρj−1tα(j−1) при t → ∞, робимо

висновок, що lim supt→∞(Cj(t)/ Vj−1(t)) ≤ ε. Тому Cj(t) = o(Vj−1(t)) при

t→∞ внаслiдок довiльностi ε.

Наведений нижче результат буде використаний у доведеннi теореми 24,

також сформульованої нижче.

Лема 23. Припустимо, що виконується умова (2.5), j = j(t) → ∞ та

j(t) = o(t
α−β

α−β+1 ) при t→∞. Тодi

lim
s→∞

lim sup
t→∞

jα

ρj−1tαj

∫

(st/j, t]

yαd
(

− Vj−1(t− y)
)

= 0.

Доведення. Iнтегруючи частинами, отримаємо

jα

ρj−1tαj

∫

(st/j, t]

yαd
(

− Vj−1(t− y)
)

=
sαVj−1(t(1− s/j))

ρj−1tα(j−1)

+
αjα

ρj−1tαj

∫ t

st/j

Vj−1(t− y)yα−1dy.

З огляду на спiввiдношення (2.24), що виконується згiдно з наслiдком 20,

sαVj−1(t(1− s/j))

ρj−1tα(j−1)
∼ sα(1− s/j)α(j−1) → sαe−αs, t→∞.

Права частина збiгається до 0 при s → ∞. Далi за допомогою (2.17) ми
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робимо висновок, що

jα

ρj−1tαj

∫ t

st/j

Vj−1(t− y)yα−1dy ≤ jα

ρj−1tαj

(∫ t

st/j

ρj−1(t− y)α(j−1)yα−1dy

+

∫ t

st/j

j−2
∑

i=0

(

j − 1

i

)

(Γ(α + 1))i(Γ(β + 1))j−i−1

Γ(αi+ β(j − i− 1) + 1)

× (C(t− y)α)i(D(t− y)β)j−i−1yα−1dy

)

. (2.27)

Скориставшись замiною змiнних, отримуємо для першого доданка, що при

t→∞
jα

tαj

∫ t

st/j

(t− y)α(j−1)yα−1dy =

∫ j

s

(1− y/j)α(j−1)yα−1dy →
∫ ∞

s

e−αyyα−1dy.

При цьому виконання граничного спiввiдношення забезпечується теоремою

Лебега про мажоровану збiжнiсть. Права частина збiгається до 0 при s →
∞. Використовуючи нерiвнiсть yα−1 ≤ (st/j)α−1 для y ∈ [st/j, t], робимо

висновок, що другий доданок в (2.27) не перевищує

jα

ρj−1tαj

(

st

j

)α−1 j−2
∑

i=0

(

j − 1

i

)

(CΓ(α + 1))i(DΓ(β + 1))j−i−1

Γ(αi+ β(j − i− 1) + 1)

× (t− st/j)αi+β(j−i−1)+1

αi+ β(j − i− 1) + 1

= sα−1j
j−2
∑

i=0

(

j − 1

i

)

Γ(α(j − 1) + 1)

Γ(αi+ β(j − i− 1) + 1)

(

DΓ(β + 1)tβ

CΓ(α + 1)tα

)j−i−1

× (1− s/j)αi+β(j−i−1)+1

αi+ β(j − i− 1) + 1

≤ sα−1

β

j−2
∑

i=0

(

j − 1

i

)

Γ(α(j − 1) + 1)

Γ(αi+ β(j − i− 1) + 1)

(

DΓ(β + 1)tβ

CΓ(α + 1)tα

)j−i−1

≤ sα−1

β

j−2
∑

i=0

(

(j − 1)(α(j − 1) + 1)α−β
DΓ(β + 1)

CΓ(α + 1)tα−β

)j−i−1
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≤ sα−1

β

DΓ(β + 1)

CΓ(α + 1)
(j − 1)

(

α(j − 1) + 1

t

)α−β

×
(

1− DΓ(β + 1)

CΓ(α + 1)
(j − 1)

(

α(j − 1) + 1

t

)α−β
)−1

→ 0, t→∞.

Ми скористалися нерiвностями 0 < (1−s/j)αi+β(j−i−1)+1 ≤ 1 та 1
αi+β(j−i−1)+1

≤ 1
βj для отримання першої нерiвностi у останнiй центрованiй формулi,

формулою (2.21) та лемою 29 для отримання другої. Наше припущення

j(t) = o(t
α−β

α−β+1 ) при t → ∞ тягне за собою limt→∞(j(t) − 1)((α(j(t) − 1) +

1)/t)α−β = 0, тим самим обґрунтовуючи граничне спiввiдношення.

Значна частина доведення теореми 12 охоплюється теоремами 24 та 26,

наведеними далi.

Теорема 24. Припустимо, що виконується (2.5), j = j(t) → ∞ та j(t) =

o(t
α−β

α−β+1 ) при t→∞. Тодi

(

c(j(t))α

ρ⌊j(t)u⌋−1tα⌊j(t)u⌋

∑

r≥1
V⌊j(t)u⌋−1(t− Tr)1{Tr≤t}

)

u>0

f.d.d.−→
(∫

[0,∞)

e−αuydZ←α (y)

)

u>0

, t→∞

з константами ρn, заданими формулою (2.4). Тут Z←α — обернений α-

стiйкий субординатор.

Доведення теореми 24 використовує допомiжний технiчний результат,

який є незначним переформулюванням леми A.5 статтi [38]. НехайD([0,∞))

позначає простiр Скорохода, визначений в кiнцi пiдроздiлу 1.1.

Лема 25. Для кожного k ∈ N нехай yk : [0,∞) → R — неперервна спра-

ва обмежена та неспадна функцiя. Припустимо, що limk→∞ xk = x на

D([0,∞)), та що для кожного t ≥ 0 limk→∞ yk(t) = y(t), де y : [0,∞) → R

— обмежена неперервна функцiя. Тодi для всiх a, b ≥ 0, a < b

lim
k→∞

∫

[a, b]

xk(t)dyk(t) =

∫

[a, b]

x(t)dy(t).
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Доведемо теорему 24.

Доведення. Для спрощення позначень ми пишемо j замiсть j(t). Згiдно з

прийомом Крамера—Вольда та рiвнiстю
∫

[0,∞)

e−αuydZ←α (y) = αu

∫ ∞

0

Z←α (y)e−αuydy, u > 0,

отриманою за допомогою iнтегрування частинами, достатньо показати, що

для будь-якого ℓ ∈ N, будь-яких додатних λ1, . . . , λℓ та будь-яких 0 < u1 <

. . . < uℓ при t→∞
ℓ
∑

i=1

λi

cjα
∑

r≥1 V⌊jui⌋−1(t− Tr)1{Tr≤t}
ρ⌊jui⌋−1t

α⌊jui⌋
d−→

ℓ
∑

i=1

λiαui

∫ ∞

0

Z←α (y)e−αuiydy,

де, як i ранiше,
d−→ позначає збiжнiсть за розподiлом. Запишемо для будь-

якого значення s > 0 та достатньо великих t

cjα
∑

r≥1 V⌊jui⌋−1(t− Tr)1{Tr≤t}
ρ⌊jui⌋−1t

α⌊jui⌋ =
cjα
∫

[0, t] V⌊jui⌋−1(t− y)dN(y)

ρ⌊jui⌋−1t
α⌊jui⌋

=
cjα
∫

[0, t]N(y)dy(−V⌊jui⌋−1(t− y))

ρ⌊jui⌋−1t
α⌊jui⌋

=
1

ρ⌊jui⌋−1t
α(⌊jui⌋−1)

∫

[0, s]

cN(yt/j)

(t/j)α
dy(−V⌊jui⌋−1(t(1− y/j)))

+
cjα

ρ⌊jui⌋−1t
α⌊jui⌋

∫

(st/j, t]

N(y)dy(−V⌊jui⌋−1(t− y)).

Використовуючи (2.24), отримуємо для кожного фiксованого y > 0 при t→
∞

V⌊jui⌋−1

(

t

(

1− y

j

))

∼ ρ⌊jui⌋−1t
α(⌊jui⌋−1)

(

1− y

j

)α(⌊jui⌋−1)

∼ ρ⌊jui⌋−1t
α(⌊jui⌋−1)e−αuiy. (2.28)

За єдиного припущення P{ξ > t} ∼ ct−α при t→∞, застосування частини

(B.4) теореми 3.2 статтi [2] дає

(

c(t/j)−αN(yt/j)
)

y≥0 ⇒ (Z←α (y))y≥0 , t→∞
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у J1-топологiї на D([0,∞)). Тут ми використали той факт, що припущен-

ня, накладенi на j, забезпечують, що limt→∞(t/j(t)) = ∞. Нехай (tk)k≥1

— будь-яка послiдовнiсть додатних чисел, що задовольняє limk→∞ tk = ∞.

Згiдно з теоремою Скорохода про зображення iснують Ẑ←α — версiя Z←α
та ((N̂tk(y))y≥0)k≥1 — версiя ((c(tk/j(tk))

−αN(ytk/j(tk)))y≥0)k≥1 такi, що для

всiх T > 0

lim
k→∞

sup
y∈[0, T ]

|N̂tk(y)− Ẑ←α (y)| = 0 м.н.

З огляду на (2.28)

lim
k→∞

V⌊j(tk)ui⌋−1(tk(1− y/j(tk)))

ρ⌊j(tk)ui⌋−1t
α(⌊j(tk)ui⌋−1)
k

= e−αuiy.

Використовуючи лему 25 з xk = N̂tk , x = Ẑ←α та yk та y, що є такими самими

функцiями як в лiвiй та правiй частинах останньої формули вiдповiдно,

отримуємо

lim
k→∞

1

ρ⌊j(tk)ui⌋−1t
α(⌊j(tk)ui⌋−1)
k

∫

[0, s]

N̂tk(y)dy(−V⌊j(tk)ui⌋−1(tk(1− y/j(tk))))

= αui

∫ s

0

Ẑ←α (y)e−αuiydy м.н.

Оскiльки розбiжна послiдовнiсть (tk)k≥1 є довiльною, то з цього випливає

ℓ
∑

i=1

λi
1

ρ⌊jui⌋−1t
α(⌊jui⌋−1)

∫

[0, s]

c(t/j)−αN(yt/j)dy(−V⌊jui⌋−1(t(1− y/j)))

d−→
ℓ
∑

i=i

λiαui

∫ s

0

Z←α (y)e−αuiydy, t→∞.

З огляду на

lim
s→∞

ℓ
∑

i=1

λiαui

∫ s

0

Z←α (y)e−αuiydy =
ℓ
∑

i=1

λiαui

∫ ∞

0

Z←α (y)e−αuiydy м.н.,

залишається довести, що для всiх ε > 0

lim
s→∞

lim sup
t→∞

P

{

jα

ρ⌊jui⌋−1t
α⌊jui⌋

∫

(st/j, t]

N(y)dy(−V⌊jui⌋−1(t− y)) > ε

}

= 0.

Зважаючи на те, що EN(y) = V (y) ≤ 2Cyα для великих y, це граничне

спiввiдношення забезпечується нерiвнiстю Маркова та лемою 23.
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Теорема 26. Припустимо, що виконується (2.5), та що t 7→ j(t) — функцiя,

що набуває значень у N та задовольняє j(t) = o(t1/3) та j(t) → ∞ при

t→∞. Тодi

(j(t))α

ρj(t)−1tαj(t)

(

Nj(t)(t)−
∑

r≥1
Vj(t)−1(t− Tr)1{Tr≤t}

)

P−→ 0, t→∞.

Доведення. Хоча схема доведення аналогiчна доведенню теореми 3.1 статтi

[50], технiчнi деталi мiсцями суттєво вiдрiзняються.

Для j ∈ N та t ≥ 0 покладемо Dj(t) := VarNj(t) та

Ij(t) := E

(

∑

r≥1
Vj−1(t− Tr)1{Tr≤t}−Vj(t)

)2

з домовленiстю, що V0(t) = 1 для t ≥ 0, i таким чином I1(t) = D1(t).

Скористаємося формулою: для j ≥ 2 та t ≥ 0

Dj(t) = E

(

∑

r≥1
(N

(r)
j−1(t− Tr)− Vj−1(t− Tr))1{Tr≤t}

)2

+ E

(

∑

r≥1
Vj−1(t− Tr)1{Tr≤t}−Vj(t)

)2

=

∫

[0, t]

Dj−1(t− y)dV (y) + Ij(t).

(2.29)

Iтеруючи (2.29), отримаємо

∫

[0, t]

Dj−1(t− y)dV (y) =

j−1
∑

k=1

∫

[0, t]

Ik(t− y)dVj−k(y), j ≥ 2, t ≥ 0. (2.30)

Спочатку покажемо, що Ij обмежена зверху невiд’ємною та неспадною фун-

кцiєю. Скористаємось нерiвнiстю, отриманою при доведеннi теореми 3.1

статтi [50],

Ij(t) ≤ Vj−1(t)Vj(t) + 2

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dU(y)− (Vj(t))
2

≤ Vj−1(t)Vj(t) + 2

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dU(y). (2.31)
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Покладемо Ũ(x) :=
∑

i≥1 P{Si ≤ x} для x ∈ R i зауважимо, що U(x) =

Ũ(x) + 1 для x ≥ 0. З Припущення A та рiвностi Ũ(0) = 0 випливає

Ũ(x) ≤ Cxα + C1x
ρ, x ≥ 0

для деякої константи C1 > 0. Використовуючи iнтегрування частинами та

останню нерiвнiсть, маємо
∫

[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dU(y) = Vj−1(t)Vj(t)

+

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dŨ(y) = Vj−1(t)Vj(t)

+

∫

[0, t]

Ũ(t− y)d(Vj−1(y)Vj(y)) ≤ Vj−1(t)Vj(t)

+ C

∫

[0, t]

(t− y)αd(Vj−1(y)Vj(y)) + C1

∫

[0, t]

(t− y)ρd(Vj−1(y)Vj(y)).

З огляду на це, знову iнтегруючи частинами, отримуємо

Ij(t) ≤ Vj−1(t)Vj(t) + 2

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)Vj(t− y)dU(y)

≤ 3Vj−1(t)Vj(t) + 2Cα

∫ t

0

Vj−1(y)Vj(y)(t− y)α−1dy

+ 2C1ρ

∫ t

0

Vj−1(y)Vj(y)(t− y)ρ−1dy =: hj(t). (2.32)

Функцiя hj — це невiд’ємна та неспадна функцiя, яку ми шукали. Поєдну-

ючи (2.32) з (2.29) та (2.30), робимо висновок

Dj−1(t) =
j−2
∑

k=1

∫ t

0

Ik(t− y)dVj−k−1(y) + Ij−1(t)

≤
j−2
∑

k=1

hk(t)Vj−k−1(t) + hj−1(t), j ≥ 2, t ≥ 0. (2.33)

Далi ми отримуємо оцiнку згори для hj (i для Dj), яка справедлива для

великих аргументiв. Зафiксуємо j ∈ N та s ≥ 0, що задовольняють

2DΓ(β + 1)j(α(j − 1) + β + 1)α−β ≤ CΓ(α + 1)sα−β, (2.34)
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а також

2(α(j − 2) + 1)2α ≤ CΓ(α + 1)sα, (2.35)

3(2αj + 1)α ≤ 2CΓ(α + 1)sα, (2.36)

C1Γ(ρ)(2αj + 1)α−ρ ≤ Γ(α + 1)sα−ρ (2.37)

та

j ≥ 1/α + 2. (2.38)

Оскiльки j = j(s) = o(s1/2) при s → ∞, цi нерiвностi виконуються при

великих s.

Покладемо r := 52. З огляду на (2.34) та (2.23) робимо висновок, що для

1 ≤ k ≤ j

Vk−1(s)Vk(s) ≤ rρk−1ρks
α(2k−1).

Пiдставимо цю нерiвнiсть у (2.32):

hk(s) ≤ 3rρk−1ρks
α(2k−1) + 2Cαrρk−1ρk

∫ s

0

sα(2k−1)(s− y)α−1dy

+ 2C1ρrρk−1ρk

∫ s

0

sα(2k−1)(s− y)ρ−1dy

= 3rρk−1ρks
α(2k−1) + 2rCαρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αk

+ 2rC1ρρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, ρ)B(α(2k − 1) + 1, ρ)s2αk−α+ρ, (2.39)

де B – бета-функцiя Ейлера. Другий доданок праворуч має найвищий поря-

док. Розглянемо спiввiдношення першого та другого доданкiв у (2.39):

3rρk−1ρksα(2k−1)

2rCαρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αk
=

3Γ(2αk + 1)

2CΓ(α + 1)Γ(α(2k − 1) + 1)sα

≤ 3(2αk + 1)α

2CΓ(α + 1)sα
≤ 3(2αj + 1)α

2CΓ(α + 1)sα
≤ 1,

де перша нерiвнiсть обґрунтовується лемою 29, а остання нерiвнiсть — це

(2.36). Спiввiдношення третього та другого доданкiв у (2.39) можна оцiнити
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так:

2rC1ρρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, ρ)s2αk−α+ρ

2rCαρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αk

=
C1Γ(ρ)Γ(2αk + 1)

Γ(α + 1)sα−ρΓ(2αk − α + ρ+ 1)
≤ C1Γ(ρ)(2αk + 1)α−ρ

Γ(α + 1)sα−ρ

≤ C1Γ(ρ)(2αj + 1)α−ρ

Γ(α + 1)sα−ρ
≤ 1,

де перша нерiвнiсть випливає з леми 29, а остання нерiвнiсть забезпечується

(2.37). Нерiвнiсть (2.39) у поєднаннi з двома оцiнками дозволяє зробити

висновок, що для 1 ≤ k ≤ j

hk(s) ≤ 6rCαρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αk

=: C2ρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αk.

Далi з (2.33) отримуємо

Dj−1(s) ≤ C2ρj−2ρj−1B(α(2j − 3) + 1, α)s2α(j−1)

+

j−2
∑

k=1

C2ρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αkVj−k−1(s). (2.40)

За допомогою (2.4) та (2.23) запишемо

j−2
∑

k=1

ρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αkVj−k−1(s)

≤ 5

j−2
∑

k=1

ρk−1ρkB(α(2k − 1) + 1, α)s2αkρj−k−1s
α(j−k−1)

= 5Γ(α)

j−2
∑

k=1

(CΓ(α + 1))j+k−2Γ(α(2k − 1) + 1)

Γ(α(k − 1) + 1)Γ(αk + 1)Γ(α(j − k − 1) + 1)Γ(2αk + 1)

× sα(j+k−1)

≤ 5(2α + 1)Γ(α)

j−2
∑

k=1

(CΓ(α + 1))j+k−2

(Γ(α(k − 1) + 1))2Γ(α(j − k − 1) + 1)
sα(j+k−1).

(2.41)
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Для обґрунтування останньої нерiвностi ми використовуємо той факт, що

гамма-функцiя Γ зростає на [2,∞), звiдки для k ≥ 1

1

Γ(αk + 1)
=

αk + 1

Γ(αk + 2)
≤ αk + 1

Γ(α(k − 1) + 2)

=
αk + 1

(α(k − 1) + 1)Γ(α(k − 1) + 1)
≤ α + 1

Γ(α(k − 1) + 1)

та

Γ(α(2k − 1) + 1)

Γ(2αk + 1)
=

Γ(α(2k − 1) + 2)

Γ(2αk + 2)

2αk + 1

α(2k − 1) + 1

≤ 2αk + 1

α(2k − 1) + 1
≤ 2α + 1

α + 1
.

Праву частину (2.41), без урахування мультиплiкативної константи, можна

оцiнити згори так:

1

(Γ(α(j − 2) + 1))2

j−2
∑

k=1

(CΓ(α + 1))j+k−2(Γ(α(j − 2) + 1))2

(Γ(α(k − 1) + 1))2Γ(α(j − k − 1) + 1)
sα(j+k−1)

≤ const

(Γ(α(j − 2) + 1))2

j−2
∑

k=1

(CΓ(α + 1))j+k−2(α(j − 2) + 1)2α(j−k−1)sα(j+k−1).

(2.42)

Тут i далi const позначає константу, значення якої не є суттєвим i може бути

рiзним у рiзних виразах. Остання нерiвнiсть є наслiдком

Γ(α(j − 2) + 1)

Γ(α(k − 1) + 1)
≤ (α(j − 2) + 1)α(j−k−1),

що випливає з леми 29 та нерiвностi 1
Γ(α(j−k−1)+1) ≤ 1

minz∈[1,2] Γ(z)
< ∞ для

1 ≤ k ≤ j − 2 (мiнiмум не може дорiвнювати 0, оскiльки Γ(z) – це мо-

мент порядку z − 1 експоненцiально розподiленої випадкової величини iз

середнiм один). Продовжуємо, обмежуючи згори праву частину (2.42) без
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мультиплiкативної константи:

(CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2

j−2
∑

k=1

(

(α(j − 2) + 1)2α

CΓ(α + 1)sα

)j−k−1

=
(CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2

j−2
∑

k=1

(

(α(j − 2) + 1)2α

CΓ(α + 1)sα

)k

≤ (CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2

∑

k≥1

(

(α(j − 2) + 1)2α

CΓ(α + 1)sα

)k

≤ (CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2
.

Тут остання нерiвнiсть забезпечується умовою (2.35). Поєднуючи це з (2.40),

робимо висновок, що

Dj−1(s) ≤ C2ρj−2ρj−1B(α(2j − 3) + 1, α)s2α(j−1)

+
const(CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2
.

Умова (2.38) тягне за собою 2j ≥ 1/α+ 3. Це разом з монотоннiстю гамма-

функцiї на [2,∞) доводить

Γ(α)(CΓ(α + 1))2j−3

Γ2(α(j − 2) + 1)ρj−2ρj−1B(α(2j − 3) + 1, α)

=
Γ(α(j − 1) + 1)Γ(α(2j − 2) + 1)

Γ(α(j − 2) + 1)Γ(α(2j − 3) + 1)
≥ 1

i,таким чином,

Dj−1(s) ≤ const
(CΓ(α + 1))2j−3s2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2
. (2.43)

З урахуванням (2.43) робимо висновок
∫

[0, t]

Dj−1(t− y)dV (y)

=

∫

[0, t−j]
Dj−1(t− y)dV (y) +

∫

(t−j, t]
Dj−1(t− y)dV (y)

≤ const
(CΓ(α + 1))2j−3

(Γ(α(j − 2) + 1))2

∫

[0, t]

(t− y)2α(j−1)dV (y) + max
s∈[0, j]

Dj−1(s)U(j).

(2.44)
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Ми скористалися нерiвнiстю V (t)−V (t−j) ≤ U(j), див. формулу (40) статтi

[9] та її доведення. Iнтегруючи частинами, а потiм застосовуючи (2.5), ми

оцiнюємо останнiй iнтеграл так:
∫

[0, t]

(t− y)2α(j−1)dV (y) ≤ 2α(j − 1)

∫ t

0

(Cyα +Dyβ)(t− y)2α(j−1)−1dy

= 2α(j − 1)(CB(2α(j − 1), α + 1)tα(2j−1) +DB(2α(j − 1), β + 1)t2α(j−1)+β

= O
(

jB(2α(j − 1), α + 1)tα(2j−1)
)

, t→∞.

Щоб обґрунтувати останню рiвнiсть, зауважимо, що при j, t→∞,

B(2α(j − 1), α + 1)tα(2j−1) ∼ const
tα(j−1)

jα+1
,

B(2α(j − 1), β + 1)t2α(j−1)+β ∼ const
t2α(j−1)+β

jβ+1
.

Отже, B(2α(j− 1), β+1)t2α(j−1)+β = o(B(2α(j− 1), α+1)tα(2j−1)) внаслiдок

j = j(t) = o(t1/3). Таким чином, перший доданок у правiй частинi (2.44)

має порядок

(CΓ(α + 1))2j−3

(Γ(α(j − 2) + 1))2
jB(2α(j − 1), α + 1)tα(2j−1).

Добуток цього виразу та квадрата нормалiзацiї, що фiгурує в теоремi, пря-

мує до нуля за припущення j = j(t) = o(t1/3) при t→∞:

(CΓ(α + 1))2j−3jB(2α(j − 1), α + 1)tα(2j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2
j2α

ρ2j−1t
2αj

=
Γ(2α(j − 1))

Γ(α(2j − 1) + 1)

(Γ(α(j − 1) + 1))2

(Γ(α(j − 2) + 1))2
j2α+1

Ctα
∼ α2α

C2α+1

j3α

tα
→ 0, t→∞.

Далi, використовуючи (2.43) i (2.23), маємо

max
s∈[0, j]

Dj−1(s)U(j) ≤
(

Dj−1(j) + (Vj−1(j))
2
)

U(j)

≤
(

const
(CΓ(α + 1))2j−3j2α(j−1)

(Γ(α(j − 2) + 1))2
+ rρ2j−1j

2α(j−1)
)

U(j). (2.45)

Припущення A гарантує те, що U(j) ∼ Cjα при j → ∞. Тепер ми покаже-

мо, що права частина (2.45), помножена на квадрат нормалiзацiї, прямує до
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нуля, якщо j = j(t) = o(t) та j(t) → ∞ при t → ∞. Почнемо з першого

доданка:

j2αj(CΓ(α + 1))2j−3

ρ2j−1t
2αj(Γ(α(j − 2) + 1))2

U(j) =
1

CΓ(α + 1)

(

j

t

)2αj

× (Γ(α(j − 1) + 1))2

(Γ(α(j − 2) + 1))2
U(j) ∼ α2α

CΓ(α + 1)

(

j

t

)2αj

j3α → 0, t→∞,

оскiльки (j/t)2αj сходиться до нуля швидше, нiж будь-який вiд’ємний сте-

пiнь j. Що стосується другого члена в (2.45), мiркуючи аналогiчно, робимо

висновок
j2αj

t2αj
U(aj) ∼

(

j

t

)2αj

Cjα → 0, t→∞.

Застосування нерiвностi Маркова завершує доведення теореми 26.

Ми готовi довести теорему 12.

Доведення теореми 12. Рiвнiсть (2.1) еквiвалентна такiй:

| logPk| = | logW1|+ . . .+ | logWk−1|+ | log(1−Wk)|, k ∈ N.

Отже, (| logPk|)k≥1 — це глобально збурене випадкове блукання, породжене

випадковим вектором (| logW |, | log(1−W )|), що в позначеннях пiдроздiлу

2.2 означає, що (ξ, η) = (| logW |, | log(1−W )|).
Скористаємося розкладом

Kn(⌊jnu⌋) =
(

Kn(⌊jnu⌋)−N⌊jnu⌋(log n)
)

+

(

N⌊jnu⌋(log n)−
∑

r≥1
V⌊jnu⌋−1(log n− Tr)1{Tr≤log n}

)

+
∑

r≥1
V⌊jnu⌋−1(log n− Tr)1{Tr≤log n} =: Y1(n, u) + Y2(n, u) + Y3(n, u).

Достатньо показати, що при n→∞
jαnYi(n, u)

ρ⌊jnu⌋−1(log n)
α⌊jnu⌋

P−→ 0, i = 1, 2, (2.46)

де
P−→ позначає збiжнiсть за ймовiрнiстю, та що

(

cjαnY3(n, u)

ρ⌊jnu⌋−1(log n)
α⌊jnu⌋

)

u>0

f.d.d.−→
(∫

[0,∞)

e−αuydZ←α (y)

)

u>0

.
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Застосуємо теореми 24 та 26, а також леми 21 та 22. При цьому ми замi-

нюємо t на log n та вибираємо будь-яку розбiжну додатну функцiю t 7→ j(t),

яка задовольняє j(log n) = jn та j(t) = o(tmin( 1
3 ,

α−β
α−β+1)) при t → ∞. Згiдно

з лемою 13, нерiвнiсть (2.5) є наслiдком Припущеннь A та B. З огляду на

це, спiввiдношення (2.46) з i = 2 випливає з теореми 26. Слабка збiжнiсть

скiнченновимiрних розподiлiв нормалiзованого процесу Y3 забезпечується

теоремою 24. З огляду на нерiвнiсть Маркова, спiввiдношення (2.46) з i = 1

буде виконуватися, якщо ми можемо довести, що при фiксованому u > 0

lim
n→∞

jαnE|Kn(⌊jnu⌋)−N⌊jnu⌋(log n)|
ρ⌊jnu⌋−1(log n)

α⌊jnu⌋ = 0.

У роздiлi 6 статтi [15], див. початок стор. 21, було показано, що

E|Kn(⌊jnu⌋)−N⌊jnu⌋(log n)|

≤ n

∫

(n,∞)

x−1d(EN⌊jnu⌋(log x)) +

∫

[1, n]

e−n/xd(EN⌊jnu⌋(log x)).

Згiдно з лемою 22, застосованою в конкретному випадку (ξ, η) = (| logW |,
| log(1−W )|), так що V⌊jnu⌋(log x) = EN⌊jnu⌋(log x) для x ≥ 1, ми отримуємо

при n→∞

n

∫

(n,∞)

x−1d(EN⌊jnu⌋(log x)) =

∫

(log n,∞)

elog n−xdV⌊jnu⌋(x) = O
(

V⌊jnu⌋−1(log n)
)

для кожного фiксованого u > 0. Функцiя f , що задається так f(x) = exp(−ex)
для x ∈ R, є спадною та iнтегровною за Лебегом на [0,∞). Отже, вона є

dRi на [0,∞), див., наприклад, лему 6.2.1 (a) монографiї [39]. За лемою 21

з таким чином визначеною функцiєю f маємо при n→∞
∫

[1, n]

e−n/xd(EN⌊jnu⌋(log x))

=

∫

[0, log n]

exp(−elog n−x)dV⌊jnu⌋(x) = O
(

V⌊jnu⌋−1(log n)
)

для кожного фiксованого u > 0. Використовуючи (2.25) та припущення про

швидкiсть зростання jn, з якого випливає, що jn = o(log n) при n→∞, ми
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робимо висновок

jαnV⌊jnu⌋−1(log n)

ρ⌊jnu⌋−1(log n)
α⌊jnu⌋ ∼

jαn
(log n)α

→ 0, n→∞,

таким чином отримуючи (2.46) з i = 1. Доведення теореми 12 завершено.

2.7 Декiлька технiчних результатiв

Наведена нижче формула є стандартною, див., наприклад, формулу (A7)

статтi [48].

Лема 27. Нехай γ > 0 та η — додатна випадкова величина з перетворенням

Лапласа ℓ. Тодi

Eη−γ =
γ

Γ(1 + γ)

∫ ∞

0

sγ−1ℓ(s)ds,

де Γ — гамма-функцiя Ейлера. Тут обидвi частини рiвностi можуть бути

нескiнченними.

Для зручностi посилання у основному текстi наведемо формулу для пе-

ретворення Лапласа добутку незалежних невiд’ємних випадкових величин.

Лема 28. Нехай ξ1 та ξ2 — невiд’ємнi незалежнi випадковi величини з фун-

кцiями розподiлу F1 та F2 i перетвореннями Лапласа ℓ1 та ℓ2. Тодi для

s ≥ 0

Ee−sξ1ξ2 =

∫

[0,∞)

ℓ1(sy)dF2(y) =

∫

[0,∞)

ℓ2(sy)dF1(y). (2.47)

Доведення. Використовуючи незалежнiсть ξ1 та ξ2, маємо для s ≥ 0

Ee−sξ1ξ2 =

∫

[0,∞)

Ee−syξ1dP{ξ2 ≤ y} =
∫

[0,∞)

ℓ1(sy)dF2(y).

Помiнявши мiсцями ξ1 та ξ2, отримуємо другу рiвнiсть у (2.47).

Наостанок наведемо одну оцiнку для гамма-функцiї.

Лема 29. Для x, y ≥ 0

Γ(x+ 1 + y)

Γ(x+ 1)
≤ (x+ 1 + y)y. (2.48)
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Доведення. Якщо y = 0, то нерiвнiсть виконується. Нехай y ∈ N. Викори-

стовуючи рiвнiсть

Γ(z + 1) = zΓ(z), z > 0, (2.49)

маємо

Γ(x+ 1 + y)

Γ(x+ 1)
= (x+ y) · . . . · (x+ 1) ≤ (x+ y)y ≤ (x+ 1 + y)y.

Тепер припустимо, що y /∈ N. Тодi за нерiвнiстю Вендела [69]

Γ(x+ 1 + {y})
Γ(x+ 1)

≤ (x+ 1){y},

де {y} – дробова частина y. З цього та (2.49) випливає

Γ(x+ 1 + y)

Γ(x+ 1)
= (x+ y) · . . . · (x+ 1 + {y})Γ(x+ 1 + {y})

Γ(x+ 1)

≤ (x+ y)⌊y⌋(x+ 1){y} ≤ (x+ 1 + y)y.

Зауваження 30. Вивчення доведення попередньої леми демонструє, що для

x ≥ 0, y ≥ 1
Γ(x+ 1 + y)

Γ(x+ 1)
≤ (x+ y)y.

Висновки до Роздiлу 2

У цьому роздiлi було дослiджено асимптотичну поведiнку кiлькостi зайня-

тих комiрок у промiжних поколiннях послiдовностей узгоджених схем зайня-

тостi, породжених процедурою ламання палицi з випадковим коефiцiєнтом

W , за умови, що правий хвiст розподiлу випадкової величини | logW | пра-

вильно змiнюється на нескiнченностi з вiд’ємним показником, бiльшим за

−1, та додаткових бiльш технiчних умов. Основна увага зосереджена на ре-

жимах, у яких номер поколiння j = jn зростає разом iз кiлькiстю наявних

куль n, але повiльнiше за деяку додатну степiнь логарифма. Це дозволило

охопити широкий дiапазон промiжних поколiнь, що не пiдпадали пiд дiю
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ранiше вiдомих результатiв, отриманих для випадкiв бiльш легких хвостiв

розподiлiв | logW |.
У роздiлi сформульовано та доведено граничну теорему (теорему 12), яка

встановлює слабку збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв нормалiзовано-

го процесу (Kn(⌊jnu⌋))u>0 до скiнченновимiрних розподiлiв iнтегрально-

го функцiонала оберненого стiйкого субординатора. Отриманий граничний

процес суттєво вiдрiзняється вiд гаусiвських границь, характерних для ви-

падкiв iз легким хвостом, та вiдображає фундаментальний вплив важких

хвостiв на структуру флуктуацiй у моделi. Також показано, що перехiд вiд

першого поколiння до промiжних поколiнь призводить до згладжування сто-

хастичних коливань.

Крiм того, у роздiлi обґрунтовано умови, необхiднi для застосування

граничної теореми, зокрема, припущення щодо функцiї вiдновлення гло-

бально збуреного випадкового блукання, породженого випадковим векто-

ром (| logW |, | log(1−W )|), а також наведено допомiжнi результати для за-

гальних гiллястих процесiв, породжених глобально збуреними випадковими

блуканнями. Отриманi результати заповнюють прогалину у теорiї iтерова-

них збурених випадкових блукань для випадку, коли стрибок вiдповiдного

стандартного випадкового блукання має нескiнченне середнє, та доповню-

ють вiдомi граничнi твердження для промiжних поколiнь у сценарiях з лег-

ким хвостом.
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Роздiл 3

Закони повторного логарифма для

iтерованих збурених випадкових блукань

3.1 Вступ

Збуренi випадковi блукання є важливим узагальненням стандартних випад-

кових блукань, що поєднують накопичувальнi стохастичнi ефекти з дода-

тковими випадковими збуреннями. Ця модель має суттєве теоретичне зна-

чення в сучаснiй теорiї ймовiрностей, зокрема, у вивченнi граничних те-

орем, функцiональних перетворень i рекурсивних стохастичних структур.

Водночас вони широко застосовуються в прикладних галузях — актуарнiй

математицi та фiнансовiй iнженерiї (моделювання процесiв ризику i при-

бутку з випадковими шоками), теорiї надiйностi (опис деградацiї систем iз

випадковими пошкодженнями), теорiї масового обслуговування (випадковi

затримки в обробленнi запитiв), а також у бiологiї та фiзицi (моделi руху

частинок у випадковому середовищi).

Нагадаємо визначення тут. Нехай знову, як i у пiдроздiлi 2.5, (ξk, ηk)k≥1 —

незалежнi копiї випадкового вектора (ξ, η) з додатними довiльно залежними

компонентами, (Sk)k≥0 — стандартне випадкове блукання зi стрибками ξk,

що стартує в нулi, тобто

S0 = 0 та Sk = ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N,
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i (Tk)k≥1 — збурене випадкове блукання, породжене випадковим вектором

(ξ, η), тобто

Tk = Sk−1 + ηk, k ∈ N. (3.1)

Збуренi випадковi блукання є цiкавим об’єктом дослiджень. Огляд ре-

зультатiв, накопичених до 2016 року, мiститься у монографiї [39].

Серед нещодавних дослiджень є стаття [51], у якiй проаналiзовано асим-

птотичну поведiнку максимумiв збурених випадкових блукань, а також по-

в’язаних iз ними часткових сум випадкових рядiв, породжених лiнiйни-

ми рекурсiями (divergent perpetuities). Авторами встановлено функцiональнi

граничнi теореми у просторi Скорохода iз топологiєю M1, зокрема, описано

умови, за яких згаданi максимуми пiсля належної нормалiзацiї збiгаються за

розподiлом до максимумiв стiйких процесiв Левi, або екстремальних про-

цесiв, або бiльш екзотичних процесiв, що є функцiоналами перших двох.

Крiм того, робота уточнює зв’язок мiж максимумами збурених випадкових

блукань та частковими сумами випадкових рядiв, породжених лiнiйними

рекурсiями. Як наслiдок, доведено функцiональнi граничнi теореми для ло-

гарифмiв таких часткових сум.

У статтi [44] автори дослiджують властивостi трьох функцiоналiв, визна-

чених на збурених випадкових блуканнях (Tn)n≥1:

τ(t) = inf{n ≥ 1 : Tn > t} – часу першого проходження у iнтервал (t,∞);

N(t) =
∑

n≥1 1{Tn≤t} - числа вiдвiдин промiжка (−∞, t] та

ρ(t) = sup{n ≥ 1 : Tn ≤ t} – часу останнього вiзиту до iнтервалу (−∞, t].

Основне припущення полягає в тому, що Eξ ∈ (0,∞). У згаданiй роботi

вказано необхiднi та достатнi умови для виконання слабкого та посилено-

го законiв великих чисел для τ(t). Якщо умови, що гарантують виконання

слабкого закону не виконуються, то за додаткового припущення правильної

змiни правого хвоста розподiлу η доведено функцiональну граничну тео-

рему у просторi Скорохода для належним чином нормалiзованого процесу

(τ(ut))u≥0. Далi показано, що посиленi закони великих чисел для N(t) i ρ(t)

виконуються за єдиного припущення, що цi випадковi величини є майже
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напевно скiнченними. Нарештi, за умов виконання слабких законiв та дода-

ткових природних припущень автори [44] доводять слабку збiжнiсть скiн-

ченновимiрних розподiлiв належним чином центрованих та нормалiзованих

процесiв (τ(ut))u≥0 та (ρ(ut))u≥0, а також функцiональну граничну теорему

у просторi Скорохода для (N(ut))u≥0. У той час як центрування µ−1ut, необ-

хiдне для (τ(ut))u≥0 та (ρ(ut))u≥0, є аналогiчним до випадку стандарних ви-

падкових блукань (тобто без збурень), центрування для процесу (N(ut))u≥0

є складнiшим.

Також iнтерес становить мультиплiкативний аналог збурених випадкових

блукань, що дослiджується в нещодавнiй статтi [8], де незалежнi однаково

розподiленi вектори (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . набувають значень у N
2. Визначено

мультиплiкативне випадкове блукання

Π0 := 1, Πk := ξ1ξ2 · · · ξk, k ∈ N,

та збурену послiдовнiсть

Θk := Πk−1ηk, k ∈ N.

У роботi дослiджуються арифметичнi властивостi множин {Π1, . . . ,Πn} та

{Θ1, . . . ,Θn}, зокрема, поведiнка лiчильних процесiв, що задаються так:

Sk(p) := λp(Πk) =
k
∑

j=1

λp(ξj), p ∈ P , k ∈ N0,

Tk(p) := λp(Θk) =
k−1
∑

j=1

λp(ξj) + λp(ηk), p ∈ P , k ∈ N,

де λp(n) — показник степеня простого числа p у розкладi числа n, а P —

множина простих чисел. Доведено, що за вiдповiдних моментних умов про-

цеси (S⌊ut⌋(p))u≥0 та (T⌊ut⌋(p))u≥0 задовольняють функцiональнi центральнi

граничнi теореми. Зокрема,
(

S⌊ut⌋(p)− utE[λp(ξ)]√
t

)

u≥0
=⇒ (Wp(u))u≥0, t→∞
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у просторi Скорохода, де Wp — центрований броунiвський рух. Аналогi-

чне граничне спiввiдношення виконується i для (T⌊ut⌋(p))u≥0 за додаткового

моментного припущення, накладеного на розподiл η. Також у статтi [8] до-

слiджена поведiнка процесiв найменшого спiльного кратного. Зокрема, до-

ведено, що за певних припущень, включаючи E log η < ∞ (що гарантують,

що внесок розподiлу ξ домiнує над внеском розподiлу η),

( logНСК(Θ1, . . . ,Θ⌊tu⌋)− µut√
t

)

u≥0
f.d.d.−→ (σW (u))u≥0, t→∞

у розумiннi збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв, де σ2 := Var (log ξ) ∈
(0,∞), µ := E log ξ < ∞ та (W (u))u≥0 є стандартним броунiвським рухом.

Якщо ж внесок розподiлу збурення домiнує, то поведiнка logНСК змiнює-

ться: пiсля належної нормалiзацiї скiнченновимiрнi розподiли слабко збiга-

ються до скiнченновимiрних розподiлiв




∑

p∈P0

Mp(u) log p





u≥0

,

де P0 — множина «домiнуючих» простих чисел, а Mp — певний екстремаль-

ний процес.

Предметом дослiдження цього роздiлу є закони повторного логарифма.

Це група результатiв у теорiї ймовiрностей, якi описують граничну флукту-

ацiйну поведiнку сум незалежних (або залежних) випадкових величин та

бiльш загальних випадкових послiдовностей або процесiв. Фактично вони є

результатами про швидкiсть збiжностi у посилених законах великих чисел.

Закони повторного логорифма мають глибоке практичне значення, особливо

у статистицi, стохастичному моделюваннi, фiнансах, машинному навчаннi

та теорiї алгоритмiв.

Для випадку послiдовностi сум незалежних випадкових величин, що ма-

ють однаковий двоточковий розподiл, вiдповiдний результат був доведений

О. Я. Хiнчиним у 1924 роцi. Першу ж теорему бiльш загального типу довiв

А. М. Колмогоров у 1929 роцi.
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Твердження 31. Нехай ξ1, ξ2, . . . є взаємно незалежними випадковими ве-

личинами зi скiнченними дисперсiями bk := Var ξk. Для кожного n ∈ N

покладемо

Bn =
n
∑

k=1

bk, Sn =
n
∑

k=1

(ξk − Eξk).

Якщо при n → ∞ виконуються спiввiдношення Bn → ∞ та |ξn| < mn =

o

(√

Bn

log logBn

)

, то послiдовнiсть (Sn)n≥1 задовольняє закон повторного

логарифма, тобто

P

{

lim sup
n→∞

|Sn|√
2Bn log logBn

= 1

}

= 1.

Кожен закон повторного логарифма, зокрема закон Колмогорова, описує

асимптотичнi у сенсi майже напевно межi флуктуацiй у складних системах.

Вiн встановлює точну межу мiж закономiрними стохастичними флуктуацi-

ями та дiйсно аномальними вiдхиленнями, що робить його одним iз фунда-

ментальних результатiв сучасної теорiї ймовiрностей з широкими прикла-

дними наслiдками.

До вiдомих законiв повторного логарифма належать також:

� закон Гартмана–Вiнтнера — це закон повторного логарифма для сум

незалежних однаково розподiлених доданкiв (також доданки можуть

бути "майже" однаково розподiленi) [35];

� закон Штрассена (для броунiвського руху) [68];

� закон повторного логарифма для мартингалiв [67];

� узагальнення для розподiлiв з нескiнченним другим моментом [57].

До цього часу закони повторного логарифма вiдкривають у все нових моде-

лях. Наприклад, у роботi [1] доведено закон повторного логарифма для ла-

кунарних (lacunary) тригонометричних рядiв, на коефiцiєнти яких накладе-

но умови арифметичного типу. У статтi [46] встановлено закон повторного

логарифма для числа комiрок, що мiстять фiксовану кiлькiсть куль у нескiн-

ченнiй схемi зайнятостi Карлiна. У роботi [20] отримано закон повторного
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логарифма для Lp - норм оцiнок ядрового типу емпiричної функцiї розподi-

лу (приклад застосування закону повторного логарифма у непараметричнiй

статистицi).

Першою задачею цього роздiлу є вдосконалення вiдомого закону повтор-

ного логарифма для збурених випадкових блукань. Другою задачею є дове-

дення закона повторного логарифма для iтерованих збурених випадкових

блукань. Такi процеси виникають природним чином у контекстi дослiдже-

ння гiллястих процесiв, випадкових дерев, рекурсивних схем Карлiна та

iнших стохастичних структур, що описують еволюцiю систем iз багаторiв-

невою або iєрархiчною випадковiстю. Iтерованi збуренi випадковi блукан-

ня мають застосування у дослiдженнях складних випадкових алгоритмiв,

еволюцiйних моделей i теорiї iнформацiї, де важливою є взаємодiя мiж по-

слiдовними рiвнями випадкових впливiв. У нещодавнiй статтi [4] викори-

стовується саме такий гiллястий процес для побудови розв’язкiв рiвняння

нерухомої точки типу

R
d
= max{Q, max

1≤i≤N
CiRi},

де R1, R2, . . . — незалежнi копiї випадкової величини R, а (Q,N, {Ci}) — ви-

падковий вектор коефiцiєнтiв. Пiсля логарифмування отримується рiвняння

Лiндлi для розподiлiв:

W
d
= max{Y, max

1≤i≤N
(Xi +Wi)},

де W = logR, Xi = logCi, Y = logQ.

3.2 Основнi результати

Визначимо лiчильний процес Y := (Y (t))t≥0 для послiдовностi (Tk)k≥1 iз

формули (3.1) так:

Y (t) :=
∑

k≥1
1{Tk≤t}, t ≥ 0.
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Вiн є одним з основних об’єктiв дослiдження теорiї збурених випадкових

блукань. Бiльшiсть фундаментальних результатiв класичної теорiї вiдновле-

ння було узагальнено на випадок збурених випадкових блукань. Зокрема,

теорема 3.2(B1) статтi [2] встановлює функцiональну центральну граничну

теорему для процесу Y . Одновимiрнiй версiї цього результату вiдповiдає,

аналогiчно до класичної теорiї вiдновлення, закон повторного логарифма,

що отримується додаванням до нормалiзацiї центральної граничної теоре-

ми мультиплiкативного множника, що є коренем з повторного логарифма

вiд нормалiзацiї. В результатi виникають асимптотично обмеженi випадко-

вi функцiї, множиною часткових границь яких є детермiнований сегмент,

симетричний вiдносно 0, майже напевно.

Закон повторного логарифма для центрованих та нормалiзованих вели-

чин Y (t) при t→∞ вздовж натуральних чисел було доведено у твердженнi

2.3 статтi [41]. Доведення ґрунтується на припущеннi, що Eηa <∞ для де-

якого a > 0. Нижче наведемо точне формулювання цього результату.

Для сiм’ї (xt) дiйсних чисел позначимо через C((xt)) множину її грани-

чних точок при t→∞.

Твердження 32. Припустимо, що σ2 := Var ξ ∈ (0,∞) та Eηa < ∞ для

деякого a > 0. Тодi

C

((

Y (n)−m−1
∫ n

0 P{η ≤ y} dy
(2σ2µ−3n log log n)1/2

: n ≥ 3

))

= [−1, 1] м.н.,

де µ := Eξ <∞.

У наступнiй теоремi ми продемонструємо, що припущення про iснува-

ння скiнченного моменту випадкової величини η, яке використовується в

твердженнi 32, насправдi не є необхiдним. Крiм того, ми розширимо область

застосування закону повторного логарифма, показавши його справедливiсть

не лише при t→∞ уздовж натуральних чисел, а й при t→∞ уздовж дода-

тних дiйсних чисел. Таким чином, буде отримано остаточну версiю закону

повторного логарифма для величин Y (t).
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Теорема 33. Припустимо, що σ2 = Var ξ ∈ (0,∞). Тодi

C

((

Y (t)− µ−1
∫ t

0 P{η ≤ y}dy
(2σ2µ−3t log log t)1/2

: t > e

))

= [−1, 1] м.н.,

де µ = Eξ <∞.

Наступним результатом цього роздiлу є закон повторного логарифма для

iтерованих збурених гiллястих блукань. Розглянемо загальний гiллястий про-

цес, породжений випадковою послiдовнiстю (Tk)k≥1. Вважаємо, що числа

(Tk)k≥1 — це моменти народження iндивiдуумiв першого поколiння. Кожен

з них народжує нащадкiв, моменти народження яких, вiдносно часу наро-

дження батька, утворюють незалежну копiю T . Цi iндивiдууми народжують

третє поколiння, i так далi за таким самим правилом (див. пiдроздiл 2.5).

Нехай Yj(t) — кiлькiсть осiб j-го поколiння з часом народження ≤ t. Спи-

раючись на роботу [9], ми називаємо послiдовнiсть процесiв ((Yj(t))t≥0)j≥2

iтерованим збуреним випадковим блуканням. При цьому, аналогiчно до пiд-

роздiлу 2.5, для t ≥ 0 Y1(t) = Y (t) i виконується такий розклад

Yj(t) =
∑

r≥1
Y

(r)
j−1(t− Tr)1{Tr≤t}, j ≥ 2, (3.2)

де Y
(r)
j−1(t) – кiлькiсть iндивiдуумiв j-го поколiння, якi є нащадками особи

першого поколiння з часом народження Tr, народжених не пiзнiше часу t.

Покладемо V (t) = EY (t) та Vj(t) = EYj(t) для t ≥ 0, j ≥ 1. Переходячи

в (3.2) до математичних сподiвань, ми робимо висновок, що для j ≥ 2 та

t ≥ 0

Vj(t) = (Vj−1 ∗ V )(t) =

∫

[0, t]

Vj−1(t− y)dV (y), (3.3)

де ∗ позначає операцiю згортки.

Iтерованi збуренi випадковi блукання становлять самостiйний iнтерес як

об’єкт дослiдження (див., зокрема, статтi [9, 53]). Крiм того, вони вiдiграють

ключову роль як допомiжний iнструмент у вивченнi послiдовностей нескiн-

ченних схем зайнятостi у випадковому середовищi; докладнi результати з

цього напряму поданi в роботах [15, 50].
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Окрему увагу в лiтературi було придiлено iтерованим стандартним ви-

падковим блуканням, якi можна розглядати як окремий випадок iтерованих

збурених випадкових блукань, що вiдповiдає вибору η = ξ. Нещодавно в

статтi [43] для цих процесiв було встановлено закон повторного логарифма.

Розвиваючи цей напрям дослiджень, далi ми формулюємо та доводимо за-

кон повторного логарифма для належним чином центрованих та нормалiзо-

ваних величин Yj(t). Отриманий результат можна розглядати як природне

узагальнення згаданого закону повторного логарифма для iтерованих стан-

дартних випадкових блукань на бiльш широкий клас процесiв.

Сформулюємо другий основний результат даного роздiлу.

Теорема 34. Припустимо, що σ2 = Var ξ ∈ (0,∞). Тодi для j ≥ 2

C

((

Yj(t)− Vj(t)

(2((2j − 1)(j − 1)!)−1σ2µ−2j−1t2j−1 log log t)1/2
: t > e

))

= [−1, 1]
(3.4)

м.н., де µ = Eξ <∞.

Хоча початок нашого доведення теореми 34 подiбний до доведення те-

ореми 1.1 у статтi [43], подальшi технiчнi деталi суттєво вiдрiзняються.

Основна складнiсть полягає в тому, що розподiл η є довiльним. Наклада-

ння припущення про скiнченнiсть моменту додатного порядку величини η

значно спростило б мiркування.

Залишок роздiлу структурований так. Пiсля доведення теореми 33 у пiд-

роздiлi 3.3 ми наводимо низку допомiжних результатiв у пiдроздiлi 3.4, а

потiм доводимо теорему 34 у пiдроздiлi 3.5.

3.3 Доведення теореми 33

Зарезервуємо позначення n для цiлих чисел та позначення t для дiйсних

чисел. Для t ∈ R покладемо F (t) := P{η ≤ t} та

ν(t) :=
∑

k≥0
1{Sk≤t} . (3.5)

- 94 -



Зазначимо, що F (t) = 0 та ν(t) = 0 для t < 0. Для t > e запишемо

Y (t)− µ−1
∫ t

0

F (y)dy = Y (t)−
∫

[0, t]

F (t− y)dν(y)

+

∫

[0, t]

F (t− y)d(ν(y)− µ−1y) =: X(t) + Z(t)

та покладемо a(t) := (2σ2µ−3t log log t)1/2. У твердженнi 2.3 статтi [41] до-

ведено, що

C
((

Z(n)/a(n) : n ≥ 3
))

= [−1, 1] м.н. (3.6)

Це спiввiдношення вiрне незалежно вiд того, чи Eηa <∞ для деякого a > 0,

чи Eηa =∞ для всiх a > 0. Покажемо, що зi спiввiдношення (3.6) випливає

C
((

Z(t)/a(t) : t > e
))

= [−1, 1] м.н., (3.7)

тобто (3.6) виконується також для дiйсних аргументiв. Для заданого t ≥ 4

iснує n ∈ N таке, що t ∈ (n− 1, n]. Звiдси за монотоннiстю

Z(t)

a(t)
≤

Z(n) + µ−1
∫ n

n−1 F (y)dy

a(n− 1)
≤ Z(n) + µ−1

a(n− 1)
м.н.

Аналогiчно,
Z(t)

a(t)
≥ Z(n− 1)− µ−1

a(n)
м.н.

Робимо висновок, що (3.7) дiйсно виконується.

Залишається оцiнити доданок X(t) при t → ∞. Вiдомо (див. доведення

теореми 3.2 у статтi [2]), що

lim
n→∞

n−1/2
(

Y (n)−
∫

[0, n]

F (n− y)dν(y)

)

= 0 м.н.,

якщо Eηa < ∞ для деякого a > 0. Зазначимо, що це граничне спiввiдно-

шення може не виконуватися, якщо Eηa = ∞ для всiх a > 0. Наприклад, iз

зауваження 4.4 статтi [44] випливає, що верхня границя в останнiй центро-

ванiй формулi дорiвнює +∞ м.н., коли P{ξ = c} = 1 для деякого c > 0 та

limt→∞(log log t)(1− F (t)) = 1.

Доведення теореми 3.2 у статтi [2] оперує степеневими моментами та

значною мiрою спирається на припущення Eηa < ∞ для деякого a > 0.
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Без такого припущення потрiбне iнше доведення, яке оперує експоненцiй-

ними, а не степеневими моментами. Залишок цього пiдроздiлу присвячено

встановленню спiввiдношення

lim
t→∞

(X(t)/b(t)) = 0 м.н., (3.8)

що i завершить доведення теореми. Тут b(t) := (t log log t)1/2 для t > e.

Зафiксуємо довiльнi u ̸= 0 та t > 0. Покладемо W0 := 1 та для j ∈ N

Wj := exp
(

u

j−1
∑

k=0

(1{ηk+1+Sk≤t}−F (t− Sk)1{Sk≤t})

− (u2e|u|/2)
j−1
∑

k=0

(1− F (t− Sk))1{Sk≤t}
)

.

Позначимо через G0 тривiальну σ-алгебру та для j ∈ N позначимо через Gj
σ-алгебру, породжену випадковими векторами (ξk, ηk)1≤k≤j . Зауважимо, що

змiнна Wj є Gj-вимiрною для j ∈ N0.

Нагадаємо, що послiдовнiсть (Xj,Gj)j≥0 називається супермартингалом,

якщо виконуються такi умови:

(1) для всiх j ∈ N0 випадкова величина Xj є Gj-вимiрною;

(2) для всiх j ∈ N0 виконується нерiвнiсть

E(Xj+1 | Gj) ≤ Xj м.н.

Тепер доведемо, що (Wj,Gj)j≥0 є додатним супермартингалом. Дiйсно,

записуючи Ej(·) замiсть E(·|Gj) та використовуючи нерiвнiсть

ex ≤ 1 + x+ x2e|x|/2, x ∈ R

у поєднаннi з

Ej−1
(

1{ηj+Sj−1≤t}−F (t− Sj−1)1{Sj−1≤t}
)

= 0 м.н.,
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робимо висновок

Ej−1 exp
(

u(1{ηj+Sj−1≤t}−F (t− Sj−1)1{Sj−1≤t})
)

≤ 1 + (u2/2)Ej−1(1{Tj≤t}−F (t− Sj−1))
2

× exp(|u(1{Tj≤t}−F (t− Sj−1)1{Sj−1≤t})|)1{Sj−1≤t} .

Оскiльки |1{Tj≤t}−F (t− Sj−1)1{Sj−1≤t} | ≤ 1 м.н. та

Ej−1(1{Tj≤t}−F (t− Sj−1))
2 = F (t− Sj−1)(1− F (t− Sj−1)),

то права частина не перевищує

1 + (u2e|u|/2)F (t− Sj−1)(1− F (t− Sj−1))1{Sj−1≤t}

≤ 1 + (u2e|u|/2)(1− F (t− Sj−1))1{Sj−1≤t}

≤ exp((u2e|u|/2)(1− F (t− Sj−1))1{Sj−1≤t}).

Для отримання останнього рядка ми скористалися нерiвнiстю 1 + x ≤ ex,

що виконується для x ≥ 0. Таким чином, ми довели, що для j ∈ N

Ej−1(Wj/Wj−1) ≤ 1 м.н.,

а отже, Ej−1Wj ≤ Wj−1 м.н., тобто (Wj,Gj)j≥0 справдi є додатним супер-

мартингалом.

Як наслiдок, м.н. границя

lim
j→∞

Wj =: W∞ = exp
(

uX(t)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t}

)

задовольняє EW∞ ≤ EW0 = 1. Тобто для фiксованих u ∈ R та t > 0

E exp
(

uX(t)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t}

)

≤ 1. (3.9)

Нам також знадобиться ще один допомiжний результат:

lim
t→∞

t−1
∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t} = 0 м.н. (3.10)
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Доведення. Щоб довести (3.10), запишемо для фiксованого a > 0 та t > a

∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t} =

∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t−a}

+
∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{t−a<Sk≤t} . (3.11)

Перший доданок не перевищує

∑

k≥0
(1− F (a))1{Sk≤t−a} = (1− F (a))ν(t− a) ≤ (1− F (a))ν(t),

а другий доданок у (3.11) дорiвнює

∑

k≥0
(1− F (t− Sk))

(

1{Sk≤t}−1{Sk≤t−a}
)

≤ ν(t)− ν(t− a).

Отже,

∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t} ≤ (1− F (a))ν(t) + (ν(t)− ν(t− a)).

Згiдно з посиленим законом великих чисел для процесiв вiдновлення

limt→∞ t−1ν(t) = µ−1 м.н. та limt→∞ t−1(ν(t)−ν(t−a)) = µ−1−µ−1 = 0 м.н.

Таким чином, для кожного фiксованого a > 0

lim sup
t→∞

t−1
∑

k≥0
(1− F (t− Sk))1{Sk≤t} ≤ µ−1(1− F (a)) м.н.

Спрямовуючи a→∞, отримуємо рiвнiсть (3.10).

Зафiксуємо ε > 0 та покладемо tn := exp(n3/4) для n ∈ N. Спочатку

доведемо, що

lim
n→∞

(X(tn)/b(tn)) = 0 м.н. (3.12)

Для цього для n ≥ 3 визначимо подiю

An := {X(tn) > εb(tn)}.

Згiдно з рiвнiстю (3.10) маємо для великих n

∑

k≥0
(1− F (tn − Sk))1{Sk≤tn} ≤ (ε2/8)tn.
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Використовуючи цю нерiвнiсть, отримуємо для довiльного u > 0 та великих

n

An = {uX(tn)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (tn − Sk))1{Sk≤tn}

> εub(tn)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (tn − Sk))1{Sk≤tn}}

⊆ {uX(tn)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (tn − Sk))1{Sk≤tn}

> εub(tn)− (ε2/8)(u2e|u|/2)tn} =: Bn.

Використовуючи нерiвнiсть Маркова в поєднаннi з (3.9), робимо висновок,

що

P{Bn} ≤ exp
(

− εub(tn) + (ε2/8)(u2e|u|/2)tn
)

× E exp
(

uX(tn)− (u2e|u|/2)
∑

k≥0
(1− F (tn − Sk))1{Sk≤tn}

)

≤ exp
(

− εub(tn) + (ε2/8)(u2e|u|/2)tn
)

.

Нехай ρ > 0 задовольняє рiвнiсть exp(8ε−1ρ) = 3/2. Для великих x > 0

виконується нерiвнiсть x−1 log log x ≤ ρ. Покладемо

u = 8ε−1(t−1n log log tn)
1/2.

Тодi

−εub(tn)+(ε2/8)(u2e|u|/2)tn ≤ −8 log log tn+4e8ε
−1ρ log log tn = −2 log log tn.

Отже, P{Bn} ≤ exp(−2 log log tn) = n−3/2, i з цього випливає, що ряд
∑

n≥1 P{Bn} збiгається. Тому також
∑

n≥1 P{An} < ∞, i за лемою Бореля-

Кантеллi lim supn→∞(X(tn)/b(tn)) ≤ 0 м.н.

Протилежна нерiвнiсть для нижньої границi доводиться аналогiчно. По-

чинаємо iз подiй A∗n := {−X(tn) > εb(tn)} та демонструємо тим самим

способом, що й вище, що A∗n ⊆ B∗n, де B∗n вiдрiзняється вiд Bn тiльки до-

данком −uX(tn) замiсть uX(tn).
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Залишається показати, що (3.12) можна розширити до (3.8). Для цього

достатньо довести, що

lim
n→∞

supu∈[tn, tn+1] |X(u)−X(tn)|
t
1/2
n

= 0 м.н. (3.13)

Дiйсно, (3.13) у поєднаннi з (3.12) тягне за собою

lim
n→∞

supu∈[tn, tn+1] |X(u)|
b(tn)

= 0 м.н.

Це доводить (3.8), оскiльки для достатньо великих n,

|X(t)|
b(t)

≤
supu∈[tn, tn+1] |X(u)|

b(tn)
м.н.

щоразу, коли t ∈ [tn, tn+1].

Позначимо через I = In послiдовнiсть додатних цiлих чисел, яку буде ви-

брано пiзнiше. Для j ∈ N0 та n ∈ N визначимо сiм’ю точок, що розбивають

вiдрiзок [tn, tn+1] на 2j однакових частин, а саме покладемо

Fj(n) := {vj,m(n) := tn + 2−jm(tn+1 − tn) : 0 ≤ m ≤ 2j}.

Далi будемо писати vj,m замiсть vj,m(n). Помiтимо, що Fj(n) ⊆ Fj+1(n). Для

довiльного u ∈ [tn, tn+1], визначимо найближчу до u злiва точку розбиття:

uj := max{v ∈ Fj(n) : v ≤ u} = tn + 2−j(tn+1 − tn)

⌊

2j(u− tn)

tn+1 − tn

⌋

.

Важливим спостереженням є те, що або uj−1 = uj , або uj−1 = uj−2−j(tn+1−
tn). Гарантовано uj = vj,m для деякого 0 ≤ m ≤ 2j так, що або uj−1 = vj,m,

або uj−1 = vj,m−1. Запишемо

sup
u∈[tn, tn+1]

|X(u)−X(tn)|

= max
0≤j≤2I−1

sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

|(X(vI, j)−X(tn)) + (X(vI, j + z)−X(vI, j))|

≤ max
0≤j≤2I−1

|X(vI, j)−X(tn)|

+ max
0≤j≤2I−1

sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

|X(vI, j + z)−X(vI, j)| м.н.
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Для u ∈ FI(n)

|X(u)−X(tn)| =
∣

∣

∣

I
∑

j=1

(X(uj)−X(uj−1)) +X(u0)−X(tn)
∣

∣

∣

≤
I
∑

j=0

max
1≤m≤2j

|X(vj,m)−X(vj,m−1)|.

За допомогою цих нерiвностей отримуємо

sup
u∈[tn, tn+1]

|X(u)−X(tn)| ≤
I
∑

j=0

max
1≤m≤2j

|X(vj,m)−X(vj,m−1)|

+ max
0≤j≤2I−1

sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

|X(vI, j + z)−X(vI, j)| м.н. (3.14)

Спочатку покажемо, що для всiх ε > 0

∑

n≥1
P

{

I
∑

j=0

max
1≤m≤2j

|X(vj,m)−X(vj,m−1)| > εt1/2n

}

<∞. (3.15)

Нехай ℓ ∈ N. В якостi пiдготовки знайдемо оцiнку згори для E(X(u) −
X(v))2ℓ, u, v > 0, u > v. Зазначимо, що величина X(u) − X(v) дорiвнює

м.н. границi limj→∞R(j, u, v), де (R(j, u, v),Gj)j≥0 — мартингал, визначений

рiвностями

R(0, u, v) := 0,

R(j, u, v) :=

j−1
∑

k=0

(1{v<ηk+1+Sk≤u}−F (u− Sk) + F (v − Sk)), j ∈ N,

та, як i ранiше, G0 позначає тривiальну σ-алгебру та для j ∈ N Gj позначає

σ-алгебру, породжену (ξk, ηk)1≤k≤j . Нагадаємо, що F (t) = 0 для t < 0. За

нерiвнiстю Буркхольдера-Девiса-Гандi, що пов’язує моменти мартингала з

моментами його квадратичної варiацiї (див., наприклад, теорему 11.3.2 у
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книзi [21])

E(X(u)−X(v))2ℓ ≤ C
(

E

(

∑

k≥0
E
(

(R(k + 1, u, v)−R(k, u, v))2|Gk
)

)ℓ

+
∑

k≥0
E(R(k + 1, u, v)−R(k, u, v))2ℓ

)

= C
(

E

(

∑

k≥0
(F (u− Sk)− F (v − Sk))(1− F (u− Sk) + F (v − Sk))

)ℓ

+
∑

k≥0
E(1{v<ηk+1+Sk≤u}−F (u−Sk)+F (v−Sk))

2ℓ
)

=: C(A(u, v)+B(u, v))

для деякої додатної константи C. Нехай f : [0,∞) → [0,∞) — локально

обмежена функцiя. У доведеннi леми A.3 статтi [2] показано, що E(ν(1))ℓ <

∞, та що

E

(

∫

[0, t]

f(t− y)dν(y)
)ℓ

≤ E(ν(1))ℓ
(

⌊t⌋
∑

n=0

sup
y∈[n, n+1)

f(y)
)ℓ

. (3.16)

Далi, використовуючи нерiвнiсть (a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp), a, b ≥ 0, p ≥ 1,

маємо

A(u, v) = E

(

∑

k≥0
(F (u− Sk)− F (v − Sk))(1− F (u− Sk) + F (v − Sk))

)ℓ

= E

(

∫

(v, u]

F (u− y)(1− F (u− y))dν(y)

+

∫

[0, v]

(F (u− y)− F (v − y))(1− F (u− y) + F (v − y))dν(y)
)ℓ

≤ 2ℓ−1
(

E

(

∫

(v, u]

F (u− y)(1− F (u− y))dν(y)
)ℓ

+ E

(

∫

[0, v]

(F (u− y)− F (v − y))(1− F (u− y) + F (v − y))dν(y)
)ℓ

≤ 2ℓ−1
(

E

(

∫

[0, u]

1[0, u−v)(u−y)dν(y)
)ℓ

+E

(

∫

[0, v]

(F (u−y)−F (v−y))dν(y)
)ℓ)

=: 2ℓ−1(A1(u, v) + A2(u, v)).

Використовуючи (3.16) з t = u та f(y) = 1[0, u−v)(y) i потiм з t = v та
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f(y) = F (u− v + y)− F (y), робимо висновок, що

A1(u, v) ≤ E(ν(1))ℓ
(

⌊u⌋
∑

n=0

sup
y∈[n, n+1)

1[0, u−v)(y)
)ℓ

= E(ν(1))ℓ(⌈u− v⌉)ℓ,

де ⌈x⌉ := min{n ∈ Z : n ≥ x}, та

A2(u, v) ≤ E(ν(1))ℓ
(

⌊v⌋
∑

n=0

sup
y∈[n, n+1)

(F (u− v + y)− F (y))
)ℓ

≤ E(ν(1))ℓ
(

⌊v⌋
∑

n=0

(F (⌈u− v⌉+ n+ 1)− F (n))
)ℓ

= E(ν(1))ℓ
(

⌈u−v⌉
∑

n=0

(F (⌊v⌋+ 1 + n)− F (n))
)ℓ

≤ E(ν(1))ℓ(⌈u− v⌉+ 1)ℓ.

Нарештi, оскiльки 0 ≤ 1{v<ηk+1+Sk≤u}−F (u− Sk) + F (v − Sk) ≤ 1, то

B(u, v) =
∑

k≥0
E(1{v<ηk+1+Sk≤u}−F (u− Sk) + F (v − Sk))

2ℓ

≤
∑

k≥0
E(1{v<ηk+1+Sk≤u}−F (u− Sk) + F (v − Sk))

2 ≤ 2Eν(1)(⌈u− v⌉+ 1)

≤ 2Eν(1)(⌈u− v⌉+ 1)ℓ.

Отже,

E(X(u)−X(v))2ℓ ≤ C1(⌈u− v⌉+ 1)ℓ. (3.17)

Зауважимо, що vj,m − vj,m−1 = 2−j(tn+1 − tn). Покладемо

I = In := ⌊log2(2−1(tn+1 − tn))⌋.

Ми стверджуємо, що iснує константа C2 > 0 така, що C1(⌈2−j(tn+1 − tn)⌉+
1)ℓ ≤ C22

−jℓ(tn+1 − tn)
ℓ при j ∈ N, j ≤ I . Справдi,

(⌈2−j(tn+1 − tn)⌉+ 1)ℓ ≤ (2−j(tn+1 − tn) + 2)ℓ ≤ 2ℓ−1(2−jℓ(tn+1 − tn)
ℓ + 2ℓ)

≤ 2ℓ2−jℓ(tn+1 − tn)
ℓ

внаслiдок того, що 2−j(tn+1 − tn) ≥ 2 для j ≤ I . Застосовуючи (3.17), отри-

маємо для невiд’ємного цiлого j ≤ I

E(X(vj,m)−X(vj,m−1))
2ℓ ≤ C1(⌈2−j(tn+1 − tn)⌉+ 1)ℓ ≤ C22

−jℓ(tn+1 − tn)
ℓ.

(3.18)
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Як наслiдок

E
(

max
1≤m≤2j

(X(vj,m)−X(vj,m−1))
2ℓ
)

≤
2j
∑

m=1

E(X(vj,m)−X(vj,m−1))
2ℓ

≤ C22
−j(ℓ−1)(tn+1 − tn)

ℓ.

За нерiвнiстю трикутника для L2ℓ-норми,

E

(

I
∑

j=0

max
1≤m≤2j

|X(vj,m)−X(vj,m−1)|
)2ℓ

≤
(

I
∑

j=0

(

E
(

max
1≤m≤2j

(X(vj,m)−X(vj,m−1))
2ℓ
))1/(2ℓ)

)2ℓ

≤ C2(tn+1 − tn)
ℓ
(

∑

j≥0
2−j(ℓ−1)/(2ℓ)

)2ℓ
=: C3(tn+1 − tn)

ℓ.

Далi, за нерiвнiстю Маркова,

P

{

I
∑

j=0

max
1≤m≤2j

|X(vj,m)−X(vj,m−1)| > εt1/2n

}

≤ C3ε
−2ℓt−ℓn (tn+1 − tn)

ℓ.

Оскiльки t−1n (tn+1 − tn) ∼ (3/4)n−1/4 при n→∞, то, поклавши, наприклад,

ℓ = 6, отримуємо звiдси (3.15). Використовуючи лему Бореля-Кантеллi, ро-

бимо висновок, що

lim
n→∞

∑I
j=0max1≤m≤2j |X(vj,m)−X(vj,m−1)|

t
1/2
n

= 0 м.н.

Тепер перейдемо до аналiзу другого доданка в (3.14). Покладемо M(t) :=
∫

[0, t] F (t− y)dν(y) для t ≥ 0. Використовуючи рiвнiсть X(t) = Y (t)−M(t)

та м.н. монотоннiсть Y та M , отримуємо

sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

|X(vI, j + z)−X(vI, j)|

≤ sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

(Y (vI, j + z)− Y (vI, j))

+ sup
z∈[0, vI, j+1−vI, j ]

(M(vI, j + z)−M(vI, j))

= (Y (vI, j+1)− Y (vI, j)) + (M(vI, j+1)−M(vI, j)).
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Зауважимо, що

max
0≤j≤2I−1

(Y (vI, j+1)− Y (vI, j)) ≤ max
0≤j≤2I−1

|X(vI, j+1)−X(vI, j)|

+ max
0≤j≤2I−1

(M(vI, j+1)−M(vI, j)).

Отже, згiдно з лемою Бореля-Кантеллi достатньо довести, що для всiх ε > 0

∑

n≥1
P{ max

0≤j≤2I−1
(M(vI, j+1)−M(vI, j)) > εt1/2n } <∞ (3.19)

та
∑

n≥1
P{ max

0≤j≤2I−1
|X(vI, j+1)−X(vI, j)| > εt1/2n

}

<∞. (3.20)

Мiркування, подiбнi тим, що були наведенi вище, дозволяють стверджувати,

що для u, v > 0, u > v,

E(M(u)−M(v))ℓ = E

(

∫

(v, u]

F (u−y)dν(y)+
∫

[0, v]

(F (u−y)−F (v−y))dν(y)
)ℓ

≤ 2ℓ−1E(ν(1))ℓ(⌈u− v⌉+ 1)ℓ.

Як наслiдок, для невiд’ємного цiлого числа j ≤ I та деякої константи C4 > 0

E(M(vI, j+1)−M(vI, j))
ℓ ≤ C42

−Iℓ(tn+1 − tn)
ℓ.

Згiдно з нерiвнiстю Маркова та нашим вибором I

P{ max
0≤j≤2I−1

(M(vI, j+1)−M(vI, j)) > εt1/2n } ≤ C4ε
−ℓ2−I(ℓ−1)t−ℓ/2n (tn+1 − tn)

ℓ

≤ C4ε
−ℓ22(ℓ−1)t−ℓ/2n (tn+1 − tn).

Отже, нерiвнiсть (3.19) виконується при виборi ℓ > 2. Щоб довести (3.20),

використаємо (3.18), що дозволяє нам зробити висновок, що

P{ max
0≤j≤2I−1

|X(vI, j+1)−X(vI, j)| > εt1/2n } ≤ C2ε
−2ℓ2−I(ℓ−1)t−ℓn (tn+1 − tn)

ℓ

≤ C2ε
−2ℓ22(ℓ−1)t−ℓn (tn+1 − tn).

Вибравши ℓ > 1, отримуємо формулу (3.20).

Доведення теореми 33 завершено.
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3.4 Допомiжнi результати для доведення теореми 34

Для доведення теореми 34 потрiбнi деякi допомiжнi результати щодо iтеро-

ваних збурених випадкових блукань. Лема 35 є вiдомим результатом, див.

твердження 1 статтi [53].

Лема 35. Припустимо, що µ = Eξ <∞. Тодi для фiксованого j ∈ N

lim
t→∞

Vj(t)

tj
=

1

j!µj
. (3.21)

Нагадаємо, що функцiя вiдновлення U , що вже зустрiчалася у пiдроздiлi

2.2, задається так:

U(t) = Eν(t) =
∑

k≥0
P{Sk ≤ t} для t ≥ 0. (3.22)

Лема 36. Для довiльних x, h > 0 та k ∈ N

Vk(x+ h)− Vk(x) ≤ U(h)(V (x+ h))k−1. (3.23)

Доведення. Використаємо математичну iндукцiю. Для k = 1 запишемо

V (x+ h)− V (x) =

∫

[0, x+h]

U(x+ h− y)dF (y)−
∫

[0, x]

U(x− y)dF (y)

=

∫

(x, x+h]

U(x+ h− y)dF (y) +

∫

[0, x]

(U(x+ h− y)− U(x− y))dF (y)

≤ U(h)(F (x+ h)− F (x)) + U(h)F (x) ≤ U(h). (3.24)

Передостання нерiвнiсть випливає iз субадитивностi функцiї вiдновлення U

(див. теорему 1.7 на стор. 10 книги [61]) та її монотонностi.

Припустимо, що нерiвнiсть (3.23) виконується для k ≤ l − 1. Зауважи-

мо, що з (3.3) випливає, що Vl−1(h) ≤ (V (h))l−1 ≤ U(h)(V (x + h))l−2 для

l ≥ 2 та h ≥ 0. Скориставшись цiєю нерiвнiстю та припущенням iндукцiї,

отримуємо

Vl(x+ h)− Vl(x) =

∫

[0, x]

(Vl−1(x+ h− y)− Vl−1(x− y))dV (y)

+

∫

(x,x+h]

Vl−1(x+ h− y)dV (y)
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≤ U(h)

∫

[0, x]

(V (x+ h− y))l−2dV (y) + Vl−1(h)(V (x+ h)− V (x))

≤ U(h)(V (x+ h))l−2 · V (x) + U(h)(V (x+ h))l−2(V (x+ h)− V (x))

= U(h)(V (x+ h))l−1.

Лема 37. Припустимо, що Var ξ ∈ (0,∞). Тодi для k ∈ N

ak(t) := VarYk(t) = O(t2k−1), t→∞. (3.25)

Доведення. Доведемо методом математичної iндукцiї. Для k = 1 запишемо

Y1(t)− V1(t) =
∑

j≥1
(1{ηj+Sj−1≤t}−F (t− Sj−1)) + (

∑

j≥0
F (t− Sj)− V1(t))

=: I1(t) + I2(t).

Зауважимо, що VarY1(t) = E(Y1(t)−V1(t))
2 ≤ 2(E(I1(t))

2+E(I2(t))
2). Нехай

U — функцiя вiдновлення, визначена у формулi (3.22). Маємо

E(I1(t))
2 =

∫

[0, t]

F (t− y)(1− F (t− y))dU(y) ≤
∫

[0, t]

(1− F (t− y))dU(y).

Якщо Eη =∞, то з леми 6.2.9 монографiї [39] з r1 = 0 та r2 = 1 випливає
∫

[0, t]

(1− F (t− y))dU(y) ∼ 1

µ

∫ t

0

(1− F (y))dy = o(t), t→∞,

де µ = Eξ < ∞. Якщо Eη < ∞, то
∫

[0, t](1 − F (t − y))dU(y) = O(1) при

t → ∞ за ключовою теоремою вiдновлення. Таким чином, у будь-якому

випадку E(I1(t))
2 = o(t) при t→∞.

У доведеннi леми 4.2 статтi [30] показано, що

E sup
s∈[0, t]

(ν(s)− U(s))2 = O(t), t→∞, (3.26)

де (ν(s))s≥0 - випадковий процес, визначений формулою (3.5). Тому майже
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напевно

|I2(t)| =
∣

∣

∣

∫

[0, t]

F (t−y)d(ν(y)−U(y))
∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

∫

[0, t]

(ν(t−y)−U(t−y)dF (y)
∣

∣

∣ ≤

≤
∫

[0, t]

|ν(t− y)− U(t− y)|dF (y) ≤ sup
s∈[0, t]

|ν(s)− U(s)| · F (t)

≤ sup
s∈[0, t]

|ν(s)− U(s)|. (3.27)

Таким чином, згiдно з (3.26) E(I2(t))
2 ≤ E sups∈[0, t](ν(s) − U(s))2 = O(t)

при t→∞. Ми довели, що a1(t) = O(t) при t→∞.

Припустимо, що спiввiдношення (3.25) виконується для k ≤ l − 1. Ско-

ристаємося зображенням

Yl(t)− Vl(t)

=
∑

r≥1

(

Y
(r)
l−1(t−Tr)−Vl−1(t−Tr)

)

+
(

∑

r≥1
Vl(t−Tr)−Vl(t)

)

=: Jl(t)+Kl(t),

що, зокрема, тягне за собою

al(t) = E(Yl(t)− Vl(t))
2 = E(Jl(t))

2 + E(Kl(t))
2.

Зазначимо, що згiдно з iндуктивним припущенням iснують константи A > 0

та t0 > 0 такi, що al−1(t) ≤ At2l−3 для всiх t ≥ t0. Тому, використовуючи

(3.21) та (3.24), маємо

E(Jl(t))
2 =

∫

[0, t]

al−1(t− y)dV (y)

=

∫

[0, t−t0]
al−1(t− y)dV (y) +

∫

(t−t0, t]
al−1(t− y)dV (y)

≤ A

∫

[0, t]

(t−y)2l−3dV (y)+ sup
s∈[0,t0]

al−1(s)(V (t)−V (t−t0)) ≤ At2l−3V (t)+O(1)

= O(t2l−2), t→∞. (3.28)

Далi

Kl(t) =
∑

r≥0

(

Vl−1(t− Tr)− (Vl−1 ∗ F )(t− Sr−1)
)

+
(

∑

r≥0
(Vl−1 ∗ F )(t− Sr−1)− Vl(t))

)

=: Kl1(t) +Kl2(t).
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Використовуючи Vl = Vl−1 ∗ F ∗ U та тi самi мiркування, що й у (3.27),

отримуємо нерiвнiсть, що виконується майже напевно

|Kl2(t)| =
∣

∣

∣

∫

[0, t]

(Vl−1 ∗F )(t−y)d(ν(y)−U(y))
∣

∣

∣
≤ sup

s∈[0, t]
|ν(s)−U(s)| ·Vl−1(t).

Отже, враховуючи (3.21) та (3.26),

E(Kl2(t))
2 ≤ E sup

s∈[0, t]
(ν(s)− U(s))2(Vl−1(t))

2 = O(t2l−1), t→∞.

Нарештi

E(Kl1(t))
2 =

∑

r≥1
E
(

Vl−1(t− Tr)− (Vl−1 ∗ F )(t− Sr−1)
)2

≤
∑

r≥1

[

E
(

Vl−1(t− Tr)
)2

+ E
(

(Vl−1 ∗ F )(t− Sr−1)
)2
]

=

∫

[0, t]

(

Vl−1(t− y)
)2
dV (y) +

∫

[0, t]

(

(Vl−1 ∗ F )(t− y)
)2
dU(y)

≤
(

Vl−1(t)
)2 · V (t) +

(

(Vl−1 ∗ F )(t)
)2 · U(t) = O(t2l−1), t→∞.

Для останньої рiвностi ми використали (Vl−1 ∗ F )(t) ≤ Vl−1(t) для t ≥ 0.

Доведення леми 37 завершено.

Нам також знадобляться два результати щодо стандартних випадкових

блукань. Наступна лема є наслiдком формули (33) статтi [2] з η = ξ.

Лема 38. Для довiльних додатних b та c

lim
t→∞

ν(t+ b)− ν(t)

tc
= 0 м.н.

Лема 39. Нехай K1, K2 : [0,∞) → [0,∞) — неспаднi функцiї, та K1(t) ≥
K2(t) для t ≥ 0. Припустимо, що

lim sup
t→∞

K1(t) +K2(t)
∫ t

0 (K1(y)−K2(y))dy
≤ λ ∈ (0,∞). (3.29)

Тодi для всiх c > 0

lim
t→∞

∫

[0, t](K1(t− y)−K2(t− y))dν(y)

tc
∫ t

0 (K1(y)−K2(y))dy
= 0 м.н. (3.30)
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Доведення. Використаємо розклад
∫

[0, t]

(K1(t− y)−K2(t− y))dν(y) =

∫

[0, ⌊t⌋]
...+

∫

[⌊t⌋, t]
... =: I1(t) + I2(t).

Для I2(t) маємо

I2(t) ≤
∫

[⌊t⌋, t]
K1(t− y)dν(y) ≤ K1(t− ⌊t⌋)(ν(t)− ν(⌊t⌋))

≤ K1(1)(ν(t)− ν(t− 1)).

Отже, за лемою 38 для всiх c > 0 limt→∞ t−cI2(t) = 0 м.н. Залишається

розглянути I1(t):

I1(t) = K1(t)−K2(t) +

⌊t⌋−1
∑

j=0

∫

(j, j+1]

(K1(t− y)−K2(t− y))dν(y)

≤ K1(t)−K2(t) +

⌊t⌋−1
∑

j=0

(K1(t− j)−K2(t− j − 1))(ν(j + 1)− ν(j))

≤ K1(t) + sup
s∈[0, ⌊t⌋]

(ν(s+ 1)− ν(s))

⌊t⌋−1
∑

j=0

(K1(t− j)−K2(t− j − 1))

≤ K1(t) + sup
s∈[0,⌊t⌋]

(ν(s+ 1)− ν(s))

⌊t⌋−1
∑

j=0

(K1(⌊t⌋+ 1− j)−K2(⌊t⌋ − 1− j))

= sup
s∈[0,⌊t⌋]

(ν(s+ 1)− ν(s))

(

∫ ⌊t⌋

2

(K1(y)−K2(y))dy +O(K1(t) +K2(t))

)

.

Застосовуючи лему 38 ще раз, отримуємо

lim
t→∞

I1(t)

tc
∫ t

0 (K1(y)−K2(y))dy
= 0 м.н.

Доведення леми 39 завершено.

3.5 Доведення теореми 34

Використаємо розклад: для j ≥ 2, t ≥ 0

Yj(t)−Vj(t) =
∑

k≥1

(

Y
(k)
j−1(t−Tk)−Vj−1(t−Tk)

)

+
∑

k≥1
Vj−1(t−Tk)−Vj(t). (3.31)

Його перший доданок аналiзується в твердженнi 40.
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Твердження 40. Припустимо, що Var ξ ∈ (0,∞). Тодi для j ≥ 2

lim
t→∞

∑

k≥1
(

Y
(k)
j−1(t− Tk)− Vj−1(t− Tk)

)

(t2j−1 log log t)1/2
= 0 м.н.

Спочатку ми доведемо теорему 34 за допомогою твердження 40. Пiсля

цього буде наведено доведення твердження 40.

Доведення теореми 34. Згiдно з твердженням 40 внесок першого доданка у

формулi (3.31), нормалiзованого функцiєю (t2j−1 log log t)1/2, прямує до нуля

при t→∞.

Для другого доданка у (3.31) запишемо

∑

k≥1
Vj−1(t− Tk)− Vj(t) =

∫

[0, t]

Y (t− x)dVj−1(x)− Vj(t)

=

∫

[0, t]

(

Y (t−x)−(F∗ν)(t−x)
)

dVj−1(x)+
(

∫

[0, t]

(F∗ν)(t−x)dVj−1(x)−Vj(t)
)

=: A1(t) + A2(t).

Згiдно з (3.8) limt→∞
Y (t)−(F∗ν)(t)
(t log log t)1/2

= 0 м.н., звiдки

lim
t→∞

sup
z∈[0, t]

|Y (z)− (F ∗ ν)(z)|
(t log log t)1/2

= 0 м.н.

Маючи це на увазi,

|A1(t)|
tj−1/2(log log t)1/2

≤ sup
z∈[0, t]

|Y (z)− (F ∗ ν)(z)|
(t log log t)1/2

· Vj−1(t)

tj−1
−→ 0 м.н., t→∞,

використовуючи
Vj−1(t)

tj−1
−→ 1

(j − 1)!µj−1 , t→∞.

Далi

A2(t) = (F ∗ ν ∗ Vj−1)(t)− Vj(t) =

∫

[0, t]

(F ∗ Vj−1)(t− x)d(ν(x)− U(x))

=

∫

[0, t]

(ν(t− x)− U(t− x))d(F ∗ Vj−1)(x).
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Нагадаємо, що розподiл випадкової величини η є довiльним. Зараз ми пока-

жемо, що далi у цьому доведеннi F можна замiнити абсолютно неперерв-

ною функцiєю розподiлу, яка має безпосередньо iнтегровну за Рiманом (dRi)

щiльнiсть.

Покладемо G(x) := 1− e−x для x ≥ 0. Функцiя H := F ∗G є абсолютно

неперервною з щiльнiстю h(x) =
∫

[0, x] e
−(x−y)dF (y) для x ≥ 0. Оскiльки

x 7→ e−x — dRi на [0,∞), то h — також dRi як згортка Лебега-Стiлтьєса dRi

функцiї та функцiї розподiлу, див. лему 6.2.1 (c) в монографiї [39]. Зазначи-

мо, що H(x) ≤ F (x) для x ≥ 0. Щоб показати, що ми можемо працювати з

H замiсть F , достатньо перевiрити, що

lim
t→∞

(F ∗ Vj−1 ∗ ν)(t)− (H ∗ Vj−1 ∗ ν)(t)
tj−1/2

= 0 м.н. (3.32)

та

lim
t→∞

(F ∗ Vj−1 ∗ U)(t)− (H ∗ Vj−1 ∗ U)(t)

tj−1/2
= 0. (3.33)

Для рiвностi (3.33) запишемо

(F ∗ Vj−1 ∗ U)(t)− (H ∗ Vj−1 ∗ U)(t) =

∫

[0, t]

(1−G(t− x))dVj(x)

=

∫

[0, t]

e−(t−x)dVj(x) ∼
(

∫ ∞

0

e−ydy
)

Vj−1(t) = Vj−1(t)

∼ tj−1

(j − 1)!µj−1 , t→∞,

де асимптотичнi рiвностi обґрунтовуються формулою (3.21) та теоремою 2

статтi [53]. Отримане спiввiдношення доводить (3.33).

Для доведення (3.32) скористаємося лемою 39 з K1(t) = (F ∗ Vj−1)(t) та

K2(t) = (H ∗ Vj−1)(t) для t ≥ 0. Зауважимо, що K2(t) = EK1(t − θ)1{θ≤t},

де θ — випадкова величина з функцiєю розподiлу G, i що

0 ≤
∫ t

0

(K1(y)−K2(y))dy =

∫ t

0

(K1(y)− EK1(y − θ)1{θ≤y})dy

=

∫ t

0

K1(y)dy · e−t + E

∫ t

t−θ
K1(y)dy 1{θ≤t} .
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Використовуючи спiввiдношення (3.21) у поєднаннi з тауберовою теоремою

Карамати (теорема 1.7.1 книги [7]), маємо

K1(t) ∼ K2(t) ∼ Vj−1(t) ∼
tj−1

(j − 1)!µj−1 , t→∞.

Тому

lim
t→∞

∫ t

0 K1(y)dy · e−t
K1(t)

= 0

та, враховуючи монотоннiсть,

EθK1(t− θ)1{θ≤t}
K1(t)

≤
E
∫ t

t−θ K1(y)dy 1{θ≤t}
K1(t)

≤ Eθ = 1.

За теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть
∫ t

0

(K1(y)−K2(y))dy ∼ K1(t) ∼
tj−1

(j − 1)!µj−1 , t→∞.

Таким чином, умова (3.29) виконується з λ = 2. Отже, (3.32) виконується

згiдно з (3.30) з c = 1/2.

Iз (3.32) та (3.33) випливає, що ми можемо дослiджувати Â2(t) =
∫

[0, t](ν(t−
x) − U(t − x))d(H ∗ Vj−1)(x) замiсть A2(t). Згiдно з лемою 3.1 статтi [43]

iснує версiя стандартного броунiвського руху (W (t))t≥0 така, що

lim
t→∞

supz∈[0, t] |ν(z)− U(z)− σµ−3/2W (z)|
(t log log t)1/2

= 0 м.н. (3.34)

Iз цим конкретним процесом (W (t))t≥0 запишемо

Â2(t) =

∫

[0, t]

(

ν(t− x)− U(t− x)− σµ−3/2W (t− x)
)

d(H ∗ Vj−1)(x)

+ σµ−3/2
∫

[0, t]

W (t− x)d(H ∗ Vj−1)(x) =: B1(t) + σµ−3/2B2(t).

Тодi, використовуючи (3.34) та (3.21), маємо

|B1(t)| ≤ sup
z∈[0, t]

|ν(z)− U(z)− σµ−3/2W (z)| · (H ∗ Vj−1)(t)

≤ sup
z∈[0, t]

|ν(z)−U(z)−σµ−3/2W (z)|·Vj−1(t) = o((t2j−1 log log t)1/2), t→∞.
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Залишається показати, що

C

((

(j − 1)!µj−1B2(t)

(2(2j − 1)−1t2j−1 log log t)1/2
: t > e

))

= [−1, 1] м.н.

Оскiльки H абсолютно неперервна з dRi щiльнiстю, то функцiя H ∗ Vj−1

майже скрiзь диференцiйовна з

(H ∗ Vj−1)
′(x) =

∫

[0, x]

h(x− y)dVj−1(y) для майже всiх x ≥ 0.

Отже,
∫

[0, t]

W (t− x)d(H ∗ Vj−1)(x) =

∫

[0, t]

W (t− x)(H ∗ Vj−1)
′(x)dx.

За теоремою 2 статтi [53] для j ≥ 2
∫

[0, x]

h(x− y)dVj−1(y) ∼
∫ ∞

0

h(y)dy · xj−2

(j − 2)!µj−1 =
xj−2

(j − 2)!µj−1 , x→∞.

(3.35)

Зокрема, (H ∗ Vj−1)′ правильно змiнюється на нескiнченностi з показником

j − 2, i твердження 2.4 роботи [40] забезпечує виконання рiвностi

C

((

(j − 1)!µj−1

tj−1

∫

[0, t]W (t− x)(H ∗ Vj−1)′(x)dx

(2(2j − 1)−1t log log t)1/2
: t > e

))

= [−1, 1] м.н.

Тут ми використали те, що iз спiввiдношення (3.35) випливає

(H ∗ Vj−1)(x) ∼
xj−1

(j − 1)!µj−1 , x→∞,

див. твердження 1.5.8 книги [7]. Доведення теореми 34 завершено.

Нарештi, ми доведемо твердження 40.

Доведення твердження 40. Покладемо

Zj(t) =
∑

k≥1

(

Y
(k)
j−1(t− Tk)− Vj−1(t− Tk)

)

для t ≥ 0. Iз спiввiдношення (3.25) випливає, що iснують значення t0 > 0

та A > 0 такi, що aj−1(t) ≤ At2j−3 для всiх t ≥ t0. Використовуючи такi ж

мiркування, як i в (3.28), маємо

E(Zj(t))
2 =

∫

[0, t]

aj−1(t− x)dV (x) = O(t2j−2), t→∞. (3.36)
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З нерiвностi Маркова та (3.36) випливає, що для всiх ε > 0

∑

n≥1
P

{ |Zj(n
3/2)|

n(3/2)(j−1/2) > ε

}

≤
∑

n≥1

E(Zj(n
3/2))2

ε2n3(j−1/2) <∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi

lim
n→∞

Zj(n
3/2)

n(3/2)(j−1/2) = 0 м.н. (3.37)

Залишається перейти вiд цiлочисельного аргументу до неперервного. Для

будь-якого t ≥ 0 iснує n ∈ N0 таке, що t ∈ [n3/2, (n+1)3/2). Використовуючи

монотоннiсть, маємо

Zj(t)

tj−1/2
≤ Zj((n+ 1)3/2)

n(3/2)(j−1/2)

+

∫

[0, (n+1)3/2] Vj−1((n+ 1)3/2 − x)dY (x)−
∫

[0, n3/2] Vj−1(n3/2 − x)dY (x)

n(3/2)(j−1/2) .

Спiввiдношення (3.37) гарантує, що перший доданок у правiй частинi збi-

гається до 0 м.н. при n→∞. Чисельник другого доданку дорiвнює
∫

(n3/2,(n+1)3/2]

Vj−1((n+ 1)3/2 − x)dY (x)

+

∫

[0,n3/2]

(Vj−1((n+ 1)3/2− x)− Vj−1(n
3/2− x))dY (x) =: Xj,1(n) +Xj,2(n).

За монотоннiстю, для j ≥ 2

Xj,1(n) ≤ Vj−1((n+ 1)3/2 − n3/2)(Y ((n+ 1)3/2)− Y (n3/2))

= O(nj/2+1) = o(n(3/2)(j−1/2))

м.н. при n → ∞. Тут передостання рiвнiсть обґрунтовується нерiвнiстю

Y (t) ≤ ν(t) для t ≥ 0, посиленим законом великих чисел для процесiв вiд-

новлення limn→∞ n−1ν(n) = µ−1 м.н. та Vj−1((n+1)3/2− n3/2) = O(n(j−1)/2)

при n→∞, що випливає iз (3.21).

Використовуючи (3.23), робимо висновок, що

Xj,2(n) ≤ U((n+ 1)3/2 − n3/2)(V ((n+ 1)3/2))j−2Y (n3/2)

= O(n(3/2)(j−2/3)) = o(n(3/2)(j−1/2))
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м.н. при n → ∞. Передостання рiвнiсть забезпечується елементарною те-

оремою вiдновлення, посиленим законом великих чисел для процесiв вiд-

новлення та нерiвнiстю Y (t) ≤ ν(t) для t ≥ 0.

Ми показали, що

lim sup
t→∞

t−(j−1/2)Zj(t) ≤ 0 м.н.

Аналогiчнi мiркування доводять обернену нерiвнiсть для нижньої границi.

Твердження 40 доведено.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi встановлено повну версiю закону повторного логарифма

для величин Y (t), що є значеннями лiчильного процесу збуреного випад-

кового блукання у моменти часу t. Вiдомий ранiше закон повторного лога-

рифма був доведений у випадку, коли t → ∞ вздовж натуральних чисел,

та за додаткової умови iснування скiнченного степеневого моменту збуре-

ння η. Нами показано, що цi обмеження не є необхiдними: достатньою є

лише скiнченна дисперсiя ξ, а сам закон повторного логарифма справджу-

ється для t → ∞ вздовж додатних чисел. Наш результат дає точний опис

меж флуктуацiй процесу без додаткових припущень щодо розподiлу η, що

суттєво розширює область застосувань.

Другим основним результатом є закон повторного логарифма для iтеро-

ваних збурених випадкових блукань Yj , j ≥ 2, що виникають у гiллястих

та iєрархiчних стохастичних моделях. Отримана теорема узагальнює вiдомi

закони повторного логарифма для iтерованих стандартних блукань на бiльш

широкий клас процесiв iз довiльними збуреннями η та визначає точний по-

рядок флуктуацiй (t2j−1 log log t)1/2. Цей результат заповнює прогалину у

теорiї та встановлює асимптотичнi межi поведiнки процесiв.

Методологiчно робота у цьому роздiлi спирається на новi засоби контро-

лю флуктуацiй мартингалiв i точнi оцiнки для iтерованих функцiй вiдновле-

ння, що дозволило вiдмовитися вiд моментних обмежень на η. Пiдсумовую-
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чи, у даному роздiлi отримано остаточнi форми законiв повторного логари-

фма для збурених та iтерованих збурених блукань, що вiдкриває можливостi

для подальших застосувань у дослiдженнi випадкових дерев, рекурсивних

структур, процесiв у випадковому середовищi та моделей iз багаторiвневою

випадковiстю.
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ВИСНОВКИ

Дана дисертацiйна робота є внеском до теорiї узгоджених схем зайнятостi

у випадковому середовищi та до розвитку теорiї iтерованих збурених ви-

падкових блукань. Дослiджено граничну поведiнку числа зайнятих комiрок

на початкових та промiжних рiвнях узгоджених схем зайнятостi у випад-

ковому середовишi. Отримано закони повторного логарифма для лiчильних

процесiв iтерованих збурених випадкових блукань.

Серед отриманих в дисертацiйнiй роботi результатiв слiд видiлити такi.

(1) Вперше доведено багатовимiрну функцiональну граничну теорему без

центрування для кiлькостi зайнятих комiрок на початкових рiвнях узго-

джених схем зайнятостi у випадковому середовищi. Наведено приклад

використання отриманої теореми.

(2) Доведено збiжнiсть скiнченновимiрних розподiлiв процесу зайнятих

комiрок на промiжних рiвнях узгоджених схем зайнятостi у випадко-

вому середовищi, породженому процедурою ламання палицi.

(3) Отримано закон повторного логарифма для лiчильного процесу збуре-

ного випадкового блукання без жодних припущень щодо випадкової

величини, що задає збурення.

(4) Також встановлено закони повторного логарифма для лiчильних проце-

сiв початкових рiвнiв iтерованого збуреного випадкового блукання без

жодних припущень щодо випадкової величини, що задає збурення.
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[1] Aistleitner, C., Frühwirth, L., Prochno, J.: Diophantine conditions in the law

of the iterated logarithm for lacunary systems. Probab. Theory Relat. Fields

192, 545–574 (2025)

[2] Alsmeyer, G., Iksanov, A., Marynych, A.: Functional limit theorems for the

number of occupied boxes in the Bernoulli sieve. Stochastic Process. Appl.

127(3), 995–1017 (2017)

[3] Bahadur, R.R.: On the number of distinct values in a large sample from

an infinite discrete distribution. Proceedings of the National Institute of

Sciences of India. Part A 26, 67–75 (1960)

[4] Basrak, B., Conroy, M., Olvera-Cravioto, M., Palmowski, Z.: Importance

sampling for maxima on trees. Stochastic Process. Appl. 148, 139–179

(2022)

[5] Bertoin, J.: Asymptotic regimes for the occupancy scheme of the multipli-

cative cascades. Stochastic Process. Appl. 118(9), 1586–1605 (2008)

[6] Billingsley, P.: Convergence of probability measures. Wiley (1999)

[7] Bingham, N., Goldie, C., Teugels, J.: Regular variation. Cambridge Uni-

versity Press (1987)

[8] Bohdanskyi, V., Bohun, V., Marynych, A., Samoilenko, I.: Arithmetic

properties of multiplicative integer-valued perturbed random walks. Mod.

Stoch. Appl. 11, 133–148 (2024)

119



[9] Bohun, V., Iksanov, A., Marynych, A., Rashytov, B.: Renewal theory

for iterated perturbed random walks on a general branching process tree:

intermediate generations. J. Appl. Probab. 59, 421–446 (2022)

[10] Boucheron, S., Gardy, D.: An urn model from learning theory. Random

Struct. Algorithms 10, 43–69 (1997)

[11] Braganets, O.: Laws of the iterated logarithm for iterated perturbed random

walks. Modern Stochastics: Theory and Applications 13(1), 19–38 (2026)

[12] Braganets, O., Iksanov, A.: A limit theorem for a nested infinite occupancy

scheme in random environment. Austrian J. Stat. 52, 1–12 (2023)

[13] Braganets, O., Iksanov, A.: On intermediate levels of nested occupancy

scheme in random environment generated by stick-breaking: the case of

heavy tails. Probab. Math. Stat. 45(1), 1–32 (2025)

[14] Bunge, J., Fitzpatrick, M.: Estimating the number of species: A review. J.

Amer. Statist. Assoc. 88, 364–373 (1993)

[15] Buraczewski, D., Dovgay, B., Iksanov, A.: On intermediate levels of nested

occupancy scheme in random environment generated by stick-breaking I.

Electron. J. Probab. 25, 1–24 (2020)

[16] Buraczewski, D., Iksanov, A., Kotelnikova, V.: Laws of the iterated and

single logarithm for sums of independent indicators, with applications to the

Ginibre point process and Karlin’s occupancy scheme. Stochastic Process.

Appl. 183, article 104 597 (2025)

[17] Businger, S.: Asymptotics of the occupancy scheme in a random envi-

ronment and its applications to tries. Discrete Math. Theor. Comput. Sci.

19(1), 1–22 (2017)

[18] Carlsson, H., Nerman, O.: An alternative proof of Lorden’s renewal

inequality. Adv. in Appl. Probab. 18, 1015–1016 (1986)

- 120 -



[19] Carmona, P., Petit, F., Yor, M.: Exponential functionals and principal values

related to Brownian motion. Bibl. Rev. Mat. Iberoamericana pp. 73–130

(1997)

[20] Cheng, F.: The law of the iterated logarithm for Lp-norms of kernel esti-

mators of cumulative distribution functions. Mathematics 12(7) (2024)

[21] Chow, Y., Teicher, H.: Probability theory: independence, interchangeability,

martingales, 3rd edn. Springer (2003)

[22] Duchamps, J.J., Pitman, J., Tang, W.: Renewal sequences and record chains

related to multiple zeta sums. Trans. Amer. Math. Soc. 371, 5731–5755

(2019)

[23] Galganov, O., Ilienko, A.: Scaling limit for small blocks in the Chinese

restaurant process. Stochastic Process. Appl. 192, article 104 793 (2026)

[24] Gardy, D.: Occupancy urn models in the analysis of algorithms. J. Stat.

Plan. Inference 101, 95–105 (2002)

[25] Garza, J., Wang, Y.: Limit theorems for random permutations induced by

Chinese restaurant processes Preprint arxiv 2412.02162 (2024)

[26] Garza, J., Wang, Y.: A functional central limit theorem for weighted

occupancy processes of the Karlin model. Stochastic Process. Appl. 188,

аrticle 104 665 (2025)

[27] Gnedin, A.: The representation of composition structures. Ann. Probab.

32(3), 2378–2389 (2004)

[28] Gnedin, A.: The Bernoulli sieve. Bernoulli 13(4), 1124–1146 (2007)

[29] Gnedin, A., Hansen, B., Pitman, J.: Notes on the occupancy problem with

infinitely many boxes: general asymptotics and power laws. Probability

Surveys 4, 146 – 171 (2007)

- 121 -



[30] Gnedin, A., Iksanov, A.: On nested infinite occupancy scheme in random

environment. Probab. Theory Related Fields 177, 855–890 (2020)

[31] Gnedin, A., Iksanov, A., Marynych, A.: The Bernoulli sieve: an overview.

Discrete Math. Theor. Comput. Sci. DMTCS Proceedings vol. AM, 21st

International Meeting on Probabilistic, Combinatorial, and Asymptotic

Methods in the Analysis of Algorithms (AofA’10), 329–341 (2010)

[32] Gnedin, A., Pitman, J.: Exchangeable Gibbs partitions and Stirling triangles.

J. Math. Sci. 138(3), 5674–5685 (2005)

[33] Gnedin, A., Pitman, J.: Regenerative composition structures. Annals of

Probability 33(2), 445–479 (2005)

[34] Gnedin, A.V.: The Bernoulli sieve. Bernoulli 10(1), 79–96 (2004)

[35] Hartman, P., Wintner, A.: The law of the iterated logarithm. Amer. J. Math.

63, 169–176 (1941)

[36] Hawkes, J.: A lower Lipschitz condition for the stable subordinator. Z.

Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 17, 23–32 (1971)

[37] He, F., Gaston, K.: Estimating species abundance from occurrence. Amer.

Nat. 156-5, 553–559 (2000)

[38] Iksanov, A.: Functional limit theorems for renewal shot noise processes

with increasing response functions. Stochastic Process. Appl. 123, 1987–

2010 (2013)

[39] Iksanov, A.: Renewal theory for perturbed random walks and similar

processes. Birkhäuser (2016)
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