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Основнi позначення

∙ 𝑅𝑛 – 𝑛-вимiрний евклiдiв простiр;

∙ ‖ · ‖ – норма простору 𝑅𝑛;

∙ ⟨·, ·⟩ – скалярний добуток в 𝑅𝑛;

∙ 𝑥* – транспонування 𝑥 ∈ 𝑅𝑛;

∙ 𝑐𝑙 – замикання множини;

∙ 𝐾(0, 1) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ‖𝑥‖ ≤ 1} – замкнена одинична куля з центром в
початку координат;

∙ 𝐾(𝑥0, 𝑅) = 𝑥0 +𝑅 ·𝐾(0, 1) – замкнена куля радiусу 𝑅 ≥ 0 з центром в
𝑥0 ∈ 𝑅𝑛;

∙ 𝑐𝑜(·) – опукла оболонка множини;

∙ 𝑐𝑜(·) – замкнена опукла оболонка множини;

∙ 𝑐𝑜𝑛𝑒(·) – замкнена конiчна оболонка множини;

∙ 𝐼𝑛 – 𝑛× 𝑛 - одинична матриця;

∙ 𝜌(𝑥,𝐷) – вiдстань вiд точки 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 до множини 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛

∙ 𝑒1, 𝑒2, . . ., 𝑒𝑚 – орти в просторi 𝑅𝑚;

∙ 𝑐(𝐴, ℎ) – опорна функцiя 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛, ℎ ∈ 𝑅𝑛
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Вступ

Актуальнiсть роботи. Оптимiзацiя реальних систем передбачає задання
певного критерiю, який характеризує якiсть поведiнки об’єкту. Така ситуа-
цiя виникає при дослiдженнi динамiчних процесiв на стiйкiсть, оцiнюваннi
параметрiв систем, а також в задачах, де потрiбно максимiзувати результат
при мiнiмумi витрат та iнших [1,2].

В математичнiй моделi доцiльно враховувати розкид параметрiв об’єкту.
Тодi стан динамiчної системи описується множинами. Якщо аналiз якостi
функцiонування проводиться в силу визначеного на розв’язках недиференцi-
йованого функцiоналу, то приходимо до негладкої задачi параметричної опти-
мiзацiї пучка траєкторiй. Зокрема, такi задачi виникають при оцiнцi областi
всiх початкових даних, для яких вiдповiднi траєкторiї не порушували б зада-
них фазових обмежень. В деяких випадках оптимiзацiя оцiнки множин пра-
ктичної стiйкостi зводиться до розв’язування вiдповiдної задачi оптимального
керування матричними диференцiальними рiвняннями з негладкими крите-
рiями якостi [1, 2].

Застосування теоретичних результатiв з негладкої оптимiзацiї на практи-
цi ускладнюється за рахунок великої кiлькостi обчислень. Тому важливо, з
одного боку, розробляти чисельнi методи, якi можна було б легко реалiзу-
вати [3], з iншого, оцiнити їх якiснi характеристики: початкове наближення,
величину кроку, апроксимативнi властивостi тощо [1,2].

Мета роботи.

1 Дослiдити задачi параметричної оптимiзацiї пучка траєкторiй з рiзними
типами критерiїв якостi, а саме:

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд термi-
нального функцiоналу;

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд фун-
кцыоналу Больца;

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд термi-
нального функцiоналу на розв’язках лiнiйної системи.

2 Розробити алгоритми для розв’язання даних задач на основi таких ме-
тодiв:

метод найшвидшого спуску;
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метод елiпсоїдiв;

метод координатного спуску.

3 Розробити алгоритми i створити програмну технологiю, що розв’язує
задачу параметричної оптимiзацiї пучка траєкторiй з критерiєм якостi
типу максимуму за початковими умовами вiд термiнального функцiо-
налу на розв’язках лiнiйної системи за допомогою даних алгоритмiв.

4 Апробувати розробленi алгоритми для розрахунку оптимальних хара-
ктеристик в деяких задачах.
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1 Диференцiювання функцiї максимуму

1.1 Похiдна за напрямком i необхiднi умови екстремуму

Розглянемо задачу мiнiмiзацiї функцiї 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅1. Нехай функцiя 𝑓 : 𝑅𝑛 →
𝑅1 визначена на деякiй вiдкритiй множинi 𝑋 ⊂ 𝑅𝑛 i приймає лише скiнченнi
значення [4–12].

Означення 1. Границя

𝑓 ′(𝑥, ℎ) = lim
𝛼→+0

𝑓(𝑥+ 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥)

𝛼
, (1.1)

якщо вона iснує, називається похiдною функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ 𝑋 за напрямком
ℎ ∈ 𝑅𝑛. Цю границю також називають похiдною Дiнi.

Означення 2. У випадку, коли похiдна Дiнi iснує та скiнченна, будемо ка-
зати, що функцiя 𝑓 диференцiйована (за Дiнi) в точцi 𝑥 ∈ 𝑋 за напрямком
ℎ ∈ 𝑅𝑛. Функцiя 𝑓 диференцiйовна за напрямками (або диференцiйовна за
Дiнi), якщо границя (1.1) iснує i скiнченна для всiх ℎ ∈ 𝑅𝑛.

Теорема 1. Нехай функцiя 𝑓 диференцiйовна за Дiнi в точцi 𝑥* ∈ 𝑅𝑛. Для
того, щоб точка 𝑥* була точкою локального мiнiмуму функцiї 𝑓 на 𝑅𝑛 не-
обхiдно, щоб виконувалася умова

𝑓 ′(𝑥*, ℎ) ≥ 0,∀ℎ ∈ 𝑅𝑛. (1.2)

Якщо функцiя 𝑓 задовольняє умову Лiпшиця в околi точки 𝑥* i

𝑓 ′(𝑥*, ℎ) > 0, ∀ℎ ∈ 𝑅𝑛, 𝑔 ̸= 0, (1.3)

то 𝑥* – точка строгого локального мiнiмуму функцiї 𝑓 на 𝑅𝑛.

Доведення. Доведення можна знайти тут [12] .

Означення 3. Границя [6]

𝛿𝑓(𝑥, ℎ) = lim
𝛼→0

𝑓(𝑥+ 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥)

𝛼
, (1.4)

якщо вона iснує, називається першою варiацiєю функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ 𝑋 за
напрямком ℎ ∈ 𝑅𝑛.
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Зауважимо, що з (1.4) випливає

𝛿𝑓(𝑥, ℎ) = 𝜙′(0),

де 𝜙(𝛼) = 𝑓(𝑥 + 𝛼ℎ), 𝛼 ∈ 𝑅1. Остання рiвнiсть записується також у такий
еквiвалентний спосiб

𝛿𝑓(𝑥, ℎ) =
𝑑

𝑑𝛼
𝑓(𝑥+ 𝛼ℎ)

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

Означення 4. Вектор 𝑎 називається похiдною Гато (слабкою похiдною) фун-
кцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ 𝑋, якщо для довiльного ℎ ∈ 𝑅𝑛 виконується спiввiдношення

𝑓(𝑥+ 𝛼ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝛼⟨𝑎, ℎ⟩ + 𝑜ℎ(𝛼),
𝑜ℎ(𝛼)

𝛼
→ 0, 𝛼→ 0. (1.5)

Означення 5. Вектор ∇𝑓(𝑥) називається похiдною Фреше функцiї 𝑓 в точцi
𝑥 ∈ 𝑋 ,якщо для довiльного ℎ ∈ 𝑅𝑛 виконується спiввiдношення

𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥) + ⟨∇𝑓(𝑥), ℎ⟩ + 𝑜(ℎ),
𝑜(ℎ)

‖ℎ‖
→ 0, ‖ℎ‖ → 0. (1.6)

Бiльш детально про похiднi Гато, Фреше можна почитати тут [6].

Означення 6. Точка 𝑥*, що задовольняє умовi (1.2), називається Дiнi-inf-
стацiонарною точкою функцiї 𝑓 на 𝑅𝑛.

Означення 7. Нехай функцiя 𝑓 диференцiйовна за Дiнi в точцi 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 i в
точцi 𝑥0 не виконана необхiдна умова мiнiмуму (1.2). Якщо ‖ℎ0‖ = 1 та

𝑓 ′(𝑥0, ℎ0) = inf
‖ℎ‖=1

𝑓 ′(𝑥0, ℎ), (1.7)

то напрямок ℎ0 називається Дiнi-напрямком найшвидшого спуску функцiї 𝑓
в точцi 𝑥0.

Розглянемо задачу „умовної” мiнiмiзацiї, тобто задачу мiнiмiзацiї функцiї
𝑓 на множинi 𝐷. Припускаємо, що функцiя 𝑓 задана на вiдкритiй множинi
𝑋 ⊂ 𝑅𝑛 та 𝐷 ⊂ 𝑋.

Означення 8. Нехай 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, 𝑥 ∈ 𝑐𝑙𝐷. Тодi множина

𝐶(𝑥,𝐷) =
{︁
𝑣 ∈ 𝑅𝑛 : lim

𝜆→+0
inf 𝜌

(︁
𝑣,
𝐷 − 𝑥

𝜆

)︁}︁
(1.8)
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називається конусом Булiгана [8, 10]. Тут 𝜌(𝑥,𝐷) = inf𝑦∈𝐷 ‖𝑥− 𝑦‖.

Теорема 2. Нехай функцiя 𝑓 локально лiпшицева в околi точки 𝑥* i ди-
ференцiйовна за напрямками у точцi 𝑥* ∈ 𝐷. Для того, щоб у точцi 𝑥*
функцiя 𝑓 досягала найменшого на 𝐷 значення, необхiдно, щоб

𝑓 ′(𝑥*, ℎ) ≥ 0 ∀ℎ ∈ 𝐶(𝑥*, 𝐷), (1.9)

де 𝐶(𝑥*, 𝐷) – конус Булiгана в точцi 𝑥* до множини 𝐷. Якщо виявилось,
що

𝑓 ′(𝑥*, ℎ) > 0 ∀ℎ ∈ 𝐶(𝑥*, 𝐷), ℎ ̸= 0, (1.10)

то 𝑥* – точка строгого локального мiнiмуму функцiї 𝑓 на 𝐷.

Доведення. Доведення можна знайти тут [12] .

Означення 9. Точка 𝑥*, що задовольняє умовi (1.9), називається Дiнi-inf-
стацiонарною точкою функцiї 𝑓 на 𝐷.

Означення 10. Нехай функцiя 𝑓 диференцiйовна за Дiнi в точцi 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛.
Якщо точка 𝑥0 не є inf-cтацiонарною точкою функцiї 𝑓 на множинi 𝐷, то
напрямок ℎ0 ∈ 𝐶(𝑥0, 𝐷), ‖ℎ0‖ = 1 такий, що

𝑓 ′(𝑥0, ℎ0) = inf
‖ℎ‖=1, ℎ∈𝐶(𝑥0,𝐷)

𝑓 ′(𝑥0, ℎ), (1.11)

називається напрямком найшвидшого спуску функцiї 𝑓 на множинi 𝐷 в точцi
𝑥0. Якщо функцiя 𝑓 лiпшицева, то 𝑓 ′(𝑥0, ℎ) є неперервною функцiєю напрям-
ку ℎ. Тому iнфiмум досягається i напрямок найшвидшого спуску iснує.

Означення 11. Функцiя 𝑓 : 𝐷 → 𝑅1, 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, субдиференцiйована за Дiнi
в точцi 𝑥 ∈ 𝐷, якщо iснує така опукла компактна множина 𝜕𝑓(𝑥) ⊂ 𝑅𝑛, що

𝑓 ′(𝑥, ℎ) = lim
𝛼→0

𝑓(𝑥+ 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥)

𝛼
= max

𝑣∈𝜕𝑓(𝑥)
⟨𝑣, ℎ⟩, ∀ℎ ∈ 𝑅𝑛. (1.12)

Множина 𝜕𝑓(𝑥) ⊂ 𝑅𝑛, для якої виконується вказане спiввiдношення, назива-
ється субдиференцiалом Дiнi функцiї 𝑓 в точцi 𝑥 ∈ 𝐷. Елементи цiєї множини
називаються субградiєнтами (узагальненими градiєнтами).
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Слiд зауважити, що

max
𝑣∈𝜕𝑓(𝑥)

⟨𝑣, ℎ⟩ = 𝑐(𝜕𝑓(𝑥), ℎ),

де 𝑐(𝐴, ℎ) – опорна функцiя 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛, ℎ ∈ 𝑅𝑛 [8].

Означення 12. Величини

𝑓↑(𝑥, ℎ) = lim
[𝑥′,𝛼]→[𝑥,+0]

sup
𝑓(𝑥′ + 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥′)

𝛼
, (1.13)

𝑓↓(𝑥, ℎ) = lim
[𝑥′,𝛼]→[𝑥,+0]

inf
𝑓(𝑥′ + 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥′)

𝛼
(1.14)

називаються вiдповiдно верхньою та нижньою похiдною Кларка.

Означення 13. Нехай функцiя 𝑓 : 𝐷 → 𝑅1, 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛, локально лiпшицева,
𝑄 ⊂ 𝐷 – множина точок, в яких функцiя 𝑓 диференцiйовна. Тодi множина

𝜕𝑓𝐶𝑙(𝑥) = 𝑐𝑜{𝑣 ∈ 𝑅𝑛 : ∃𝑥𝑖 ∈ 𝑄, 𝑣 = lim
𝑖→∞

𝑓 ′(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 → 𝑥} (1.15)

називається субдиференцiалом Кларка. Елементи цiєї множини називаються
субградiєнтами (узагальненими градiєнтами).

Бiльш детально про субдиференцiали Кларка можна почитати тут [10].
Також про субдиференцiали можна почитати тут [8]. Має мiсце теорема.

Теорема 3. Для того, щоб точка 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 була точкою екстремуму функцiї
𝑓(𝑥) необхiдно, щоб виконувалось включення

0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0),

де 𝜕𝑓(𝑥0) – субдиференцiал функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 .

Доведення. Доведення можна знайти тут [10].

Теорема 3 справджується для субдиференцiалiв Дiнi та Кларка.

1.2 Властивостi функцiї максимуму

Дослiдимо властивостi функцiї максимуму, тобто функцiї вигляду [5, 7, 9, 12]

𝜙(𝑥) = max
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦). (1.16)
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Вважатимемо, що 𝑓(𝑥, 𝑦) – неперервна за сукупнiстю змiнних функцiя, що
визначена на𝑋×𝑌 , де𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, а 𝑌 – компактна множина
в 𝑅𝑚 [12].

Теорема 4. Функцiя максимуму (1.16) є неперервною функцiєю.

Доведення. Неперевнiсть. Нехай 𝑥 ∈ 𝑋 i 𝑉 – компактний окiл точки 𝑥. Фун-
кцiя 𝑓 рiвномiрно неперервна на компактнiй множинi 𝑉 ×𝑌 , звiдки випливає,
що для будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться таке 𝜎 > 0, що

𝑓(𝑥′, 𝑦) − 𝜀 < 𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑓(𝑥′, 𝑦) + 𝜀, ∀𝑦 ∈ 𝑌, 𝑥′ ∈ 𝐾(𝑥, 𝜎).

Переходячи в цих нерiвностях до максимуму за 𝑦, переконуємося в неперерв-
ностi функцiї 𝜙 на 𝑋 [7].

Означення 14. Для точки 𝑥 ∈ 𝑋 позначимо через 𝑅(𝑥) множину точок
𝑦 ∈ 𝑌 , на яких в (1.16) досягається максимум

𝑅(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)} . (1.17)

Дана множина називається маргинальною.

Теорема 5. Маргинальна множина (1.17) замкнена i компактна.

Доведення. Доведення беспосередньо слiдує з неперервностi функцiй 𝜙 та
𝑓 [12].

Теорема 6. Багатозначне вiдображення 𝑥→ 𝑅(𝑥) замкнене.

Доведення. Нехай 𝑥𝑘 → 𝑥, 𝑦𝑘 → 𝑦, 𝑦𝑘 ∈ 𝑅(𝑥). Тодi 𝜙(𝑥𝑘) = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑦𝑘). Оскiль-
ки функцiї 𝑓 та 𝜙 неперервнi, то 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦), звiдки i випливає справедли-
вiсть теореми [12].

Теорема 7. Нехай
𝜙(𝑥) = max

𝑦∈𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦),∀𝑥 ∈ 𝑋,

де 𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, 𝑌 – компактна множина в 𝑅𝑚, функцiя
𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна за сукупнiстю змiнних i диференцiйовна за напрямком ℎ
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в точцi 𝑥 рiвномiрно вiдносно параметра 𝑦. Тодi функцiя 𝜙 диференцiйовна
за напрямком ℎ, причому

𝜙′(𝑥, ℎ) = max
𝑦∈𝑅(𝑥)

𝑓 ′(𝑥, 𝑦, ℎ),

де множина 𝑅(𝑥) визначена формулою (1.17) [12].

Наслiдок 7.1. Нехай

𝜙0(𝑥) = max
𝑖=1,2,...,𝑚

𝑓𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,

де функцiї 𝑓𝑖 визначенi на вiдкритiй в 𝑅𝑛 множинi 𝑋, неперервнi i диферен-
цiйовнi в точцi 𝑥 за напрямком ℎ. Тодi похiдна 𝜙′

0(𝑥, ℎ) iснує i обчислюється
за формулою

𝜙′
0(𝑥, ℎ) = max

𝑖∈𝑅0(𝑥)
𝑓 ′𝑖(𝑥, ℎ),

де 𝑅0(𝑥) = {𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 : 𝜙0(𝑥) = 𝑓𝑖(𝑥)}.

Наслiдок 7.2. Нехай 𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, 𝑌 – компактна мно-
жина в 𝑅𝑚,

𝜙(𝑥) = max
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑋,

де 𝑓 – визначена на 𝑋×𝑌 неперервна функцiя, що має неперервну частинну
похiдну 𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦). Тодi функцiя 𝜙 диференцiйовна за будь-яким напрямком ℎ,
причому

𝜙′(𝑥, ℎ) = max
𝑦∈𝑅(𝑥)

⟨𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), ℎ⟩.

Теорема 8. Якщо 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, 𝑦) – неперервнi за сукупнiстю змiн-
них функцiї, що визначенi на 𝑋×𝑌 , де 𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, а 𝑌 –
компактна множина в 𝑅𝑚 , 𝜆 ∈ 𝑅1, 𝜆 > 0, то справджуються нерiвностi

max
𝑦∈𝑌

(𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑓2(𝑥, 𝑦)) ≤ max
𝑦∈𝑌

𝑓1(𝑥, 𝑦) + max
𝑦∈𝑌

𝑓2(𝑥, 𝑦),

max
𝑦∈𝑌

(𝜆𝑓1(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝜆max
𝑦∈𝑌

𝑓1(𝑥, 𝑦).

Звiдси випливає, що функцiя максимуму 𝜙(𝑥) вигляду (1.16) є напiвади-
тивною, додатньооднорiдною функцiєю. Введемо множину

𝐿(𝑥) = 𝑐𝑜 {𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥)} . (1.18)
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Тут 𝑐𝑜(·) – операцiя опуклого замикання. Множина 𝐿(𝑥) є обмеженою, за-
мкненою i опуклою.

Теорема 9. Нехай
𝜙(𝑥) = max

𝑦∈𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦),∀𝑥 ∈ 𝑋,

де 𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, 𝑌 – компактна множина в 𝑅𝑚, функцiя
𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна за сукупнiстю змiнних i диференцiйована за напрямком
ℎ ∈ 𝑅𝑛 в точцi 𝑥 рiвномiрно вiдносно параметра 𝑦. Тодi функцiя 𝜙 диферен-
цiйована за напрямком ℎ, причому

𝜙′(𝑥, ℎ) = max
𝑦∈𝑅(𝑥)

𝑓 ′(𝑥, 𝑦, ℎ),

де множина 𝑅(𝑥) визначена формулою (1.17) [7].

Наслiдок 9.1. Нехай

𝜙0(𝑥) = max
𝑖=1,2,...,𝑚

𝑓𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋,

де функцiї 𝑓𝑖 визначенi на вiдкритiй множинi 𝑋, неперервнi i диференцi-
йованi в точцi 𝑥 ∈ 𝑋 за напрямком ℎ ∈ 𝑋. Тодi похiдна 𝜙′

0(𝑥, ℎ) iснує i
обчислюється за формулою

𝜙′
0(𝑥, ℎ) = max

𝑖∈𝑅0(𝑥)
𝑓 ′𝑖(𝑥, ℎ),

де 𝑅0(𝑥) = {𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚 : 𝜙0(𝑥) = 𝑓𝑖(𝑥)}.

Наслiдок 9.2. Нехай 𝑋 – вiдкрита множина в 𝑅𝑛, 𝑌 – компактна мно-
жина в 𝑅𝑚,

𝜙(𝑥) = max
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑋,

де 𝑓 – визначена на 𝑋×𝑌 неперервна функцiя, що має неперервну частинну
похiдну 𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦). Тодi функцiя 𝜙 диференцiйована за будь-яким напрямком
ℎ, причому

𝜙′(𝑥, ℎ) = max
𝑦∈𝑅(𝑥)

⟨𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), ℎ⟩.

За означенням 11 маємо

𝜙′(𝑥, ℎ) = max
𝑦∈𝑅(𝑥)

⟨𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), ℎ⟩ = 𝑐(𝜕𝜙(𝑥), ℎ).
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Тут 𝜕𝜙(𝑥) ⊂ 𝑅𝑛 – субдиференцiал функцiї 𝜙 в точцi 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, який є опуклою
компактною множиною, 𝑐(𝐴, ℎ) – опорна функцiя 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛, ℎ ∈ 𝑅𝑛. Помiтимо,
що

max
𝑦∈𝑅(𝑥)

⟨𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), ℎ⟩ = max
𝑧∈𝐿0(𝑥)

⟨𝑧, ℎ⟩ = 𝑐(𝐿0(𝑥), ℎ),

де
𝐿0(𝑥) = {𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥)} .

Тому
𝑐(𝜕𝜙(𝑥), ℎ) = 𝑐(𝐿0(𝑥), ℎ), ℎ ∈ 𝑅𝑛.

Використовуючи властивостi опорної функцiї [8, 11], а саме той факт, що з
рiвностi опорних функцiй випливає рiвнiсть опуклих оболонок вiдповiдних
множин, одержуємо

𝜕𝜙(𝑥) = 𝑐𝑜𝐿0(𝑥) = 𝐿(𝑥) = 𝑐𝑜 {𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥)} . (1.19)

Формула (1.19) є основою для алгоритму знаходження субдиференцiалу фун-
кцiї (1.16).

Введемо функцiю [7]

Ψ(𝑥) = min
‖ℎ‖=1

max
𝑦∈𝑅(𝑥)

⟨𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), ℎ⟩. (1.20)

Теорема 10. Якщо для функцiї (1.20) виконується умова Ψ(𝑥̄) < 0, то
функцiя максимума 𝜙(𝑥) вигляду (1.16) має в точцi 𝑥̄ єдиний напрямок
найшвидшого спуску ℎ(𝑥̄), ‖ℎ(𝑥̄)‖ = 1. При цьому

ℎ(𝑥̄) = − 𝑧(*)

‖𝑧(*)‖
,

𝜙′(𝑥, ℎ) = −‖𝑧(*)‖,

де 𝑧(*) – найближча до початку координат точка множини 𝐿(𝑥̄).

Доведення. Доведення можна знайти тут [7] .

Алгоритм знаходження субдиференцiалу функцiї (1.16).
Крок 1. На множинi 𝑌 введемо дискретну сiтку 𝑌0.
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Крок 2. Знаходимо значення виразу

𝐶 = max
𝑦∈𝑌0

𝑓(𝑥, 𝑦).

Оскiльки множина 𝑌0 мiстить скiнченну кiлькiсть точок, то цей вираз можна
обчислити перебором.

Крок 3. Також перебором знаходимо маргинальну множину:

𝑅(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑌0 : 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜖 > 𝐶}.

Де 𝜖 досить мале число. Якщо множина 𝑅(𝑥) мiстить бiльше двох елементiв,
тодi залишаємо в нiй два елементи при яких значення функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) приймає
найбiльшi значення.

Крок 4. Обчислюємо множину

𝐿0(𝑥, 𝑦) = {𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥)}.

Крок 5. Будуємо опуклу оболонку даної множини

𝐿(𝑥) = 𝑐𝑜𝐿0(𝑥).

Оскiльки множина 𝑅(𝑥) мiстить не бiльше 2 елементiв то опуклу оболонку
можна побудувати за формулою

𝑐𝑜𝐿0(𝑥) =
{︁
𝛼𝐿0(𝑥, 𝑦1) + (1 − 𝛼𝐿0(𝑥, 𝑦2)), 𝛼 ∈ [0, 1], 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑅(𝑥)

}︁
.

при двох елементах у 𝑅(𝑥) i

𝑐𝑜𝐿0(𝑥) =
{︁
𝐿0(𝑥, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥)

}︁
.

при одному.
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2 Методи мiнiмiзацiї функцiй типу максимуму

2.1 Метод найшвидшого спуску. Загальний пiдхiд

В основi методу найшвидшого спуску [3] лежить той факт, що якщо точка
𝑥̄ не є стацiонарною точкою функцiї 𝜙(𝑥) вигляду (1.16), тобто Ψ(𝑥̄) < 0,
то iснує єдиний напрямок найшвидшого спуску ℎ(𝑥̄) функцiї 𝜙(𝑥) в точцi
𝑥̄ (теорема 10). Вiзьмемо початкове наближення 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Припустимо, що
множина

𝑀(𝑥0) = {𝑥 : 𝜙(𝑥) ≤ 𝜙(𝑥0)}

є обмеженою. Оскiльки 𝜙(𝑥) – неперервна, то множина 𝑀(𝑥0) є також за-
мкненою.

Нехай уже знайдено 𝑘-те наближення 𝑥𝑘 ∈𝑀(𝑥0). Якщо Ψ(𝑥̄) ≥ 0, то 𝑥𝑘 –
стацiонарна точка i процес на цьому закiнчується. Iнакше вектор ℎ𝑘 = ℎ(𝑥𝑘).
Розглянемо промiнь

𝑥 = 𝑥𝑘(𝛼) = 𝑥𝑘 + 𝛼ℎ𝑘, 𝛼 ≥ 0,

i знайдемо 𝛼𝑘 ∈ [0,∞), при якому

𝜙(𝑥𝑘(𝛼𝑘)) = min
𝛼∈[0,∞)

𝜙(𝑥𝑘(𝛼)).

Мiнiмум в останнiй формулi досягається в силу обмеженостi i замкненостi
𝑀(𝑥0).

Покладемо 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘(𝛼𝑘). Зрозумiло, що 𝑥𝑘+1 ∈ 𝑀(𝑥0) та 𝜙(𝑥𝑘+1) <

𝜙(𝑥𝑘). Продовжуючи описаний процес, отримаємо послiдовнiсть 𝑥𝑘, причому
𝑥𝑘 ∈𝑀(𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝜙(𝑥0) > 𝜙(𝑥1) > . . . > 𝜙(𝑥𝑘) > . . .

i якщо послiдовнiсть 𝑥𝑘 скiнченна, то останнiй її елемент за побудовою є
стацiонарною точкою функцiї 𝜙(𝑥).

Детальнiше про метод найшвидшого спуску можна почитати тут [3].
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Алгоритм методу найшвидшого спуску для функцiї максимуму

Розглядаємо задачу мiнiмiзацiї функцiї [7]

𝜙(𝑥) = max
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) → min
𝑥∈𝑅𝑛

.

Крок 1. Оберемо початкове наближення 𝑥0.
Крок 2. Нехай вiдомо 𝑥𝑘. Тодi знайдемо 𝑅(𝑥𝑘), 𝐿(𝑥𝑘), де

𝑅(𝑥𝑘) = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜙(𝑥𝑘) = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑦)} .

𝐿(𝑥𝑘) = 𝑐𝑜 {𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) : 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥𝑘)} .

Крок 3. Знаходимо 𝑧(*)𝑘 як розв’язок задачi мiнiмiзацiї

min
𝑧∈𝐿(𝑥𝑘)

‖𝑧‖ = ‖𝑧(*)𝑘 ‖.

Якщо 𝑧(*)𝑘 = 0, то 𝑥𝑘 – стацiонарна точка i процес закiнчується. Iнакше пере-
ходимо до кроку 4.
Крок 4. Обчислимо наступну точку 𝑥𝑘+1

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘 = 𝑥𝑘+1(𝛼𝑘),

де

ℎ𝑘 = −
𝑧
(*)
𝑘

‖𝑧(*)𝑘 ‖
.

Крок 5. Обираємо 𝛼𝑘 з умови найшвидшого спуску в напрямку −ℎ𝑘

𝜙(𝑥𝑘+1(𝛼𝑘)) = min
𝛼∈[0,∞)

𝜙(𝑥𝑘+1(𝛼)).

Крок 6. Перейдемо до (𝑘 + 1)-й iтерацiї зi значенням 𝑥𝑘+1 .
Опис алгоритму завершено.
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Алгоритм методу найшвидшого спуску для функцiї максимуму.
Дискретний випадок

Розглядаємо задачу мiнiмiзацiї функцiї [7]

𝜙(𝑥) = max
𝑖=1,2,...,𝑛

𝑓𝑖(𝑥) → min
𝑥∈𝑅𝑛

,

де 𝑓𝑖 : 𝑅𝑛 → 𝑅1 – неперервно диференцiйованi функцiї, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Алго-
ритм методу найшвидшого спуску для вказаної задачi мiнiмiзацiї такий:

Крок 1. Оберемо початкове наближення 𝑥0.
Крок 2. Нехай вiдомо 𝑥𝑘. Тодi знайдемо 𝑅(𝑥𝑘), 𝐿(𝑥𝑘) за формулами

𝑅(𝑥𝑘) = {𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 : 𝜙(𝑥𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥𝑘)} .

𝐿(𝑥𝑘) = 𝑐𝑜

{︂
𝜕𝑓𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
: 𝑖 ∈ 𝑅(𝑥𝑘)

}︂
=

=

⎧⎨⎩𝑧 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑧 =
∑︁

𝑖∈𝑅(𝑥𝑘)

𝜆𝑖
𝜕𝑓𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
, 𝜆𝑖 ∈ [0, 1],

∑︁
𝑖∈𝑅(𝑥𝑘)

𝜆𝑖 = 1

⎫⎬⎭ .

Крок 3. Знаходимо 𝑧(*)𝑘 як розв’язок задачi мiнiмiзацiї

min
𝑧∈𝐿(𝑥𝑘)

‖𝑧‖ = ‖𝑧(*)𝑘 ‖.

Якщо 𝑧(*)𝑘 = 0, то 𝑥𝑘 – стацiонарна точка i процес закiнчується. Iнакше пере-
ходимо до кроку 4.

Крок 4. Обчислимо наступну точку 𝑥𝑘+1

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘ℎ𝑘 = 𝑥𝑘+1(𝛼𝑘),

де

ℎ𝑘 = −
𝑧
(*)
𝑘

‖𝑧(*)𝑘 ‖
.

Крок 5. Обираємо 𝛼𝑘 з умови найшвидшого спуску в напрямку −ℎ𝑘

𝜙(𝑥𝑘+1(𝛼𝑘)) = min
𝛼∈[0,∞)

𝜙(𝑥𝑘+1(𝛼)).

Крок 6. Перейдемо до (𝑘 + 1)-й iтерацiї зi значенням 𝑥𝑘+1 .
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Опис алгоритму завершено.

2.2 Метод координатного спуску

Розглядаємо задачу мiнiмiзацiї функцiї

𝜙(𝑥) = max
𝑦∈𝑌

𝑓(𝑥, 𝑦) → min
𝑥∈𝑅𝑛

.

Покладемо

𝑒1 = (1, 0, . . . , 0)*, 𝑒2 = (0, 1, 0, . . . , 0)*, . . . , 𝑒𝑛 = (0, . . . , 0, 1)*.

Вiзьмемо початкове наближення 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Припустимо, що множина

𝑀(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝜙(𝑥) ≤ 𝜙(𝑥0)}

є обмежена. Оскiльки 𝜙(𝑥) – неперервна, то множина 𝑀(𝑥0) є також замкне-
ною.

Нехай уже знайдене 𝑘-те наближення 𝑥𝑘 ∈ 𝑀(𝑥0). Опишемо побудову
𝑥𝑘+1. Розглянемо пряму

𝑥 = 𝑥𝑘1(𝛼) = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑒1,−∞ < 𝛼 <∞

i знайдемо 𝛼𝑘1 ∈ (−∞,∞), при якому

𝜙(𝑥𝑘1(𝛼𝑘1)) = min
𝛼∈(−∞,∞)

𝜙(𝑥𝑘1(𝛼)).

Оскiльки 𝑀(𝑥0) – обмежена замкнена множина, максимум тут досягається,
при якому 𝑥𝑘1(𝛼𝑘1) ∈𝑀(𝑥0).

Розглянемо далi пряму

𝑥 = 𝑥𝑘2(𝛼) = 𝑥𝑘1(𝛼𝑘1) + 𝛼𝑒2,−∞ < 𝛼 <∞,

i знайдемо 𝛼𝑘2 ∈ (−∞,∞), при якому

𝜙(𝑥𝑘2(𝛼𝑘2)) = min
𝛼∈(−∞,∞)

𝜙(𝑥𝑘2(𝛼)).

Очевидно 𝑥𝑘2(𝛼𝑘2) ∈𝑀(𝑥0). Продовжуючи аналогiчно, прийдемо до прямої
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𝑥 = 𝑥𝑘𝑛(𝛼) = 𝑥𝑘,𝑛−1(𝛼𝑘,𝑛−1) + 𝛼𝑒𝑛,−∞ < 𝛼 <∞,

i знайдемо 𝛼𝑘𝑛 ∈ (−∞,∞), при якому

𝜙(𝑥𝑘𝑛(𝛼𝑘𝑛)) = min
𝛼∈(−∞,∞)

𝜙(𝑥𝑘𝑛(𝛼)).

Покладемо 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘𝑛(𝛼𝑘𝑛). Зрозумiло, що 𝑥𝑘+1 ∈𝑀(𝑥0) i 𝜙(𝑥𝑘+1) ≤ 𝜙(𝑥𝑘).
Продовжуючи описаний процес, отримаємо послiдовнiсть 𝑥𝑘, причому 𝑥𝑘 ∈

𝑀(𝑥0), 𝑘 = 0, 1, . . .,

𝜙(𝑥0) ≥ 𝜙(𝑥1) ≥ . . . ≥ 𝜙(𝑥𝑘) ≥ . . . .

Можна було б очiкувати, що гранична точка послiдовностi 𝑥𝑘 є точкою ло-
кального мiнiмума функцiї 𝜙(𝑥). Але в загальному випадку це не так. Бiльш
того, гранична точка послiдовностi 𝑥𝑘 може не бути навiть стацiонарною то-
чкою функцiї 𝜙(𝑥). Детальнiше про метод найшвидшого спуску можна почи-
тати тут [7].

2.3 Метод елiпсоїдiв

Метод елiпсоїдiв можна розглядати як частинний випадок методу узагальне-
ного градiєнтного спуску з розтягуванням простору в напрямку субградiєнта
з постiйним коефiцiєнтом розтягування простору i кроковим множником, що
змiнюється за формулою геометричної прогресiї [9]. З iншого боку його мо-
жна розглядати, як метод послiдовних вiдтинiв, в якому область локалiзацiї
розв’язкiв апроксимується на кожному кроцi елiпсоїдом [4]. Детальнiше про
метод елiпсоїдiв можа почитати тут [5].

Нехай на 𝑅𝑛 задано векторне поле 𝑔(𝑥), необов’язково неперервне, 𝑔(𝑥) ∈
𝑅𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. Знайдемо таку точку 𝑥*, що

⟨𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑥*⟩ ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Припустимо що ця задача має розв’язок, причому вiдомо, що 𝑥* ∈ 𝐾(𝑥0, 𝑅),
де 𝐾(𝑥0, 𝑅) – замкнена куля з центром в точцi 𝑥0 i радiусом 𝑅. Розглянемо
алгоритм розв’язування даної задачi при 𝑛 > 1.

Зафiксуємо стартову точку 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Вiзьмемо ℎ0 = 𝑅/(𝑛+ 1). Покладемо
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𝐵0 = 𝐼𝑛 , де 𝐼𝑛 – одинична (𝑛× 𝑛) –матриця. Нехай на 𝑘-й iтерацiї знайденi
значення 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛, ℎ𝑘 i матриця 𝐵𝑘. Перехiд до (𝑘 + 1)-ї iтерацiї полягає у
виконаннi такої послiдовностi крокiв:
Крок 1. Обчислимо 𝑔(𝑥𝑘). Якщо 𝑔(𝑥𝑘) = 0, тодi зупинимося: 𝑥𝑘 – розв’язок.
Iнакше перейдемо до кроку 2.
Крок 2. Визначимо

𝜁𝑘 =
𝐵𝑇

𝑘 𝑔(𝑥𝑘)⃦⃦
𝐵𝑇

𝑘 𝑔(𝑥𝑘)
⃦⃦ .

Крок 3. Обчислимо наступну точку

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − ℎ𝑘𝐵𝑘𝜁𝑘.

Крок 4. Обчислимо

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘𝑅𝛽(𝜁𝑘),

𝛽 =

√︂
𝑛− 1

𝑛+ 1
,

де 𝑅𝛽(𝜁𝑘) – оператор розтягування простору в напрямку 𝜁𝑘 з коефiцiєнтом 𝛽.
Крок 5. Обчислимо

ℎ𝑘+1 = ℎ𝑘𝑟,

𝑟 =
𝑛√
𝑛2 − 1

.

Крок 6. Перейдемо до (𝑘 + 1)-й iтерацiї зi значеннями 𝑥𝑘+1, ℎ𝑘+1, 𝐵𝑘+1.
Опис алгоритму завершено.
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3 Параметрична оптимiзацiя пучка траєкторiй

3.1 Критерiй якостi типу максимуму за початковими

умовами вiд термiнального функцiоналу

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї, яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi [1, 2]

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) (3.1)

на розв’язках системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (3.2)

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)* – вектор стану системи (3.2), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚)* – ве-
ктор параметрiв, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡) – 𝑛-вимiрна вектор-функцiя, яка є неперервно ди-
ференцiйованою за 𝑥 i 𝑝, а також неперервною за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. У такий спосiб ми
можемо застосувати теорему про неперервну диференцiйованiсть розв’язкiв
системи (3.2) вiд параметра 𝑝 i початкових умов 𝑥0. Функцiя Φ : 𝑅𝑛 → 𝑅1 є
неперервно диференцiйованою, 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 – компакт, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈𝑀0.

Задача полягає в тому щоб знайти параметр 𝑝* ∈ 𝑅𝑚 такий, що

𝐼(𝑝*) = inf
𝑝∈𝑅𝑚

𝐼(𝑝) (3.3)

Задача (3.1) - (3.3) називається задачею параметричної оптимiзацiї пучка
траєкторiй системи (3.2) з функцiоналом (3.3), який є функцiоналом типу
максимуму за початковими умовами вiд термiнального функцiоналу

𝐽(𝑥0, 𝑝) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)).

Тут 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝) є розв’язком системи (3.2) з початковою умовою 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, де
𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 – деяка точка при фiксованому значеннi параметра 𝑝 ∈ 𝑅𝑚.

Пучком траєкторiї системи (3.2) при фiксованому значеннi параметра
𝑝 ∈ 𝑅𝑚 називають множину розв’язкiв 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝) системи (3.2), де точка 𝑥0
пробiгає множину 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛.Бiльше детально про динамiку пучкiв можна
прочитати тут [1] Таким чином пучок траєкторiй є сукупнiстю функцiй в
просторi неперервних функцiй 𝐶([𝑡0, 𝑇 ];𝑅𝑛). За теоремою про iнтегральну
лiйку [2] пучок траєкторiй є компактом в множинi 𝐶([𝑡0, 𝑇 ];𝑅𝑛), так як мно-
жина початкових умов 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 є компактом. Множина 𝑋(𝑡, 𝑝) точок з 𝑅𝑛,
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яка складається з таких 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, що iснує 𝑥0 ∈ 𝑀0 таке, що 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝),
називається перетином пучка траєкторiй системи (3.2).

За теоремою про перетин iнтегральної лiйки перетин пучка траєкторiй
є компактною множиною в 𝑅𝑛 при кожному фiксованому 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. Та-
ким чином пучок траєкторiй залежить вiд вибору параметра 𝑝. Задача па-
раметричної оптимiзацiї (3.1)-(3.3) полягає в тому, щоб серед усiх значеннь
параметра 𝑝 вибрати такий, який мiнiмiзує максимальне значення критерiя
𝐽(𝑥0, 𝑝) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) серед усiх траєкторiй пучка.

Виберемо напрямок ℎ ∈ 𝑅𝑚 i позначимо

𝑅(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

𝐽(𝑦0, 𝑝) = 𝐽(𝑥0, 𝑝)

}︂
.

Множина 𝑅(𝑝) називається маргинальною множиною. За теоремою про по-
хiдну за напрямком вiд функцiї максимуму

𝐼 ′(𝑝, ℎ) = max
𝑥0∈𝑅(𝑝)

𝐽 ′(𝑥0, 𝑝, ℎ), (3.4)

де

𝐽 ′(𝑥0, 𝑝, ℎ) = lim
𝛼→+0

𝐽(𝑥0, 𝑝+ 𝛼ℎ) − 𝐽(𝑥0, 𝑝)

𝛼

– похiдна за напрямком (похiдна Дiнi) функцiоналу 𝐽(𝑥0, 𝑝). Так як в задачi
(3.1)-(3.3) функцiонал 𝐽(𝑥0, 𝑝) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) є диференцiйованим, то похi-
дна за напрямком спiвпадає з першою варiацiєю (варiацiєю за Лагранжем)

𝐽 ′(𝑥0, 𝑝, ℎ) = 𝛿𝐽(𝑥0, 𝑝, ℎ),

де

𝛿𝐽(𝑥0, 𝑝, ℎ) = lim
𝛼→+0

𝐽(𝑥0, 𝑝+ 𝛼ℎ) − 𝐽(𝑥0, 𝑝)

𝛼
=

=
𝑑

𝑑𝛼
𝐽(𝑥0, 𝑝+ 𝛼ℎ)

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

= 𝜙′(0).

Тут 𝜙(𝛼) = 𝐽(𝑥0, 𝑝+ 𝛼ℎ) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)).
Знайдемо першу варiацiю. Для цього визначимо

𝜙′(𝛼) =
⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝛼))

𝜕𝑥
,
𝜕𝑥(𝑇, 𝛼)

𝜕𝛼

⟩
,
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де 𝑥(𝑇, 𝛼) = 𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝 + 𝛼ℎ), 𝑥(𝑇 ) = 𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝). Позначимо 𝑧(𝑇 ) = 𝜕𝑥(𝑇,𝛼)
𝜕𝛼 в

точцi 𝛼 = 0. Тодi

𝜙′(0) =
⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇 ))

𝜕𝑥
, 𝑧(𝑇 )

⟩
(3.5)

Знайдемо систему диференцiальних рiвнянь для 𝑧(𝑡). Вона має вигляд

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑝
ℎ, 𝑧(𝑡0) = 0, (3.6)

де 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. Система (3.6) називається системою рiвнянь у варiцiях для
задачi (3.1)-(3.3). Тут 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝑡). Введемо вектор спряжених змiнних
𝜓 = (𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛)* i накладемо умову

𝜓 (𝑇 ) = −𝜕Φ (𝑥 (𝑇 ))

𝜕𝑥
. (3.7)

Беручи до уваги систему у варiацiях (3.6), одержуємо

𝜙′(0) = −
⟨
𝜓(𝑇 ), 𝑧(𝑇 )

⟩
= −

(︁⟨
𝜓(𝑇 ), 𝑧(𝑇 )

⟩
−

⟨
𝜓(𝑡0), 𝑧(𝑡0)

⟩)︁
=

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑑

𝑑𝑡

⟨
𝜓(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
𝑑𝑡 = −

∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨
𝜓(𝑡), 𝑧′(𝑡)

⟩)︁
𝑑𝑡 =

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨
𝜓(𝑡),

𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑝
ℎ
⟩)︁
𝑑𝑡 =

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑡)*

𝜕𝑥
𝜓(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡), ℎ

⟩)︁
𝑑𝑡.

Покладемо

𝜓′(𝑡) +
𝜕𝑓(𝑡)*

𝜕𝑥
𝜓(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (3.8)

Тодi

𝜙′(0) = −
⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡)𝑑𝑡, ℎ

⟩
= 𝛿𝐽(𝑥0, 𝑝, ℎ). (3.9)

Введемо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна для задачi (3.1)-(3.3)

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡)⟩. (3.10)

Тодi
𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑥
𝜓(𝑡),
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𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑝
=
𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡).

Таким чином ми обґрунтували теорему. При формулюваннi теореми ми
застосували (3.4), (3.7) - (3.10), а також двi останнi рiвностi.

Теорема 11. Похiдна за напрямком ℎ ∈ 𝑅𝑚 функцiоналу (3.1) задачi (3.1)-
(3.3) має вигляд

𝐼 ′(𝑝, ℎ) = max
𝑥0∈𝑅(𝑝)

⟨
−

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
,

де 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝) є розв’язком системи (3.2), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0, 𝑝)

є розв’язком спряженої системи

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

𝜓(𝑇 ) = −𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

𝜕𝑥
,

(3.11)

𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑦0, 𝑝)) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

}︂
, (3.12)

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡)⟩ – функцiя Гамiльтона-Понтрягiна.

З теореми про необхiдну умову екстремуму випливає такий наслiдок.

Наслiдок 11.1. Для того, щоб точка 𝑝* була точкою локального мiнiму-
му функцiоналу (3.1) задачi (3.1)-(3.3) на 𝑅𝑚 необхiдно, щоб виконувалася
умова

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝*, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
≤ 0, ∀ℎ ∈ 𝑅𝑚, (3.13)

де 𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡) є розв’язки системи (3.2) i спряженої системи (3.11), якi вiд-
повiдають 𝑝*, 𝑅(𝑝*) визначається за (3.12) при 𝑝 = 𝑝*.

З теореми про необхiдну умову екстремуму на множинi 𝐷 випливає такий
наслiдок.

Наслiдок 11.2. Для того, щоб точка 𝑝* була точкою локального мiнiмуму
функцiоналу (3.1) задачi (3.1)-(3.3) на 𝐷 необхiдно, щоб виконувалася умова

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝*, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
≤ 0, ∀ℎ ∈ 𝐶(𝑥*, 𝐷), (3.14)
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де 𝐶(𝑥*, 𝐷) – конус Булiгана в точцi 𝑥* до множини 𝐷. де 𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡) є
розв’язки системи (3.2) i спряженої системи (3.11), якi вiдповiдають 𝑝*,
𝑅(𝑝*) визначається за (3.12) при 𝑝 = 𝑝*.

3.2 Критерiй якостi типу максимуму за початковими

умовами вiд функцiоналу Больца

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi [2]

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

{︂∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑠), 𝑝, 𝑠)𝑑𝑠+ Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

}︂
(3.15)

на розв’язках системи (3.2). Тут 𝑓0(𝑥, 𝑝, 𝑡) є неперервно дференцiйованою
функцiєю за змiнними 𝑥, 𝑝 i неперервною за 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝),
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. Решта умов i позначень спiвпадають з умовами i позначеннями
задачi (3.1)- (3.3), 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 – компакт.

Задача полягає в тому щоб знайти параметр 𝑝* ∈ 𝑅𝑚, який мiнiмiзує
критерiй якостi (3.15) на розв’язках системи (3.2), тобто

𝐼(𝑝*) = inf
𝑝∈𝑅𝑚

𝐼(𝑝) (3.16)

Задача (3.15), (3.2), (3.16) називається задачею параметричної оптимiзацiї
пучка траєкторiй системи (3.2) з функцiоналом (3.15), який є функцiоналом
типу максимуму за початковими змiнними вiд функцiоналу типу Больца

𝐽(𝑥0, 𝑝) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝), 𝑝, 𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)). (3.17)

Як i в пунктi 3.1, позначимо

𝑅(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

𝐽(𝑦0, 𝑝) = 𝐽(𝑥0, 𝑝)

}︂
.

Похiдна за напрямком вiд функцiоналу (3.15) визначається так само, як i
в (3.4). Знайдемо першу варiацiю за Лагранжем вiд функцiоналу (3.17). Для
цього позначимо

𝜙(𝛼) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑡, 𝛼), 𝑝+ 𝛼ℎ, 𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑥(𝑇, 𝛼)) (3.18)
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i знаходимо

𝜙′(𝛼) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

{︁⟨𝜕𝑓0(𝑥(𝑡, 𝛼), 𝑝+ 𝛼ℎ, 𝑡)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑥(𝑇, 𝛼)

𝜕𝛼

⟩
+

+
⟨𝜕𝑓0(𝑥(𝑡, 𝛼), 𝑝+ 𝛼ℎ, 𝑡)

𝜕𝑝
, ℎ

⟩}︁
𝑑𝑡+

⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝛼))

𝜕𝑥
,
𝜕𝑥(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝛼

⟩
,

де 𝑥(𝑇, 𝛼) = 𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝 + 𝛼ℎ), 𝑥(𝑇 ) = 𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝). Позначимо 𝑧(𝑡) = 𝜕𝑥(𝑡,𝛼)
𝜕𝛼 в

точцi 𝛼 = 0. Тодi

𝜙′(0) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

{︁⟨𝜕𝑓0(𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝), 𝑝, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑧(𝑡)

⟩
+

+
⟨𝜕𝑓0(𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝), 𝑝, 𝑡)

𝜕𝑝
, ℎ

⟩}︁
𝑑𝑡+

⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

𝜕𝑥
, 𝑧(𝑇 )

⟩
.

Введемо вектор спряжених змiнних 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛)* i накладемо умо-
ву

𝜓(𝑇 ) = −𝜕Φ(𝑥 (𝑇 ))

𝜕𝑥
. (3.19)

Для 𝜓(𝑇 ) справедливою буде рiвнiсть

−
⟨
𝜓(𝑇 ), 𝑧(𝑇 )

⟩
= −

(︁⟨
𝜓(𝑇 ), 𝑧(𝑇 )

⟩
−

⟨
𝜓(𝑡0), 𝑧(𝑡0)

⟩)︁
=

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑑

𝑑𝑡

⟨
𝜓(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
𝑑𝑡 = −

∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨
𝜓(𝑡), 𝑧′(𝑡)

⟩)︁
𝑑𝑡 =

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨
𝜓(𝑡),

𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑝
ℎ
⟩)︁
𝑑𝑡 =

= −
∫︁ 𝑇

𝑡0

(︁⟨
𝜓′(𝑡) +

𝜕𝑓(𝑡)*

𝜕𝑥
𝜓(𝑡), 𝑧(𝑡)

⟩
+
⟨𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡), ℎ

⟩)︁
𝑑𝑡.

Тодi, беручи до уваги систему у варiацiях (3.6) а також попереднiй вираз,
одержуємо

𝜙′(0) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

{︁⟨𝜕𝑓0(𝑡)
𝜕𝑥

− 𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑧(𝑡)

⟩
−

⟨𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡), 𝜓(𝑡)

⟩
−

−
⟨𝜕𝑓(𝑡)

𝜕𝑝
ℎ, 𝜓(𝑡)

⟩
+
⟨𝜕𝑓0(𝑡)

𝜕𝑝
ℎ
⟩}︁

𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

{︁⟨𝜕𝑓0(𝑡)
𝜕𝑥

− 𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑥
𝜓(𝑡) − 𝑑𝜓(𝑡)

𝜕𝑡

⟩
+

+
⟨
− 𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡) +

𝜕𝑓0(𝑡)

𝜕𝑝
, ℎ

⟩}︁
𝑑𝑡.
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Накладаємо на функцiю 𝜓(𝑡) додатковi умови

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓0(𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑥
𝜓(𝑡). (3.20)

Тодi варiацiя

𝜙′(0) = −
∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝜕𝑓 *(𝑡)
𝜕𝑝

𝜓(𝑡) − 𝜕𝑓0(𝑡)

𝜕𝑝
, ℎ

⟩
𝑑𝑡 =

=
⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

{︁𝜕𝑓0(𝑡)
𝜕𝑝

− 𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡)

}︁
𝑑𝑡, ℎ

⟩
.

(3.21)

Вводимо функцiю Гамiльтона-Понтрягiна задачi (3.15), (3.2), (3.16)

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡) = −𝑓0(𝑥, 𝑝, 𝑡) + ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡)⟩. (3.22)

Тодi
𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑥
𝜓(𝑡),

𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑝
=
𝜕𝑓 *(𝑡)

𝜕𝑝
𝜓(𝑡).

З (3.4), (3.20) - (3.22), а також двох останнiх рiвностей випливає теорема.

Теорема 12. Похiдна за напрямком ℎ ∈ 𝑅𝑚 функцiоналу (3.15) задачi (3.15),
(3.2), (3.16) має вигляд

𝐼 ′(𝑝, ℎ) = max
𝑥0∈𝑅(𝑝)

⟨
−

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
, (3.23)

де 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝) є розв’язком системи (3.2), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0, 𝑝)

є розв’язком спряженої системи

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

𝜓(𝑇 ) = −𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

𝜕𝑥
,

(3.24)

𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑡, 𝑦0, 𝑝), 𝑝, 𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑥(𝑇, 𝑦0, 𝑝)) =

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝), 𝑝, 𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

}︂
, (3.25)
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𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡) = −𝑓0(𝑥, 𝑝, 𝑡) + ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡)⟩ – функцiя Гамiльтона-Понтрягiна
задачi (3.15), (3.2), (3.16).

З теореми про необхiдну умову екстремуму випливає такий наслiдок.

Наслiдок 12.1. Для того, щоб точка 𝑝* була точкою локального мiнiмуму
функцiоналу (3.15) задачi (3.15), (3.2), (3.16) на 𝑅𝑚 необхiдно, щоб викону-
валася умова

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝*, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
≤ 0,∀ℎ ∈ 𝑅𝑚. (3.26)

Тут 𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡) є розв’язки системи (3.2) i спряженої системи (3.24), якi
вiдповiдають 𝑝*, 𝑅(𝑝*) визначається за (3.25) при 𝑝 = 𝑝*.

З теореми про необхiдну умову екстремуму на множинi 𝐷 випливає такий
наслiдок.

Наслiдок 12.2. Для того, щоб точка 𝑝* була точкою локального мiнiмуму
функцiоналу (3.15) задачi (3.15), (3.2), (3.16) на 𝐷 необхiдно, щоб виконува-
лася умова

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝑝*, 𝜓(𝑡), 𝑡)

𝜕𝑝
𝑑𝑡, ℎ

⟩
≤ 0,∀ℎ ∈ 𝐶(𝑥*, 𝐷), (3.27)

де 𝐶(𝑥*, 𝐷) – конус Булiгана в точцi 𝑥* до множини 𝐷. Тут 𝑥(𝑡), 𝜓(𝑡) є
розв’язки системи (3.2) i спряженої системи (3.24), якi вiдповiдають 𝑝*,
𝑅(𝑝*) визначається за (3.25) при 𝑝 = 𝑝*.

3.3 Лiнiйний випадок

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi [2]

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) (3.28)

на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑝, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (3.29)

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)* – вектор стану системи (3.29), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚)* –
вектор параметрiв, 𝐴(𝑡) – матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛 з неперервними ком-
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понентами, Φ : 𝑅𝑛 → 𝑅1 – опукла неперервно диференцiйована функцiя,
𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ 𝑀0, де 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 – опуклий компакт.Задача параметричної
оптимiзацiї пучка траєкторiй системи (3.29) з функцiоналом (3.28) полягає у
знаходженнi параметра 𝑝* ∈ 𝑅𝑛 такого, що

inf
𝑝∈𝑅𝑚

𝐼(𝑝) = 𝐼(𝑝*). (3.30)

Загальний розв’язок системи (3.29) можнаподати у формi Кошi за фор-
мулою Кошi

𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝) = Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +

∫︁ 𝑇

𝑡0

Θ(𝑡, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠𝑝,

де Θ(𝑡, 𝑠) є фундаментальною матрицею системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥,

нормованої за моментом 𝑠, (𝑡, 𝑠 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]). Це означає, що розв’язок 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝)

системи (3.29) є лiнiйною функцiєю вiдносно 𝑥0 та 𝑝 i за формулою Кошi

𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑡0) = Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +𝐵(𝑡)𝑝, (3.31)

де

𝐵(𝑡) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

Θ(𝑡, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠.

Тому
𝐽(𝑥0, 𝑝) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑡0)) = Φ(Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +𝐵(𝑡)𝑝)

є опуклою функцiєю вiдносно 𝑥0 i 𝑝. Отже, функцiонал (3.28) є опуклим
вiдносно 𝑝, що випливає з твердження що максимум опуклої функцiї є опу-
клим. Бiльше про властивостi опуклих функцiй можна почитати тут [11].
Отже, що задача (3.28)-(3.30) є задачею негладкої опуклої оптимiзацiї. Для її
розв’язування можна використовувати спецiальнi методи. Функцiя Гамiльтона-
Понтрягiна задачi (3.28)-(3.30) має вигляд

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡) = ⟨𝐴(𝑡)𝑥+ 𝐶(𝑡)𝑝, 𝜓⟩.

28



Враховуємо, що

𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝐴*(𝑡)𝜓,

𝜕𝐻(𝑥, 𝑝, 𝜓, 𝑡)

𝜕𝑝
= 𝐶*(𝑡)𝜓,

як наслiдок теореми (11) одержимо таке твердження.

Теорема 13. Похiдна за напрямком ℎ ∈ 𝑅𝑚 функцiоналу (3.28) задачi (3.28)-
(3.30) має вигляд

𝐼 ′(𝑝, ℎ) = max
𝑥0∈𝑅(𝑝)

⟨−
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, ℎ⟩,

де 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0) є розв’язком спряженої системи

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝐴*(𝑡)𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (3.32)

𝜓(𝑇 ) = −𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

𝜕𝑥
, (3.33)

𝑅(𝑝) = {𝑥0 ∈𝑀0 : max
𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑦0, 𝑝)) = Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))}. (3.34)

Слiд зазначити, що 𝑅(𝑝) є опуклим компактом. Компактнiсть є загальною
властивiстю маргинальної множини. Опуклiсть випливає з того, що 𝑅(𝑝) =

𝑀0 ∩ 𝐿(𝑝), де

𝐿(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 : Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) = max

𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑦0, 𝑝))

}︂
.

Так як Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) є неперервно опуклою за 𝑥0 функцiєю, то множина 𝐿(𝑝)

є замкненою i опуклою. Отже, 𝑅(𝑝) є перетином двох опуклих множин.

Теорема 14. Для того щоб точка 𝑝* ∈ 𝑅𝑚 була точкою локального мiнi-
муму задачi (3.28)-(3.30) необхiдно i достатньо, щоб

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚, (3.35)

де 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0, 𝑝*) є розв’язком спряженої системи (3.32), (3.33), який
вiдповiдає 𝑝 = 𝑝*, маргинальна множина 𝑅(𝑝*) визначається за допомогою
(3.34) при 𝑝 = 𝑝*.
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Доведення. Необхiднiсть є наслiдком теореми (11) i її наслiдку (11.1). Дiйсно,
пiдставляючи в наслiдок (11.1) теореми (11) вектор ℎ = 𝛼(𝑝− 𝑝*), де 𝛼 > 0 –
деяка константа, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚, одержуємо (3.35).

Покажемо достатнiсть. Оскiльки 𝑝 = 𝑝* є розв’язком задачi (3.28)-(3.30),
то

𝐼(𝑝*) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝*)) ≤ max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) = 𝐼(𝑝)

для всiх 𝑝 ∈ 𝑅𝑚. Нагадаємо, що для задачi опуклої оптимiзацiї локальний
мiнiмум спiвпадає з глобальним мiнiмумом. Отже, при 𝑥*0 ∈ 𝑅(𝑝*) маємо

0 ≤ max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)) − max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝*)) ≤

≤ Φ(𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝)) − Φ(𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*)) ≤

≤
⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*))

𝜕𝑥
, 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝) − 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*)

⟩
.

(3.36)

Тут ми використали означення маргинальної множини 𝑅(𝑝*), а також те що
Φ(𝑥) є опуклою неперервно диференцiйованою функцiєю i тому

Φ(𝑥) − Φ(𝑦) ≤
⟨𝜕Φ(𝑦)

𝜕𝑥
, 𝑥− 𝑦

⟩
для довiльних точок 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛. З (3.36), (3.33) одержуємо

0 ≤
⟨𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*))

𝜕𝑥
, 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝) − 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*)

⟩
=

= ⟨−𝜓(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*), 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝) − 𝑥(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*)⟩.

З (3.31) маємо

0 ≤ ⟨−𝜓(𝑇, 𝑥*0, 𝑝*), 𝐵(𝑇 )(𝑝− 𝑝*)⟩, 𝐵(𝑇 ) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

Θ(𝑇, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠.

Оскiльки система (3.32) є спряженою до системи 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥, то її фундамен-

тальна матриця, нормована за моментом 𝑠 має вигляд 𝑁(𝑇, 𝑠) = Θ*(𝑠, 𝑇 ).
Тодi за формулою Кошi

𝜓(𝑇 ) = 𝑁(𝑇, 𝑠)𝜓(𝑠) = Θ*(𝑠, 𝑇 )𝜓(𝑠).
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Одержуємо

0 ≤⟨−𝜓(𝑇 ), 𝐵(𝑇 )(𝑝− 𝑝*)⟩ =

=⟨−𝜓(𝑇 ),

∫︁ 𝑇

𝑡0

Θ(𝑇, 𝑠)𝐶(𝑠)(𝑝− 𝑝*)𝑑𝑠⟩ =

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨−𝜓(𝑇 ),Θ(𝑇, 𝑠)𝐶(𝑠)(𝑝− 𝑝*)⟩𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨−Θ*(𝑠, 𝑇 )𝜓(𝑠),Θ(𝑇, 𝑠)𝐶(𝑠)(𝑝− 𝑝*)⟩𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨−𝐶*(𝑠)Θ*(𝑇, 𝑠)Θ*(𝑠, 𝑇 )𝜓(𝑠), 𝑝− 𝑝*⟩𝑑𝑠.

Так як Θ*(𝑇, 𝑠)Θ*(𝑠, 𝑇 ) = (Θ(𝑠, 𝑇 )Θ(𝑇, 𝑠))* = 𝐼𝑛, то

0 ≤
∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨−𝐶*(𝑠)𝜓(𝑠), (𝑝− 𝑝*)⟩𝑑𝑠, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚.

Оскiльки 𝑥*0 ∈ 𝑅(𝑝*) – довiльна точка, то

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚,

звiдки

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚.

Наслiдок 14.1. Якщо в задачi (3.28)-(3.30) накладена умова 𝑝 ∈ 𝐷 де 𝐷 ⊂
𝑅𝑚 – замкнена опукла множина, то точка 𝑝* ∈ 𝐷 є точкою локального
мiнiмуму функцiоналу (3.28) в задачi (3.28)-(3.30) з умовою 𝑝 ∈ 𝐷 тодi i
тiльки тодi, коли

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0

для всiх 𝑝 ∈ 𝐷.

Доведення. При доведеннi наслiдка слiд виконати всi кроки доведення тео-
реми (14), але базувати доведення на наслiдку (11.2) теореми (11.1). Також
слiд врахувати, що конус Булiгана 𝐶(𝑝*, 𝐷) = 𝑐𝑜𝑛𝑒(𝐷−𝑝*) у випадку опукло-
стi 𝐷. Тут 𝑐𝑜𝑛𝑒(·) – замкнена конiчна оболонка множини. У цьому випадку
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вектор ℎ = 𝛼(𝑝− 𝑝*) ∈ 𝐶(𝑝*, 𝐷), якщо 𝑝 ∈ 𝐷, 𝛼 > 0.

3.4 Випадок квадратичного функцiоналу

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi [2]

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

1

2
⟨𝑄0(𝑥− 𝑥𝑇 ), 𝑥− 𝑥𝑇 ⟩ (3.37)

на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑝, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (3.38)

де 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)* – вектор стану системи (3.38), 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚)* –
вектор параметрiв, 𝐴(𝑡) – матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛 з неперервними ком-
понентами, 𝑄0 – 𝑛 × 𝑛 - симетрична додатновизначена матриця, 𝑥𝑇 ∈ 𝑅𝑛 –
вiдомий вектор, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ 𝑀0, 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛 – опуклий компакт. Задача пара-
метричної оптимiзацiї пучка траєкторiй системи (3.38) з функцiоналом (3.37)
полягає у знаходженнi параметра 𝑝* ∈ 𝑅𝑛 такого, що

inf
𝑝∈𝑅𝑚

𝐼(𝑝) = 𝐼(𝑝*). (3.39)

Теорема 15. Похiдна за напрямком ℎ ∈ 𝑅𝑚 функцiоналу (3.37) задачi (3.37)-
(3.39) має вигляд

𝐼 ′(𝑝, ℎ) = max
𝑥0∈𝑅(𝑝)

⟨−
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, ℎ⟩,

де 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0) є розв’язком спряженої системи

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝐴*(𝑡)𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (3.40)

𝜓(𝑇 ) = −𝑄0(𝑥(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 ), (3.41)

𝑅(𝑝) =

{︂
𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

1

2
⟨𝑄0(𝑥(𝑇, 𝑦0) − 𝑥𝑇 ), 𝑥(𝑇, 𝑦0) − 𝑥𝑇 ⟩ =

=
1

2
⟨𝑄0(𝑥(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 ), 𝑥(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 ⟩

}︂
.

(3.42)

де 𝑥(𝑇, 𝑥0) = 𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝).

Доведення. При доведеннi теореми слiд виконати всi кроки доведення теоре-
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ми (13), але пiдставивши значення функцiоналу Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)).

Теорема 16. Для того щоб точка 𝑝* ∈ 𝑅𝑚 була точкою локального мiнi-
муму задачi (3.37)-(3.39) необхiдно i достатньо, щоб

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚, (3.43)

де 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡, 𝑥0, 𝑝*) є розв’язком спряженої системи (3.40),(3.41), який
вiдповiдає 𝑝 = 𝑝*, маргинальна множина 𝑅(𝑝*) визначається за допомогою
(3.42) при 𝑝 = 𝑝*.

Доведення. При доведеннi теореми слiд виконати всi кроки доведення теоре-
ми (13), але пiдставивши значення функцiоналу Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)).

Наслiдок 16.1. Якщо в задачi (3.37)-(3.39) накладена умова 𝑝 ∈ 𝐷 де 𝐷 ⊂
𝑅𝑚 – замкнена опукла множина, то точка 𝑝* ∈ 𝐷 є точкою локального
мiнiмуму функцiоналу (3.28) в задачi (3.37)-(3.39) з умовою 𝑝 ∈ 𝐷 тодi i
тiльки тодi, коли

min
𝑥0∈𝑅(𝑝*)

⟨∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑝− 𝑝*

⟩
≤ 0

для всiх 𝑝 ∈ 𝐷.

Доведення. При доведеннi теореми слiд виконати всi кроки доведення теоре-
ми (13), але пiдставивши значення функцiоналу Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)).
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4 Методи параметричної оптимiзацiї пучка тра-
єкторiй

4.1 Метод найшвидшого спуску

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

на розв’язках системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑝, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ].

Розв’яжемо дану задачу методом найшвидшого спуску. Оберемо 𝑝0 ∈ 𝑅𝑚 –
початкове наближення. Воно обирається довiльним чином з областi значень.
Нехай вiдомо 𝑝𝑘. Тодi перехiд до (𝑘 + 1)-ї iтерацiї матиме вигляд:

Крок 1. Вводимо дискретну сiтку на область 𝑀0. Тодi беремо точки 𝑥0 як
вузли сiтки i розв’язуємо для кожного вузла систему

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑝𝑘, 𝑡),

𝑥(𝑡0) = 𝑥0.

При цьому 𝑥(𝑇 ) шукається як чисельний розв’язок системи для вiдповiдного
𝑥0.

Крок 2. Знаходимо 𝜓(𝑡, 𝑥0) як чисельний розв’язок системи

𝜓(𝑡, 𝑥0)

𝑑𝑡
= −𝜕𝑓

*(𝑥, 𝑝𝑘, 𝑡)

𝜕𝑥
𝜓(𝑡, 𝑥0),

𝜓(𝑇, 𝑥0) = −𝜕Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑥
.

Крок 3. Визначимо маргинальну множину i вiдовiдну їй множину 𝐿(𝑝)

(1.18) з урахуванням (11.1).

𝑅(𝑝𝑘) = {𝑥0 ∈𝑀0 : max
𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑦0, 𝑝𝑘)) = Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0, 𝑝𝑘))},
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𝐿(𝑝𝑘) =
{︁
−

∑︁
𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜕𝑓 *(𝑥𝑘, 𝑝𝑘, 𝑡)

𝜕𝑝𝑘
𝜓(𝑡, 𝑥0)𝑑𝑡,∑︁

𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0
= 1, 𝛼𝑥0

≥ 0, 𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝𝑘)
}︁
.

Крок 4.Знаходимо 𝑧(*)𝑘 з умови

min
𝑧∈𝐿(𝑥𝑘)

‖𝑧‖ = ‖𝑧(*)𝑘 ‖.

якщо 𝑧(*)𝑘 = 0, то 𝑝𝑘 – шукане значення параметра 𝑝 i процес зупиняється.
Iнакше – процес триває далi.

Крок 5. Обчислимо наступну iтерацiю з рiвняння

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 − 𝛼𝑘
𝑧
(*)
𝑘

‖𝑧(*)𝑘 ‖
= 𝑝𝑘+1(𝛼𝑘),

де 𝛼𝑘 шукається як розв’язок однорозмiрно оптимiзацiйної задачi

𝐼(𝑝𝑘+1(𝛼𝑘)) = min
𝛼∈(0,∞)

𝐼(𝑝𝑘+1(𝛼)).

4.2 Метод найшвидшого спуску. Лiнiйний випадок

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑝, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ].

Розв’яжемо дану задачу методом найшвидшого спуску. Оберемо 𝑝0 ∈ 𝑅𝑚 –
початкове наближення. Воно обирається довiльним чином з областi значень.
Нехай вiдомо 𝑝𝑘. Тодi перехiд до (𝑘 + 1)-ї iтерацiї матиме вигляд:

Крок 1. Вводимо дискретну сiтку на область 𝑀0.Тодi беремо точки 𝑥0 як
вузли сiтки i знаходимо для кожної

𝑥𝑘(𝑡) = Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +𝐵(𝑡)𝑝𝑘,
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де Θ(𝑡, 𝑠) – матриця Кошi, 𝐵(𝑡) =
∫︀ 𝑡

𝑡0
Θ(𝑡, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠.

Крок 2. Знаходимо 𝜓(𝑡, 𝑥0) у виглядi

𝜓(𝑡, 𝑥0) = −Θ*(𝑇, 𝑡)
𝜕Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0, 𝑝𝑘)

𝜕𝑥
.

Крок 3. Визначимо маргинальну множину i вiдовiдну їй множину 𝐿(𝑝)

(1.18) з урахуванням (13)

𝑅(𝑝𝑘) = {𝑥0 ∈𝑀0 : max
𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑦0, 𝑝𝑘)) = Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0, 𝑝𝑘))},

𝐿(𝑝𝑘) =
{︁
−

∑︁
𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡, 𝑥0)𝑑𝑡,∑︁
𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0
= 1, 𝛼𝑥0

≥ 0, 𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝𝑘)
}︁
.

Крок 4. Знаходимо 𝑧(*)𝑘 з умови

min
𝑧∈𝐿(𝑥𝑘)

‖𝑧‖ = ‖𝑧(*)𝑘 ‖.

Якщо 𝑧(*)𝑘 = 0, то 𝑝𝑘 – шукане значення параметра 𝑝 i процес зупиняється.
Iнакше – процес триває далi.

Крок 5. Обчислимо наступну iтерацiю з рiвняння

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 − 𝛼𝑘
𝑧
(*)
𝑘

‖𝑧(*)𝑘 ‖
= 𝑝𝑘+1(𝛼𝑘).

де 𝛼𝑘 шукається як розв’язок однорозмiрно оптимiзацiйної задачi

𝐼(𝑝𝑘+1(𝛼𝑘)) = min
𝛼∈(0,∞)

𝐼(𝑝𝑘+1(𝛼)).

4.3 Метод елiпсоїдiв. Лiнiйний випадок

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї , яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))
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на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑝, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ].

Розв’яжемо дану задачу методом елiпсоїдiв. Нехай вiдомо, що розв’язок
задачi 𝑝* ∈ 𝐾(𝑝0, 𝑅), де 𝐾(𝑝0, 𝑅) – замкнена куля з центром в точцi 𝑝0 i
радiусом 𝑅. Розглянемо алгоритм розв’язування даної задачi при 𝑛 > 1.
Зафiксуємо стартову точку 𝑝0 ∈ 𝑅𝑚. Вiзьмемо ℎ0 = 𝑅/(𝑛 + 1). Покладемо
𝐵0 = 𝐼 , де 𝐼𝑚 – одинична (𝑚×𝑚) –матриця. Нехай на 𝑘-й iтерацiї знайденi
значення 𝑝𝑘 ∈ 𝑅𝑚, ℎ𝑘 i матриця 𝐵𝑘. Перехiд до (𝑘 + 1)-ї iтерацiї полягає у
виконаннi такої послiдовностi крокiв:
Крок 1. Спочатку вводимо дискретну сiтку на область 𝑀0. Тодi беремо точки
𝑥0 як вузли сiтки i знаходимо для кожної

𝑥𝑘(𝑡) = Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +𝐵(𝑡)𝑝𝑘,

де Θ(𝑡, 𝑠) – матриця Кошi, 𝐵(𝑡) =
∫︀ 𝑡

𝑡0
Θ(𝑡, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠. Також обчислимо 𝜓(𝑡, 𝑥0)

за формулою

𝜓(𝑡, 𝑥0) = −Θ*(𝑇, 𝑡)
𝜕Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0, 𝑝𝑘)

𝜕𝑥
.

Крок 2. Обчислимо 𝑧(*)𝑘 з умови

min
𝑧∈𝐿(𝑥𝑘)

‖𝑧‖ = ‖𝑧(*)𝑘 ‖,

де
𝑅(𝑝𝑘) = {𝑥0 ∈𝑀0 : max

𝑦0∈𝑀0

Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑦0, 𝑝𝑘)) = Φ(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0, 𝑝𝑘))},

𝐿(𝑝𝑘) =
{︁
−

∑︁
𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐶*(𝑡)𝜓(𝑡, 𝑥0)𝑑𝑡,∑︁
𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0
= 1, 𝛼𝑥0

≥ 0, 𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝𝑘)
}︁
.

Якщо 𝑧(*)𝑘 = 0, тодi зупинимося: 𝑝𝑘 – розв’язок. Iнакше перейдемо до кроку
3.
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Крок 3. Визначимо

𝜁𝑘 =
𝐵𝑇

𝑘 𝑧
(*)
𝑘⃦⃦⃦

𝐵𝑇
𝑘 𝑧

(*)
𝑘

⃦⃦⃦ .
Крок 4. Обчислимо наступну точку

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − ℎ𝑘𝐵𝑘𝜁𝑘.

Крок 5. Обчислимо

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘𝑅𝛽(𝜁𝑘),

𝛽 =

√︂
𝑛− 1

𝑛+ 1
,

де 𝑅𝛽(𝜁𝑘) – оператор розтягування простору в напрямку 𝜁𝑘 з коефiцiєнтом 𝛽.
Крок 6. Обчислимо

ℎ𝑘+1 = ℎ𝑘𝑟,

𝑟=
𝑛√
𝑛2 − 1

.

Опис алгоритму закiнчено.

4.4 Метод координатного спуску. Лiнiйний випадок

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї, яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐶(𝑡)𝑝, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ].

Розв’яжемо дану задачу методом координатного спуску. Оберемо 𝑝0 ∈ 𝑅𝑚

– початкове наближення. Воно обирається довiльним чином з областi значень.
Нехай вiдомо 𝑝𝑘. Тодi перехiд до (𝑘 + 1)-ї iтерацiї матиме вигляд:

Крок 1. Вводимо дискретну сiтку на область 𝑀0.Тодi беремо точки 𝑥0 як
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вузли сiтки i знаходимо для кожної

𝑥𝑘(𝑡) = Θ(𝑡, 𝑡0)𝑥0 +𝐵(𝑡)𝑝𝑘,

де Θ(𝑡, 𝑠) – матриця Кошi, 𝐵(𝑡) =
∫︀ 𝑡

𝑡0
Θ(𝑡, 𝑠)𝐶(𝑠)𝑑𝑠.

Крок 2. Введемо змiнну 𝑝𝑘,0 = 𝑝𝑘.Тодi побудуємо послiдовно спуск по
кожнiй з координат вектора 𝑝𝑘:

𝑝𝑘,𝑙 = 𝑝𝑘,𝑙−1 − 𝛼𝑘,𝑙𝑒𝑙 = 𝑝𝑘,𝑙(𝛼𝑘,𝑙), 𝑙 = 1, . . . ,𝑚

де 𝑒𝑙 – 𝑙-й орт, 𝛼𝑘,𝑙 шукається як розв’язок одновимiрної задачi мiнiмiзацiї

𝐼(𝑝𝑘,𝑙(𝛼𝑘,𝑙)) = min
𝛼∈(−∞,∞)

𝐼(𝑝𝑘,𝑙(𝛼)).

Крок 3. Якщо 𝑝𝑘,𝑚 = 𝑝𝑘 то алгоритм зупиняється i шукана точка 𝑝𝑘.
Iнакше

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘,𝑚. (4.1)

Опис алгоритму завершено.
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5 Обчислювальний експеримент

5.1 Задача 1

Постановка задачi

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї, яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) =
1

2
max
𝑥0∈𝑀0

(𝑥(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 )2 → min (5.1)

на розв’язках системи

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑝, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (5.2)

𝑥(0) = 𝑥0 ∈𝑀0, 𝑀0 = [𝑎, 𝑏], (5.3)

де 𝑎, 𝑏, 𝑥𝑇 , 𝐴 – деякi числа, 𝑇 > 0.

Алгоритм методу найшвидшого спуску для даної задачi

Обираємо початкове значення 𝑝0.
Крок 1. Вводимо дискретну сiтку на область 𝑀0. Тодi беремо точки 𝑥0 як

вузли сiтки i знаходимо для кожної

𝑥𝑘(𝑇 ) = exp(𝐴𝑇 )𝑥0 + 𝑝𝑘

(︂
1

𝐴
(exp(𝐴𝑇 ) − 1)

)︂
.

Крок 2. Для кожного 𝑥0 знаходимо 𝜓(𝑡, 𝑥0) у виглядi

𝜓(𝑡, 𝑥0) = − exp(𝐴(𝑇 − 𝑡))(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 ).

Крок 3. Визначимо маргинальну множину i вiдовiдну їй множину 𝐿(𝑝)

(1.18) з урахуванням (13),

𝑅(𝑝𝑘) = {𝑥0 ∈𝑀0 : max
𝑦0∈𝑀0

(𝑥𝑘(𝑇, 𝑦0) − 𝑥𝑇 )2 = (𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 )2},

𝐿2(𝑝𝑘, 𝑥0) =
1

𝐴
exp(𝐴𝑇 )(𝑥𝑘(𝑇, 𝑥0) − 𝑥𝑇 ),
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𝐿(𝑝𝑘) =
{︁ ∑︁

𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0
𝐿2(𝑝𝑘, 𝑥0),∑︁

𝑥0∈𝑅(𝑝𝑘)

𝛼𝑥0
= 1, 𝛼𝑥0

≥ 0, 𝑥0 ∈ 𝑅(𝑝𝑘)
}︁
.

Оскiльки задача одновимiрна то є два випадки:
1. 𝑅(𝑝𝑘) мiстить бiльше однiєї точки. Тодi 𝐿(𝑝𝑘) = 𝛼(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑥2, де

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐿2(𝑝𝑘, 𝑥0), 𝑥0 ∈ 𝑀0 –крайнi точки множини (всi iншi точки лежать
мiж ними).

2. 𝑅(𝑝𝑘) мiстить одну точку. Тодi 𝐿(𝑝𝑘) = 𝐿2(𝑝𝑘, 𝑥0).
Крок 4. Знаходимо 𝑧(*)𝑘 з умови

𝑧
(*)
𝑘 = 𝛼(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑥2,

де
𝛼 = arg min

𝛼∈[0,1]
‖𝛼(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑥2‖

для випадку 2, або
𝑧
(*)
𝑘 = 𝐿2(𝑝𝑘, 𝑥0).

для випадку 1.
Крок 5. Обчислимо наступну iтерацiю з рiвняння

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 − 𝛼𝑘
𝑧
(*)
𝑘

‖𝑧(*)𝑘 ‖
= 𝑝𝑘+1(𝛼𝑘).

де 𝛼𝑘 – послiдовнiсть для якої виконуються умови:

𝛼𝑘 > 0,
∞∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑘)
2 <∞,

∞∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑘) = ∞.

Якщо |𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘| < 𝜖, де 𝜖 – наперед задане мале число, то процес закiн-
чується. Iнакше переходимо на (𝑘 + 1)-у iтерацiю.

Результати обчислень методом найшвидшого спуску

Приклад 1. Розглядаємо задачу 1 при таких умовах:
початковi параметри: 𝑎 = 1; 𝑏 = 2; 𝑥𝑇 = 1.4; 𝐴 = −2; 𝑇 = 0.9;
Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 21;
Початкове наближення параметра 𝑝: 5;
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Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 20;
Умова зупинки алгоритму: |𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘| < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: 2.7604, оптимальне

значення критерiя якостi (5.1) 𝐼(𝑝*): 0.0034.

Рис. 1: Оптимальний пучок

На рисунку 1 зображений оптимальний пучок 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 = [0, 𝑇 ], що
виходить з точок розбиття 𝑥0. Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат
позначенi точки 𝑥0 розбиття, з яких бере початок пучок.

Приклад 2. Розглядаємо задачу 1 при таких умовах:
початковi параметри: 𝑎 = 0; 𝑏 = 3; 𝑥𝑇 = 1; 𝐴 = −1; 𝑇 = 2.9;
Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 21;
Початкове наближення параметра 𝑝: 25;
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 20;
Умова зупинки алгоритму: |𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘| < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: 0.9709, оптимальне

значення критерiя якостi (5.1) 𝐼(𝑝*): 0.0034.

Рис. 2: Оптимальний пучок
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На рисунку 2 зображений оптимальний пучок 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 = [0, 𝑇 ], що
виходить з точок розбиття 𝑥0. Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат
позначенi точки 𝑥0 розбиття, з яких бере початок пучок.

Приклад 3. Розглядаємо задачу 1 при таких умовах:
початковi параметри: 𝑎 = 0; 𝑏 = 3; 𝑥𝑇 = 5; 𝐴 = 1; 𝑇 = 2;
Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 21;
Початкове наближення параметра 𝑝: −5;
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 24;
Умова зупинки алгоритму: |𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘| < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 4.
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: −0.95218, оптимальне

значення критерiя якостi (5.1) 𝐼(𝑝*): 61.423.

Рис. 3: Оптимальний пучок

На рисунку 3 зображений оптимальний пучок 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 = [0, 𝑇 ], що
виходить з точок розбиття 𝑥0. Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат
позначенi точки 𝑥0 розбиття, з яких бере початок пучок.

5.2 Задача 2

Постановка задачi

Розглянемо задачу параметричної оптимiзацiї, яка полягає у мiнiмiзацiї кри-
терiя якостi

𝐼(𝑝) =
1

2
max
𝑥0∈𝑀0

{(𝑥1(𝑇, 𝑥0) − 𝑥
(1)
𝑇 )2 + (𝑥2(𝑇, 𝑥0) − 𝑥

(2)
𝑇 )2} → min (5.4)
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на розв’язках системи

𝑑𝑥1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + 𝑝1,

𝑑𝑥2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡) + 𝑝2,

(5.5)

𝑥(0) = 𝑥0 ∈𝑀0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (5.6)

де множина 𝑀0 має вигляд

𝑎)𝑀0 = {(𝑥1, 𝑥2) : |𝑥1| ≤ 𝑐1, |𝑥2| ≤ 𝑐2}, (5.7)

𝑏)𝑀0 = {(𝑥1, 𝑥2) : (𝑥1)
2 + (𝑥2)

2 ≤ 𝑟2}, (5.8)

де 𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22, 𝑥
(1)
𝑇 , 𝑥(2)𝑇 – деякi числа, 𝑇 > 0, 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0, 𝑟 > 0,

𝑝 = (𝑝1, 𝑝2), 𝑋𝑇 = (𝑥
(1)
𝑇 , 𝑥

(2)
𝑇 ).

Результати обчислень

Приклад 4. Розглядаємо задачу 2 для множини (5.7) за таких умов:
початковi параметри: 𝑎11 = 4; 𝑎12 = 3; 𝑎21 = −3; 𝑎22 = 2; 𝑥𝑇 = (1, 1);

𝑇 = 0.4; 𝑐1 = 3; 𝑐2 = 2;
Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 441;

Рис. 4: Дискретна сiтка

На рисунку 4 зображений дискретна сiтка на множинi 𝑥0 ∈𝑀0.
Початкове наближення параметра 𝑝: (1, 1);
Умова зупинки алгоритму: ‖𝑧(*)𝑘 ‖ < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Метод найшвидшого спуску.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 2;
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Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (−0.1481, 2.265), опти-
мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 134.451.

Рис. 5: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 5 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Метод елiпсоїдiв.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 32;
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (−0.1480, 2.265), опти-

мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 134.451.

Рис. 6: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 6 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Приклад 5. Розглядаємо задачу 2 для множини (5.8) при таких умовах:
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початковi параметри: 𝑎11 = 4; 𝑎12 = −1; 𝑎21 = −3; 𝑎22 = −2; 𝑥𝑇 = (1, 2);
𝑇 = 0.8; 𝑟 = 2;

Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 441;

Рис. 7: Дискретна сiтка

На рисунку 7 зображений дискретна сiтка на множинi 𝑥0 ∈𝑀0.
Початкове наближення параметра 𝑝: (1, 1);
Умова зупинки алгоритму: ‖𝑧(*)𝑘 ‖ < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Метод найшвидшого спуску.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 4;
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (1.1565, 6.5813), опти-

мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 2709.09.

Рис. 8: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 8 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Метод елiпсоїдiв.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 33;
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Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (1.1578, 6.589), опти-
мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 2709.89.

Рис. 9: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 9 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Приклад 6. Розглядаємо задачу 2 для множини (5.7) при таких умовах:
початковi параметри: 𝑎11 = −3; 𝑎12 = 3; 𝑎21 = −3; 𝑎22 = −8; 𝑥𝑇 = (1, 2);

𝑇 = 1.4; 𝑐1 = 1; 𝑐2 = 5;
Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 441;

Рис. 10: Дискретна сiтка

На рисунку 10 зображений дискретна сiтка на множинi 𝑥0 ∈𝑀0.
Початкове наближення параметра 𝑝: (1, 1);
Умова зупинки алгоритму: ‖𝑧(*)𝑘 ‖ < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Метод найшвидшого спуску.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 7;
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Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (−2.973, 18.919), опти-
мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 0.000076.

Рис. 11: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 11 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Метод елiпсоїдiв.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 13;
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (−3.013, 19.044), опти-

мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 0.000079.

Рис. 12: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 12 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Приклад 7. Розглядаємо задачу 2 для множини (5.8) при таких умовах:
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початковi параметри: 𝑎11 = −4; 𝑎12 = −1; 𝑎21 = 3; 𝑎22 = −2; 𝑥𝑇 = (1, 2);
𝑇 = 0.8; 𝑟 = 4;

Кiлькiсть точок розбиття для дискретної сiтки на 𝑀0: 441;

Рис. 13: Дискретна сiтка

На рисунку 13 зображений дискретна сiтка на множинi 𝑥0 ∈𝑀0.
Початкове наближення параметра 𝑝: (1, 1);
Умова зупинки алгоритму: ‖𝑧(*)𝑘 ‖ < 𝜖, де 𝜖 = 0.1𝑒− 3.
Метод найшвидшого спуску.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 3;
Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (5.76, 2.201), оптималь-

не значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 0.335.

Рис. 14: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 14 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Метод елiпсоїдiв.
Кiлькiсть iтерацiй алгоритму: 23;
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Результат: оптимальне значення параметра 𝑝*: (5.811, 2.188), опти-
мальне значення критерiя якостi (5.4) 𝐼(𝑝*): 0.332.

Рис. 15: Проєкцiї оптимального пучка на осi 𝑥1 (злiва) та 𝑥2 (справа)

На рисунку 15 зображенi проєкцiї оптимального пучка 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), 𝑡 =

[0, 𝑇 ], на осi 𝑥1, 𝑥2 (𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)). Злiва – 𝑥1(𝑡, 𝑥0, 𝑝*), справа – 𝑥2(𝑡, 𝑥0, 𝑝*).
Осi абсцисс вiдповiдає 𝑡. На осi ординат позначенi точки 𝑥0 розбиття, з
яких бере початок пучок.

Програма для реалiзацiї даних методiв була написана за допомогою про-
грамного забезпечення Maple.
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Висновки

Випускна квалiфiкацiйна робота магiстра присвячена створенню алгоритмiв
параметричної оптимiзацiї пучка траєкторiй з функцiоналом типу максиму-
му. В роботi запропоновано такi результати:

1 Розглянуто задачi параметричної оптимiзацiї пучка траєкторiй з рiзни-
ми типами критерiїв якостi, а саме:

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд термi-
нального функцiоналу;

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд фун-
кцыоналу Больца;

з критерiєм якостi типу максимуму за початковими умовами вiд термi-
нального функцiоналу на розв’язках лiнiйної системи.

2 На основi цього для даних типiв задач були модернiзованi такi алгори-
тми :

метод найшвидшого спуску;

метод елiпсоїдiв;

метод координатного спуску.

3 Створено алгоритми i вiдповiдну програму, що розв’язує задачу пара-
метричної оптимiзацiї пучка траєкторiй з критерiєм якостi типу ма-
ксимуму за початковими умовами вiд термiнального функцiоналу на
розв’язках лiнiйної системи за допомогою алгоритмiв:

метод найшвидшого спуску;

метод елiпсоїдiв.

Проведено ряд обчислювальних експериментiв, якi показали ефектив-
нiсть розроблених методiв.

51



Лiтература

1. Бублик Б.Н. Кириченко Н.Ф., Гаращенко Ф.Г. Структурно-параметрическая
оптимизация и устойчивость динамики пучков. К.: Наук. думка, 1985, 304 с.

2. Башняков О.М. Пiчкур В.В., Гаращенко Ф.Г. Практична стiйкiсть, оцiнки та
оптимiзацiя. К.: ВПЦ Київський унiверситет, 2008, 383 с.

3. Зинько П.Н. Бейко И.В., Бублик Б.Н. Методы и алгоритмы решения задач
оптимизации. Высшая школа, 1983, 512 с.

4. Немировский А. С. Юдин Д.Б. Сложность задач и эффективность методов
оптимизации. М.: Наука, 1979, 383 с.

5. Шор Н.З. Стеценко С.И. Квадратичные экстремальные задачи и недиффе-
ренцируемая оптимизация. Киев: Наукова думка, 1989, 209 с.

6. Галеев Э.М. Тихомиров В.М. Оптимизация: теория, примеры, задачи. М.:
Эдиториал УРСС, 2000, 320 с.

7. Демьянов В.Ф. Малоземов В.Н. Введение в минимакс. М.: Наука, 1972, 368
с.

8. Половинкин Е.С. Балашов М.В. Элементы выпуклого и сильно выпуклого
анализа. М.: Физматлит, 2007, 440 с.

9. Шор Н.З. Методы минимизации недифференцируемых функций и их прило-
жения. Киев: Наукова думка, 1979, 200 с.

10. Кларк Ф. Оптимизация и негладкий анализ. М., Наука, 1988, 280 с.

11. Пшеничный Б.Н. Выпуклый анализ и экстремальные задачи. М.: Наука,
1980, 320 с.

12. Моклячук М.П. Негладкий аналiз та оптимiзацiя. К: Київський унiверси-
тет, 2008, 399 с.

52


	Основні позначення
	Вступ
	Диференціювання функції максимуму
	Похідна за напрямком і необхідні умови екстремуму
	Властивості функції максимуму

	Методи мінімізації функцій типу максимуму
	Метод найшвидшого спуску. Загальний підхід
	Метод координатного спуску
	Метод еліпсоїдів

	Параметрична оптимізація пучка траєкторій
	Критерій якості типу максимуму за початковими умовами від термінального функціоналу
	Критерій якості типу максимуму за початковими умовами від функціоналу Больца
	Лінійний випадок
	Випадок квадратичного функціоналу

	Методи параметричної оптимізації пучка траєкторій
	Метод найшвидшого спуску
	Метод найшвидшого спуску. Лінійний випадок
	Метод еліпсоїдів. Лінійний випадок
	Метод координатного спуску. Лінійний випадок

	Обчислювальний експеримент
	Задача 1
	Задача 2

	Висновки
	Література

