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Âñòóï

Íåõàé (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . .− íåçàëåæíi êîïi¨ âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà (ξ, η) çi çíà÷åííÿìè ç R2 ç ÿê-çàâãîäíî çàëåæíèìè êîîð-
äèíàòàìè. Âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü (Sk)k∈N0, äå N0 := N∪{0},
ùî íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì âèïàäêîâèì áëóêàííÿì ç ïî÷à-
òêîì â íóëi òà ñòðèáêàìè ξk, âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . . + ξk, k ∈ N.

ßêùî âèïàäêîâèé ðÿä
∑

k≥0 e
−Skηk+1 ¹ çáiæíèì ìàéæå íàïåâ-

íî, òî âií íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ðÿäîì, ïîðîäæåíèì ëiíié-

íèìè ðåêóðñiÿìè. Ó iíîçåìíié ëiòåðàòóði òàêèé ðÿä íàçèâà-
þòü perpetuity (äîâi÷íà ðåíòà) ÷åðåç ìîæëèâå àêòóàðíå çà-
ñòîñóâàííÿ.

Â öié ðîáîòi ìè äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè
b→ 1− çáiæíîãî âèïàäêîâîãî ðÿäó

∑
k≥0 b

Skηk+1, ÿêèé íàçâå-
ìî äèñêîíòîâàíèì çáiæíèì ðÿäîì, ïîðîäæåíèì ëiíiéíèìè

ðåêóðñiÿìè. Íàøà ìåòà � äîâåñòè äâi ñòàíäàðòíi ãðàíè÷íi òå-
îðåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé äëÿ äèñêîíòîâàíèõ çáiæíèõ ðÿäiâ,
ïîðîäæåíèõ ëiíiéíèìè ðåêóðñiÿìè, à ñàìå � ïîñèëåíèé çàêîí
âåëèêèõ ÷èñåë òà ôóíêöiîíàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.

Äîñòàòíèìè óìîâàìè äëÿ ìàéæå íàïåâíî (ì.í.) àáñîëþòíî¨
çáiæíîñòi âèïàäêîâîãî ðÿäó

∑
k≥0 b

Skηk+1 äëÿ ôiêñîâàíîãî b ∈
(0, 1) ¹

Eξ ∈ (0,∞) òà E log+ |η| <∞,
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äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìó 2.1 ñòàòòi [6]. Öi äîñòàòíi óìîâè âè-
êîíóþòüñÿ, òîáòî äèñêîíòîâàíèé âèïàäêîâèé ðÿä ¹ ì.í. çái-
æíèì äëÿ âñiõ b ∈ (0, 1), çà ïðèïóùåíü âñiõ íàøèõ ðåçóëüòà-
òiâ, ùî áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi íåçàáàðîì.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèïëîìíî¨ ðîáîòè, à
ñàìå � òåîðåìè 1 òà 2. Òåîðåìà 1 � öå ïîñèëåíèé çàêîí âåëè-
êèõ ÷èñåë äëÿ äèñêîíòîâàíèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ, ïîðîäæåíèõ
ëiíiéíèìè ðåêóðñiÿìè.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî µ := Eξ ∈ (0,∞) òà E|η| <∞.

Òîäi

lim
b→1−

(1− b)
∑
k≥0

bSkηk+1 = µ−1m ì.í., (1)

äå m := Eη.

Óïðîäîâæ ðîáîòè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
P−→,⇒ òà

d−→ çái-
æíiñòü çà éìîâiðíiñòþ, ñëàáêó çáiæíiñòü ó ïðîñòîði ôóíêöié
òà ñëàáêó çáiæíiñòü îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíî. Òà-
êîæ ÷åðåçD(0,∞) áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið Ñêîðîõîäà íåïå-
ðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà (0,∞), çi ñêií÷åííè-
ìè ãðàíèöÿìè çëiâà â äîäàòíèõ òî÷êàõ. Òåîðåìà 2 � öå ôóí-
êöiîíàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ äèñêîíòîâàíèõ âèïàäêîâèõ
ðÿäiâ, ïîðîäæåíèõ ëiíiéíèìè ðåêóðñiÿìè.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî µ = Eξ ∈ (0,∞), E|η| <∞ òà
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s2 := Var η ∈ (0,∞). Òîäi ïðè b→ 1−(
(1− b)

1
2
∑
k≥0

buSkηk+1

)
u>0

⇒
(
2s2µ−1

)1/2(∫
[0,∞]

e−uydB(y)

)
u>0

(2)

â J1-òîïîëîãi¨ íà D(0,∞), äå (B(y))y≥0 � ñòàíäàðòíèé Áðî-

óíiâñüêèé ðóõ.

Çàóâàæåííÿ 3. Ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ó òåîðåìi 2 ¹ ì.í. íåïå-
ðåðâíèì Ãàóñiâñüêèì ïðîöåñîì íà (0,∞) ç êîâàðiàöi¹þ

E
∫
[0,∞]

e−uydB(y)

∫
[0,∞]

e−uydB(y) =
1

u + v
, u, v > 0. (3)

Ïîêëàâøè â (2) u = 1 òà âèêîðèñòàâøè (3) ç u = v = 1,
îòðèìà¹ìî îäíîâèìiðíó öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó.

Íàñëiäîê 4. Çà ïðèïóùåíü òåîðåìè 2 ïðè b→ 1−,

(1− b)1/2
∑
k≥0

bSkηk+1
d−→
(
2s2µ−1

)1/2
Normal(0, 1),

äå Normal(0, 1) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi ñòàíäàðòíèì íîð-

ìàëüíèì ðîçïîäiëîì.
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Îãëÿä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ
äëÿ ñòåïåíåâèõ
âèïàäêîâèõ ðÿäiâ

Ñòåïåíåâèé âèïàäêîâèé ðÿä
∑

k≥0 b
kηk+1 äëÿ b ∈ (0, 1) ¹ äóæå

îêðåìèì âèïàäêîì äèñêîíòîâàíîãî çáiæíîãî ðÿäó, ïîðîäæå-
íîãî ëiíiéíèìè ðåêóðñiÿìè, ùî âiäïîâiäà¹ âèðîäæåíîìó âè-
ïàäêîâîìó áëóêàííþ Sk = k äëÿ k ∈ N0. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè
îáãîâîðèìî âiäîìi àíàëîãè íàøèõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ
ñòåïåíåâèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ.
Çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë. Çà ïðèïóùåííÿ E|η| < ∞ íàâåäåíèé
íèæ÷å ïîñèëåíèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ìîæå áóòè çíàéäåíèé
ó òåîðåìi 1 [1]

lim
b→1−

(1− b)
∑
k≥0

bkηk+1 = m ì.í., (4)

äå m = Eη
Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Çà ïðèïóùåííÿ E|η|3 <

∞ ó òåîðåìi 1 [2] äîâåäåíî íåðiâíiñòü Áåðði-Åññååíà, ç ÿêî¨
âèïëèâà¹

(1− b2)1/2
(∑

k≥0

bkηk+1 −
m

1− b

)
d−→ s Normal(0, 1), b→ 1−,

äå s2 = Var η ∈ (0,∞).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàâåäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, à òàêîæ
ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ äåÿêèõ äîïîìiæíèõ ëåì òà òâåð-
äæåíü.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôðàãìåíòîì òåîðåìè 5 íà ñ. 49 â [3], ÿêèé
ìè àäàïòó¹ìî ïiä íàøó çàäà÷ó.

Ëåìà 5. Íåõàé (ck(b))k∈N òà (sk)k∈N � ïîñëiäîâíîñòi äié-

ñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà (0,1), òà äiéñíèõ ÷èñåë

âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî

(i)
∑

k≥1 |ck(b)| ≤ A äëÿ âñiõ b ∈ (0,∞);

(ii) limb→1− ck(b) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ N;
(iii) limb→1−

∑
k≥1 ck(b) = 1.

Òîäi ðÿä t(b) :=
∑

k≥1 ck(b)sk ¹ çáiæíèì äëÿ âñiõ b ∈ (0,∞).

Áiëüøå òîãî, ÿêùî limn→∞ sn = s ∈ R, òî limb→1− t(b) = s

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Äëÿ ïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî

lim
b→1−

(1− b)
∑
k≥0

bSk = µ−1 ì.í. (5)

Äëÿ x ∈ R ïîêëàäåìî M(x) = #{n ≥ 0 : Sn ≤ x}. Îñêiëü-
êè limn→∞ Sn = +∞ ì.í., òî M(x) < ∞ ì.í. Êðiì òîãî,
çà òåîðåìîþ Â â [4] limx→∞ x

−1M(x) = µ−1 ì.í. Îòæå, äëÿ
ε > 0 iñíó¹ ì.í. ñêií÷åííà âèïàäêîâà âåëè÷èíà x0 > 0 òàêà,
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ùî |x−1M(x)− µ−1| ≤ ε äëÿ âñiõ x > x0. Çàïèøåìî∑
k≥0

bSk =
∑
k≥0

bSk1{Sk≤x0} +

∫
(x0,∞)

bxdM(x).

Êiëüêiñòü äîäàíêiâ â ñóìi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi ¹ ì.í. ñêií-
÷åííîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ i äîðiâíþ¹ M(x0). Îòæå,
limb→1− =

∑
k≥0 b

Sk1{Sk≤x0} = M(x0) ì.í. Iíòåãðóþ÷è ÷àñòè-
íàìè, îòðèìó¹ìî∫

(x0,∞)

bxdM(x) + bx0M(x0) = | log b|
∫ ∞
x0

bxM(x)dx ≤

≤
(
µ−1 + ε

)
bx0 (1 + | log b|x0)
| log b|

.

Òàêèì ÷èíîì,

lim sup
b→1−

∑
k≥0

bSk ≤ µ−1 ì.í.

Äîâåäåííÿ çâîðîòíî¨ íåðiâíîñòi äëÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi ïîâíi-
ñòþ àíàëîãi÷íå.

Ïåðåõîäÿ÷è äî äîâåäåííÿ (1), âèêîðèñòà¹ìî ñóìóâàííÿ ÷à-
ñòèíàìè àáè îòðèìàòè äëÿ b ∈ (0, 1) òà ` ∈ N∑̀

k=1

bSk−1ηk =
`−1∑
k=1

(
bSk−1 − bSk

)
Tk + bS`−1T`, (6)

äå T0 := 0 òà Tk := η1 + . . . + ηk äëÿ k ∈ N. Ìà¹ìî, ùî
lim`→∞ b

S`−1T` = 0 ì.í., îñêiëüêè çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âå-
ëèêèõ ÷èñåë ïåðøèé ìíîæíèê ïðÿìó¹ äî íóëÿ åêñïîíåíöiéíî
øâèäêî, à äðóãèé ìà¹ ùîíàéáiëüø ëiíiéíå çðîñòàííÿ. Îòæå,∑

k≥1

bSk−1ηk =
∑
k≥1

k
(
bSk−1 − bSk

) (
k−1Tk

)
.
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Äàëi çàñòîñó¹ìî ëåìó 5 ç ck(b) := µ(1 − b)k
(
bSk−1 − bSk

)
äëÿ

k ∈ N i b ∈ (0, 1) òà sk := k−1Tk äëÿ k ∈ N. Óìîâà (ii) ëåìè 5
âèêîíó¹òüñÿ òðèâiàëüíî (ì.í.), à óìîâà (iii) âèïëèâà¹ ç∑

k≥1 ck(b) = µ(1 − b)
∑

k≥0 b
Sk i (5). Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ

óìîâè (i). Çâåðòàþ÷èñü ùå ðàç äî ïîñèëåíîãî çàêîíó âåëèêèõ
÷èñåë, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ çàäàíîãî ε ∈ (0, µ) iñíó¹ (âè-
ïàäêîâå) íàòóðàëüíå N òàêå, ùî bSk−1 ≤ b(µ−ε)(k−1) äëÿ âñiõ
k ≥ N + 1. Çàôiêñó¹ìî b1 ∈ (0, 1). Çà òåîðåìîþ ïðî ñåðå-
äí¹ çíà÷åííÿ äëÿ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêié äëÿ k ≥ N + 1 òà
b ∈ (b1, 1)

|bSk−1−bSk| ≤ max(bSk−1, bSk)| log b||ξk| ≤ b
−(µ−ε)
1 b(µ−ε)k| log b||ξk|.

(7)
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü xe−x ≤ 2e−x/2 äëÿ x ≥ 0, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî äëÿ k ≥ N + 1 òà b ∈ (b1, 1)

k|bSk−1 − bSk| ≤ 2(µ− ε−1)b−(µ−ε)1 b(µ−ε)k/2|ξk| =: cb(µ−ε)k/2|ξk|.

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ìà¹ìî äëÿ b ∈ (b1, 1)

(µ(1− b))−1
∑
k≥1

|ck(b)| =
∑
k≥1

k|bSk−1 − bSk| ≤

≤ 2

N∑
k=1

k+
∑

k≥N+1

k|bSk−1−bSk| ≤ N(N+1)+c
∑
k≥1

b(µ−ε)k/2|ξk|.

Çãiäíî ç (4)

lim
b→1−

(1− b)
∑
k≥1

b(µ−ε)k/2|ξk| = 2|Eξ|/(µ− ε) ì.í.

Öå äîâîäèòü âèêîíàííÿ óìîâè (i) çà ïîòî÷íèõ ïðèïóùåíü.
Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

lim
k→∞

sk = lim
k→∞

(k−1Tk) = m ì.í.
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Îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 5 ñïiââiäíîøåííÿ (1) âèêîíó¹òüñÿ. Äî-
âåäåííÿ òåîðåìè 1 çàâåðøåíå. �
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîâåäåìî òåîðåìó 2, à òàêîæ íàâåäåìî
äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, íåîáõiäíi äëÿ öüîãî.

Ìè äîâåäåìî ñëàáêó çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäi-
ëiâ i ïîòiì ùiëüíiñòü.
Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ â (2). Âè-
êîðèñòà¹ìî ïðèéîì Êðàìåðà-Âîëäà. À ñàìå, ïîêàæåìî, ùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî ` ∈ N, áóäü-ÿêèõ α1, . . . α` òà 0, u1 < · · · <
u` <∞ ïðè b→ 1−

(1− b2)1/2
∑̀
i=1

αi
∑
k≥0

buiSkηk+1
d−→

(2s2µ−1)1/2
∑̀
i=1

αi

∫
[0,∞)

e−uiydB(y). (8)

Äëÿ k ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fk σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó âè-
ïàäêîâèìè âåêòîðàìè (ξj, ηj)1≤j≤k. Áóäåìî ïèñàòè Ek(·) çà-
ìiñòü E (·|Fk). Äëÿ êîæíîãî b ∈ (0, 1) ïîñëiäîâíiñòü(

(1− b2)1/2
∑̀
i=1

αi
∑
k≥0

buiSkηk+1,Fk

)
n∈N

óòâîðþ¹ ìàðòèíãàë (ìàðòèíãàë íå îáîâ'ÿçêîâî iíòåãðîâíèé,
îñêiëüêè ìîæëèâiñòü òîãî, ùî Ebξ =∞, íå âèêëþ÷à¹òüñÿ). Çà
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öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ äëÿ ìàðòèíãàëiâ (òåîðåìà
2.5(à) â [7]) çáiæíiñòü (8) áóäå äîâåäåíà ÿêùî ìè çìîæåìî
ïîêàçàòè, ùî

(1− b2)1/2
∑
k≥0

Ek

(∑̀
i=1

αib
uiSkηk+1

)2

P−→ 2s2µ−1E

(∑̀
i=1

αi

∫
[0,∞)

e−uiydB(y)

)2

, b→ 1−, (9)

i ùî äëÿ ε > 0

(1−b2)1/2
∑
k≥0

Ek

(∑̀
i=1

αib
uiSkηk+1

)2

1{(1−b2)1/2|
∑`

i=1 αib
uiSkηk+1|>ε}

.

(10)
Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ (9):

(1− b2)1/2
∑
k≥0

Ek

(∑̀
i=1

αib
uiSkηk+1

)2

=

= s2(1−b2)E

∑̀
i=1

α2
i

∑
k≥0

b2uiSk + 2
∑

1≤i≤j≤`

αiαj
∑
k≥0

b(ui+uj)Sk

 .

Çà òåîðåìîþ 1 îñòàííié âèðàõ çáiãà¹òüñÿ ì.í. ïðè b→ 1− äî

s2µ−1

∑̀
i=1

α2
iu
−1
i + 4

∑
1≤i≤j≤`

αiαj(ui + uj)
−1

 =

= 2s2µ−1E

(∑̀
i=1

αi

∫
[0,∞)

e−uiydB(y)

)2

,
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äå îñòàííÿ ðiâíiñòü ñëiäó¹ ç (3).
Ïåðåõîäÿ÷è äî äîâåäåííÿ (10), ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî

âíàñëiäîê íåðiâíîñòi

(a1+· · ·+a`)21{|a1+... +a`|>y} ≤ (|a1|+· · ·+|a`|)21{|a1|+···+|a`|>y} ≤
≤ `2(|a1| ∨ · · · ∨ |a`|)21{`(|a1|∨···∨|a`|)>y} ≤

≤ ell2(a211{|a1|>y/`} + · · · + a211{|a`|>y/`}),

ùî ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ a1, . . . , a` ∈ R òà y > 0, äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ ε > 0 òà u > 0

(1− b2)
∑
k≥0

Ek(buSkηk+1)
2
1{(1−b2)1/2buSk |ηk+1|>ε}

P−→ 0, b→ 1− .

Ïîêëàäåìî T := sup {n ∈ N0 : sn ≤ 0} òà çàóâàæèìî, ùî
T <∞ ì.í. ÷åðåç òå, ùî limn→∞ Sn = +∞ ì.í.
Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

(1− b2)
T∑
k=0

Ek(buSkηk+1)
2
1{(1−b2)1/2buSk |ηk+1|>ε}

≤

≤ s2(1− b2)
T∑
k=0

b2uSk → 0,

ì.í. ïðè b→ 1−. Òåïåð çàóâàæèìî, ùî äëÿ k ≥ T + 1 âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü buSk ≤ 1 ì.í. i, îòæå,

{(1− b2)1/2buSk|ηk+1| > ε} ⊆ {|ηk+1| > ε(1− b2)−1/2}.

Òàêèì ÷èíîì,

(1− b2)1/2
∑
k≥T+1

Ek(buSkηk+1)
2
1{(1−b2)1/2buSk |ηk+1|>ε}

≤

≤ Eη21{|η|>ε(1−b2)−1/2}(1− b
2)
∑
k≥0

b2uSk → 0
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ì.í. ïðè b → 1−. Ãðàíè÷íå âiäíîøåííÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ òàê:
óðiçàíèé äðóãèé ìîìåíò çáiãà¹òüñÿ äî 0, à

lim
b→1−

(1− b2)
∑
k≥0

b2uSk = (µu)−1 ì.í.

çà òåîðåìîþ 1. �
Äîâåäåííÿ ùiëüíîñòi â (2). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi c, d ∈ (0,∞),
c < d. Äîñòàòíüî äîâåñòè ùiëüíiñòü íà ïðîìiæêó [c, d].

Äëÿ êîæíîãî δ ∈ (0, µ) òà k ∈ N0 âèçíà÷èìî ïîäiþ

Rk(δ) := {|Sk − µk|> δk} .

Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî

lim
b→1−

(1− b2)1/2 sup
u∈[c, d]

∣∣∣∣∣∑
k≥0

buSk1Rk(δ)ηk+1

∣∣∣∣∣ = 0, ì.í. (11)

Ñïðàâäi, ñóïðåìóì íå ïåðåâèùó¹ ì.í.∑
k≥0

bcSk1{Sk≥0}1Rk(δ)|ηk+1| +
∑
k≥0

bdSk1{Sk<0}1Rk(δ)|ηk+1|.

Òóò, êîæåí äîäàíîê ¹ çáiæíèì ì.í. ïðè b→ 1− äî ì.í. ñêií-
÷åííî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Áiëüø òîãî, êiëüêiñòü íåíóëüî-
âèõ äîäàíêiâ ¹ ì.í. ñêií÷åííîþ âíàñëiäîê

∑
k≥0 1Rk(δ) < ∞

ì.í., ùî â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ïîñèëåíèì çàêîíîì âå-
ëèêèõ ÷èñåë. Òàêèì ÷èíîì, (11) äîâåäåíå.

Äîâåäåìî äàëi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ [c, d] òà b < 1

áëèçüêèõ äî 1

(1− b2)E

(∑
k≥0

(buSk − bvSk)1Rc
k(δ)
ηk+1

)2

≤ A(u− v)2 (12)
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äëÿ êîíñòàíòè A, ùî íå çàëåæèòü âiä u òà v. ÒóòRc
k(δ) ïîçíà-

÷à¹ äîïîâíåííÿ ïîäi¨ Rk(δ), à ñàìå, Rc
k(δ) = {|Sk−µk| ≤ δk}.

Çàçíà÷èâøè, ùî Rc
k(δ) ⊆ {Sk > 0}, òà ñêîðèñòàâøèñÿ òåîðå-

ìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêi¨, îòðèìà¹-
ìî ì.í. íà Rc

k(δ)

|buSk − bvSk| ≤ bcSk| log b||u− v|Sk ≤
≤ (µ + δ)bc(µ−δ)k|logb||u− v|k ≤

≤ 2(µ + δ)(ce(µ− δ))−1b(c/2)(µ−δ)k|u− v|.

Ìè âèêîðèñòàëè íåðiâíiñòü

sup
x>0
| log b|xbx ≤ 1/e

äëÿ îñòàííüîãî êðîêó. Çàëèøèëîñÿ ïîìiòèòè, ùî

E

(∑
k≥0

(buSk − bvSk)1Rc
k(δ)
ηk+1

)2

= s2E
∑
k≥0

(buSk − bvSk)21Rc
k(δ)

≤ 4s2(µ + δ)2(ce(µ− δ))−2
∑
k≥0

bc(µ−δ)k(u− v)2,

i òå, ùî

lim
b→1−

(1− b2)
∑
k≥0

bc(µ−δ)k = 2(c(µ− δ))−1.

Òàêèì ÷èíîì, (12) âèêîíó¹òüñÿ ç

A = 16s2(µ + δ)2e−2c−3(µ− δ)−3.

Çà ôîðìóëîþ (12.51) íà ñ. 95 â [5] ðîçïîäiëè(
(1− b2)1/2

∑
k≥0

buSk1Rc
k(δ)
ηk+1

)
u∈[c,d]

¹ ùiëüíèìè. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çàâåðøåíå. �
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Âèñíîâêè

Â äèïëîìíié ðîáîòi áóëî äîâåäåíî ïîñèëåíèé çàêîí âåëèêèõ
÷èñåë òà ôóíêöiîíàëüíó öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ
äèñêîíòîâàíèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ, ïîðîäæåíèõ ëiíiéíèìè ðå-
êóðñiÿìè,

∑
k≥0 b

Skηk+1 ïðè b → 1−. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó
ðîáîòi, äîïîìàãàþòü êðàùå çðîçóìiòè ïîâåäiíêó äèñêîíòîâà-
íèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ, à òàêîæ íàäàþòü íàáið iíñòðóìåíòiâ
äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ç íèìè. Îñíîâíèé iíòåðåñ äî äèñêîíòî-
âàíèõ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ ïîâ'ÿçàíèé, â ïåðøó ÷åðãó, ç ¨õ àêòó-
àðíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ: âèïàäêîâi ðÿäè çà ïðèïóùåíü äèïëîì-
íî¨ ðîáîòè îïèñóþòü êîëèâàííÿ ïîòî÷íî¨ âàðòîñòi ó ñèòóàöi¨,
êîëè àêòóàðíèé ðèíîê áëèçüêèé äî ñïðèÿòëèâîãî äëÿ êëi¹íòà
ñöåíàðiþ íèçüêîãî ðèçèêó.
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