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Анотацiя

У данiй роботi проаналiзовано керованiсть лiнiйними дискретними систе-

мами системами зi змiнною розмiрнiстю вектора стану. Розглянуто задачу

про переведення даної системи в довiльний кiнцевий стан. Обгрунтовано те-

орему про побудову множини досяжностi та побудовано критерiї керованостi

з множини початкових станiв на термiнальну множину.
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Вступ

У данiй роботi розглядаються лiнiйнi дискретнi системи зi змiнною розмiр-

нiстю вектора стану [2]. Особливу увагу придiлено керованостi таких систем.

Змiна розмiрностi вектора стану системи означає, що в деякi моменти

часу можуть з’являтися або зникати певнi фактори впливу на систему. Да-

на задача є актуальною, наприклад, при моделюваннi процесу виготовлення

продукту на пiдприємствi [3]. У цьому випадку показники, якi контролюю-

ться на кожному етапi можуть бути рiзними. З точки зору математичного

моделювання це означає, що вектор стану може змiнювати свою розмiрнiсть.

Мета роботи

1. Проаналiзувати керованiсть лiнiйної дискретної системи зi змiнною роз-

мiрнiстю вектора стану.

2. Побудувати керування, яке переводить систему в довiльний кiнцевий

стан.

3. Обгрунтувати теорему про множину досяжностi лiнiйної дискретної си-

стеми зi змiною розмiрностi вектора стану.

4. Побудувати критерiї керованостi з множини початкових станiв на термi-

нальну множину для лiнiйних дискретних систем зi змiною розмiрностi

вектора стану

Структура роботи така: вступ, два роздiли, висновки та список лiтерату-

ри. У першому роздiлi розглядається керованiсть лiнiйної дискретної системи

зi змiнною розмiрнiстю вектора стану. У другому роздiлi наведенi алгоритми

задач про переведення лiнiйної дискретної системи з точки в точку та побудо-

ву множини досяжностi лiнiйної дискретної системи. У висновках наводяться

основнi результати роботи. Список лiтератури висвiтлює джерела, якi вико-

ристовувалися в роботi.
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Роздiл 1

Керованiсть дискретної

системи зi змiнною

розмiрнiстю вектора стану

1.1 Критерiй повної керованостi

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду [5]

x (t+ 1) = A (t) x (t) + C (t) u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (1.1)

Тут x(t) = (x1, x2, . . . , xnt
)∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)

∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) - nt+1 × nt – матриця, C (t)– nt+1 ×m

- матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо IN = {0, 1, . . . , N}; x(t, x0, u)

розв’язок системи (2.1), t ∈ IN при керуваннi u (t), t ∈ IN−1.

Означення 1.1. Система (2.1) називається цiлком керованою на iнтервалi

IN , якщо для довiльних x0 ∈ R
n0, xN ∈ R

nN знайдеться керування u (t),

t ∈ IN−1 таке, що xN = x(N, x0, u).

Розглянемо простiр ℓ(m)
2 , елементами якого є послiдовностi векторiв з R

m

такi, що якщо u ∈ ℓ
(m)
2 , то

• u (t) ∈ R
m, t = 0, 1, 2, . . . ;

•

∑∞
t=0 ‖u(t)‖

2 <∞.
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В просторi ℓ(m)
2 [1] можна ввести норму

‖u‖ℓ2 =

√√√√
∞∑

t=0

‖u(t)‖2 <∞

i скалярний добуток

〈u, v〉ℓ2 =
∞∑

t=0

〈u (t) , v(t)〉, u, v ∈ ℓ
(m)
2 .

Простiр ℓ(m)
2 є гiльбертовим. Ми вважаємо, що ℓ(m)

2 є простором допусти-

мих керувань системи (2.1).

Позначимо Θ(t) = At−1At−2 . . . A1A0 – nt×n0 матриця, Θ(t, s) = At−1At−2 . . . As

– nt × ns матриця, Θ(t, t) = I , де I – одинична матриця, t, s ∈ IN .

Розглянемо

W (t) = Θ (N, t+ 1)C(t) =




w∗
1(t)

w∗
2(t)
...

w∗
nN
(t)



,

де wj ∈ R
m, t ∈ IN−1, j = 1, 2, . . . , nN є векторами, якi описують стрiчки

матрицi W (t), t ∈ IN−1. Вважаємо, що wj (t) = 0, t = N,N + 1, . . . , j =

1, 2, . . . , n; Θ(N, t+ 1) – nN × nt+1 матриця, W (t) – nN ×m матриця,. Має

мiсце така теорема.

Теорема 1.1. Для того, щоб система (2.1) була цiлком керованою на iн-

тервалi t ∈ IN необхiдно i достатньо, щоб система функцiй

H = {w1 (·) , w2 (·) , . . . , wnN
(·)}

була лiнiйно незалежною в ℓ
(m)
2 .

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (2.1) є цiлком керованою.

Побудуємо в ℓ(m)
2 лiнiйний многовид L = Lin H, який є лiнiйною оболонкою,

натягнутою на систему векторiв H. Це означає, що якщо w(·) ∈ L,то

w (t) = λ1w1 (t) + λ2w2 (t) + λnN
wnN

(t) , t ∈ IN−1,
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при цьому w (t) = 0, t = N,N+1, . . ., де λ1, λ2, . . ., λnN
– скалярнi величини.

Оскiльки система (2.1) є цiлком керованою, то для довiльних x0∈ R
n0, xN ∈

R
nN iснує керування u ∈ ℓ

(m)
2 таке, що

xN = Θ(N) x0 +
N−1∑

k=0

Θ(N, k + 1)C (k) u (k) .

Позначимо c = xN − Θ(N)x0. c довiльний вектор-стовпчик розмiрностi

nN , так як точки x0 ∈ R
n0, xN ∈ R

nN – довiльнi. Тодi

N−1∑

k=0

Θ(N, k + 1)C (k) u (k) = c.

Це спiввiдношення можна записати так:

N−1∑

k=0

W (k) u(k) = c. (1.2)

Оскiльки система (2.1) є цiлком керованою, то систему (1.2) можна розв’язати

для довiльної правої частини, знаходячи допустимi керування u (k), k =

0, 1, . . . , N − 1. Оскiльки ℓ
(m)
2 – гiльбертiв простiр, то ℓ

(m)
2 розкладається в

пряму суму

ℓ
(m)
2 = L⊕ L⊥,

де L⊥ – ортогональне доповнення до L. Це означає, що довiльне u ∈ ℓ
(m)
2

можна подати у виглядi

u (t) = u0 (t) + v (t) , t = 0, 1, . . . . (1.3)

Тут u0 ∈ L, v ∈ L⊥. З означення ортогонального доповнення випливає,

що

〈u0, v〉ℓ2 = 0

для u0 ∈ L. Оскiльки u0 ∈ L , то iснує вектор λ = (λ1, λ2, . . . , λnN
)∗ такий,

що

u0 (t) = λ1w1 (t) + λ2w2 (t) + λnN
wnN

(t) = W ∗(t)λ.
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Отже, керування (1.3) має вигляд

u (t) = W ∗ (t)λ+ v (t) , t = 0, 1, . . . . (1.4)

Пiдставимо його в (1.2). Одержимо

N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k)λ = c. (1.5)

Зауважимо, що
∑N−1

k=0 W (k) v (k) = 0, так як v ∈ L⊥. Оскiльки система

(1.2), а значить i (1.5), має розв’язок для довiльної правої частини, то матриця

цiєї системи

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k) (1.6)

є невиродженою. Матриця Φ (N) є матрицею Грамма за системою функцiй

H розмiрностi nN × nN . Оскiльки матриця Грамма невироджена, то система

H – лiнiйно незалежна.

Достатнiсть. Якщо система H – лiнiйно незалежна, то матриця (1.6) є

невиродженою. Покажемо, що для довiльних x0 ∈ R
n0, xN ∈ R

nN iснує допу-

стиме керування u (t), t ∈ IN−1, яке переводить систему зi стану x0 в стан

x (N) = xN . Як ми показали в доведеннi необхiдностi, будь-яке допустиме

керування можна подати у виглядi (1.4). Пiдставимо (1.4) в (1.2) i одержимо

систему (1.5) для знаходження вектора λ. Оскiльки матриця (1.6) невиро-

джена, то вектор λ можна визначити з (1.5) так

λ = Φ−1 (N) c, c = xN −Θ(N)x0.

Отже, з (1.4) одержуємо, що керування

u (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) c+ v(t) (1.7)

розв’язує задачу про переведення системи зi стану x0 в стан xN , де v ∈ L⊥ –

довiльний елемент. Теорему доведено.

Наслiдок 1.1. Для того, щоб система (2.1) була цiлком керованою необхi-
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дно i достатньо, щоб матриця

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k) ,

була невиродженою, де W (k) = Θ (N, k + 1)C(k).

Наслiдок 1.2. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi керування

u0 (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) (xN −Θ(N) x0) , t = 0, 1, . . . , N − 1

переводить систему (2.1) зi стану x (0) = x0 в стан x (N) = xN .

Теорема 1.2. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi серед усiх керу-

вань, якi переводять систему (2.1) зi стану x (0) = x0 в стан x (N) = xN

керування

u0 (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) (xN −Θ(N) x0) , t = 0, 1, . . . , N − 1

має найменшу норму в ℓ
(m)
2 .

Доведення. Доведення теореми спирається на доведення теореми 1.2. Ми по-

казали, що довiльне керування, яке переводить систему (2.1) зi стану x (0) =

x0 в стан x (N) = xN , має вигляд (1.7). Отже, u = u0 + v, де v ∈ L⊥. Тому

‖u‖ℓ2 = 〈u, u〉ℓ2 = 〈u0 + v, u0 + v〉ℓ2 =

= 〈u0, u0〉ℓ2 + 〈v, v〉ℓ2 + 2〈u0, v〉ℓ2 =

= 〈u0, u0〉ℓ2 + 〈v, v〉ℓ2,

так як v ∈ L⊥, u0 ∈ L. Звiдси

‖u‖ℓ2 ≥ 〈u0, u0〉ℓ2 = ‖u0‖ℓ2.

Наслiдок 1.3. Нехай матриця Φ (N) є невиродженою. Тодi керування

u0 (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) (xN −Θ(N) x0) , t = 0, 1, . . . , N − 1

8



розв’язує задачу оптимального керування, яка полягає в мiнiмiзацiї крите-

рiя якостi

I(u) =
N−1∑

t=0

‖u(t)‖2

на розв’язках системи (2.1) за умов x (0) = x0, x (N) = xN .

Матриця

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗(k)

називається граммiаном керованостi системи (2.1). Властивостi граммiана ке-

рованостi такi:

1. Матриця Φ (N) є симетричною.

2. Матриця Φ (N) є невiд’ємновизначеною. Якщо Φ (N) є невиродженою,

то вона є додатновизначеною.

Наслiдок 1.4. Для того, щоб система (2.1) була цiлком керованою необхi-

дно i достатньо, щоб матриця Φ (N) була додатновизначеною.

1.2 Задача про переведення лiнiйної дискретної

системи з заданого початкового стану в най-

ближчу точку до бажаного кiнцевого стану

Розглянеемо випадок, коли умови теореми 1.1 не виконуються i матриця

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗(k)

є виродженою. У цьому випадку задача про переведення системи з будь-якої

точки x (0) = x0 в довiльне положення x (N) = xN в загальному випадку мо-

же бути нерозв’язною. Таким чином, виникає задача про переведення системи

(2.1) з початкового стану x (0) = x0 в найближчу точку x (N) до заданого

кiцевого стану xN . Отже, ми розв’язуємо задачу знаходження керування, яке
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мiнiмiзує критерiй якостi

I(u) = ‖x(N, x0, u)− xN‖ (1.8)

на розв’язках системи (2.1) з початковою умовою x(0) = x0. Тут x(N, x0, u)

– значення розв’язку системи (2.1) з початковою умовою x(0) = x0 при допу-

стимому керуваннi u ∈ ℓ
(m)
2 . Так як

x(N, x0, u) = Θ (N) x0 +
N−1∑

k=0

Θ(N, k + 1)C (k) u (k) ,

то пiдстановка останньої рiвностi в (2.2) дає

I(u) = ‖x(N, x0, u)− xN‖ = ‖Θ(N) x0 +
N−1∑

k=0

Θ(N, k + 1)C (k) u (k)− xN‖ =

= ‖
N−1∑

k=0

W (k) u (k)− c‖, (1.9)

де c = xN −Θ(N)x0,

W (t) = Θ (N, t+ 1)C(t) =




w∗
1(t)

w∗
2(t)
...

w∗
nN
(t)



,

wj ∈ R
m, t ∈ IN−1, j = 1, 2, . . . , nN є векторами, якi описують стрiчки матрицi

W (t), t ∈ IN−1. При цьому вважаємо, що wj (t) = 0, t = N,N + 1, . . . ,

j = 1, 2, . . . , n.

Використовуючи систему функцiй

H = {w1 (·) , w2 (·) , . . . , wnN
(·)} ⊂ ℓ

(m)
2 ,

сконструюємо лiнiйний многовид L = Lin H. Оскiльки ℓ(m)
2 – гiльбертiв про-

стiр, то ℓ(m)
2 розкладається в пряму суму

ℓ
(m)
2 = L⊕ L⊥,
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де L⊥ – ортогональне доповнення до L. Отже, довiльне керування u ∈ ℓ
(m)
2

можна подати у виглядi

u (t) = u0 (t) + v (t) , t = 0, 1, . . . . (1.10)

Тут u0 ∈ L, v ∈ L⊥. Тому

〈u0, v〉ℓ2 = 0

для u0 ∈ L. Так як u0 ∈ LinH , то iснує вектор λ = (λ1, λ2, . . . , λnN
)∗ такий,

що

u0 (t) = λ1w1 (t) + λ2w2 (t) + λnN
wnN

(t) = W ∗(t)λ ∈ Im(W ∗ (t)).

Тут Im(·) – образ лiнiйного оператора. Отже,

u (t) = W ∗(t)λ+ v (t) , t = 0, 1, . . . . (1.11)

Зауважимо, що
∑N−1

k=0 W (k) v (k) = 0, так як v ∈ L⊥. Пiдстановка (1.11)

в (1.9) перетворює задачу (2.2) в еквiвалентну їй задачу

J(λ) = ‖

N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k)λ− c‖ → min
λ∈RnN

, (1.12)

c = xN −Θ(N)x0. Як бачимо, елемент v ∈ L⊥ не впливає на розв’язок задачi

(2.2), грає роль iнварiанта, i його можна вважати нульовим.

З властивостей псевдооберненої матрицi [1] випливає, що розв’язком за-

дачi (1.12) є

λ̂ = Φ+(N)c+ z, (1.13)

де Φ(N) =
∑N−1

k=0 W (k)W ∗ (k) –граммiан керованостi, Φ+(N) – псевдообер-

нена матриця до матрицi Φ(N), z ∈ Ker(Φ(N))– довiльний вектор.

Оскiльки Ker(Φ(N)) = ZNR
nN , де ZN = Z (Φ(N)) = I − Φ+(N)Φ(N) –

оператор проектування на Ker(Φ(N)), то (1.13) має вигляд

λ̂ = Φ+(N)c+ ZNp, (1.14)
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де p ∈ R
nN , c = xN −Θ(N)x0. Формула (1.14) описує множину всiх розв’язкiв

задачi (1.12).

Слiд зазначити, що за властивостями псевдооберненої матрицi серед розв’язкiв

задачi (1.12) вектор

λ̂ = Φ+(N)c

має найменшу норму.

Пiдставляючи (1.14) в (1.11) при v(t) = 0, t ∈ IN−1, одержимо

u (t) = W ∗ (t) Φ+(N) (xN −Θ(N)x0) +W ∗ (t)ZNp, (1.15)

де p ∈ R
nN , t ∈ IN−1. Формула (1.15) розв’язок задачi (1.9). Формула (1.15)

при p = 0 має вигляд

u (t) = W ∗ (t) Φ+(N) (xN −Θ(N)x0) , t ∈ IN−1.

Пiдставляючи керування (1.15) в функцiонал (1.9), одержуємо

I(u) = J(λ̂) = ‖Φ(N)λ̂− c‖ = ‖Φ(N)Φ+(N)c+ Φ(N)ZNp− c‖.

Оскiльки ZNp ∈ Ker(Φ(N)), то Φ(N)ZNp = 0. Тому

I(u) = ‖Φ(N)Φ+(N)c− c‖ = ‖(I − Φ(N)Φ+(N))c‖.

Оскiльки Y (Φ(N)) = Φ(N)Φ+(N) є проектором на область значень Im(Φ(N))

матрицi Φ(N), Z(Φ∗(N)) = I−Φ(N)Φ+(N) є проектором на ядро Ker(Φ∗(N)

матрицi Φ∗(N), то

I(u) = ‖Y (Φ(N))c− c‖ = ‖Z(Φ∗(N))c‖. (1.16)

Функцiонал (2.2) показує наскiльки точно можна розв’язати задачу про

переведення системи (2.1) з точки x (0) = x0 в x (N) = xN . З (2.1) випливає,

що I(u) = 0 якщо Y (Φ(N))c = c, або Z(Φ∗(N)) = 0. Отже, має мiсце така

теорема.

Теорема 1.3. Керування

u (t) = W ∗ (t) Φ+(N) (xN −Θ(N)x0) +W ∗ (t)ZNp, (1.17)
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переводить систему (2.1) з точки x (0) = x0 в точку x (N), найближчу до

точки xN , де p ∈ R
nN , t ∈ IN−1, ZN = Z (Φ(N)) = I − Φ+(N)Φ(N). При

цьому евклiдова вiдстань вiд точки x (N) до точки xN

‖x(N)− xN‖ = ‖Y (Φ(N))c− c‖ = ‖Z(Φ∗(N))c‖

де c = xN −Θ(N)x0.

Якщо Y (Φ(N))c = c, тобто вектор c = xN −Θ(N)x0 належить областi

значень Im(Φ(N)) матрицi Φ(N), то керування (1.17) переводить систему

(2.1) з точки x (0) = x0 в точку x (N) = xN .

Зауважимо, що керування (1.17) переводить систему (2.1) з точки x (0) =

x0 в точку x (N) = xN для довiльних x0, xN тодi i тiльки тодi, коли Z(Φ∗(N)) =

0. Це еквiвалентно умовi Φ(N)Φ+(N) = I . Оскiльки матриця Φ(N) є квадра-

тною i має розмiрнiсть nN × nN , то це означає, що Φ+(N) = Φ−1(N), тобто у

цьому випадку виконується теорема 1.1 i її наслiдки.

1.3 Множина досяжностi лiнiйної дискретної си-

стеми при функцiональних обмеженнях

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду

x (t+ 1) = A (t) x (t) + C (t) u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (1.18)

Тут x = (x1, x2, . . . , xnt
)∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)

∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) - nt+1 × nt – матриця, C (t)– nt+1 ×m

- матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо x(t, x0, u) розв’язок системи (2.3),

t = 0, 1, . . . , N при керуваннi u (t), t = 0, 1, . . . , N − 1, x(0) = x0, Θ(N) =

A(N−1)A(N−2) . . . A(0), Θ(N, t) = A(N−1)A(N−2) . . . A(t), t = 0, 1, . . . , N ,

Θ(N,N) = I .

Обмеження на функцiю керування мають вигляд

‖u‖2ℓ2 =
N−1∑

t=0

‖u (t) ‖2 ≤ r2, r > 0. (1.19)

Нехай x(0) = x0. Задача полягає у знаходженнi множини досяжностi
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X(N, x0) системи (2.3) в момент часу t = N при обмеженнях на керування,

якi задаються (2.4). Множина досяжностi складається з усiх точок x(N, x0, u),

де функцiя u пробiгає множину допустимих керувань, яка визначається не-

рiвнiстю (2.4).

Позначимо W (t) = Θ (N, t)C(t), t = 0, 1, . . . , N − 1. Припустимо, що

матриця

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k)

є невиродженою так, що виконується умова повної керованостi при t =

0, 1, . . . , N . Позначимо елiпсоїд

E (a,Q) =
{
x ∈ R

nt :
〈
Q−1(x− a), x− a

〉
≤ 1
}

де a ∈ R
nt – центр елiпсоїда [4], Q = Q∗ > 0 – nt×nt- матриця елiпсоїда. Має

мiсце така теорема.

Теорема 1.4. Нехай r = 1, x0 = 0. Тодi

X(N, 0) = E (0,Φ (N)) =
{
x ∈ R

n :
〈
Φ−1 (N) x, x

〉
≤ 1
}
.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай xN ∈ X(N, 0). Так як xN ∈ X(N, 0), то iснує

керування, що прерводить систему з початку координат в точку x (N) = xN ,

для якого виконується (2.4) при r = 1. За теоремою 1.2 керування

u (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) xN , t = 0, 1, . . . , N − 1

переводять систему (2.3) зi стану x (0) = 0 в стан x (N) = xN , маючи при

цьому найменшу норму в ℓ
(m)
2 серед керувань, якi розв’язують задачу про

переведення системи (2.3) зi стану x (0) = 0 в стан x (N) = xN . Доозначимо

u (t) = 0, t ≥ N . Враховуючи, що керування u(t) мiнiмiзує норму в ℓ(m)
2 , то з

(2.4) при r = 1 одержимо ‖u‖2ℓ2 ≤ 1. Враховуючи, що

Φ (N) =
N−1∑

k=0

W (k)W ∗ (k) ,
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одержуємо

‖u‖2ℓ2 =
N−1∑

t=0

〈u(t), u(t)〉 =
N−1∑

t=0

〈u(t), u(t)〉 =

=
N−1∑

t=0

〈W ∗ (t) Φ−1 (N) xN ,W
∗ (t) Φ−1 (N) xN〉 =

=
N−1∑

t=0

〈Φ−1 (N) xN ,W (t)W ∗ (t) Φ−1 (N) xN〉 =

= 〈Φ−1 (N) xN ,
N−1∑

t=0

W (t)W ∗ (t) Φ−1 (N) xN〉 = 〈Φ−1 (N) xN , xN〉 ≤ 1.

Отже, xN ∈ E (0,Φ (N)).

Достатнiсть. Якщо xN /∈ X(N, 0), то для керування

u (t) = W ∗ (t) Φ−1 (N) xN , t = 0, 1, . . . , N − 1

не виконується (2.4) при r = 1. Тому

‖u‖2ℓ2 = 〈Φ−1 (N) xN , xN〉 > 1.

Звiдси xN /∈ E (0,Φ (N)).

Наслiдком з теореми 1.4 є така теорема.

Теорема 1.5. Множина досяжностi

X(N, x0) = E
(
z(N), r2Φ (N)

)
,

де z(N) = Θ(N)x0. При цьому z(t + 1) = A(t)z(t), t = 0, 1, . . . , N − 1,

z(0) = x0.

Доведення. Оскiльки система (2.3) лiнiйна, то X(N, x0) = Θ(N)x0+X(N, 0).

Далi доведення теореми повторює доведення теореми 1.4 з врахуванням, що

〈Φ−1 (N) xN , xN〉 ≤ r2

еквiвалентне виконанню 〈Ψ−1 (N) xN , xN〉 ≤ 1, де Ψ(N) = r2Φ(N).
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1.4 Критерiї керованостi з множини початко-

вих станiв на термiнальну множину для лi-

нiйних дискретних систем

Розглянемо ознаначення та основнi властивостi опорних функцiй.

Нехай A ⊂ C – компакт.

Означення 1.2. Опорною функцiєю множини A ⊂ R
n називається функцiя

c(A,ψ) = max
a∈A

〈a, ψ〉,

де ψ ∈ R
n.

Розглянемо елементарнi властивостi опорної функцiї. Нехай A ⊂ R
n, B ⊂

R
n - компакти, λ ∈ R

1, M – матриця розмiрностi n× n. Тодi ∀ψ ∈ R
n маємо

1. c(λA, ψ) = c(A, λψ);

2. c(λA, ψ) = λc(A,ψ), де λ > 0 (додатня однорiднiсть);

3. c(A+B,ψ) = c(A,ψ) + c(B,ψ);

4. c(MA,ψ) = c(A,M ∗ψ);

5. c(A,ψ1 + ψ2) ≤ c(A,ψ1) + c(A,ψ2), де ψ1, ψ2 ∈ R
n(напiвадитивнiсть).

1.4.1 Керованiсть з множини в множину

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду

x (t+ 1) = A (t) x (t) + C (t) u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (1.20)

Тут x = (x1, x2, . . . , xnt
)∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)

∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) - nt+1×nt – матриця, C (t)– nt+1×m -

матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо x(t, x0, u) розв’язок системи (1.20),

t = 0, 1, . . . , N при керуваннi u (t) ∈ U(t), U(t) ∈ conv(Rm), t = 0, 1, . . . , N −

1, x(0) = x0, Θ(N) = A(N − 1)A(N − 2) . . . A(0), Θ(N, t) = A(N − 1)A(N −

2) . . . A(t), t = 0, 1, . . . , N , Θ(N,N) = I . Множина M0 початкових станiв та
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множина кiнцевих станiв MN системи (1.20) є опуклими компактами в R
n0 та

R
nN вiдповiдно. Множина досяжностi системи (1.20) записується так

X(t,M0) = Θ(t)M0 +
t−1∑

s=0

Θ(t, s+ 1)C(s)U(s). (1.21)

Виходячи з означення, опорна функцiя множини досяжностi X(t,M0) має

вигляд

c(X(t,M0), ψ) = c(M0,Θ
∗(t)ψ) +

t−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(t, s+ 1)ψ), (1.22)

де ψ ∈ R
nt. Введемо таке означення

Означення 1.3. Система (1.20) називається керованою на iнтервалi 0 ≤

t ≤ N з множини M0 в множину MN , якщо знайдуться точки x0 ∈ M0,

xN ∈MN i допустиме керування u(t) ∈ U(t), t = 0, 1, 2, . . . , N − 1 такi, що

x(N, x0, u(0)) = xN .

Тут x(N, x0, u(0)) = xN позначає розв’язок системи (1.20) за умови x(0) =

x0 в силу допустимого керування u(·), визначеного в точках t = 0, N − 1.

Означення 1.4. Функцiя

Φ(ψ) = c(M0,Θ
∗(N)ψ)+c(MN ,−ψ)+

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+1)ψ), ψ ∈ R
nN

називається функцiєю керованостi системи (1.20) з множини M0 в мно-

жину MN на iнтервалi 0 ≤ t ≤ N .

Має мiсце таке твердження

Теорема 1.6. Для того, щоб система (1.20) була керованою на iнтервалi

0 ≤ t ≤ N з множини M0 в множину MN необхiдно i достатньо, щоб

функцiя керованостi Φ(ψ) ≥ 0 ∀ψ ∈ S, S = {x ∈ R
nN , ‖x‖ = 1} – одинична

сфера.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай система (1.20) є керованою на iнтервалi 0 ≤

t ≤ N з множини M0 в множину MN . Це означає, що

X(N,M0) ∩MN 6= ∅.

Останнє спiввiдношення можна записати у еквiвалентнiй формi

0 ∈ X(N,M0) + (−1)MN .

Використовуючи властивостi опорної функцiї, одержуємо

c(X(N,M0), ψ) + c(MN ,−ψ) ≥ 0

для всiх ψ ∈ S. Пiдставимо (1.22) в останню нерiвнiсть

c(M0,Θ
∗(N)ψ) +

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ) + c(MN ,−ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

Отже, Φ(ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

Достатнiсть обгрунтовується аналогiчно до необхiдностi, але в зворотньо-

му порядку.

Теорему доведено.

1.4.2 Керованiсть зi всiєї множини початкових станiв

Розглянемо таке означення.

Означення 1.5. Система (1.20) називається керованою на iнтервалi 0 ≤

t ≤ N зi всiєї множини M0 в множину MN , якщо для будь-якої точки x0 ∈

M0 знайдеться стан xN ∈ MN та допустиме керування u(t) ∈ U(t), t =

0, 1, 2, . . . , N − 1 таке, що x(N, x0, u(0)) = xN .

Означення 1.6. Функцiя

W (ψ) = c(MN ,−ψ)− c(M0,−Θ∗(N)ψ) +
N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ)
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називається функцiєю керованостi в системi (1.20) зi всiєї множини M0 в

множину MN на iнтервалi 0 ≤ t ≤ N , де ψ ∈ R
nN .

Має мiсце теорема.

Теорема 1.7. Для того, щоб система (1.20) була керованою на iнтервалi

0 ≤ t ≤ N зi всiєї множини M0 в множину MN необхiдно i достатньо, щоб

W (ψ) ≥ 0 ∀ψ ∈ S, S = {x ∈ R
nN , ‖x‖ = 1} – одинична сфера.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1.20) є керованою зi всiєї

множини M0 в множину MN при 0 ≤ t ≤ N . Це означає, що для довiльної

точки x0 ∈M0 виконується спiввiдношення

X(N,M0) ∩MN 6= ∅,

або еквiвалентне до нього включення

0 ∈ X(N,M0) + (−1)MN .

Використовуючи (1.21) i (1.22), одержимо, що для всiх x0 ∈M0

〈x0,Θ
∗(N)ψ〉+

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ) + c(MN ,−ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

З останньої нерiвностi випливає

min
x0∈M0

〈x0,Θ
∗(N)ψ〉+ c(MN ,−ψ) +

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ), ψ ∈ S.

(1.23)

Оскiльки

min
x0∈M0

〈x0,Θ
∗(N)ψ〉 = − max

x0∈M0

〈x0,−Θ∗(N)ψ〉 = −c(M0,−Θ∗(N)ψ),

то з (1.23) одержуємо

c(MN ,−ψ)− c(M0,−Θ∗(N)ψ) +
N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ), ψ ∈ S.

19



Отже, W (ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

Достатнiсть теореми обгрунтовується тим, що при доведеннi необхiдно-

стi використовувались твердження, якi є необхiдними i достатнiми. Теорему

доведено.

1.4.3 Керованiсть з множини на всю множину

Розглянемо таке означення.

Означення 1.7. Система (1.20) називається керованою на iнтервалi 0 ≤

t ≤ N з множини M0 на всю множину MN , якщо для будь-якого стану

xN ∈ MN iснує точка x0 ∈ M0 i допустиме керування u(t) ∈ U(t), t =

0, 1, 2, . . . , N − 1 такi, що x(N, x0, u(0)) = xN .

Означення 1.8. Функцiя

Z(ψ) = c(M0,Θ
∗(N)ψ)− c(MN , ψ) +

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ)

називається функцiєю керованостi в системi (1.20) з множини M0 на всю

множину MN на iнтервалi 0 ≤ t ≤ N , де ψ ∈ R
nN .

Має мiсце така теорема.

Теорема 1.8. Для того, щоб система (1.20) була керованою на iнтервалi

0 ≤ t ≤ N з множини M0 на всю множину MN необхiдно i достатньо, щоб

Z(ψ) ≥ 0 ∀ψ ∈ S, S = {x ∈ R
nN , ‖x‖ = 1} – одинична сфера.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що система (1.20) є керованою з мно-

жини M0 на всю множину MN . Тодi з означення випливає, що

X(N, x0) ⊂MN .

Використовуючи властивостi опорних функцiї, одержуємо

c(X(N,M0), ψ)− c(MN , ψ) ≥ 0, ∀ψ ∈ S.
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Пiдставимо в останню рiвнiсть формулу (1.22)

c(M0,Θ
∗(N)ψ)− c(MN , ψ) +

N−1∑

s=0

c(U(s), C∗(s)Θ∗(N, s+ 1)ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

Це означає,що Z(ψ) ≥ 0, ψ ∈ S.

Достатнiсть обгрунтовується аналогiчно до необхiдностi з використанням

властивостей опорної функцiї в зворотньому порядку. Теорему доведено.
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Роздiл 2

Алгоритми

2.1 Алгоритм задачi про переведення лiнiйної

дискретної системи з точки в точку

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду (2.1)

x (t+ 1) = A (t) x (t) + C (t) u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (2.1)

Тут x(t) = (x1, x2, . . . , xnt
)∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)

∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) - nt+1 × nt – матриця, C (t)– nt+1 ×m

- матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо IN = {0, 1, . . . , N}; x(t, x0, u)

розв’язок системи (2.1), t ∈ IN при керуваннi u (t), t ∈ IN−1. Знайдемо керу-

вання, яке переводить систему (2.1) зi стану x (0) = x0 в стан x (N) = xN , або,

якщо матриця Φ(N) вироджена, то виникає задача про переведення системи

(2.1) з початкового стану x (0) = x0 в найближчу точку x (N) до заданого

кiцевого стану xN . Отже, ми розв’язуємо задачу знаходження керування, яке

мiнiмiзує критерiй якостi

I(u) = ‖x(N, x0, u)− xN‖ (2.2)

на розв’язках системи (2.1) з початковою умовою x(0) = x0. Для розв’язання

задачi необхiдно виконати наступнi кроки:

1. Маючи матрицi A(t) та C(t), будуємо W (t), t = 0, 1, .., N − 1.

(а) Обчислюємо Θ(N, t + 1) = AN−1AN−2 . . . At+1, Θ(t, t) = I , де I –
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одинична матриця, t = 0, 1, .., N − 1.

(б) W (t) = Θ(N, t+ 1)C(t), t = 0, 1, .., N − 1.

2. Знаходимо Φ(N) =
∑N−1

k=0 W (k)W ∗(k).

3. Керування u(t) = W ∗(t)Φ+(N)(xN − Θ(N)x0) + W ∗(t)ZNp, де p ∈

R
nN ,ZN = Z (Φ(N)) = I − Φ+(N)Φ(N), x0 та xN вiдомi.

Опис алгоритму завершено.

Експеримент №1

Розглянемо задачу (2.1), проведемо експеримент при таких початкових

даних.

n = 4,

m = 2,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

x0
∗ = [0 2 8], xN ∗ = [5 4 9].

Знайдемо траекторiю системи для n = 4 моментiв часу.

Знайдена траекторiя:

x0
∗ = [0 2 8];

x1
∗ = [-3.21848739 12.68067227];

x2
∗ = [-3.39495798 -1.08403361 20.10084034];

x3
∗ = [-7.42857143 19.85714286];

x4
∗ = [5. 4. 9.];

Позначимо xn - вектор траекторiї в момент часу n, визначений

експериментально.

Зайдемо похибку обчислень – вiдхилення кiнцевого бажаного стану вiд

кiнцевого стану, що був визначений експериментально.

‖xN − xn‖ = 8.526845889523631e-13 - похибка.

Виведемо вектор керування системою, визначений експериментально.

Вектор керування:

u0
∗ = [-6.88235294 -5.89915966];

u1
∗ = [4.91596639 1.96638655];
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Рис. 2.1. Траекторiя

u2
∗ = [ 0.98319328 -1.96638655];

u3
∗ = [ 6. -8.];

Траекторiя одержана в результатi обчислень зображена на рис. (2.1).

Експеримент №2

Розглянемо задачу (2.1), проведемо експеримент при таких початкових

даних.

n = 7,

m = 3,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

x0
∗ = [-4 7 3], xN ∗ = [4 7].

Знайдемо траекторiю системи для n = 7 моментiв часу.
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Знайдена траекторiя:

x0
∗ = [-4 7 3];

x1
∗ = [ 6.1118814 -9.08549622];

x2
∗ = [ 6.05307528 -0.05880612 -7.19174992];

Траекторiя одержана в результатi обчислень зображена на рис. (2.1). x3∗ =

[-2.12046421 2.17937346];

x4
∗ = [-4.21788062 -1.16515623 -5.09477633];

x5
∗ = [ 0.43345971 -3.20916665];

x6
∗ = [ 1.69855698 -5.3340893 -0.32184512];

x7
∗ = [4. 7.];

Позначимо xn - вектор траекторiї в момент часу n, визначений

експериментально.

Зайдемо похибку обчислень – вiдхилення кiнцевого бажаного стану вiд

кiнцевого стану, що був визначений експериментально.

Рис. 2.2. Траекторiя

‖xN − xn‖ = 8.849131446642584e-12 - похибка.

Виведемо вектор керування системою, визначений експериментально.
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Вектор керування:

u0
∗ = [-2.33974278 2.57476099 0.0783394 ];

u1
∗ = [ 2.45725189 2.41808219 -1.2873805 ];

u2
∗ = [ 1.67733763 -1.63816793 0.85825366];

u3
∗ = [ 0.42912683 -1.12134424 0.42912683];

u4
∗ = [ 1.46277421 0. -1.16051394];

u5
∗ = [-0.20477099 -0.52661611 0.52661611];

u6
∗ = [1.15072151 0.41933441 1.15072151];

Траекторiя одержана в результатi обчислень зображена на рис. (2.2).

Експеримент №3

Розглянемо задачу (2.1), проведемо експеримент при таких початкових

даних.

n = 5,

m = 2,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

x0
∗ = [-10 -6 1], xN ∗ = [0 0].

Знайдемо траекторiю системи для n = 5 моментiв часу.

Знайдена траекторiя:

x0
∗ = [-10 -6 1];

x1
∗ = [-5.20295203 1.78228782];

x2
∗ = [ 2.82287823 3.07749077 -3.32103321];

x3
∗ = [ 0.59778598 -1.77121771];

x4
∗ = [ 0.17712177 -0.12177122 -0.7195572 ];

x5
∗ = [7.72715225e-13 7.79820652e-13];

Позначимо xn - вектор траекторiї в момент часу n, визначений

експериментально.

Зайдемо похибку обчислень – вiдхилення кiнцевого бажаного стану вiд

кiнцевого стану, що був визначений експериментально.

‖xN − xn‖ = 1.0978201442960401e-12 - похибка.
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Рис. 2.3. Траекторiя

Виведемо вектор керування системою, визначений експериментально.

Вектор керування:

u0
∗ = [ 0.79704797 -2.39114391];

u1
∗ = [0.59778598 0.69741697];

u2
∗ = [-0.49815498 0.19926199];

u3
∗ = [0.29889299 0.79704797];

u4
∗ = [-0.26568266 0.29889299];

Траекторiя одержана в результатi обчислень зображена на рис. (2.3).
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2.2 Алгоритм задачi про побудову множини дося-

жностi лiнiйної дискретної системи

Розглянемо дискретну лiнiйну систему вигляду

x (t+ 1) = A (t) x (t) + C (t) u (t) , t ∈ {0, 1, . . . , N − 1} . (2.3)

Тут x = (x1, x2, . . . , xnt
)∗ – вектор стану розмiрностi nt, u = (u1, . . . , um)

∗–

вектор керування розмiрностi m, A (t) - nt+1 × nt – матриця, C (t)– nt+1 ×m

- матриця, t = 0, 1, . . . , N − 1. Позначимо x(t, x0, u) розв’язок системи (2.3),

t = 0, 1, . . . , N при керуваннi u (t), t = 0, 1, . . . , N − 1, x(0) = x0, Θ(N) =

A(N−1)A(N−2) . . . A(0), Θ(N, t) = A(N−1)A(N−2) . . . A(t), t = 0, 1, . . . , N ,

Θ(N,N) = I .

Обмеження на функцiю керування мають вигляд

‖u‖2ℓ2 =
N−1∑

t=0

‖u (t) ‖2 ≤ r2, r > 0. (2.4)

Нехай x(0) = x0. Задача полягає у знаходженнi множини досяжностi

X(N, x0) системи (2.3) в момент часу t = N при обмеженнях на керування,

якi задаються (2.4). Множина досяжностi складається з усiх точок x(N, x0, u),

де функцiя u пробiгає множину допустимих керувань, яка визначається не-

рiвнiстю (2.4).

Алгоритм знаходження множини досяжностi має вигляд:

1. Знаходимо z(N) = Θ(N)x0.

2. Обчислюємо Φ(N).

(а) W (k), W (k) = Θ (N, k + 1)C(k), де Θ(t, s) = At−1At−2 . . . As,

k = 0, 1, ..., N − 1.

(б) Φ (N) =
∑N−1

k=0 W (k)W ∗(k).

3. Знаходимо Q, E (z(N), Q).

4. Будуємо елiпсоїд.

Опис алгоритму завершено.

28



Експеримент №1

Розглянемо задачу (2.2), проведемо експеримент при таких початкових

даних:

n=4,

m=2,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

x0
∗ =

(
0 2 8

)
, xN ∗ =

(
5 4 9

)
.

Уведемо r – невiд’ємний параметр, r = 4.

Рис. 2.4. Множина досяжностi

Множина досяжностi, одержана в результатi експерименту, зображена на

рис. 2.4.

Матриця елiпсоїда, який описує обчислену множину досяжностi, має ви-
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гляд

Q =



1984 96 1920

96 128 0

1920 0 1936


 ,

центр елiпсоїда z∗N =
(
−122 0 −122

)
.

Експеримент №2

Розглянемо задачу (2.2), проведемо експеримент при таких початкових

даних:

n=5,

m=2,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

Рис. 2.5. Множина досяжностi

x0
∗ =

(
−10 −6 1

)
, xN ∗ =

(
0 0

)
.
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Уведемо r – невiд’ємний параметр, r = 6.

Множина досяжностi, одержана в результатi експерименту, зображена на

рис. 2.4.

Матриця елiпсоїда, який описує обчислену множину досяжностi, має ви-

гляд

Q =

(
24876 23040

23040 21636

)
,

центр елiпсоїда z∗N =
(
−63 −63

)
.

Експеримент №3

Розглянемо задачу (2.2), проведемо експеримент при таких початкових

даних:

n=6,

m=5,

де n - кiлькiсть моментiв часу, m - розмiрнiсть вектора керування.

Вектори x0 – початковий стан системи та xN – кiнцевий стан системи,

заповненi випадково, мають вигляд:

x0
∗ =

(
−1 −6 −2

)
, xN ∗ =

(
−5 −1 −8

)
.

Уведемо r – невiд’ємний параметр, r = 3.

Множина досяжностi, одержана в результатi експерименту, зображена на

рис. 2.4.

Матриця елiпсоїда, який описує обчислену множину досяжностi, має ви-

гляд

Q =



5.40000e+ 01 4.50000e+ 01 5.40000e+ 01

4.50000e+ 01 2.46915e+ 05 4.86720e+ 04

5.40000e+ 01 4.86720e+ 04 1.12590e+ 04


 ,

центр елiпсоїда z∗N =
(
0. −471. −95.

)
.
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Рис. 2.6. Множина досяжностi

2.3 Опис програми

Параметри комп’ютера, який було використано для виконаня обчислень

1. Процесор – Intel(R) Core(TM) i5-8265U CPU @ 1.60GHz 1.80 GHz

2. Тип системи – 64-розрядна операцiйна система, процесор x64

Для розв’язання задачi було написано клас, конструктор якого має ви-

гляд:

де n та m задає користувач, x0 та xN заповнюються випадковим чином

далi у програмi.

Для демонстрацiї роботи програми розмiрнiсть матрицi A(t) буде змiню-

ватися 2×3, при t = 2k та 3×2, при t = 2k+1, k ∈ Z, C(t) матиме розмiрнiсть

2×m та 3×m вiдповiдно, де m - розмiрнiсть вектора керування.
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Рис. 2.7. Конструктор класу

Функцiї MatrixA та MatrixC заповнюють матрицi A(t) та C(t), t =

0, 1, .., N − 1 випадковими числами.

ThetaTS, ThetaT , W , Φ - функцiї для знаходження Θ(t, s),Θ(t), W (t) та

Φ(t) вiдповiдно.

findU - знаходить вектор керування в мотенти часу t та будує траекторiю

x(t) при t = 0, 1, .., N − 1.

Функцiя ReachabilitySet будує множину досяжностi у виглядi елiпса чи

елiпсоїда за допомогою функцiй plot_ellipse_2D_inv_filled та

plot_ellipse_3D_inv вiдповiдно, якi знаходяться в окремому файлi ellipse.py.
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Висновки

Квалiфiкацiйна робота на здобуття освiтнього ступеня бакалавра висвi-

тлює задачi керування лiнiйними дискретними системами зi змiною розмiр-

ностi вектора стану та побудови множини досяжностi таких систем. У роботi

запропоновано такi результати:

1. Проаналiзовано керованiсть лiнiйної дискретної системи зi змiнною роз-

мiрнiстю вектора стану.

2. Розглянуто задачу про переведення лiнiйної дискретної системи зi змi-

ною розмiрностi вектора стану в довiльний кiнцевий стан.

3. Обгрунтовано теорему про побудову множини досяжностi лiнiйної дис-

кретної системи зi змiною розмiрностi вектора стану.

4. Побудувано критерiї керованостi з множини початкових станiв на термi-

нальну множину для лiнiйних дискретних систем зi змiною розмiрностi

вектора стану.

5. Створено алгоритми та програму, яка розв’язує задачу про переведення

в довiльний кiнцевий стан, побудову множини досяжностi для лiнiйної

дискретної системи зi змiною розмiрностi вектора стану.
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ВIДГУК

наукового керiвника

на випускну квалiфiкацiйну роботу на здобуття ступеня бакалавра

„Керованiсть лiнiйної дискретної системи

зi змiною розмiрностi вектору стану”

студентки 4 курсу денної форми навчання

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

Мазур Дарини Анатолiївни

Випускна квалiфiкацiйна робота на здобуття ступеня бакалавра присвя-

чена проблемi керованостi лiнiйної дискретної системи зi змiною розмiрностi

вектора стану. Системи зi змiною розмiрностi вектора стану зустрiчаються в

прикладних задачах, пов’язаних з керуванням лiтальних пристроїв, в задачах

керування виробничими процесами. Тому тема роботи є актуальною.

Структура роботи: вступ, два роздiли, висновки та список лiтератури. У

першому роздiлi розглядається умови керованостi та умови загальної керо-

ваностi лiнiйної дискретної системи зi змiнною розмiрнiстю вектора стану.

У другому роздiлi наведенi алгоритми розв’язування задачi про переведен-

ня лiнiйної дискретної системи в заданий стан, алгоритми побудови множи-

ни досяжностi лiнiйної дискретної системи, здiйснюється аналiз проведених

обчислювальних експериментiв. У висновках наводяться основнi результати

роботи. Робота виконана самостiйно, що пiдтверджується довiдкою про ори-

гiнальнiсть квалiфiкацiйної роботи за освiтнiм рiвнем бакалавр. На джерела,

якi використовувались в роботi, в текстi роботи мiстяться посилання.

Вважаю, що випускна квалiфiкацiйна робота на здобуття ступеня бака-

лавра „Керованiсть лiнiйної дискретної системи зi змiною розмiрностi вектору

стану” студентки 4 курсу Мазур Дарини Антолiївни виконана на належно-

му рiвнi, задовольняє всiм вимогам до випускних квалiфiкацiйних робiт на

здобуття ступеня бакалавра i заслуговує оцiнки „вiдмiнно” (100 балiв).

Доктор фiзико-математичних наук,

професор кафедри моделювання складних систем

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

Київського нацiонального унiверситету

iменi Тараса Шевченка Володимир ПIЧКУР
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