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Вступ

В роботi розглядаються алгоритми побудови множини досяжностi для

лiнiйних систем керування при функцiональних i геометричних обме-

женнях. Також описується побудова елiпсоїдальної апроксимацiї мно-

жини досяжностi для нелiнiйних динамiчних систем керування. Мно-

жина досяжностi є одним з фундаментальних понять теорiї керування

[2,4,5]. Вона описує здатнiсть системи досягти певного стану з усiх

можливих початкових умов, за заданий час i при всiх можливих допу-

стимих керуваннях. Зазначимо, що форма i структура множини дося-

жностi в бiльшостi випадкiв виявляється досить складною. У цих ви-

падках представляють iнтерес їх наближення областями певної канонi-

чної форми. В роботi представленi елiпсоїдальнi оцiнки множин дося-

жностi, для цього використовуються результати теорiї елiпсоїдального

оцiнювання i теорiї еволюцiйних рiвнянь багатозначних станiв динамi-

чних систем в умовах невизначеностi [7].
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1 Побудова множини досяжностi лiнiйної

системи керування при функцiональних

обмеженнях на керування

1.1 Граммiан i множина досяжностi

Нехай Rn позначає n-вимiрний евклiдовий простiр. Символ (x, y) по-

значає скалярний добуток векторiв x, y ∈ Rn, символ ‖x‖ = (x, x)1/2 -

евклiдова норма вектора x, ∗ - знак транспонування.

Розглянемо систему керування вигляду

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +B(t)u(t), (1.1)

де x = (x1, ..., xn)
∗ – вектор фазових координат, A(t), B(t) iнтегрованi

матрицi розмiрностi n× n i n×m вiдповiдно, u(t) = (u1(t), ..., um(t))∗

– iнтегроване з квадратом керування.

Означення 1.1. Граммiаном керованостi системи (1.1) називається

матриця вигляду [1]

W (T, t0) =

T∫
t0

Θ(T, s)B(s)B∗(s)Θ∗(T, s) ds,

де Θ(t, s) – фундаментальна матриця системи
dx

dt
= A(t)x, нормована

за моментом s.

З означення випливає така теорема [1].

Теорема 1.1. Для того, щоб система (1) була цiлком керованою на

[t0, T ], необхiдно i достатньо, щоб граммiан керованостi був невиро-

дженим.
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Граммiан керованостi назiвається також матрицею керованостi

першого роду. З означення випливає, що W (T, t0) = W ∗(T, t0), тобто

граммiан керованостi є сиемтричним. Крiм того, матриця W (T, t0)

невiд’ємновизначена. Дiйсно, для довiльного z ∈ Rn маємо

(W (T, t0)z, z) =

T∫
t0

‖Z∗(s)z‖2ds ≥ 0.

Знайдемо диференцiальне рiвняння для знаходження граммiана керо-

ваностi. Для цього запишемо матрицю граммiана

W (T, t0) =

T∫
t0

Θ(T, s)B(s)B∗(s)Θ∗(T, s)ds

i продиференцiюємо по t. Одержимо [1]

dW (T, t0)

dt
= A(t)W (T, t0) +W (T, t0)A

∗(t) +B(t)B∗(t), (1.2)

де W (t0, t0) = 0, що випливає з означення граммiана керованостi.

Розглянемо, як будувати множину досяжностi за допомогою грам-

мiана керованостi.

Означення 1.2. Множиною досяжностi χ(t,M0) системи (1.1) з мно-

жини M0 в момент часу t ∈ [t0, T ] назвемо множину всiх точок z ∈ Rn

фазового простору, в якi можно перевести систему (1.1) на вiдрiзку

часу [t0, t] iз усiх можливих початкових умов x0 ∈ M0 i при всiх мо-

жливих допустимих керуваннях u(·) [4].

Має мiсце така теорема [5].

Теорема 1.2. Множина досяжностi χ(t,M0) має вигляд

χ(t,M0) = Θ(t, t0)M0 +

t∫
t0

Θ(t, s)B(s)U(s)ds.
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Розглянемо обмеження

‖u‖22 =

∞∫
0

u∗(t)u(t)dt ≤ 1. (1.3)

Множина χ(T ) = {x(T ) : x(t) – розв’язок (1.1), ‖u‖22 ≤ 1} називається

множиною досяжностi в момент T ≥ 0, а їх об’єднання для усiх T ≥

0 : χ =
⋃
T≥0

χ(T ) – просто множина досяжностi.

Теорема 1.3. Нехай пара (A,B) з системи (1.1) керована, A – стiй-

ка, тодi χ – елiпсоїд

χ(t) = {x : x∗W−1(t)x ≤ 1},

де матриця W ≥ 0 – граммiан керованостi системи (1.1) [3].

З диференцiальної системи рiвнянь для граммiана (1.2) знайдемо

граммiан керованостi й множину досяжностi системи (1.1).

1.2 Функцiя Белмана

Нехай X(t) ⊆ Rn – фазовi обмеження, U(t) ⊆ Rm – обмеження на

керування, при цьому множини X(t), U(t) є замкненими, t ∈ [t0, t] [2].

Задача оптимального керування полягає в знаходженнi нижньої точної

гранi функцiоналу

I(u, x) =

T∫
t0

f0(x(t), u(t), t)dt+ Φ(x(t0)) (1.4)

за умов
dx(t)

dt
= f(x(t), u(t), t), (1.5)

x(t) ∈ X(t), u(t) ∈ U(t), t ∈ [t0, t]. (1.6)
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Означення 1.3. Функiя

B(z, x) = infu{
s∫

t0

f0(x(t), u(t), t) + Φ(x(t0))},

що визначена на розв’язках системи (1.5) при початковiй умовi x(s) =

z, називається функцiєю Белмана задачi (1.4)–(1.6).

За означенням функцiї Белмана B(x0, t0) дорiвнює оптимальному

значенню функцiоналу (1.4) для задачi (1.4)–(1.6) з фiксованим лiвим

кiнцем x(t0) = x0.

Запишемо диференцiйне рiвняння Гамiльтона-Якобi-Белмана[2]:

∂B(z, s)

∂s
+ sup

u∈U(s)

{(gradzB(z, s), f(z, u, s))− f0(z, u, s)} = 0.

B(z, t0) = Φ(z).

1.3 Множина досяжностi з використанням

функцiї Белмана

Розглянемо систему керування (1.5), за обмежень

I(u, x) ≤ r2.

Крiм того, вважаємо, що функцiї f0(x, u, t),Φ(x) є невiд’ємними,

r > 0 [3].

Означення 1.4. Множиною досяжностi такої системи називають су-

купнiсть точок z ∈ Rn, для яких iснує точка x0 ∈ Rn, допустиме ке-

рування u(·) i вiдповiдний розв’язок x(·) = x(·, u, x0, t0) системи такi,

що виконуються обмеження i точка

z = x(t, u, x0, t0).
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Припустимо, що має розв’язок задача оптимального керування

I(u, x)→ inf.

Тодi має мiсце таке твердження [2].

Теорема 1.4. Множина досяжностi

χ(s) = {z ∈ Rn : B(z, s) ≤ r2},

де B(z, s) – функцiя Белмана задачi (1.4).

За теоремою, множина досяжностi має форму елiпсоїда. Розгляне-

мо систему диференцiйних рiвнянь

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + C(t)u(t), (1.7)

Розглянемо функцiонал

I(u, x) =

T∫
t0

{(N(t)x(t), x(t))+

+ (M(t)u(t), u(t))}dt+ (P0x0(t), x0(t)). (1.8)

Тут M(t) є додатновизначеною симетричною матрицею, N(t), P0 є не-

вiд’ємновизначеними симетричними матрицями, причому N(t), P0 –

матрицi розмiрностi n × n,M(t) – матриця розмiрностi m × m i ма-

трицi N(t),M(t) є неперервними за t ∈ [t0, T ]. Запишемо рiвняння

Гамiльтона-Якобi-Белмана у диференцiальнiй формi

∂B(z, s)

∂s
+maxu{(gradzB(z, s), A(s)z + C(s)u)−

− {(N(s)z, z),+(M(s)u, u)}} = 0,

B(z, t0) = (P0z, z).
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У такiй формi функцiя Белмана має вигляд B(z, s) = (P (s)z, z), де

P (s)−n×n – неперервно диференцiйована матриця, яка задовольняє

матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi

dP (s)

ds
+ P (s)A(s) + A∗(s)P (s)+

+ P (s)C(s)M−1(s)C∗(s)P (s) = N(s),

P (t0) = P0.

Тодi множина досяжностi виглядатиме так:

χ(s) = {z ∈ Rn : (P (s)z, z) ≤ r2}.
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2 Елiпсоїдальна оцiнка множини досяжно-

стi лiнiйної системи керування при гео-

метричних обмеженнях на керування

Деякi пiдходи дозволяють будувати двусторонii апроксимацiї множин

досяжностi за допомогою багатогранникiв. При цьому число граней

N зовнiшнього апроксимуючого багатогранника, рiвне числу вершин

внутрiшнього апроксимуючого багатогранника, визначається числом

значень c1, ..., cN , що надаються вектору c, тобто числом задач опти-

мального керування, якi розв’язуються при цьому пiдходi. Очевидно,

що при достатньо великих розмiрностях n фазового простору число

N для задовiльної апроксимацiї має бути досить великим. Тому даний

пiдхiд при великих n потребує величезного об’єму обчислень. До того

ж використання багатогранников з великим числом граней або вер-

шин N як апроксимацiї множини досяжностi може виявитись незру-

чним для подальшого використання. Такi апроксимацiї, якi залежать

вiд великої кiлькостi параметрiв, надто громiздкi.

Альтернативою для цих пiдходiв є апроксимацiя множин досяжно-

стi класом областей деякої фiксованої канонiчної форми, яка залежить

вiд визначеного обмеженного числа параметрiв [4].

Нерiвнiсть, яка задає елiпсоїд в n-мiрному евклiдовому просторi,

можно записати у виглядi

(Q−1(x− a), (x− a)) 6 1

де a – n-мiрний вектор центра елiпсоїда, Q – симетрична позитивно-

визначена матриця розмiрностi n×n. Такий елiпсоїд позначимо через

E(a,Q). Таким чином,
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E(a,Q) = {x : (Q−1(x− a), (x− a)) ≤ 1}. (2.1)

Розглянутий клас елiпсоїдiв характеризується числом параметрiв,

рiвним n+n(n+1)/2. З них n(n+1)/2 параметрiв є компонентами ве-

ктора a. За рахунок повороту системи координат її осi можна поєднати

з головними осями елiпсоїда. Тодi матриця Q буде дiагональна.

2.1 Зовнiшня оцiнка множини досяжностi

Розглянемо в n-мiрному евклiдовому просторi Rn два елiпсоїда, якi

задаються вiдповiдно з (2.1) [4]:

E(a1, Q1) : {x : (Q−11 (x− a1), (x− a1)) ≤ 1}, (2.2)

E(a2, Q2) : {x : (Q−12 (x− a2), (x− a2)) ≤ 1}.

де ai – n-мiрнi вектори ценрiв елiпсоїдiв, Qi – симетричнi, додатно

визначенi матрицi розмiрностi n× n, i = 1, 2.

Сумою S елiпсоїдiв (2.2) називається множина усiх точок x таких,

що x = x1 + x2, де x1, x2 належать елiпсоїдам (2.2):

x = x1 + x2 ∈ S = E(a1, Q1) + E(a2, Q2), (2.3)

x1 ∈ E(a1, Q1), x2 ∈ E(a2, Q2).

Побудуємо розв’язок задачi (2.2) в загальнному випадку. Вектори x, y

зв’язанi афiнним перетворенням

x = a1 + a2 + A−1y, (2.4)

яке вiдображає суму Sy елiпсоїдiв

y = y1 + y2 ∈ Sy = E(0, D1) + E(0, D2),
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в суму елiпсоїдiв (2.3). Так як афiнне перетворення зберiгає спiввiд-

ношення об’ємiв будь-яких двох областей, то знайдений вище елiпсоїд

E(0, D+) з цим перетворенням переходить в шуканий елiпсоїд

E(a+, Q+) найменшого об’єму, що мiстить S. Використовуючи фор-

мулу AE(a,Q) + b = E(Aa + b, AQA∗) перетворення елiпсоїдiв при

афiнному вiдображеннi та спiввiдношення (2.4), отримаємо параметри

шуканого елiпсоїда E(a+, Q+) у виглядi

a+ = a1 + a2, Q
+ = A−1D+(A∗)−1. (2.5)

Пiдставимо в (2.5) рiвнiсть

D+ = (p−1 + 1)D1 + (p+ 1)D2

i скористуємося спiввiдношеннями

AQiA
∗, i = 1, 2.

В кiнцi будемо мати

a+ = a1 + a2, Q
+ = (p−1 + 1)Q1 + (p+ 1)Q2. (2.6)

Звернемо увагу, що параметри µj, визначенi в (2.6), рiвнi µj = λj

згiдно D1 = diag(λ1, ..., λn), D2 = I, де λj – коренi рiвняння det(Q1 −

λQ2) = 0, j = 1, ..., n. Тому алгебраїчне рiвняння

n∑
j=1

1

p+ µj
=

n

p(p+ 1)
.

перепишеться у виглядi

n∑
j=1

1

p+ λj
=

n

p(p+ 1)
. (2.7)

Отриманi результати пiдсумуємо у виглядi теореми, що дає

розв’язок задачi (2.2).
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Теорема 2.1. [4] Параметри елiпсоїда E(a+, Q+) найменшого об’єму,

що мiстить суму S елiпсоїдiв (2.3), один з яких може бути виро-

дженим (матриця Q1 – невiд’ємновизначена, Q2 – додатньовизна-

чена), визначається формулами L =
n∏
j=1

d+j + µ
n∑
j=1

d+j (z0j )
2, в яких

p > 0 є єдиним додатнiм коренем алгебраїчного рiвняння (2.7), а

числа λj ≥ 0, j = 1, ..., n, є коренями характеристичного рiвняння

det(Q1−λQ2) = 0, до того ж кожен корiнь рахується стiльки разiв,

яка його кратнiсть.

2.2 Внутрiшня оцiнка множини досяжностi

Для розв’язання початкової задачi (2.3) виконаємо афiнне перетворе-

ння елiпсоїда E(0, D−). Аналогiчно (2.5) отримаємо [4]

a− = a1 + a2, Q
− = A−D−(A∗)−1. (2.8)

Запишемо формулу (2.8) для Q− у розгорнутому виглядi, враховуючи

рiвностi D− = (D
1
2
1 +D

1
2
2 )2, AQiA

∗ = Di:

Q− = A−1[AQ1A
∗)

1
2 + (AQ2A

∗)
1
2 ]2(A∗)−1. (2.9)

Спiввiдношення (2.9) мiстить неособливу матрицю перетворень A,

яка задовiльняє умови AQiA
∗ = Di, а в iншому довiльна. В той же час

шуканий розв’язок поставленої задачi єдиний i не має залежати вiд

довiльного вибору A. Спростимо формулу (2.9). Для уього спочатку

розглянемо рiвнiсть (2.9), в якiй A – довiльна неособлива матриця.

Нагадаємо, що матрицi Q1, Q2 симетричнi, до того ж Q1 – не-

вiд’ємновизначена, а Q2 – додатньовизначена матриця. Отже, такi ж

властивостi мають, вiдповiдно, й матрицi AQ1A
∗, AQ2A

∗, а також ква-

дратнi коренi з цих матриць.

Для будь-якої функцiї вiд матриць f(Z) справедлива тотожнiсть:

f(CZC−1) = Cf(Z)C−1, (2.10)
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в якiй C – довiльна неособлива матриця.

Замiнимо в (2.9) A = UB, де U – ортогональна матриця (U ∗ =

U−1), й перетворимо рiвнiсть (2.9), використовуючи тотожнiсть (2.10):

Q− = B−1U−1[U(BQ1B
∗)U−1]

1
2 + [U(BQ2B

∗)U−1]
1
2
2
×

× U(B∗)−1 = B−1U−1U [(BQ1B
∗)

1
2 + (BQ2B

∗)
1
2 ]U−1

2
U(B∗)−1 =

= B−1[(BQ1B
∗)

1
2 + (BQ2B

∗)
1
2 ]2(B∗)−1.

Порiвнюючи отримане спiввiдношення з (2.9), бачимо, що вираз

(2.9) iнварiантний вiдносно замiни A на UA, де U – ортогональна ма-

триця.

Будемо шукати матрицю A, яка задовiльняю умови AQiA
∗ = Di,

i = 1, 2, у виглядi A = UQ
− 1

2
2 . Неважко побачити, що обидвi умови

AQiA
∗ = Di, i = 1, 2 виконуються, якщо U – ортогональна матриця i,

крiм того,

U(Q
− 1

2
2 Q1Q

− 1
2

2 )U ∗ = D2.

Остання умова означає, що ортогональне перетворення з матрицею

U має призводити квадратичну форму з матрицею

Q
− 1

2
2 Q1Q

− 1
2

2

до канонiчного вигляду. Такий вибiр матрицi U завжди можливий,

тому матриця A = UQ
− 1

2
2 , яка задовiльняє умови AQiA

∗ = Di, i = 1, 2,

iснує, i в (2.9) можна покласти A = UQ
− 1

2
2 .

Але в силу доведеної вище iнварiантностi, в виразi (2.9) можно

побачити A = UQ
− 1

2
2 на A = Q

− 1
2

2 , тобто

Q− = Q
1
2
2 [I + (Q2−

1

2
Q1Q2−

1

2
)
1

2
]2Q2

1

2
=

= Q
1
2
2 [I +Q2−

1

2
Q1Q2−

1

2
+ 2(Q2−

1

2
Q1Q2−

1

2
)
1

2
]Q2

1

2
=

= Q1 +Q2 + 2Q
1
2
2 (Q2−

1

2
Q1Q2−

1

2
)
1

2
Q2

1

2
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Якщо обидвi матрицi Q1, Q2 додатньовизначенi, то в силу їх рiвно-

правностi можна в останнiї формулi помiняти їх мiсцями. Остаточно,

вiдношенням (2.8) можна надати вигляд

a− = a1 + a2,

Q− = Q1 +Q2 + 2Q
1
2
2 (Q2−

1

2
Q1Q2−

1

2
)
1

2
Q2

1

2
=

= Q1 +Q2 + 2Q
1
2
1 (Q1−

1

2
Q2Q1−

1

2
)
1

2
Q1

1

2
. (2.11)

Таким чином, задана наступна теорема:

Теорема 2.2. [4] Параметри елiпсоїда E(a−, Q−) найбiльшого об’єму,

що мiститься в сумi S елiпсоїдiв (2.3), один з яких може бути ви-

родженим (матриця Q1 невiд’ємновизначена, Q2 – додатньовизначе-

на), визначаються формулами (2.11) або (2.9), де матриця A задо-

вiльняє умови AQiA
∗ = Di, i = 1, 2. Обидва вирази (2.11) для Q− еквi-

валентнi, якщо обидвi матрицi Q1, Q2 додатньовизначенi. Якщо ма-

триця Q1 невiд’ємновизначена, то потрiбно використовувати пер-

ший вираз (2.11).

Для будь-яких двух елiпсоїдiв E(a1, Q1), E(a2, Q2) визначенi елi-

псоїди E(a+, Q+) та E(a−, Q−) такi, що виконуються включення:

E(a−, Q−) ⊂ E(a1, Q1) + E(a2, Q2) ⊂ E(a+, Q+).

При цьому елiпсоїд E(a−, Q−) має найбiльший, а E(a+, Q+) – най-

меньший можливий об’єм, при яких можливi включення.

Таким чином, побудованi оптимальнi у сенсi об’єма двустороннi

(зовнiшня i внутрiшня) елiпсоїдальнi апроксимацiї суми двух

елiпсоїдiв. Можна сказати, що цi апроксимуючi елiпсоїди E(a+, Q+),

E(a−, Q−) реалiзують, вiдповiдно, зовнiшню та внутрiшню оптимальнi

операцiї додавання в класi елiпсоїдiв.

15



В силу формул центри обох елiпсоїдiв спiвпадають: a+ = a− =

a1 + a2.

З теореми для побудови елiпсоїда E(a+, Q+) необхiдно розв’язати

два алгебраїчних рiвняння. Спочатку потрiбно значти усi коренi

λ1, ..., λn рiвняння n-ої степенi, а потiм знайти єдиний позитивний ко-

рiнь p > 0 рiвняння (n+ 1)-ої степенi.

З теореми випливає, що для побудови елiпсоїда E(a−, Q−) потрi-

бно витягти квадратний корiнь з симетричних невiд’ємновизначених

матриць, виконати операцiї звернення та множення матриць.

2.3 Диференцiйнi рiвняння еволюдiї елiпсоїдiв

Перейдемо до побудови елiпсоїдальних апроксимацiй множин дося-

жностi для керованих систем з неперервним часом. Розглянемо лiнiйну

керуючу систему, описану векторним диференцiальним рiвнянням та

обмеженням [4]

ẋ = C(t)x+K(t)u+ f(t), (2.12)

u ∈ E(0, G(t)). (2.13)

Тут x ∈ Rn – вектор фазових координат; u ∈ Rm –ветор керуючих

функцiй; f – задана n-мiрна вектор-функцiя часу; C(t), K(t), G(t) –

заданi матричнi функцiї часу, що мають розмiрностi n×n, n×m,m×m

вiдповiдно. Матриця G(t) є симетричною та невiд’ємновизначеною.

Початковi умови для системи (2.12), (2.13) задамо у виглядi

x(s) ∈ E(a0, Q0). (2.14)

Тут a0 – заданий n-мiрний вектор, Q0 – задана симетрична додатньо-

визначена матриця розмiрностi n× n.

Множина досяжностi системи (2.12), (2.13) при початковiй множинi
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(2.14) позначимо через

D(t, s,M) = D(t, s, E(a0, Q0)). (2.15)

Поставимо задачу побудувати двустороннi оцiнки множини дося-

жностi (2.15) за допомогою елiпсоїдiв, що мають властивостi субдося-

жностi та супердосяжностi. Iншими словами, для множини (2.15) не-

обхiдно побудувати елiпсоїдальнi оцiнки виглядуD−(t) ⊂ D(t, s,M) ⊂

D+(t), де D−(t), D+(t) – елiпсоїди, тобто

E(a−(t), Q(t)) ⊂ D(t, s, E(a0, Q0)) ⊂ E(a+(t), Q+(t)). (2.16)

Тут a−(t), a+(t) – шуканi n-мiрнi вектор-функцiї,Q−(t), Q+(t) – шуканi

симетричнi додатньовизначенi матрицi розмiрностi n× n.

Введемо n-мiрний вектор v(t) рiвнiстю

v = K(t)u+ f(t). (2.17)

Так як вектор u належить елiпсоїду (2.13), то, вiдповiдно до спiввiд-

ношень для афiнного перетворення елiпсоїдiв, новий керуючий вектор

v з (2.17) належить наступному елiпсоїду:

v ∈ E(f(t), B(t)), B(t) = KGK∗. (2.18)

Тут B(t) – симетрична невiд’ємновизначена матриця розмiрностi n×n.

З врахуванням позначення (2.17) i рiвностi (2.18), система (2.12), (2.13)

перепишеться в еквiвалентному виглядi

ẋ = C(t)x+ v, v ∈ E(f(t), B(t)). (2.19)

Наведемо простий висновок рiвнянь еволюцiї апроксимуючих елi-

псоїдiв. Задамо достатньо малий прирiст часу h > 0 i запишемо замiсть

диференцiйного рiвняння (2.19) його кiнцево-рiзностну апроксимацiю,

опустивши члени висшого порядку вiдносно h:

x(t+ h) = x(t) + hC(t)x(t) + hv(t).

17



Останнє рiвняння перепишемо у виглядi

x(t+ h) = x1 + x2, x1 = hv(t), (2.20)

x2 = [I + hC(t)]x(t).

Згiдно до включення (2.19) i формули для афiнного перетворення

елiпсоїдiв маємо для вектора x1 з (2.20)

x1 ∈ E(f, h2B). (2.21)

Вектор x(t) приймає значення з множини досяжностi (2.15). Допу-

стимо, що в деякий момент часу t ≥ s виконуються включення (2.16).

Тодi множина D′, якiй належить вектор x2 з (2.20), задоволняє вклю-

ченням:

E((I + hC)a−, (I + hC)Q−(I + hC∗)) ⊂ D
′ ⊂

E((I + hC)a+, (I + hC)Q+(I + hC∗)) (2.22)

Тут знову використано спiввiдношення афiнне перетворення для елi-

псоїдiв. Аргумент t в формулах (2.21), (2.22) опущений.

Вектор x(t+h) з (2.20) представлений у виглядi суми двух векторiв,

з которiх перший належить елiпсоїду (2.21), а другий - множинi D′,

для якої є двустороннi елiпсоїдальнi оцiнки (2.22). Отже, для множини

досяжностiD(t+h, s, E(a0, Q0)), якiй належить вектор x(t+h), можна

отримати двустороннi елiпсоїдальнi оцiнки наступним чином. Для вну-

трiшньої оцiнки потрiбно використовувати внутрiшнью елiпсоїдальну

апроксимацiю суми двох елiпсоїдiв: елiпсоїда (2.21) та елiпсоїда лiвої

частини спiввiдношення (2.22), а для зовнiшньої оцiнки – зовнiшню

елiпсоїдальну апроксимацiю суми елiпсоїда (2.21) та елiпсоїда в пра-

вiй частинi (2.22).

Вiдповiднi формули для суми елiпсоїдiв отриманi в пiдроздiлах про

зовнiшню та внутрiшню оцiнку. При цьому, оскiльки перший доданок
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розглядаємих сум є малий елiпсоїд (2.21) (елементи його матрицi про-

порцiональнi h2), то можна використати не точнi формули, вказанi в

теоремах (2.2), (2.3), а спрощенi формули для випадку Q1 = ε2Q0
1.

Вважаючи ε = h, отримаємо на основi спiввiдношень (2.20)-(2.22)

E(a−(t+ h), Q−(t+ h)) ⊂ D(t+ h, s, E(a0, Q)) ⊂

⊂ E(a+(t+ h), Q+(t+ h)), (2.23)

a±(t+ h) = f + (I + hC)a±,

Q−(t+ h) = (I + hC)Q−(I + hC∗)+

+ 2hA−1(ABA∗)
1
2 (AQ−A∗)

1
2 (A∗)−1, (2.24)

Q+(t+ h) = (I + hC)Q+(I + hC∗) + h(q−1B + qQ+),

q = n−1Tr[(Q+)−1B]
1
2 .

Тут через A позначена неособлива матриця розмiрностi n × n, яка

задовольнає ту умову, що обидвi матрицi ABA∗, AQ−A∗ дiагональнi.

Спiввiдношення (2.24) для векторiв a−, a+ перепишемо у виглядi

h−1[a−(t+ h)− a−(t)]Ca−(t) + f,

h−1[a+(t+ h)− a+(t)]Ca+(t) + f.

Перейдемо до границi при h→ 0, звiдси отримаємо

[a−]
′
= C(t)a− + f, [a+]

′
= C(t)a+ + f. (2.25)

Спростимо формули (2.24) для Q−, Q+, опустимо в них члени вищих

порядкiв вiдносно h:

Q−(t+ h)−Q− = h[CQ− +Q−C∗ + 2A−1(ABA∗)
1
2 (AQ−A∗)

1
2 (A∗)−1],

Q+(t+ h)−Q+ = h(CQ+ +Q+C∗ + qQ+ + q−1B).
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Роздiлимо обидвi частини отриманих рiвнянь на h та перейдемо до

границi при h→ 0, отримаємо

[Q−]
′
= CQ− +Q−C∗ + 2A−1(ABA∗)

1
2 (AQ−A∗)

1
2 (A∗)−1, (2.26)

[Q+]
′
= CQ+ +Q+C∗ + qQ+ + q−1B.

Таким чином, допустимо, що в деякий момент t ≥ s мають мiсце

включення (2.16). Ми встановили, що такi ж включення справедливi

й для близбкого моменту t + h, h > 0 (см. (2.24)). При цьому параме-

три апроксимуючих елiпсоїдiв задовiльняють диференцiйним рiвнян-

ням (2.25), (2.26). Але в початковий момент t = s включення (2.16)

мають мiсце, якщо згiдно (2.14) прийняти

a−(s) = a+(s) = a0, (2.27)

Q−(s) = Q+(s) = Q0.

Включення (2.16) при цьому можно переписати у виглядi

E(a(t), Q−(t)) ⊂ D(t, s, E(a0, Q0)) ⊂ E(a(t), Q+(t)). (2.28)

Матриця Q−(t) задовiльняє, згiдно (2.27), (2.26), диференцiйному рiв-

нянню та початковiй умовi [4]

[Q−]
′
= CQ− +Q−C∗ + 2A−1(ABA∗)

1
2 (AQ−A∗)

1
2 (A∗)−1 =

= CQ− +Q−C∗ + 2B
1
2 (B−

1
2Q−B−

1
2 )

1
2B

1
2 =

= CQ− +Q−C∗ + 2(Q−)
1
2 [(Q−)−

1
2B(Q−)−

1
2 ]

1

2
(Q−)

1
2 , (2.29)

Q−(s) = Q0,

B = KGK∗.

Тут A(t) – така неособлива матриця, що обидвi матрицi ABA∗, AQ−A∗

дiагональнi в будь-який момент t. Рiвняння для Q− записано в трьох
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формах, якi еквiвалентнi одне одному, якщо обидвi матрицi Q−, B до-

датньовизначенi. В такому випадку можна використовувати будь-яку

з цих форм. Першу форму можна використовувати i в тому випадку,

якщо будь-яка з матриць Q−, B невiд’ємновизначена, другу – якщо

матриця B додатньовизначена, третю – якщо матриця Q− додатньо-

визначена (остання умова може бути порушена в початковий момент

часу).

Для матрицi Q+(t), згiдно (2.26), (2.27), (2.23), маємо задачу Кошi

[4]:

[Q+]
′
= CQ+ +Q+C∗ + qQ+ + q−1B,Q+(s) = Q0, (2.30)

q = n−1Tr[(Q+)−1]
1
2 , B = KGK∗.

Таким чином, для множини досяжностi керуючої системи (2.12)-

(2.14) або еквiвалентної їй системi (2.19), (2.16) отриманi двустороннi

елiпсоїдальнi оцiнки (2.28). Центри апроксимуючих елiпсоїдiв спiвпа-

дають i їх еволюцiя описується лiнiйним диференцiйним рiвнянням та

початковими умовами (2.27). Еволюцiя матриць Q−, Q+ апроксимую-

чих елiпсоїдiв описується нелiнiйними диференцiйними рiвняннями та

початковими умовами (2.29), (2.30). Розв’язавши вказанi задачi Кошi

(2.27), (2.29), (2.30), можна ефективно побудувати оцiнки (2.28). При

цьому по побудовi отриманi оцiнки мають еволюцiйнi властивостi, тоб-

то є множинами субдосяжностi та супердосяжностi.
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3 Елiпсоїдальна оцiнка множини досяжно-

стi нелiнiйної динамiчної системи керу-

вання

3.1 Рiвняння iнтегральної лiйки

Використовуючи опис системи керування за допомогою диференцiйно-

го включення [6] , можемо отримати рiвняння еволюцiї множини дося-

жностi A(t) = A(t, t0, A0) з початкової множини A0 при t = t0. Розгля-

немо множину досяжностi в два близьких моменти часу: A(t), A(t +

σ), σ > 0. Тодi A(t + σ) можемо отримати як сукупнiсть кiнцевих

точок x(t + σ) усiх можливих розв’язкiв диференцiйного включення,

що визначенi на сегментi [t, t + σ] i задовольняють початковi умови

x(t) ∈ A(t):

A(t+ σ) =
⋃

x(t)∈A(t)

x(t+ σ). (3.1)

Це вiдображає той факт, що в момент часу t точка x(t) може бути

досягнута з A0, t0, а в момент часу t + σ точка x(t + σ) може бути

досягнута з x(t), t, то в момент часу t + σ точка x(t + σ) може бути

досягнута з A0, t0. Якщо розв’язок диференцiйного включення дифе-

ренцiйоване в момент t, то можемо записати

x(t+ σ) = x(t) + σẋ(t) + o(σ), (3.2)

де

ẋ(t) ∈ G(t, x(t)), lim
σ→+0

σ−1o(σ) = 0.

Враховуючи (3.2) з точнiстью до нескiнченно малих o(σ) отримаємо

з (3.1)

A(t+ σ) ≈
⋃

x∈A(t)

⋃
ẋ∈G(t,x)

[x+ σẋ].
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Позначимо

x+ σG(t, x) =
⋃

ẋ∈G(t,x)

[x+ σẋ].

Можемо записати те ж саме у виглядi

A(t+ σ) ≈
⋃

x∈A(t)

[x+ σG(t, x)]. (3.3)

Позначимо

Aσ(t) =
⋃

x∈A(t)

[x+ σG(t, x)].

Оскiльки рiвнiсть (3.3) вiрна з точнiстью до нескiнченно малих o(σ),

то множини A(t+ σ) i Aσ(t) близькi з точнiстю до o(σ).

Умова того, що Aσ(t), A(t + σ) близькi з точнiстю до o(σ), може

бути записана за допомогою метрики Хаусдорфа у виглядi

α(Aσ(t), A(t+ σ)) = o(σ), σ > 0. (3.4)

За визначенням нескiнченно малої o(σ) маємо limσ−1o(σ) = 0 при

σ → 0+. Тому (3.4) можемо переписати у еквiвалентнiй формi

lim
σ→0+

σ−1α(Aσ(t), A(t+ σ)) = 0. (3.5)

Рiвняння (3.4) i (3.5) описують динамiку множини досяжностi точно

так само, як звичайне диференцiйне рiвняння вигляду

ẋ = g(t, x), x ∈ Rn, x(t0) = x0, t0 ≤ t ≤ T, (3.6)

описує динамiку точки x(t). Пояснимо цю аналогiю детальнiше. Рiвня-

ння (3.6) можемо записати у виглядi x(t+σ) = x(t)+σg(t, x(t))+o(σ).

Позначимо xσ(t) = x(t) + σg(t, x). Тодi (3.6) можна переписати у ви-

глядi ‖x(t+σ)−xσ(t)‖ = o(σ). Використовуя те, що для одноточкових

множин x(t+ σ), xσ(t) вiдстань Хаусдорфа мiж ними спiвпадає iз зви-

чайною вiдстанню, отримаємо запис (3.6) у виглядi α(x(t+σ), xσ(t)) =
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o(σ), що є аналогом (3.4). Отримане представлення рiвняння (3.6) по-

казує, що рiвняння (3.4) має той самий змiст, що й звичане диферен-

цiйне рiвняння, тiльки має специфiчну форму запису. Це викликано

вiдсутнiстю операцiї вiднiмання однiєї множини вiд iншої, що в свою

чергу не дає можливостi визначити похiдну вiдображення A(t), але

вираз першого наближення Aσ(t) можна записати в явному виглядi.

Тому запис аналога диференцiального рiвняння (3.4) для A(t) заснова-

ний на виразi першого наближення Aσ(t). Все вище зазначене дозволяє

говорити про рiвняння (3.4), (3.5), як про квазiдиференцiйнi рiвняння,

що описують динамiку множин досяжностi в поточковому представ-

леннi. Запропоновано називати рiвняння (3.5) «рiвнянням iнтегральної

лiйки диференцiйного включення».

У припущеннi лiпшицевого вiдображення g(t, x) може бути побудо-

вана локальна теорiя керування (3.6) - iснування єдиного розв’язку i

т.п. Аналогiчна локальна теорiя може бути побудована i для рiвняння

(3.4).

Неперервне вiдображення R(t) = R(t, t0, X(t0)), [t0, t0 + η)→

K(Rn), η ≥ 0, R(t0) = X(t0), що задовiльняє (3.5), при t ∈ [t0, t0 + η)

називається розв’язком (3.5) або R-розв’язком з початкової множини

X(t0), породженим G(t, x). Як i для звичайних диференцiйних рiв-

нянь, для (3.5) доводится, що R-розв’язок R(t, t0, X(t0)) iснує, єдино

i подовжуючи на максимальний iнтервал iснування t0 ≤ t < w =

w(t0, X(t0)) ≤ ∞. Отримали зв’язок R-розв’язкiв i множин досяжно-

стi.

Теорема 3.1. [6] Для X(t0) ∈ K(Rn) справедлива рiвнiсть

R(t, t0, X(t0)) = A(t, t0, X(t0)) при t0 ≤ t < w.

Допустимо, що X(t) - неперервне вiдображення

X(t) : [t0, T )→ K(Rn), T ∈ [t0, w). (3.7)
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Наша цiль отримати умови, якi гарантують, що

X(t) = A(t, t0, X(t0)), t0 ≤ t < T. (3.8)

Додамо теоремi 3.1 iнше формулювання.

Теорема 3.2. [6] Для виконання (3.8) необхiдно i достатньо, щоб

вiдображення X(t) задовiльняло рiвнянню iнтегральної лiйки

lim
σ→0+

σ−1α(Xσ(t), X(t+ σ)) = 0, Xσ(t) =
⋃

x∈x(t)

[x+ σG(t, x)].

3.2 Оцiнки множини досяжностi

Розглянемо систему керування

ẋ(t) = Ax(t) + f(x(t))d+ u(t), x ∈ Rn, t0 ≤ t ≤ T, (3.9)

з невiдомим, але обмеженим початковим станом

x(t0) = x0, x0 ∈ X0 ∈ compRn (3.10)

Тут A - це постiйна n×n-матриця, вектор d ∈ Rn, compRn - множина

усiх компактних пiдмножин з Rn, керування u(t) - вимiрна за Лебегом

функцiя, з геометричним обмеженням

u(t) ∈ U, U ∈ compRn.

Припустимо, що нелiнiйна функцiя f(x) в (3.9) є додатно визначе-

ною квадратичною формою:

f(x) = x∗Bx, x ∈ Rn, (3.11)

де B(a, r) = {x ∈ Rn : ‖x − a‖ ≤ r} - симетрична додатно визначена

n× n-матриця.
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Позначимо символом x(·) = x(·; t0, x0, u(·)) розв’язок системи (3.9)

на вiдрiзку [t0, T ] для допустимого початкового стану x0 ∈ X0 i керува-

ння u(·). Допустимо, що усi розв’язки x(·) = x(·; t0, x0, u(·)) визначенi

на вiдрiзку [t0, T ] для будь-яких x0, u(·).

Позначимо символом U клас допустимих вимiрних керувань u(·).

Трубку траєкторiй системи (3.9) з початкового стану (t0, x0) позначимо

символом

X(·) = X(·; t0X0) =
⋃
{x(·; t0, x0, u(·)) | x0 ∈ X0, u(·) ∈ U}.

Перерiз X(t) = X(t; t0, X0) трубки траєкторiй X(·) в момент часу

t ∈ [t0, T ] спiвпадає з множиною досяжностi системи (3.9) в момент t

з початкового стану (to, x0).

Допустимо, що в (3.9)-(3.11) множини U,X0 є елiпсоїдами вигляду

U = E(â, Q̂) i X0 = E(a, k2B−1), де число k 6= 0, вектори a, â ∈

Rn, матриця B визначена в (3.11), симетрична матриця Q̂ є додатно

визначеною.

Розглянемо диференцiйне включення

ẋ ∈ Ax+ f(x)d+ E(â, Q̂), x ∈ Rn, t0 ≤ t ≤ T, (3.12)

з невiдомим, але обмеженим початковим станом

x(t0) = x0, x0 ∈ X0 = E(a, k2B−1) (3.13)

еквiвалентне керованiй системi (3.9)-(3.11).

Алгоритми для елiпсоїдальної оцiнки множин X(t) системи (3.10)-

(3.12) базуються на теоремах, якi випливають з теорiї революцiйних

рiвнянь типу рiвнянь iнтегральної лiйки.

Теорема 3.3. [7] Для будь-якого σ > 0 вiрна зовнiшня оцiнка множи-

ни досяжностi X(t0 + σ) = X(t0 + σ; t0, X0) включення (3.10)-(3.12)

X(t0 + σ) ⊆ E(a+(σ), Q+(σ)) + o(σ)B(0, 1), lim
σ→+0

σ−1o(σ) = 0. (3.14)
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Тут параметри елiпсоїда E(a+(σ), X+(σ)) визначаються рiвняннями

a+(σ) = a(σ) + σâ, (3.15)

Q+(σ) = (p−1 + 1)Q(σ) + (p+ 1)σ2Q̂,

де p - єдиний додатнiй розв’язок рiвняння

n∑
i=1

1

p+ λi
=

n

p(p+ 1)
,

а λi ≥ 0 - коренi рiвняння |Q(σ)− λσ2Q̂| = 0 i

a(σ) = a+ σ(Aa+ a∗Ba · d+ k2d), (3.16)

Q(σ) = k2(I + σR)B−1(I + σR)∗, R = A+ 2da∗B,

де I - одинична матриця.

Теорема 3.4. [7] Для будь-якого σ > 0 вiрна внутрiшня оцiнка мно-

жини досяжностi X(t0 + σ) = X(t0 + σ; t0, X0) включення (3.10)-

(3.12)

E(a−(σ), Q−(σ)) ⊆ X(t0 + σ) + o(σ)B(0, 1), lim
σ→+0

σ−1o(σ) = 0. (3.17)

Тут параметри елiпсоїда E(a+(σ), X+(σ)) визначаються рiвняннями

a−(σ) = a(σ) + σâ, (3.18)

Q−(σ) = Q(σ) + σ2Q̂+ 2σQ(σ)1/2(Q(σ)−1/2Q̂Q(σ)−1/2)1/2Q(σ)1/2),

а величини a(σ), Q(σ) визначенi в (3.16).
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4 Алгоритми побудови множини досяжно-

стi

Розглянемо побудову множини досяжностi для конкретної моделi. Да-

на модель:

M1
d2y1(t)

dt2
+(B+B1)

dy1(t)

dt
+(K+K1)y1(t)−B

dy2(t)

dt
−Ky2(t) = f1(t),

M2
d2y2(t)

dt2
+(B+B2)

dy2(t)

dt
+(K+K2)y2(t)−B

dy1(t)

dt
−Ky1(t) = −f2(t),

Тут f1(t), f2(t) – зовнiшнi сили. На основi цiєї моделi запишемо систему

диференцiйних рiвнянь:

ẏ1 = y3 +
M2

B
y4,

ẏ2 =
M1

B
y3 + y4,

ẏ3 = −K−K1
M1M2

B −By1 + K
M1M2

B −By2 + −B−B1
M1M2

B −By3 +
(−B−B1)

M2
B

M1M2
B −B y4 + f1(t),

ẏ4 = K
M1M2

B −By1 + −K−K2
M1M2

B −By2 +
(−B−B2)

M1
B

M1M2
B −B y3 + −B−B2

M1M2
B −By4 + f2(t).

Цю систему можна подати у виглядi

ẏ = Ay +Bf

де матриця A дорiвнює:

0 0 1
M2

B

0 0
M1

B
1

−K −K1

M1M2

B
−B

K
M1M2

B
−B

−B −B1

M1M2

B
−B

(−B −B1)
M2

B
M1M2

B
−B

K
M1M2

B
−B

−K −K2

M1M2

B
−B

(−B −B2)
M1

B
M1M2

B
−B

−B −B2

M1M2

B
−B


,
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матриця B дорiвнює: 
0 0

0 0

0 1

0 -1

 .

4.1 Алгоритм з використанням граммiану

керованостi

1. Задаємо матрицi A,B для системи (1.1).

2. Розв’язуємо диференцiйне рiвняння для граммiана

dW (T, t0)

dt
= A(t)W (T, t0) +W (T, t0)A

∗(t) +B(t)B∗(t).

За допомогою чисельного метода Ейлера отримаємо:

W (tk+1) = W (tk) + h(AW (tk) +W (tk)A
∗ +BB∗).

3. Знаходимо множину досяжностi за допомогою формули

χ(t) = {x : xTQ(t)−1x ≤ 1}.

4.2 Алгоритм з використанням функцiї Беллмана

1. Задаємо матрицiA,C для системи рiвнянь (1.7) та матрицiM,N ,

P0 для функцiоналу (1.8).

2. Розв’язуємо диференцiйне рiвняння Рiккатi

dP (s)

ds
+ P (s)A(s) + A∗(s)P (s)+

+ P (s)C(s)M−1(s)C∗(s)P (s) = N(s),
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P (t0) = P0,

для знаходження функцiї Белмана

B(z, s) = (P (s)z, z).

За допомогою чисельного метода Ейлера отримаємо:

P (s) = P (s) + h(P (s)A+ A∗P (s) + P (s)CM−1C∗P (s).

3. Знаходимо множину досяжностi за допомогою формули

χ(s) = {z ∈ Rn : B(z, s) ≤ r2}.

4.3 Алгоритми зовнiшньої та внутрiшньої оцiнки

множини досяжностi лiнiйної системи

керування

1. Задаємо матрицi C,K для системи рiвнянть (2.12) та матрицю

G для формули (2.13).

2. Розв’язуємо диференцiйне рiвняння (2.29) для матрицi елiпсоїда

Q−:

˙[Q−] = CQ− +Q−CT + 2A−1(ABAT )
1
2 (AQ−AT )

1
2 (AT )−1 =

= CQ− +Q−CT + 2B
1
2 (B−

1
2Q−B−

1
2 )

1
2B

1
2 =

= CQ− +Q−CT + 2(Q−)
1
2 [(Q−)−

1
2B(Q−)−

1
2 ]

1
2 (Q−)

1
2 .

За допомогою чисельного метода Ейлера отримаємо:

Q(tk+1) = Q(tk) + h

(
CQ(tk) +Q(tk)C

∗ + qQ(tk) +
B

q

)
.

3. Розв’язуємо диференцiйне рiвняння (2.30) для матрицi елiпсоїда

Q+:

˙[Q+] = CQ+ +Q+CT + qQ+ + q−1B,Q+(s) = Q0,
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q = n−1Tr[(Q+)−1]
1
2 , B = KGKT .

За допомогою чисельного метода Ейлера отримаємо:

Q(tk+1) = Q(tk)+h

(
CQ(tk) +Q(tk)C

∗ + 2
√
Q

√√
QB
√
Q
√
Q

)
.

4.4 Алгоритми зовнiшньої та внутрiшньої оцiнки

множини досяжностi нелiнiйної динамiчної

системи керування

Наведемо один з алгоритмiв [7] зовнiшнього оцiнювання множин дося-

жностi X(t), що використовує для побудови зовнiшньої багатозначної

оцiнки (3.14).

Розглянемо розбиття (ti, ti + 1) заданого вiдрiзка [t0, T ], де ti =

t0 + ih (i = 1, ...,m), h = (T − t0)/m, tm = T.

1. Для заданого початкового елiпсоїда X0 = E(a, k20B
−1) (k0 6= 0)

побудуємо елiпсоїд X1 = E(a1, Q1) за теоремою 3.3 для a1 =

a+(σ), Q1 = Q+(σ), σ = h.

2. Знайдемо найменше k1 > 0 таке, що

E(a1, Q1) ⊆ X̃1 = E(a1, k
2
1B
−1),

(число k21 спiвпадає з максимальним власним значенням матрицi

B1/2Q1B
1/2).

3. Розглянемо динамiчну систему на наступному вiдрiзку [t− 1, t2]

з елiпсоїдом E(a1, k
2
1B
−1), прийнятим за початкову множину в

момент часу t1.

4. Наступнi кроки повторюють iтерацiї 1-3.
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В результатi iтерацiй ми отримаємо зовнiшню елiпсоїдальну оцiнку

E(a+(T ), Q+(T )) множини досяжностi X(T ) (зi збiльшеною точнiстью

при m→∞).

Розглянемо алгоритм [7] побудови внутрiшньої оцiнки множини

досяжностi X(t) системи (3.12) - (3.13).

Розглянемо розбиття (ti, ti+1) заданого вiдрiзка [t0, T ], де ti = t0+

ih (i = 1, ...,m), h = (T − t0)/m, tm = T. Для отримання внутрiшньої

оцiнки повторюємо послiдовно наступнi кроки.

1. Для заданого початкового елiпсоїда X0 = E(a, k20B
−1) (k0 6= 0)

побудуємо елiпсоїд X1 = E(a1, Q1) за теоремою 3.4 для a1 =

a−(σ), Q1 = Q−(σ), σ = h.

2. Знайдемо найменше k1 > 0 таке, що

E(a1, Q1) ⊆ X̃1 = E(a1, k
2
1B
−1),

(число k21 спiвпадає з максимальним власним значенням матрицi

B1/2Q1B
1/2).

3. Розглянемо динамiчну систему на наступному вiдрiзку [t− 1, t2]

з елiпсоїдом E(a1, k
2
1B
−1), прийнятим за початкову множину в

момент часу t1.

4. Наступнi кроки повторюють iтерацiї 1-3.

В результатi iтерацiй ми отримаємо внутрiшню елiпсоїдальну оцiн-

ку E(a−(T ), Q−(T )) множини досяжностi X(T ) (зi збiльшеною точнi-

стью при m→∞).
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4.5 Алгоритм проектування елiпсоїда на

гiперпрощину

Розглянемо елiпсоїд E(a,Q). Має мiсце така властивiсть [4, 5]

E(a,Q) = a+ E(0, Q).

Нехай M − n× n - невироджена матриця. Тодi

ME(0, Q) = E(0,MQM ∗).

Якщо матриця елiпсоїда Q вироджена, то елiпсоїдом E = E(0, Q)

називається множина, опорна функцiя якої має вигляд

c(E, p) = 〈Qp, p〉
1
2 , p ∈ Rn.

Тодi якщо M − n× n - вироджена матриця, то формула

ME(0, Q) = E(0,MQM ∗)

також справджується.

Лема 4.1. Заданий лiнiйний пiвпростiр L ⊂ Rn, dimL = k. Тодi iснує

матриця M ∈ R(n−k)×n, rangM = n− k

L = (x ∈ Rn : Mx = 0) = KerM.

Спроектуємо елiпсоїд E = E(0, Q) на пiвпростiр L. Для цього

запишемо проектор на ядро матрицi M , який має вигляд Z(M) =

I − M+M. Тут M+ – псевдообернена матриця до матрицi M . Тодi

проекцiя елiпсоїда E на пiвпростiр L задається так: Z(M)E. Вона рiв-

на

Z(M)E = Z(M)E(0, Q) = E(0, Z(M)QZ∗(M)).

Якщо MM ∗ – невироджена, то

Z(M) = I −M ∗(MM ∗)−1M.
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4.6 Обчислювальний експеримент

В прикладах 1-4 программа написана мовою програмування C++. В

структурi програми є 3 класи - Ellipse, Matrix та Controller. Класи Elli-

pse та Matrix потрiбнi для створення вiдповiдних об’єктiв (елiпс та ма-

триця) i проведення операцiй над ними. Клас Controller вiдповiдає за

вiдображення вiкна программи i зчитує натискання клавiш. Для вiд-

ображення результатiв викорисовується графiчна бiблiотека OpenGL

з glad, glfw, glm.

Приклад 1

Знайдемо множину досяжностi системи за диференцiйним рiвнян-

ням для граммiана. Розглядаються обмеження на керування:

‖u‖22 =

∫ ∞
0

u∗(t)u(t)dt ≤ 1

Виберемо параметри:

A(t) =


0 0 1.0000 2.0099

0 0 1.3915 1.0000

-0.8614 0.0009 -4.8068 -9.6611

0.0009 -0.0267 -4.5881 -3.2973

 , B(t) =


0 0

0 0

0 1

0 -1

 ,

h = 0.2.

Пiсля обчислення диференцiйного рiвняння отримали:

W (tk) =


1.0115 -1.0115 -5.3765 4.1151

-1.0240 1.1355 5.1355 -4.3312

-5.3765 5.6834 29.4597 -22.4779

4.1151 -4.3312 -22.4779 17.2241

 ,
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Рис. 1: Iлюстрацiя до прикладу 1

W−1(tk) =


41.5900 -13.2737 5.3307 -6.3176

-13.2737 30.1168 -8.1158 0.1532

5.3307 -8.1158 10.2448 10.0553

-6.3176 0.1532 10.0553 14.7283

 .
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Приклад 2

Знайдемо множину досяжностi системи за диференцiйним рiвнян-

ням для граммiана. Розглядаються обмеження на керування:

‖u‖22 =

∫ ∞
0

u∗(t)u(t)dt ≤ 1

Виберемо параметри:

A(t) =


0 0 1.0000 2.8345

0 0 0.5669 1.0000

-1.8702 0.0019 -6.7746 -19.2024

0.0019 -0.0579 -7.4215 -13.0915

 , B(t) =


0 0

0 0

0 1

0 -1

 ,

h = 0.2.

Пiсля обчислення диференцiйного рiвняння отримали:

W (tk) =


0.4892 -0.1016 -3.8406 1.8244

-0.1016 0.0260 0.8439 -0.3991

-3.8406 0.8439 30.9457 -14.6783

1.8244 -0.3991 -14.6783 6.9897

 ,

W−1(tk) =


108.4165 -110.1151 13.6449 -5.9317

-110.1151 448.9689 -29.9021 -8.4156

13.6449 -29.9021 10.7006 17.2020

-5.9317 -8.4156 17.2020 37.3346

 .

36



Рис. 2: Iлюстрацiя до прикладу 2
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Приклад 3

Знайдемо множину досяжностi системи за диференцiйним рiвнян-

ням Рiккатi для функцiї Белмана. Розглядається функцiонал:

I(u, x) =

∫ T

t0

{0.1x(t) + 3u(t)}dt+ x0(t)

Виберемо параметри:

A(t) =


0 0 1.0000 2.0099

0 0 1.3915 1.0000

-0.8614 0.0009 -4.8068 -9.6611

0.0009 -0.0267 -4.5881 -3.2973

 , B(t) =


0 0

0 0

0 1

0 -1

 ,

h = 0.2, N = 0.1, M = 3, r = 0.5.

Пiсля обчислення диференцiйного рiвняння отримали:

P (tk) =


0.2394 0.0877 1.9333 2.4890

0.0877 0.0804 0.0750 0.0806

1.9333 0.0750 23.9459 30.9308

2.4890 0.0886 30.9308 39.9545

 .
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Рис. 3: Iлюстрацiя до прикладу 3
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Приклад 4

Знайдемо множину досяжностi системи за диференцiйним рiвнян-

ням Рiккатi для функцiї Белмана. Розглядається функцiонал:

I(u, x) =

∫ T

t0

{0.1x(t) + 3u(t)}dt+ x0(t)

Виберемо параметри:

A(t) =


0 0 1.0000 2.8345

0 0 0.5669 1.0000

-1.8702 0.0019 -6.7746 -19.2024

0.0019 -0.0579 -7.4215 -13.0915

 , B(t) =


0 0

0 0

0 1

0 -1

 ,

h = 0.2, N = 0.3, M = 5, r = 0.5.

Пiсля обчислення диференцiйного рiвняння отримали:

P (tk) =


0.6848 0.3400 3.3400 7.2327

0.3400 0.2675 0.2859 0.4335

3.5570 0.2859 41.4309 86.4178

7.2327 0.4335 86.4178 180.3619



40



Рис. 4: Iлюстрацiя до прикладу 4
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В прикладах 5-7 програма написана мовою програмування python.

Для математичних операцiй використано бiблiотеки sympy i numpy.

Для вiдображення результатiв використовується matplotlib, для анi-

мацiї - celluloid. Для знаходження оберненої матрицi використовується

LDLdecomposition (Cholesky decomposition).

Приклад 5

Знайдемо елiпсоїдальну оцiнку множини досяжностi. Розгядаються

обмеження на керування:

a2u21(t) + b2u22(t) ≤ r2(t)

Виберемо параметри:

C(t) =


0 0 1.0000 2.8345

0 0 0.5669 1.0000

-1.8702 0.0019 -6.7746 -19.2024

0.0019 -0.0579 -7.4215 -13.0915

 , B(t) =


0 0

0 0

1 0

0 -1

 ,

h = 0.001.

Пiсля обчислення диференцiйних рiвнянь отримали:

Q+(tk) =


0.1950 -0.0176 -0.6364 0.2977

-0.0176 0.1305 0.1180 0.0558

-0.6364 0.1180 4.3074 -2.0286

0.2977 -0.0558 -2.0286 0.9609

 ,

Q−(tk) =


0.1459 -0.0120 -0.4311 0.2007

-0.0120 0.1015 0.0640 -0.0304

-0.4311 0.0640 2.5504 -1.2048

0.2007 -0.0304 -1.2048 0.5693

 .

На рисунку 5 показанi змiни зовнiшньої апроксимацiї множини

досяжностi з часом.
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Рис. 5: Iлюстрацiя до прикладу 5

Приклад 6

Знайдемо елiпсоїдальну оцiнку множини досяжностi. Розгядаються

обмеження на керування:

a2u21(t) + b2u22(t) ≤ r2(t)

C(t) =


0 0 1.0000 2.6239

0 0 0.7774 1.0000

-0.0747 0.0467 -5.0642 -13.2881

0.0467 -0.9811 -5.5534 -7.1430

 , B(t) =


0 0

0 0

1 0

0 -1

 ,

h = 0.001.

Пiсля обчислення диференцiйних рiвнянь отримали:

Q+(tk) =


1.3849 -0.5604 -6.7481 3.8992

-0.5604 0.3753 3.1015 -1.7982

-6.7481 3.1015 37.4835 -21.6323

3.8992 -1.7982 -21.6323 12.4954

 ,

Q−(tk) =


0.5666 -0.0979 -0.7804 0.4202

-0.0979 0.2086 1.2182 -1.1319

-0.7804 1.2182 6.3576 -2.3633

0.4202 -1.1319 -2.3633 1.7877

 .
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Рис. 6: Iлюстрацiя до прикладу 6

Рис. 7: Iлюстрацiя до прикладу 7

На рисунку 6 показанi змiни зовнiшньої апроксимацiї множини

досяжностi з часом.
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Приклад 7

Розглянемо приклад, що iлюструє побудову елiпсоїдальної оцiнки

множини досяжностi для нелiнiйної динамiчної системи. Розглянемо

диференцiйне включення

ẋ ∈ A(x) + f(x)d+ rB(0, 1), x ∈ R2, 0 ≤ t ≤ T = 0.22, r = 0.01,

з початковими умовами

x(0) = x0 ∈ X0 = B(0, 1) = E(0, I),

де

A =

 -1 0

0 0.5

 , f(x) = f(x1, x2) = 0.25x21 + x22, d = (0, 0.3).

На Рис. 7 червоним контуром зображена зовнiшня елiпсоїдальна

оцiнка множини досяжностi E(a+(t), Q+(t)) i синiм - внутрiшня елi-

псоїдальна оцiнка множини досяжностi E(a−(t), Q−(t)), отриманi за

алгоритмом 4.4.

Приклад 8

Розглянемо другий приклад, що iлюструє побудову елiпсоїдальної

оцiнки множини досяжностi для нелiнiйної динамiчної системи. Роз-

глянемо диференцiйне включення

ẋ ∈ A(x) + f(x)d+ rB(0, 1), x ∈ R2, 0 ≤ t ≤ T = 0.22, r = 0.01,

з початковими умовами

x(0) = x0 ∈ X0 = B(0, 1) = E(0, I),

де

A =

 0.01 0

0 0.5

 , f(x) = f(x1, x2) = 0.25x21 + 0.5x22, d = (0, 0.5).
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Рис. 8: Iлюстрацiя до прикладу 8

На Рис. 8 червоним контуром зображена зовнiшня елiпсоїдальна

оцiнка множини досяжностi E(a+(t), Q+(t)) i синiм - внутрiшня елi-

псоїдальна оцiнка множини досяжностi E(a−(t), Q−(t)), отриманi за

алгоритмом 4.4.
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Висновки

В роботi розглянуто два алгоритми побудови множини досяжностi для

лiнiйних систем керування при функцiональних обмеження i два алго-

ритми побудови множини досяжностi для лiнiйних систем керування

при геометричних обмеженнях. Наведено приклади роботи алгоритмiв

на основi математичної моделi коливання двох тiл з врахуванням тер-

тя. Також описана побудова зовнiшньої та внутрiшньої апроксимацiї

множини досяжностi для нелiнiйних динамiчних систем керування, ба-

зуючись на теоремах, якi випливають з теорiї еволюцiйних рiвнянь ти-

пу рiвнянь iнтегральної лiйки. Виведено вiдповiднi диференцiйнi рiв-

няння. Написано двi програми на мовах програмування: C++ i Python.

Проведено обчислювальнi експерименти, якi дозволяють проаналiзу-

вати, як змiнюється множина досяжностi з часом.
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