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АНОТАЦIЯ

Єфiмов Д.I. Централiзатори елементiв в алгебрах Лi диференцiювань кiлець
многочленiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111 Ма-
тематика. – Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Мiнi-
стерство освiти i науки України, Київ, 2024.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню пiдалгебр та централiзаторiв еле-
ментiв в алгебрах Лi диференцiювань полiномiальних кiлець над алгебраїчно
замкненим полем характеристики нуль.

Нехай 𝐴 — область цiлiсностi над полем K характеристики нуль, 𝑅 — поле
часток 𝐴. Диференцiюванням алгебри 𝐴 називається K-лiнiйне вiдображення
𝐷 : 𝐴 → 𝐴, яке задовольняє рiвностi 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓)𝑔 + 𝑓𝐷(𝑔) для усiх 𝑓, 𝑔 ∈
𝐴. Аналогiчно визначаються диференцiювання K-алгебри 𝑅. Диференцiювання
алгебр 𝐴 та 𝑅 утворюють алгебри Лi DerK𝐴 та DerK𝑅 над полем K. Будь-
яке диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 єдиним чином може бути продовжене до
диференцiювання алгебри 𝑅.

Для будь-якого елемента 𝑟 ∈ 𝑅 можна визначити диференцiювання 𝑟𝐷 ∈
DerK𝑅 за правилом 𝑟𝐷(𝑥) = 𝑟 ·𝐷(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅. Позначимо через 𝑅DerK𝐴 лiнiйну
оболонку (над полем𝑅) множини {𝑟𝐷|𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴};𝑅DerK𝐴 є алгеброю
Лi. Для будь-якої пiдалгебри 𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴 визначимо її ранг як розмiрнiсть
над полем𝑅 векторного простору𝑅𝐿 (породженого елементами вигляду 𝑟𝐷, 𝑟 ∈
𝑅,𝐷 ∈ 𝐿). Нехай 𝐹 = 𝐹 (𝐿) — перетин усiх ядер диференцiювань з пiдалгебри
𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴. Пiдполе 𝐹 ⊆ 𝑅 називається полем констант алгебри Лi 𝐿. Окрiм
того, 𝑅𝐿 та 𝐹𝐿 є пiдалгебрами алгебри Лi 𝑅DerK𝐴 (а також алгебрами Лi над
полем 𝐹 ). Позначимо через 𝐶𝐿(𝐷) — централiзатор елемента𝐷 ∈ 𝐿 в пiдалгебрi
𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴, тобто 𝐶𝐿(𝐷) = {𝑇 ∈ 𝐿 : [𝑇,𝐷] = 0}.

Нехай 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — алгебра многочленiв вiд 𝑛 змiнних над алгебра-
їчно замкненим полем K характеристики нуль, 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — алгебра
рацiональних функцiй вiд 𝑛 змiнних над полем K. Позначимо DerK𝐴 = 𝑊𝑛(K)
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та DerK𝑅 = ̃︁𝑊𝑛(K).
В роботi, зокрема, вивчались скiнченновимiрнi розв’язнi пiдалгебри 𝑊3(K)

рангу 3 над 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Було доведено, що розв’язна скiнченновимiрна
пiдалгебра 𝐿 ⊆ 𝑊3(K), яка має абелевий iдеал рангу 3 над 𝑅, iзоморфна пiд-
алгебрi загальної афiнної алгебри Лi aff3(K). Якщо ж 𝐿 ⊆ 𝑊3(K) - розв’язна
скiнченновимiрна пiдалгебра алгебри Лi рангу 3, яка має iдеал 𝐼 рангу 2 над 𝑅
й 𝐹 = 𝐹 (𝐼) - поле констант 𝐼 в 𝑅, то алгебра Лi 𝐿 вкладається в деяку пiдал-
гебру 𝐿 алгебри Лi ̃︁𝑊3(K) диференцiювань поля рацiональних функцiй 𝑅. При
цьому алгебра Лi 𝐿 — розв’язна та є розширенням алгебри Лi розмiрностi 1 або
2 над K своїм iдеалом 𝐹𝐼 ⊂ 𝐿, де 𝐼 = (𝑅𝐼)∩𝐿. Iдеал 𝐹𝐼 має ранг 2 над полем
𝑅 та може бути вкладений в aff2(𝐹 ).

В роботi дослiджувались централiзатори якобiанних диференцiювань алге-
бри многочленiв вiд двох змiнних. Нехай 𝐷𝑓 ∈ 𝑊2(K) — якобiанне диференцiю-
вання, породжене многочленом 𝑓 ∈ K[𝑥1, 𝑥2]. Маючи замкнений породжуючий
для 𝑓 многочлен 𝑝 ∈ K[𝑥1, 𝑥2], був знайдений опис елементiв централiзатора
𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) диференцiювання 𝐷𝑓 в алгебрi Лi 𝑊2(K). Окрiм цього, у випадку,
коли 𝑓 — несталий многочлен, було доведено, що централiзатор 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є
вiльним модулем рангу 1 або 2 над пiдкiльцем кiльця K[𝑝].

Були дослiдженi централiзатори диференцiювань K-алгебр 𝐴 =

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] та 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в залежностi вiд вигляду поля констант
𝐹 ⊆ 𝑅. У випадку, коли поле констант має степiнь трансцендентностi 1 над
полем K, було знайдено, що централiзатор 𝐷 ∈ ̃︁𝑊𝑛(K) або є алгеброю Лi над
полем Ker𝑅𝐷 = 𝐹 скiнченної розмiрностi 𝑘, або ж централiзатор мiстить iдеал
корангу 1 над полем 𝑅, який в свою чергу є алгеброю Лi над 𝐹 розмiрностi
𝑘 − 1. Аналогiчний опис отримали централiзатори диференцiювань алгебри 𝐴.
Зокрема, коли 𝐹 не мiстить несталих многочленiв, централiзатор в алгебрi Лi
𝑊𝑛(K) має скiнченну розмiрнiсть над K. Також знайденi деякi результати, якi
стосуються централiзаторiв диференцiювань вигляду 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑖

, якi
називаютсья лiнiйними.

Дослiджувалась трикутна алгебра Лi 𝑢𝑛(K) диференцiювань вигляду 𝐷 =
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𝑎0
𝜕
𝜕𝑥1

+ · · ·+ 𝑎𝑛−1
𝜕
𝜕𝑥𝑛
, де 𝑎0 ∈ K, 𝑎𝑖 ∈ 𝑃𝑖 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑖] для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Було

показано, що ця алгебра є максимальною локально нiльпотентною пiдалгеброю
алгебри Лi 𝑊𝑛(K). Також дослiджувалась розв’язна алгебра Лi 𝑠𝑛(K) диферен-
цiювань вигляду 𝐷 = (𝑥1𝑎0 + 𝑏0)

𝜕
𝜕𝑥1

+ (𝑥𝑛𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑛
, де 𝑎0, 𝑏0 ∈ K, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝑃𝑖

для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Доведена максимальнiсть 𝑠𝑛(K) серед усiх розв’язних
пiдалгебр Лi в 𝑊𝑛(K).

Ключовi слова: диференцiювання, якобiанне диференцiювання, лiнiйне
диференцiювання, централiзатор диференцiювання, поле констант, алгебра Лi,
локально нiльпотентна алгебра Лi, розв’язна алгебра Лi, загальна лiнiйна ал-
гебра Лi, загальна афiнна алгебра Лi, полiномiальне кiльце, iдеал, трикутна
алгебра Лi, максимальна розв’язна пiдалгебра, замкнений многочлен.
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ABSTRACT
Danylo Yefimov Centralizers of elements in Lie algebras of derivations of

polynomial rings. — Manuscript. The thesis for obtaining the Doctor of Philosophy
degree on the speciality 111 Mathematics. — Taras Shevchenko National University
of Kyiv, MES of Ukraine, Kyiv, 2024.

The dissertation is devoted to studying subalgebras and centralizers of elements
in Lie algebras of derivations of polynomial rings over algebraically closed field of
characteristic zero.

Let 𝐴 be an integral domain over the field K of characteristic zero, and let 𝑅 be
the field of fractions of 𝐴. The derivation of the algebra 𝐴 is defined as a K-linear
mapping 𝐷 : 𝐴 → 𝐴 that satisfies the equality 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓)𝑔 + 𝑓𝐷(𝑔) for all
𝑓, 𝑔 ∈ 𝐴. The derivation of the K-algebra 𝑅 is defined in a similar fashion. The
derivations of algebras 𝐴 and 𝑅 form Lie algebras DerK𝐴 and DerK𝑅 over the
field K. Any derivation 𝐷 ∈ DerK𝐴 can be uniquely extended to a derivation of
the algebra 𝑅. For any element 𝑟 ∈ 𝑅, one can define the derivation 𝑟𝐷 ∈ DerK𝑅

according to the rule 𝑟𝐷(𝑥) = 𝑟 ·𝐷(𝑥), where 𝑥 ∈ 𝑅. Let us denote the linear span
(over the field 𝑅) of the set 𝑟𝐷 | 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴 as 𝑅DerK𝐴; 𝑅DerK𝐴 is a
Lie algebra. For any subalgebra 𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴, we define its rank as the dimension
(over the field 𝑅) of the vector space 𝑅𝐿 generated by elements of the form 𝑟𝐷, 𝑟 ∈
𝑅,𝐷 ∈ 𝐿. Let 𝐹 = 𝐹 (𝐿) be the intersection of all kernels of derivations from the
subalgebra 𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴. The subfield 𝐹 ⊆ 𝑅 is called the field of constants of the
Lie algebra 𝐿. Additionally, 𝑅𝐿 and 𝐹𝐿 are subalgebras of the Lie algebra 𝑅DerK𝐴

(as well as Lie algebras over the field 𝐹 ). Let 𝐶𝐿(𝐷) be the centralizer of the element
𝐷 ∈ 𝐿 in the subalgebra 𝐿 ⊆ 𝑅DerK𝐴, i.e., 𝐶𝐿(𝐷) = 𝑇 ∈ 𝐿 : [𝑇,𝐷] = 0.

Let 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] be the algebra of polynomials in 𝑛 variables over an
algebraically closed field K of characteristic zero. Let 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) be the
algebra of rational functions in 𝑛 variables over the field K. Denote DerK𝐴 = 𝑊𝑛(K)

and DerK𝑅 = ̃︁𝑊𝑛(K).
In the thesis, finite-dimensional solvable subalgebras 𝑊3(K) of rank 3 over 𝑅 =

K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) have been studied, particularly. It has been proven that a solvable
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finite-dimensional subalgebra 𝐿 ⊆ 𝑊3(K), which has an abelian ideal of rank 3

over 𝑅, is isomorphic to the subalgebra of the general affine Lie algebra aff3(K). If,
however, 𝐿 ⊆ 𝑊3(K) is a solvable finite-dimensional subalgebra of the Lie algebra
of rank 3 with an ideal 𝐼 of rank 2 over 𝑅 and 𝐹 = 𝐹 (𝐼) is the field of constants of
𝐼 in 𝑅, then the Lie algebra 𝐿 can be embedded into a certain subalgebra 𝐿 of the
Lie algebra ̃︁𝑊3(K) of derivations of the field of rational functions 𝑅. In this case,
the Lie algebra 𝐿 is solvable and it is an extension of a Lie algebra of dimension 1
or 2 over K by the ideal 𝐹𝐼 ⊂ 𝐿, where 𝐼 = (𝑅𝐼) ∩ 𝐿. The ideal 𝐹𝐼 has rank of 2
over the field 𝑅 and can be embedded into aff2(𝐹 ).

In the research, centralizers of Jacobian differentiations in the algebra of
polynomials in two variables were also investigated. Let 𝐷𝑓 ∈ 𝑊2(K) be a Jacobian
derivation generated by the polynomial 𝑓 ∈ K[𝑥1, 𝑥2]. Given a closed generator for
𝑓 as 𝑝 ∈ K[𝑥1, 𝑥2], a description of the elements of the centralizer 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) of
the derivation 𝐷𝑓 in the Lie algebra 𝑊2(K) has been found. Additionally, in the
case where 𝑓 is a non-constant polynomial, it has been proved that the centralizer
𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) is a free module of rank 1 or 2 over the subring of the ring K[𝑝].

Centralizers of derivations of K-algebras 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] and 𝑅 =

K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) have been investigated depending on the structure of the field of
constants 𝐹 ⊆ 𝑅. In the case where the field of constants has transcendence degree
1 over the field K, it has been found that the centralizer 𝐷 ∈ ̃︁𝑊𝑛(K) is either a Lie
algebra over the field Ker𝑅𝐷 = 𝐹 of finite dimension 𝑘, or the centralizer contains
an ideal of corank 1 over the field 𝑅, which, in turn, is a Lie algebra over 𝐹 of di-
mension 𝑘− 1. A similar description was obtained for the centralizers of derivations
in the algebra 𝐴. Moreover, when 𝐹 does not contain non-constant polynomials, the
centralizer in the Lie algebra 𝑊𝑛(K) has finite dimension over K. Some results were
also found concerning the centralizers of derivations of the form𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑖

,
which are called linear derivations.

The triangular Lie algebra 𝑢𝑛(K) of derivations of the form 𝐷 = 𝑎0
𝜕
𝜕𝑥1

+ · · · +
𝑎𝑛−1

𝜕
𝜕𝑥𝑛
, where 𝑎0 ∈ K, 𝑎𝑖 ∈ 𝑃𝑖 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑖] for all 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, has been investi-

gated. It has been shown that this algebra is a maximally locally nilpotent subalgebra
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of the Lie algebra 𝑊𝑛(K). The solvable Lie algebra 𝑠𝑛(K) of derivations of the form
𝐷 = (𝑥1𝑎0+𝑏0)

𝜕
𝜕𝑥1

+(𝑥𝑛𝑎𝑛+𝑏𝑛)
𝜕
𝜕𝑥𝑛
, where 𝑎0, 𝑏0 ∈ K, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝑃𝑖 for all 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

has been studied. The maximality of 𝑠𝑛(K) has been proven among all solvable Lie
subalgebras in 𝑊𝑛(K).

Key words: derivation, Jacobian derivation, linear derivation, centralizer of a
derivation, field of constants, Lie algebra, locally nilpotent Lie algebra, solvable Lie
algebra, general linear Lie algebra, general affine Lie algebra, polynomial ring, ideal,
triangular Lie algebra, maximal solvable subalgebra, closed polynomial.
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Перелiк умовних позначень

DerK(𝐴) алгебра Лi всiх диференцiювань K-алгебри 𝐴

𝑊 (𝐴) алгебра Лi 𝑅DerK𝐴

rank𝑅 𝐿 ранг алгебри Лi 𝐿 над полем 𝑅

Ker𝐷 ядро диференцiювання 𝐷 (кiльце або поле констант)

LND(𝐴) множина всiх локально нiльпотентних диференцiювань
алгебри 𝐴

K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] алгебра многочленiв вiд 𝑛 змiнних над полем K

K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) алгебра рацiональних функцiй вiд 𝑛 змiнних над полем K

𝑊𝑛(K) алгебра Лi всiх диференцiювань алгебри многочленiв
K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]̃︁𝑊𝑛(K) алгебра Лi всiх диференцiювань алгебри рацiональних
функцiй K(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) централiзатор диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K)

в алгебрi Лi 𝑊𝑛(K)

𝑢𝑛(K) алгебра Лi всiх трикутних диференцiювань алгебри
многочленiв K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝐷𝑓 диференцiювання Якобi, iндуковане многочленом
𝑓 ∈ K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]

𝜕
𝜕𝑥𝑖

частинна похiдна за змiнною 𝑥𝑖 в асоцiативних алгебрах
K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] та K(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)



Вступ

Актуальнiсть теми. Геометричнi та алгебраїчнi об’єкти, на яких заданi ве-
кторнi поля, або ж диференцiювання, зустрiчаються в багатьох математичних
областях: диференцiальна геометрiя та теорiя диференцiальних (звичайних та
з частинними похiдними) рiвнянь, алгебраїчна геометрiя та комутативна алге-
бра, функцiональний аналiз та теоретична фiзика [10]. Важливим фактом є те,
що векторнi поля (диференцiювання) утворюють алгебру Лi.

Наприклад, алгебра Лi Γ(𝑀) гладких векторних полiв на гладкому дiй-
сному многовидi 𝑀 спiвпадає з алгеброю Лi диференцiювань комутативно-
асоцiативного кiльця гладких функцiй 𝐶∞(𝑀). Нехай 𝑀 — компактний мно-
говид. Тодi iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж точками многовиду
𝑀 та множиною всiх максимальних iдеалiв алгебри Лi Γ(𝑀) (див., напри-
клад, [72]). З iншого боку, якщо 𝑀 є тором класу 𝐶𝜔, то алгебра Лi Γ𝜔(𝑀)

дiйсних аналiтичних векторних полiв на 𝑀 є простою, тобто не мiстить не-
тривiальних iдеалiв [36]. Бiльш того, якщо 𝑚(𝑀) — число зв’язних компонент
дiйсного 𝐶𝜔-многовиду, 𝑘(𝑀) — число власних iдеалiв алгебри Лi Γ𝜔(𝑀), то
𝑘(𝑀) = 2𝑚(𝑀) − 2; були також розробленi методи, якi використовують замiсть
максимальних iдеалiв максимальнi пiдалгебри скiнченної корозмiрностi [32].
Отже, алгебраїчна структура алгебри Лi векторних полiв є визначальною для
структури гладкого многовиду 𝑀 . Схожi результати також iснують для iнших
геометричних об’єктiв: наприклад, в роботi [73] дослiджувалось питання осо-
бливих точок та гладкостi афiнного многовиду в контекстi алгебр Лi диферен-
цiювань. Було встановлено, що афiнний многовид 𝑋 над полем K характери-
стики 0 з координатним кiльцем 𝐴𝑋 є гладким лише у випадку, коли Лi алгебра
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Der𝐴𝑋 всiх K-диференцiювань на 𝐴𝑋 є простою. Окрiм цього, нормальнi афiн-
нi многовиди 𝑋 та 𝑋 ′ iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли Der𝐴𝑋 та Der𝐴𝑋 ′ є
iзоморфними алгебрами Лi.

Незважаючи на те, що тематика алгебр Лi диференцiювань має геометри-
чне походження й плiднiсть геометричних пiдходiв та iнтерпретацiй не виклика-
ють сумнiвiв, потужного розвитку ця теорiя отримала в роботах математикiв-
алгебраїстiв. Будова алгебр Лi диференцiювань довiльного асоцiативного кiль-
ця вивчалась Н. Джекобсоном [40], К. Джордан, Д. Джорданом [41], [42], [43],
А. Новiцкi [60], [61], А. Петравчуком [50], [63], [66], [67] та багатьма iншими
дослiдниками.

Цiкавою для дослiджень є K-алгебра Лi 𝑊𝑛(K), яка складається з усiх ди-
ференцiювань кiльця многочленiв K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛] над полем K. Зауважимо,
що 𝑊𝑛(K) є вiльним модулем над кiльцем K[𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛]. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K).
Тодi централiзатор 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) є пiдалгеброю 𝑊𝑛(K), яка складається з усiх ди-
ференцiювань, якi комутують з 𝐷. Iнформацiя про 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) може бути кори-
сною в контекстi наступної задачi. Кожне диференцiювання (або векторне поле)
𝐷 ∈ 𝑊𝑛(C), що має вигляд 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕
𝜕𝑥𝑖

, визначає автономну си-
стему звичайних диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑥1
d𝑡

= 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

...
d𝑥𝑛
d𝑡

= 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

(1)

з полiномiальними коефiцiєнтами. Зауважимо, що множина стацiонарних то-
чок потоку системи рiвнянь (1) вiдповiдає множинi спiльних нулiв многочленiв
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Iнформацiя про Ker𝐷 та 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) може бути дуже корисною для
пошуку розв’язкiв (1) (див., наприклад, [57]). Множина елементiв ядра Ker𝐷,
якi не є елементами поля K, збiгається з множиною перших iнтегралiв. Пошук
перших iнтегралiв є важливою задачею у багатьох застосуваннях.

В данiй дисертацiї вивчаються пiдалгебри та централiзатори елементiв ал-
гебри Лi 𝑊𝑛(K). Зокрема, вивчались скiнченновимiрнi розв’язнi пiдалгебри
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𝑊3(K) рангу 3 над 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Як вiдомо, задача класифiкацiї усiх пiд-
алгебр в 𝑊3(K) є вiдкритою математичною проблемою.

Окрiм цього, дослiджувались централiзатори якобiанних диференцiювань
алгебри многочленiв вiд двох змiнних; в такому випадку усi якобiаннi диферен-
цiювання формують алгебру Лi, яка спiвпадає з множиною усiх локально нiль-
потентих диференцiювань. Останнi мають ряд застосувань у теорiї iнварiантiв,
алгебраїчнiй геометрiї, теорiї диференцiальних рiвнянь. Вивчалися централiза-
тори деяких лiнiйних диференцiювань. Зауважимо, що усi лiнiйнi диференцi-
ювання формують алгебру Лi, iзоморфну загальнiй лiнiйнiй алгебрi Лi, яка є
надзвичайно важливою в багатьох аспектах. Також вивчалися централiзатори
загальних диференцiювань, поля констант яких мають степiнь трансценден-
тностi 1. Цiкаво, що питання скiнченнопородженостi ядер диференцiювань (як
алгебр над полем) тiсно пов’язане з Чотирнадцятою проблемою Гiльберта, ряд
прикладiв за цiєю темою був наданий за допомогою трикутних диференцiювань.

В останньому роздiлi дисертацiї було доведено, що алгебри Лi, якi утворенi
усiма трикутними диференцiюваннями, є максимальними за включенням ло-
кально нiльпотентними пiдалгебрами в𝑊𝑛(K). Дослiджувались також розв’язнi
алгебри Лi 𝑠𝑛(K), якi мiстять трикутнi. Доведено, що 𝑠𝑛(K) є максимальними
розв’язними в 𝑊𝑛(K).

Як бачимо, питання, якi розглядаються в данiй дисертацiї та окремих її
роздiлах, пов’язанi з багатьма областями математики, якi зусиллями багатьох
дослiдникiв динамiчно розвиваються, збагачуються новими результатами та iде-
ями. Тому тематика дисертацiї безумовно є актуальною.

Зв’язок дисертацiйної роботи з науковими програмами. Дисертацiй-
на робота є частиною дослiджень кафедри алгебри i комп’ютерної математи-
ки механiко-математичного факультету Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка з науково-дослiдної теми №21БНН-06 “Виконання зав-
дань перспективного плану розвитку наукового напряму “Математичнi науки i
природничi науки”” (номер державної реєстрацiї 0121U112941).
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Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є вивчення власти-
востей пiдалгебр та опис централiзаторiв елементiв алгебр Лi диференцiювань
кiлець многочленiв.

Об’єктом дослiдження є алгебра Лi DerK𝐴 всiх диференцiювань алгебри
𝐴 у випадку, коли 𝐴 є алгеброю многочленiв вiд 𝑛 змiнних над алгебраїчно
замкненим полем K характеристики нуль.

Предметом дослiдження є централiзатори елементiв алгебри Лi 𝑊𝑛(K), її
пiдалгебри.

Методи дослiдження — методи теорiї алгебр Лi, методи лiнiйної алгебри i
комутативної алгебри, методи з диференцiальної алгебри.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї одержано на-
ступнi основнi новi результати:

• дослiдженi скiнченновимiрнi розв’язнi алгебри Лi K-диференцiювань кiль-
ця многочленiв з абелевими iдеалами рангу 2 та 3;

• описанi централiзатори диференцiювань алгебри многочленiв та алгебри
рацiональних функцiй, у яких степiнь трансцендентностi поля констант
над основним полем дорiвнює 1;

• отриманi умови про рiвнiсть централiзаторiв в алгебрi лiнiйних диферен-
цiювань та в 𝑊𝑛(K) для лiнiйних дiагоналiзованих диференцiювань;

• отриманi необхiднi та достатнi умови того, що диференцiювання комутує з
заданим якобiанним диференцiюванням алгебри многочленiв вiд двох змiн-
них;

• доведено, що централiзатори якобiанних диференцiювань 𝐷𝑓 алгебри мно-
гочленiв вiд двох змiнних є вiльними модулями рангу 1 або 2 над ядром
диференцiювання 𝐷𝑓 в алгебрi K[𝑥, 𝑦];

• доведено, що трикутна алгебра Лi 𝑢𝑛(K) є максимальною локально нiль-
потентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K), а алгебра Лi 𝑠𝑛(K) є максимальною
розв’язною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K).
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Практичне значення одержаних результатiв. Одержанi в дисертацiй-
нiй роботi результати мають теоретичний характер i можуть бути використанi
в дослiдженнях з диференцiальної алгебри, теорiї кiлець, теорiї алгебр Лi, в
сумiжних роздiлах математики таких, як теорiя диференцiальних рiвнянь, ма-
тематична фiзика та алгебраїчна геометрiя.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiї, якi виносяться
на захист, одержанi автором самостiйно i опублiкованi в чотирьох роботах, з
яких чотири у спiвавторствi [13,14,24,27]. В усiх роботах, опублiкованих у спiв-
авторствi, внески авторiв є рiвними i нероздiльними. Визначення напрямку до-
слiджень та постановка задач належать науковому керiвнику А. П. Петравчуку.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-
повiдалися

• on X All-Ukrainian Scientific Conference of Young Mathematicians (April 16–17
2021, Kyiv, Ukraine);

• on International Online Conference Algebraic and Geometric Methods of
Analysis dedicated to the memory of Yuriy Trokhymchuk. (Odesa, Ukraine
May 25-28, 2021);

• on The international algebraic conference “At the End of the Year” 2022
(December 27–28, 2022, Kyiv, Ukraine);

• on The 13th International Algebraic Conference in Ukraine. (July 6–9, 2021,
Kyiv, Ukraine);

• on The 14th Ukraine Algebra Conference. (July 3-7, 2023, Sumy, Ukraine).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 9 наукових пра-
цях, з них одна стаття в науковому фаховому виданнi України [14], три
статтi, опублiкованi у виданнях, включених до науковометричої бази даних
Scopus [13, 24, 27], i п’ять тез доповiдей у матерiалах мiжнародних конферен-
цiй [11,12,15,25,26].
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з ано-
тацiї, змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, огляду лiтератури, означень
та допомiжних результатiв, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-
рел та додатку. Повний обсяг роботи — 103 сторiнки, обсяг основного тексту
дисертацiї — 94 сторiнки. Список використаних джерел викладений на 8-ми
сторiнках i мiстить 79 найменувань.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, зазначено
зв’язок з науковими програмами, встановлено об’єкт, предмет та методи дослi-
дження, визначено його мету i завдання. Крiм того, розкрито наукову новизну
i практичне значення отриманих результатiв, вказано особистий внесок здобу-
вача.

Окремий роздiл присвячений огляду лiтератури, пов’язаною з тематикою
дисертацiї. Тут вказано ким i коли були отриманi першi результати, вказанi за-
дачi, спорiдненi з проблематикою дослiдження, та автори, якi ними займалися.

В роздiлi “Означення та допомiжнi результати” наведенi основнi озна-
чення, приклади та попереднi результати, що широко застосовуються в подаль-
шому викладi матерiалу. Нагадаємо деякi з них.

Нехай K — поле, 𝐴 — довiльна K-алгебра (можливо, неасоцiативна; напри-
клад, алгебра Лi). Диференцiюванням (або просто K-диференцiюванням) алге-
бри 𝐴 називається K-лiнiйне вiдображення𝐷 : 𝐴→ 𝐴, яке задовольняє правилу
Лейбнiца, а саме: для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴

𝐷(𝑥𝑦) = 𝐷(𝑥)𝑦 + 𝑥𝐷(𝑦).

Множина DerK𝐴 усiх диференцiювань алгебри 𝐴 є векторним простором
над K. Операцiя комутування, задана формулою

[𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2 −𝐷2𝐷1,

𝐷1, 𝐷2 ∈ DerK𝐴, визначає на просторi DerK𝐴 структуру алгебри Лi, яку нази-
вають алгеброю Лi диференцiювань K-алгебри 𝐴.

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль та 𝐴 —
асоцiативно-комутативна K-алгебра з одиницею й без дiльникiв нуля. Для обла-
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стi цiлiсностi 𝐴 коректним чином визначене її поле часток Frac(𝐴) =: 𝑅, яке
також буде K-алгеброю. Усi диференцiювання 𝐷 алгебри 𝐴 єдиним чином про-
довжуються до диференцiювання алгебри 𝑅. Визначимо для будь-яких 𝑎 ∈ 𝐴

та 𝐷 ∈ DerK𝐴 вiдображення 𝑎𝐷 : 𝑅 → 𝑅 за правилом 𝑎𝐷(𝑥) = 𝑎 · 𝐷(𝑥) для
усiх 𝑥 ∈ 𝐴. Це вiдображення також буде диференцiюванням алгебри 𝐴. Отже,
DerK𝐴 є 𝐴-модулем.

Нехай 𝐷 ∈ DerK𝐴. Продовживимо 𝐷 до диференцiювання K-алгебри 𝑅 для
усiх 𝑟 ∈ 𝑅. Можна визначити диференцiювання 𝑟𝐷 ∈ DerK𝑅 за вже вiдомим
правилом: 𝑟𝐷(𝑥) = 𝑟 ·𝐷(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅. Позначимо через 𝑅DerK𝐴 лiнiйну оболонку
(над полем 𝑅) множини {𝑟𝐷|𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴}. Простiр 𝑅DerK𝐴 замкне-
ний вiдносно операцiї комутування, а тому може бути розглянутий як алгебра
Лi; позначимо цю алгебру Лi через 𝑊 (𝐴). Зауважимо, що 𝑅-простори 𝑊 (𝐴)

та DerK𝑅, взагалi кажучи, не будуть алгебрами Лi над 𝑅 вiдносно введенної
операцiї комутування.

Нехай 𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi 𝑊 (𝐴), 𝑅𝐿 — лiнiйна оболонка над полем
𝑅 елементiв вигляду 𝑟𝐷, 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ 𝐿. Рангом 𝐿 називатимемо розмiрнiсть
векторного простору 𝑅𝐿 над полем 𝑅.

Нехай 𝐷 ∈ DerK𝑅. Нагадаємо, що ядром вiдображення 𝐷 називається
Ker𝐷 = {𝑟 ∈ 𝑅|𝐷(𝑟) = 0}. Ядро диференцiювання 𝑅 є пiдполем 𝑅, яке ще
має iншу назву — поле констант. Полем констант 𝐹 = 𝐹 (𝐿) називається пе-
ретин

𝐹 =
⋂︁
𝐷∈𝐿

Ker𝐷.

Визначимо 𝐹𝐿 як лiнiйну оболонку множини диференцiювань вигляду 𝑓𝐷, де
𝑓 ∈ 𝐹,𝐷 ∈ 𝐿. K-простори 𝑅𝐿 та 𝐹𝐿 утворюють пiдалгебри Лi (над K) в 𝑊 (𝐴).

Окрiм цього, вони є алгебрами Лi над полем 𝐹 .
В роздiлi 1 вивчаються скiнченновимiрнi пiдалгебри 𝐿 алгебри Лi 𝑊3(K),

якi мають ранг 3 над полем рацiональних функцiй 𝑅 = K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) та абелевий
iдеал корангу 0 або 1.

В пiдроздiлi 1.1 встановлений результат, який характеризує пiдалгебри, якi
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мають абелевий iдеал рангу 3.

Теорема 1.1.5. Нехай 𝐿 - розв’язна пiдалгебра 𝑊3(K). Якщо 𝐿 має абелевий
iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅, то тодi 𝐿 iзоморфна деякiй розв’язнiй пiдалгебрi загаль-
ної афiнної алгебри Лi aff3(K). Як наслiдок, 3 ⩽ dimK 𝐿 ⩽ 9.

В пiдроздiлi 1.2 були описанi пiдалгебри, якi мають абелевий iдеал рангу 2.

Теорема 1.2.2. Нехай 𝐿 ⊂ 𝑊3(K) — розв’язна пiдалгебра Лi, причому
dimK 𝐿 < ∞, rank𝑅 𝐿 = 3. Нехай 𝐼 ⊂ 𝐿 — iдеал рангу 2 над 𝑅 та 𝐹 = 𝐹 (𝐼) —
поле констант 𝐼 в 𝑅. Тодi алгебра Лi 𝐿 мiститься в пiдалгебрi ̃︁𝑊3(K) вигляду
𝐿 = 𝐹𝐼 +𝐿, де 𝐼 = (𝑅𝐼)∩𝐿. Алгебра Лi 𝐿 є розв’язною, 𝐹𝐼 — її iдеал рангу 2
над полем 𝑅, який в свою чергу може бути вкладений в aff2(𝐹 ). Окрiм цього,
𝐿 є розширенням iдеалу 𝐹𝐼 алгеброю Лi розмiрностi 1 або 2 над K.

Окрiм цього, був отриманий наступний опис.

Теорема 1.2.3. Нехай справедливi умови Теореми 1.2.2. Крiм цього, припу-
стимо, що dimK 𝐿 > 6. Тодi або iснують рацiональнi функцiї 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅, для
яких 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 i кожне диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 має вигляд

𝐷 = 𝑓1(𝑟1, 𝑟2)𝐷1 + 𝑓2(𝑟1, 𝑟2)𝐷2, 𝑓𝑖 ∈ K[𝑡1, 𝑡2], deg 𝑓𝑖 ⩽ 1

або iснує 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1 або 𝑖 = 2, для якого 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 та усi елементи 𝐷 ∈ 𝐹𝐼

можуть бути представленi у виглядi

𝐷 = 𝑔1(𝑟𝑖)𝐷1 + 𝑔2(𝑟𝑖)𝐷2, deg 𝑔𝑗 ⩽ 1.

Окрiм того,
𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2.

У випадку dimK 𝐿/𝐼 = 2 можна обрати диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 ∖ (K𝐷3 + 𝐼),
для якого справедливi тотожностi

𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠2𝐷2, 𝑟3 ∈ 𝑅,

𝐷3(𝑟3) = 1, 𝐷1(𝑟3) = 𝐷2(𝑟3) = 0, 𝐷1(𝑠2) = 0.
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Тодi
𝜆1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 + 𝑓, 𝑓 ∈ K.

В роздiлi 2 дослiджувались централiзатори диференцiювань алгебри мно-
гочленiв або алгебри рацiональних функцiй.

В пiдроздiлi 2.1 були отриманi загальнi результати, якi описують будову
централiзаторiв. Наприклад, наступна лема представляє самостiйний iнтерес,
оскiльки з неї випливає, що диференцiювання з тривiальним полем констант
𝐹 = K матиме скiнченновимiрний централiзатор над основним полем K

Лема 2.1.1. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — ненульове диференцiювання, 𝐹 — поле
констант 𝐷 в 𝑅 та 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)

(𝐷). Тодi або 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)
(𝐷) = 𝐹𝐷, або

𝐶 = 𝐹𝐷 + 𝐹𝐷2 + · · · + 𝐹𝐷𝑘 для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶, де 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 є
лiнiйно незалежними над 𝑅.

Далi були дослiдженi централiзатори диференцiювань алгебри многочленiв,
поле констант яких має степiнь трансцендентностi 1. Як видно з наступних
результатiв, централiзатор диференцiювання, у якого поле констант породжене
замкненим многочленом, в деякому сенсi майже повнiстю представляє собою
алгебру Лi над полiномiальним кiльцем констант.

Твердження 2.1.6. Нехай для диференцiювання 𝐷1 ∈ ̃︁𝑊𝑛(K) степiнь транс-
цендентностi поля констант 𝐹 = Ker𝑅𝐷1 над K дорiвнює 1. Тодi ценралiза-
тор 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)

(𝐷1) є пiдалгеброю ̃︁𝑊𝑛(K), причому rank𝑅𝐶 = 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

Окрiм того,
𝐶 = 𝐹𝐷1 + 𝐹𝐷2 + · · ·+ 𝐹𝐷𝑘

для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶. При цьому або 𝐶 є алгеброю Лi над полем 𝐹 та
dim𝐹 𝐶 = 𝑘, або ж в K-алгебрi Лi 𝐶 iснує iдеал 𝐼, який має ранг 𝑘 − 1 над 𝑅
та є алгеброю Лi над 𝐹 розмiрностi 𝑘 − 1.

Теорема 2.1.16. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) та 𝐹 = Ker𝑅𝐷 — поле констант 𝐷 в
алгебрi рацiональних функцiй 𝑅, причому 𝐹 = K(𝑝) для деякого незвiдного
многочлена 𝑝. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Тодi
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1. У випадку rank𝑅𝐶 = 1 маємо 𝐶 = K[𝑝]𝐷0, де диференцiювання 𝐷0 є 𝑝-
вiльним, 𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0 для деякого многочлена 𝑓(𝑡) ∈ K[𝑡];

2. У випадку rank𝑅𝐶 ⩾ 2 маємо, що або 𝐶 — алгебра Лi над K[𝑝] рангу 𝑘,
або iснує iдеал 𝐼 рангу 𝑘 − 1 K-алгебри Лi 𝐶, який є алгеброю Лi над K[𝑝]

та 𝐶 = 𝐼 +K[𝑝]𝑆 для деякого 𝑆 ∈ 𝐶.

Наслiдок 2.1.17. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) та 𝐹 = Ker𝑅𝐷, причому 𝐹 = K(𝑝) для
деякого незвiдного многочлена 𝑝. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Якщо rank𝑅𝐶 = 2

та 𝐹 ̸⊂ ∩𝐷′∈𝐶 Ker𝑅𝐷
′, то 𝐶 = K[𝑝]𝐷0 +K[𝑝]𝑆 — вiльний модуль рангу 2 над

кiльцем K[𝑝].

Теорема 2.1.18. Нехай tr. degKKer𝐷 = 1 та (Ker𝑅𝐷)∩𝐴 = K для диференцi-
ювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K). Тодi Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких незвiдних алгебраїчно не-
залежних многочленiв 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴 та диференцiювання 𝐷 можна представити у
виглядi 𝐷 = ℎ𝑓(𝑝, 𝑞)𝐷0, де 𝐷0 — редуковане диференцiювання, 𝑓 — однорiдний
многочлен вiд 𝑝, 𝑞 та ℎ — 𝑝-𝑞-вiльний многочлен. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷).
Тодi dimK𝐶 <∞ та будова централiзатора має один з типiв:

1. 𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0, де K[𝑝, 𝑞]𝑚 — простiр однорiдних многочленiв вiд 𝑝, 𝑞,
степiнь яких 𝑚 = deg𝑝-𝑞 𝑓 ; як наслiдок, dimK𝐶 = 𝑚+ 1.

2. Для деяких лiнiйно незалежних над 𝑅 елементiв 𝐷2, . . . 𝐷𝑘 ∈ 𝐶, 𝑘 ⩽ 𝑛

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 +K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · ·+K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K)

У пiдроздiлi 2.2 дослiджувались лiнiйнi дiагоналiзованi диференцiювання.

Теорема 2.2.2. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑖

∈ gl𝑛(K) та 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — власнi
значення матрицi (𝑎𝑖𝑗). Тодi справедливi наступнi твердження:

1. Якщо елементи 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K є лiнiйно незалежними над Z, то
𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷).

2. Якщо 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷), то елементи 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K є лiнiйно неза-
лежними над N ∪ {0}.
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Пiдроздiл 2.3 присвячений дослiдженням якобiанних диференцiювань алге-
бри многочленiв вiд двох змiнних.

Теорема 2.3.7. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦], 𝑓 = 𝜃(𝑝) для деякого замкненого многочлена
𝑝 ∈ K[𝑥, 𝑦], причому deg 𝜃 ⩾ 1. Диференцiювання 𝑇 ∈ 𝑊2(K) комутує з 𝐷𝑓 ,
тодi i лише тодi, коли 𝑇 (𝑝) = 𝜓(𝑝) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡] й

𝜃′′(𝑝)𝜓(𝑝) = 𝜃′(𝑝)(div 𝑇 − 𝜓′(𝑝)).

Наслiдок 2.3.8. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦] є замкненим (наприклад, незвiдним) мно-
гочленом. Диференцiювання 𝑇 ∈ 𝑊2(K) комутує з 𝐷𝑓 тодi i лише тодi, коли
𝑇 (𝑓) = 𝜓(𝑓) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡] та div 𝑇 = 𝜓′(𝑓).

Також був отриманий наступний результат.

Теорема 2.3.9. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦], deg 𝑓 ⩾ 1, а 𝐷𝑓 — вiдповiдне якобiанне ди-
ференцiювання алгебри K[𝑥, 𝑦]. Нехай 𝑝 — замкнений породжуючий многочлен
для 𝑓 . Централiзатор 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є вiльним модулем рангу 1 або 2 над K[𝑝].

В роздiлi 3 дослiджуються трикутнi алгебри Лi 𝑢𝑛(K) диференцiювань та
розв’язна алгебра Лi 𝑠𝑛(K).

Пiдроздiл 3.1 присвячений доведенню того факта, що 𝑢𝑛(K) є максималь-
ною локально нiльпотентною пiдалгеброю в алгебрi Лi диференцiювань кiльця
многочленiв.

Теорема 3.1.3. Трикутна алгебра 𝑢𝑛(K) є максимальною локально нiльпо-
тентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K).

Пiдроздiл 3.2 присвячений розв’язнiй алгебрi Лi 𝑠𝑛(K).

Лема 3.2.3. Розглянемо для деякого 𝑘 ⩽ 𝑛 диференцiювання з 𝑊𝑛(K) вигляду:

𝑇1 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝜕𝑖 + 𝜕𝑘, 𝑇2 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝜕𝑖 − 𝑥2𝑘𝜕𝑘, 𝑇3 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝜕𝑖 − 2𝑥𝑘𝜕𝑘.

Тодi 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 породжують не розв’язну пiдалгебру Лi в 𝑊𝑛(K).
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Теорема 3.2.4. Алгебра Лi 𝑠𝑛(K) є максимальною розв’язною пiдалгеброю ал-
гебри Лi 𝑊𝑛(K).

У висновках перелiчено основнi результати роботи. У додатку 1 вказано стат-
тi та тези наукових доповiдей, де були опублiкованi отриманi результати, i назви
наукових конференцiй, на яких цi результати були представленi.

Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику — доктору фiз.-мат.
наук, професору Петравчуку Анатолiю Петровичу за постановку розгляну-
тих в дисертацiї задач, постiйну увагу, всебiчну пiдтримку та допомогу в
роботi.



Огляд лiтератури

Сучасне поняття диференцiювання довiльної алгебри над полем було введене в
роботi [40] Н. Джекобсона. Вивчення абстрактних диференцiювань та утворених
ними алгебр Лi стало невiд’ємною частиною диференцiальної алгебри [47,70].

Важливою тематикою дослiджень є диференцiювання кiльця многочленiв
K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] та алгебри Лi 𝑊𝑛(K), якi вони формують. Алгебра Лi 𝑊𝑛(K) є
нескiнченновимiрною над основним полем K, а задача класифiкацiї скiнченно-
вимiрних пiдалгебр при 𝑛 ⩾ 4 є дикою задачею, як показали В. М. Бондаренко
та А. П. Петравчук в статтi [9]. С. Лi [48], А. Гонсалес-Лопес, Н. Камран та
П. Олвер [33], [34] виконали класифiкацiю скiнченновимiрних алгебр Лi дифе-
ренцiювань кiлець многочленiв над полем дiйсних та комплексних чисел вiд 𝑛
змiнних при 𝑛 = 1 та 𝑛 = 2. При 𝑛 = 3 на сьогоднi задача залишається вiд-
критою. Це питання почав вивчати ще С. Лi, а в статтях У. Амальдi (див. [1]
та [2]) була продовжена робота над цим питанням, хоча й ця класифiкацiя потре-
бує завершення. Крiм цього, не отримали свого опису максимальнi пiдалгебри
𝑊𝑛(K), вiдомi лише деякi типи [3]. Алгебра Лi 𝑊𝑛(K) над полем K є вiльним
K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]-модулем рангу 𝑛, що не можна сказати про її всi пiдалгебри; якщо
ж пiдалгебра в 𝑊𝑛(K) має цю властивiсть, то вона називається полiномiальною
алгеброю Лi. I. Аржанцевим, Є. Македонським та А. П. Петравчуком в статтi [4]
були дослiдженi полiномiальнi алгебри Лi рангу один, надана класифiкацiя їх
скiнченновимiрних пiдалгебр.

Нiльпотентнi i розв’язнi пiдалгебри скiнченного рангу алгебри 𝑊 (𝐴) =

𝑅DerK𝐴 (де 𝐴 — довiльна асоцiативна i комутативна алгебра без дiльникiв
нуля, 𝑅 = Frac(𝐴)) були дослiдженi в роботi [50] Є. Македонським та А. П. Пе-
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травчуком в 2013 роцi. Зокрема, виявилось, що нiльпотентнi пiдалгебри 𝑊 (𝐴)

скiнченного рангу є скiнченновимiрними нiльпотентними алгебрами Лi над сво-
їми полями констант. Окрiм цього, для нiльпотентних пiдалгебр скiнченного
рангу в 𝑊 (𝐴) були побудованi ряди iдеалiв зi зростаючими рангами, якi ма-
ють схожi властивостi з верхньоцентральним рядом скiнченновимiрної нiльпо-
тентної алгебри Лi. В 2017 роцi цi результати були узагальненi для локально
нiльпотентних алгебр Лi диференцiювань в роботi [67].

Важливим та, мабуть, найбiльш дослiдженим класом диференцiювань є ло-
кально нiльпотентнi диференцiювання; нагадаємо, що 𝐷 ∈ 𝑊 (𝐴) називається
локально нiльпотентним, якщо для довiльного 𝑎 ∈ 𝐴 iснує 𝑛 = 𝑛(𝑎) ∈ N для
якого𝐷𝑛(𝑎) = 0. Множина усiх локально нiльпотентних диференцiювань позна-
чається через LND(𝐴). Зауважимо, що LND(𝐴) не є навiть векторним просто-
ром над K. Фройденбург [30] поставив питання про пiдалгебри Лi, якi мiстяться
у LND(𝐴) — зокрема, максимальнi. В роботi [66] А. П. Петравчук та К. Я. Сисак
довели, що будь-яка скiнченновимiрна алгебра Лi, яка мiститься у у множинi
LND(𝐴) областi цiлiсностi 𝐴 над K є нiльпотентною. У випадку 𝐴 = K[𝑥, 𝑦] було
показано, що будь-яка пiдалгебра Лi, яка складається з локально нiльпотентних
диференцiювань, є спряженою (за допомогою автоморфiзма 𝐴) з пiдалгеброю
трикутної алгебри 𝑢2(K). Як наслiдок, було отримано, що будь-яка максималь-
на (за включенням) пiдалгебра 𝑊2(K), яка мiститься у LND(𝐴), спряжена до
𝑢2(K) або її пiдалгебри.

Кожному локально нiльпотентному диференцiюванню 𝐷 алгебри 𝐴 стави-
ться у вiдповiднiсть автоморфiзм 𝐴 вигляду exp𝐷 =

∑︀
𝑘⩾0

𝐷𝑘

𝑘! ∈ AutK𝐴. Для
кожного 𝑎 ∈ 𝐴 сума (exp𝐷)(𝑎) =

∑︀
𝑘⩾0

𝐷𝑘(𝑎)
𝑘! буде мати скiнченну кiлькiсть

ненульових доданкiв з огляду на локальну нiльпотентнiсть 𝐷. Окрiм цього, вiд-
ображення, яке кожному елементу 𝑡 ∈ K ставить у вiдповiднiсть автоморфiзм
exp 𝑡𝐷, задає дiю адитивної групи поля K на групi автоморфiзмiв AutK𝐴 (див.,
наприклад, [23]).

У вступi вже згадувалось, що кожному диференцiюванню 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(C), яке
має вигляд 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕
𝜕𝑥𝑖

, ставиться у вiдповiднiсть система зви-
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чайних автономних диференцiальних рiвнянь d𝑥𝑘
d𝑡 = 𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

Вiдомо, що ця система має строго полiномiальний потiк (тобто загальний
розв’язок виражається многочленами вiд 𝑡) тодi i лише тодi, коли вiдповiдне
диференцiювання 𝐷 є локально нiльпотентним; це питання дослiджувалось у
роботi [16].

Як вже було зазначено вище, група автоморфiзмiв алгебри 𝐴 пов’язана з
локально нiльпотентними диференцiюваннями 𝐴. Пiдгрупа в AutK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛],
яка породжується трикутними та лiнiйними автоморфiзмами, називається ру-
чною пiдгрупою 𝑇𝑛(K) (а її елементи – ручними автоморфiзмами). Важливим
питанням є наступне: чи кожний автоморфiзм алгебри многочленiв є ручним?
Вiдома теорема Юнга - ван дер Кулька стверджує, що AutK[𝑥1, 𝑥2] = 𝑇2(K).
Перший контрприклад до загального питання був запронований Нагата в ро-
ботi [54] (без доведення; це було зроблено в 2004 роцi в роботi [78]). Басс в
роботi [5] дав запропонував 𝐺𝑎-дiю на C3 вигляду 𝜎𝑡 = exp(𝑡𝑝𝐷) = (𝑥1, 𝑥2 +

𝑡𝑥1𝑝, 𝑥3+2𝑡𝑥2𝑝+𝑡
2𝑥1𝑝

2), де 𝐷 = 𝑥1
𝜕
𝜕𝑥2

+2𝑥2
𝜕
𝜕𝑥3

— триангуалiзоване диференцiю-
вання (тобто яке спряжене до трикутного за допомогою деякого автоморфiзма),
𝑝 = 𝑥1𝑥3 − 𝑥22 — многочлен, який лежить в кiльцi констант диференцiювання
𝐷. Випадок 𝑡 = 1 у прикладi Басса вiдповiдає автоморфiзму Нагати.

В 1968 роцi Р. Ренчлер [69] довiв, що для довiльного локально нiльпотен-
тного диференцiювання 𝐷 алгебри многочленiв K[𝑥, 𝑦] над полем характери-
стики нуль iснує автоморфiзм 𝛼 ∈ AutKK[𝑥, 𝑦] та многочлен 𝑓 ∈ K[𝑥], для
яких має мiсце рiвнiсть 𝛼𝐷𝛼−1 = 𝑓(𝑥) 𝜕𝜕𝑦 . Iнакше кажучи, LND(K[𝑥, 𝑦]) =⋃︀
𝜃∈Aut(K[𝑥,𝑦]) 𝜃𝑢2(K)𝜃−1. Як наслiдок, був отриманий наступний результат: усi

дiї адитивної групи поля K характеристики нуль на афiннiй площинi K2 еквiва-
лентнi дiям вигляду 𝑡 ·(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦+𝑓(𝑥)𝑡). В роботi [53] М. Мiянiшi вивчались
дiї на афiннiй площинi K2 у випадку, коли основне поле є алгебраїчно замкне-
ним та простої характеристики.

В роботi [18] Д. Дейґл вивчав питання про те, якi з пiдалгебр факторiаль-
ної областi цiлiсностi над полем нульової характеристики є кiльцями констант
локально нiльпотентних диференцiювань. Окрiм того, було показано, що у ви-
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падку, коли 𝐷 — локально нiльпотентне диференцiювання алгебри многочленiв
K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], для якого кiльце констант має вигляд Ker𝐷 = K[𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1], має
мiсце рiвнiсть 𝐷 = 𝑎𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1

для деякого 𝑎 ∈ Ker𝐷. Тут 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
∈ 𝑊𝑛(K) —

якобiанне диференцiювання, iндуковане алгебраїчно незалежними многочлена-
ми 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1. В статтi Д. Дейґла та Ш. Калiмана [21] були продовженi дослi-
дження локально нiльпотентних диференцiювань та отриманi пов’язанi з ними
алгебро-геометричнi результати. В статтi [49] Макар-Лiманов узагальнив вище-
наведений результат Дейґла для диференцiювань скiнченнопороджених алгебр.
Зазначимо також, що будь-яке локально нiльпотентне диференцiювання алге-
бри K[𝑥, 𝑦] є якобiанним (див., наприклад, [30]). Централiзатори таких дифе-
ренцiювань дослiдженi у другому роздiлi даної дисертацiї.

З локально нiльпотентними диференцiюваннями пов’язанi деякi вiдомi мате-
матичнi проблеми — наприклад, Чотирнадцята проблема Гiльберта [37]. Нехай
𝐾 — поле, K ⊂ 𝐾 ⊂ K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛); чи є 𝐾 ∩ K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) скiнченнопородже-
ною алгеброю над K (звiсно, скiнченна породженiсть 𝐾 як розширення поля K
випливає з Теореми 2.1.5)? О. Зариський в роботi [79] узагальнив це питання на-
ступним чином. Нехай 𝐴 — скiнченнопороджена нормальна область цiлiсностi
над полем K, 𝐾 — пiдполе Frac(𝐴), яке мiстить K. Чи є 𝐾 ∩ 𝐴 скiнченнопоро-
дженою алгеброю над полем K? Сам Зариський дав позитивну вiдповiдь, якщо
tr. degK𝐾 ⩽ 2 (“теорема Зариського”). Перший контрприклад до загальної по-
становки задачi дав Д. Рiс в роботi [68]. Пiсля цього контрприклад до проблеми
Гiльберта надав Нагата [55]. Нагата та Новiцькi в роботi [56] довели, зокрема,
що кiльце констант диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) при ⩽ 3 є скiнченнопородже-
ним над полем K характеристики нуль. Якщо 𝑛 > 3, то iснує диференцiювання
𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K), для якого tr. degKKer𝐷 ⩾ 3 та Ker𝐷 не є скiнченнопородженою
алгеброю над K. Як виявилось, справедливе наступне твердження: якщо 𝐷 —
локально нiльпотентне диференцiювання скiнченнопородженої алгебри 𝐴, яке
має слайс, то Ker𝐷 є скiнченнопородженим У роботi [19] Д. Дейґла та Дж.
Фройденбурга побудоване трикутне диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑢5(K) з кiльцем
констант, яке не є скiнченнопородженим. З iншого боку, цi ж автори встано-
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вили [20], що для усiх цiлих 𝑛 ⩾ 3 iснує трикутне диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑢4(K),
для якого кiльце констант Ker𝐷 є скiнченнопородженою K-алгеброю (але кiль-
кiсть породжуючих елементiв не менша за 𝑛).

Цiкавими прикладами локально нiльпотентних пiдалгебр𝑊𝑛(K) виступають
алгебри Лi 𝑢𝑛(K) усiх трикутних диференцiювань. В роботi [7] В. В. Бавулою да-
ється явний опис групи автоморфiзмiв AutK 𝑢𝑛(K), а в [6] було встановлено ряд
властивостей трикутних алгебр Лi (над полем нульової характеристики, однак
без припущення про алгебраїчну замкненiсть). Алгебри 𝑢𝑛(K) є розв’язними, ло-
кально скiнченновимiрними (кожна скiнченнопороджена пiдалгебра — скiнчен-
новимiрна), локально нiльпотентними (але не є нiльпотентними). Окрiм того,
𝑢𝑛(K) попарно неiзоморфнi при 𝑛 ⩾ 2, а також усi внутрiшнi диференцiювання
алгебр Лi 𝑢𝑛(K) є локально нiльпотентними. Зазначимо, що трикутнi дифе-
ренцiювання є локально нiльпотентними, тобто 𝑢𝑛(K) ⊂ LND(K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]). В
роботi [74] було доведено, що 𝑢𝑛(K) є максимальною (за включенням) алгеброю
Лi, яка мiстяться у LND(K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]). У третьому роздiлi даної дисертацiйної
роботи доводиться що 𝑢𝑛(K) є максимальною локально нiльпотентною пiдалге-
брою в 𝑊𝑛(K).

Усi диференцiювання, якi комутують з заданим диференцiюванням 𝐷, утво-
рюють пiдалгебру 𝑊𝑛(K), яка називається централiзатором 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Iнфор-
мацiя про поле констант та централiзатор диференцiювання може бути кори-
сною для пошуку розв’язкiв системи автономних звичайних диференцiальних
рiвнянь, якi вiдповiдають диференцiюванню 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(C). Множина елементiв
поля констант, якi не є елементами основного поля, спiвпадає з множиною пер-
ших iнтегралiв вказаної системи рiвнянь.

В роботi [57] вивчалась проблема полiномiальних векторних полiв, якi кому-
тують iз заданим полiномiальним векторним полем на площинi. Вiдомий кла-
сичний результат стверджує, що можна записати формули розв’язку для авто-
номної системи звичайних диференцiальних рiвнянь, яка вiдповiдає плоскому
векторному полю, що має лiнiйно незалежне (трансверсальне) комутуюче ве-
кторне поле. Ця проблема також є центральною в питаннi про лiнеаризованiсть
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векторних полiв. Розглянемо диференцiювання 𝐷 = 𝑦 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑓(𝑥) 𝜕𝜕𝑦 , де 𝑓 ∈ K[𝑥].

Це диференцiювання вiдповiдає консервативнiй системi Ньютона, а отже, ди-
ференцiальному рiвнянню 𝑥̈ = 𝑓(𝑥). Нехай 𝐻 — многочлен Гамiльтона для 𝐷,
тобто

𝐻 =
1

2
𝑦2 −

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Тодi централiзатор 𝐶𝑊2(K)(𝐷) утворює K[𝐻]-модуль 𝑀𝐷. Наглоо, Овчиннiков
i Томсон [57] довели, що K[𝐻]-модуль 𝑀𝐷 має ранг 1 тодi i тiльки тодi, коли
deg 𝑓 ⩾ 2.

В роботi Д.Р. Фiнстона та С. Уолчера [29] вивчалися централiзатори локаль-
но нiльпотентних диференцiювань. Був отриманий, зокрема, наступний резуль-
тат. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊3(C) — диференцiювання, для якого вiдповiдна автономна
система звичайних диференцiальних рiвнянь 𝑑𝑥𝑘

𝑑𝑡 = 𝐷(𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3 визна-
чає строго полiномiальний векторний потiк. Тодi 𝐷 спряжене автоморфiзмом
C[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] до деякого трикутного диференцiювання (тобто 𝐷 — триангульо-
ване) тодi i тiльки тодi, коли централiзатор 𝐶𝑊3(C) мiстить локально нiльпотен-
тне диференцiювання, для якого асоцiйована 𝐺𝑎-дiя є спряженою до трансля-
цiї (тобто векторне поле може бути спрямлене полiномiально). Зазначимо, що
триангульованiсть локально нiльпотентного диференцiювання 𝐷 еквiвалентна
триангульованостi 𝐺𝑎-дiї, яка йому вiдповiдає, тобто триангульованостi авто-
морфiзмiв exp(𝑡𝐷) для усiх 𝑡 ∈ C.

В роботi [6] В. Бавули були, зокрема, класифiкованi iдеали трикутних алгебр
Лi 𝑢𝑛(K) та показано, що всi iдеали алгебри 𝑢𝑛(K) є iнварiантними вiдносно
автоморфiзмiв. централiзатори 𝐶𝑢𝑛(K)(𝐼) усiх iдеалiв 𝐼 трикутної алгебри 𝑢𝑛(K).
В залежностi вiд типу iдела централiзатор має один з 2𝑛− 1 наступних типiв:
K𝜕𝑛, 𝑢𝑛(K), 𝑃𝑖𝜕𝑛 при 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2 та

⨁︀𝑛
𝑖=𝑚+1 𝑃𝑖−1𝜕𝑖, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 − 1, де

𝑃𝑖 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1].
Для диференцiювань K[𝑥, 𝑦], як вже було згадано вище, локальна нiльпо-

тентнiсть рiвносильна тому, що диференцiювання є якобiанним. Окрiм цього,
серед диференцiювань в 𝑊2(K) нульову дивергенцiю мають лише якобiаннi ди-
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ференцiювання. Цiкавою пiдалгеброю 𝑊2(K) є алгебра Лi 𝑠𝑎2(K), яка утворена
диференцiюваннями 𝐷 алгебри многочленiв K[𝑥, 𝑦], у яких div𝐷 = 0; iнакше
кажучи, ця алгебра Лi утворена усiми якобiанними диференцiюваннями кiльця
многочленiв вiд двох змiнних. Нагадаємо, що многочлен 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦] називає-
ться якобiанним, якщо iснує такий многочлен 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦], що якобiан det 𝐽(𝑓, 𝑔)

представляє собою ненульовий елемент поля K. Позначимо також через 𝑝 за-
мкнений породжуючий многочлен для 𝑓 . В роботi [64] А. П. Петравчука та О.
Г. Єни вивчалися централiзатори елементiв алгебри Лi 𝑠𝑎2(K); зокрема, був
отриманий наступний результат. Нехай 𝐷𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(K). Якщо 𝑓 не є якобiанним
многочленом, то 𝐶𝑠𝑎2(K)(𝐷𝑓) = K[𝑝]𝐷𝑝. Якщо 𝑓 — якобiанний многочлен та
det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ K*, то 𝐶𝑠𝑎2(K)(𝐷𝑓) = K[𝑓 ]𝐷𝑓 +K𝐷𝑔.

Вивчення пiдалгебри 𝑠𝑎2(K) алгебри Лi 𝑊2(K) пов’язане з гiпотезою Якобiа-
на для 𝑛 = 2. Нехай 𝛼 — ендоморфiзм алгебри многочленiв K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], визна-
чений многочленами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Нагадаємо, що з умови 𝛼 ∈ AutKK[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

випливає det 𝐽(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) ∈ K*. Обернене твердження називається гiпотезою
якобiана та є поки що анi встановленим в загальному випадку для 𝑛 ⩾ 2,
анi спростованим. Гiпотеза якобiана вперше була сформульована Келлером для
многочленiв з цiлими коефiцiєнтами. Детальний огляд цiєї задачi та еквiвален-
тних її формулювань можна знайти в монографiї ван дер Ессена [28]. А. Новi-
цкi [60] показав, що вона рiвносильна наступному твердженню: якщо диферен-
цiювання 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 ∈ 𝑊𝑛(K) є лiнiйно незалежними над кiльцем K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]

та [𝐷𝑖, 𝐷𝑗] = 0 для усiх 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, то усi диференцiювання 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛

є локально нiльпотентими. Наведемо також твердження, еквiвалентне гiпотезi
якобiана, яке сформулював Фройденбург [30]. Якщо якобiанне диференцiюван-
ня 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1

має слайс (тобто такий елемент 𝑠, що 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
(𝑠) = 1), то 𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1

є локально нiльпотентним та Ker𝐷𝑓1,...,𝑓𝑛−1
= K[𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1].



Означення та допомiжнi результати

Наведемо необхiднi означення та загальновiдомi результати з теорiї алгебр Лi,
детальний виклад яких можна знайти, наприклад, у книгах [38], [39], [46], [75].
Монографiї [30] та [58] присвяченi теорiї диференцiювань, а в [28] можна знайти
детальний виклад теорiї автоморфiзмiв кiлець многочленiв, якi тiсно пов’язанi,
зокрема, з локально нiльпотентними диференцiюваннями.

Означення 1. Нехай K — поле, g — векторний простiр над K. Будемо го-
ворити, що g — алгебра Лi, якщо задана бiлiнiйна операцiя, яка кожнiй парi
(𝑥, 𝑦) ∈ g × g ставить у вiдповiднiсть елемент [𝑥, 𝑦] ∈ g, задовольняючи на-
ступним умовам:

(1) [𝑥, 𝑥] = 0 для усiх 𝑥 ∈ g;

(2) [[𝑥, 𝑦], 𝑧] + [[𝑦, 𝑧], 𝑥] + [[𝑧, 𝑥], 𝑦] = 0 для усiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ g (тотожнiсть Якобi).

Зауважимо, що вищенаведене означення можна узагальнити, розглянувши
замiсть основного поля комутативно-асоцiативне кiльце. Такi алгебри Лi також
будуть брати участь в деяких результатах даної роботи.

Елемент [𝑥, 𝑦] називають комутатором елементiв 𝑥 та 𝑦, а саму визначену
операцiю — комутуванням. Якщо характеристика поля K вiдмiнна вiд двох, то
перша умова еквiвалентна умовi кососиметричностi:

[𝑥, 𝑦] = −[𝑦, 𝑥] для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ g.

Якщо ж для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ g комутатор [𝑥, 𝑦] = 0, то говорять, що g — абелева
алгебра Лi. Наприклад, будь-який векторний простiр 𝑉 може бути розгляну-
тий як абелева алгебра Лi, якщо вважати, що комутатор заданий тривiальним
чином: [𝑎, 𝑏] = 0 для усiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 .
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З умов, якi накладаються на операцiю комутування в вищенаведенному
означенi, не випливає умова асоцiативностi: в загальному випадку алгебри Лi
не мають такої властивостi. Натомiсть iснує наступний спосiб побудови алгебри
Лi з довiльної асоцiативної алгебри 𝐴 , а саме: визначимо комутатор тотожнi-
стю [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 для усiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Визначений таким чином комутатор
дiйсно задає на 𝐴 структуру алгебри Лi, яка буде абелевою тодi i лише тодi,
коли алгебра 𝐴 буде комутативною вiдносно своєї початкової операцiї множе-
ння. Наприклад, нехай Mat𝑛(K) — асоцiативна алгебра квадратних матриць
розмiру 𝑛 × 𝑛 над полем K. Тодi комутатор матриць [𝑀,𝑁 ] = 𝑀𝑁 − 𝑁𝑀

для всiх 𝑀,𝑁 ∈ Mat𝑛(K) задає структуру алгебри Лi. Ця алгебра Лi називає-
ться загальною лiнiйною алгеброю Лi над полем K та має позначення gl𝑛(K).
Така конструкцiя узагальнюється, якщо подiбним чином ввести комутатор на
векторному просторi ендоморфiзмiв End𝑉 простору 𝑉 довiльної розмiрностi
над полем K. Отримана алгебра Лi позначається gl(𝑉 ).

Означення 2. Нехай g — алгебра Лi над полем K.

(1) Пiдпростiр h ⊆ g називається пiдалгеброю алгебри g, якщо [𝑥, 𝑦] ∈ h для
всiх 𝑥, 𝑦 ∈ h;

(2) Пiдпростiр h ⊆ g називається iдеалом алгебри g, якщо [𝑥, 𝑦] ∈ h для всiх
𝑥, 𝑦 ∈ h, 𝑦 ∈ g;

Наприклад, алгебра Лi gl𝑛(K) має пiдалгебру sl𝑛(K), елементами якої є ма-
трицi з нульовим слiдом. Бiльш того, ця пiдалгебра, яка називається спецiаль-
ною лiнiйною алгеброю Лi, є iдеалом gl𝑛(K).

Алгебра Лi g називається простою, якщо g — не абелева алгебра, iдеали якої
вичерпуються лише нульовим iдеалом та самою g. Якщо K — поле нульової
характеристики, то sl𝑛(K) є простою алгеброю Лi.

Нехай h — iдеал деякої алгебри Лi g. На просторi класiв сумiжностi g/h

можна задати нову операцiю комутування:

[𝑥+ h, 𝑦 + h]g/h = [𝑥, 𝑦] + h.
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Стандартним чином може бути перевiрена коректнiсть цього визначення. Отже,
g/h має структуру алгебри Лi.

Означення 3. Нехай g — алгебра Лi над полем K.

(1) Фактор-простiр g/h по iдеалу h ⊆ g разом з iндукованою структурою
алгебри Лi називаєтсья фактор-алгеброю.

(2) Множина 𝐶g(𝑥) = {𝑦 ∈ g : [𝑥, 𝑦] = 0} називається централiзатором
елемента 𝑥 ∈ g. Якщо 𝑀 ⊆ g — пiдмножина (наприклад, пiдалгебра),
то 𝐶𝑀(𝑥) = 𝐶g(𝑥) ∩𝑀 будемо називати централiзатором елемента 𝑥 в
множинi 𝑀 .

(3) Множина 𝑍(g) = {𝑦 ∈ g : [𝑥, 𝑦] = 0 для усiх 𝑥 ∈ g} називається центром
алгебри Лi g.

Зазначимо, що 𝐶g(𝑥) — пiдалгебра алгебри g, а центр 𝑍(g) є її iдеалом. На-
приклад, нехай K — поле характеристики нуль. Тодi 𝑍(sl𝑛(K)) = 0, 𝑍(gl𝑛(K)) =

K𝐼𝑛, де 𝐼𝑛 — одинична матриця розмiру 𝑛× 𝑛. Окрiм того, задача пошуку цен-
тралiзатора 𝐶gl𝑛(K)(𝐴) матрицi 𝐴 ∈ gl𝑛(K) є класичною та давно розв’язаною
(див., наприклад, [31], Роздiл VIII, § 2).

Нехай 𝐻,𝐾 — пiдпростори алгебри Лi g. Тодi визначимо [𝐻,𝐾] як лiнiйну
оболонку множини комутаторiв [ℎ, 𝑘] для усiх ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾, а також нехай
𝐻 + 𝐾 – множина усiх можливих сум вигляду ℎ + 𝑘 для усiх ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾

(у випадку 𝐻 ∩ 𝐾 = ∅ використовуємо запис 𝐻 ⊕ 𝐾). Зазначимо, що якщо
𝐻 та 𝐾 — пiдалгебри, то й 𝐻 + 𝐾 є пiдалгеброю алгебри Лi g. Наприклад,
[gl𝑛(K), gl𝑛(K)] = sl𝑛(K). Крiм цього, у нашому випадку поля характеристики
нуль має мiсце рiвнiсть gl𝑛(K) = sl𝑛(K)⊕K𝐼𝑛.

Твердження 4. Нехай m, n — iдеали алгебри Лi g. Тодi також iдеалами g

будуть m+ n, m ∩ n та [m, n].

Означення 5. Нехай g,m — алгебри Лi над полем K. Лiнiйне вiдображення
𝑓 : g → m, для якого 𝑓([𝑥, 𝑦]g) = [𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)]m для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ g, називається
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гомоморфiзмом алгебр Лi. Ядром гомоморфiзму 𝑓 називається множина Ker 𝑓

елементiв 𝑥 ∈ g, для яких 𝑓(𝑥) = 0.

У випадку, коли гомоморфiзм алгебр Лi 𝑓 : g → m є iн’єктивним,
сюр’єктивним або бiєктивним, говоримо вiдповiдно про мономорфiзм, епiмор-
фiзм та iзоморфiзм алгебр Лi. В останньому випадку алгебри g та m називають
iзоморфними та позначають цей факт так: g ∼= h.

Зазначимо, що будь-яка скiнченновимiрна алгебра Лi iзоморфна пiдалгебрi
повної лiнiйної алгебри Лi (Теорема Адо-Iвасави, [40], Роздiл VI).

Теорема 6. (1) Нехай h — iдеал алгебри Лi g. Натуральна проекцiя 𝜋 : g →
g/h, яка задається правилом 𝜋(𝑥) = 𝑥+ h, є епiморфiзмом алгебр Лi.

(2) Ядро гомоморфiзму алгебр Лi 𝑓 : g → m є iдеалом алгебри Лi g. Образ
𝑓(g) є пiдалгеброю алгебри m, причому 𝑓(g) ∼= g/Ker 𝑓 .

(3) Нехай h,m — iдеали алгебри Лi g, причому h ⊆ m. Тодi

g/m ∼= (g/h)/(m/h).

(4) Нехай h — iдеал алгебри Лi g, m — її пiдалгебра. Тодi h — iдеал алгебри
Лi m+ h, перетин m ∩ h є iдеалом алгебри Лi m та

(m+ h)/h ∼= m/m ∩ h.

(5) Нехай h — iдеал, який мiститься у ядрi Ker 𝑓 гомоморфiзму алгебр Лi
𝑓 : g → m. Iснує єдиний гомоморфiзм алгебр Лi 𝜙 : g/h → m, для якого
𝑓 = 𝜙 ∘ 𝜋. Тут 𝜋 : g → g/h — натуральна проекцiя.

Наприклад, фактор-алгебра gl𝑛(K)/sl𝑛(K) є абелевою та iзоморфна однови-
мiрнiй алгебрi Лi K. Дiйсно, вiдображення обчислення слiду матрицi є епiмор-
фiзмом алгебр Лi tr : gl𝑛(K) → K, причому Ker(tr) = sl𝑛(K).

Перейдемо тепер до важливих для даної роботи означень класiв алгебр Лi.
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Означення 7. Нехай g — алгебра Лi над полем K. Задамо наступну послiдов-
нiсть пiдалгебр

g1 = g, g𝑛+1 = [g, g𝑛]

для усiх натуральних 𝑛 ⩾ 1.

(1) Послiдовнiсть iдеалiв

g0 ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ g𝑛 ⊇ g𝑛+1 ⊇ . . .

називають нижнiм центральним рядом алгебри Лi g.

(2) У випадку, коли g(𝑛) = 0 для деякого 𝑛, говорять, що g — нiльпотентна
алгебра Лi.

(3) Похiдною алгеброю називають пiдалгебру g2 = [g, g].

(4) У випадку, коли будь-яка скiнченнопороджена пiдалгебра Лi алгебри g є
нiльпотентною, говорять, що g — локально нiльпотентна алгебра Лi.

Означення 8. Нехай g — алгебра Лi над полем K. Задамо наступну послiдов-
нiсть пiдалгебр

g(0) = g, g(𝑛+1) = [g(𝑛), g(𝑛)]

для усiх цiлих 𝑛 ⩾ 0.

(1) Послiдовнiсть iдеалiв

g(0) ⊇ g(1) ⊇ · · · ⊇ g(𝑛) ⊇ g(𝑛+1) ⊇ . . .

називаєтсья похiдним рядом алгебри Лi g.

(2) У випадку, коли g(𝑛) = 0 для деякого 𝑛, говорять, що g — розв’язна алгебра
Лi.

Як можна показати iндукцiєю, g(𝑘) ⊆ g𝑘+1 для усiх цiлих 𝑘 ⩾ 0; тому з
нiльпотентностi алгебри Лi завжди випливає її розв’язнiсть.
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Зазначимо, що [g, g] = g2 = 0 рiвносильно тому, що g — абелева алгебра Лi.
Пiдалгебра [g, g] ⊆ g називається похiдною пiдалгеброю g та є її iдеалом. Якщо
g — проста (а тому не абелева) алгебра Лi, то [g, g] = g. При цьому 𝑍(g) = 0.
Зазначимо, що якщо g — скiнченновимiрна розв’язна алгебра Лi над алгебраїчно
замкненим полем характеристики нуль, то розв’язнiсть g еквiвалентна тому, що
похiдна пiдалгебра [g, g] є нiльпотентною алгеброю Лi (Proposition 1.39, [46]).

Твердження 9. Нехай g — алгебра Лi.

(1) Якщо g — розв’язна (нiльпотентна), то й будь-який гомоморфний образ
алгебри g є розв’язним (нiльпотентним).

(2) Якщо h — розв’язний iдеал алгебри g, а фактор-алгебра g/h є також
розв’язною алгеброю Лi, то й g є розв’язною.

(3) Якщо g є скiнченновимiрною, то то iснує максимальний за включенням
розв’язний iдеал (який називається радикалом алгебри Лi g). В данно-
му (скiнченновимiрному) випадку фактор-алгебра по радикалу є напiвпро-
стою алгеброю Лi.

Вище був описаний спосiб, який дозволяє побудувати алгебру Лi, ввiвши на
асоцiативнiй алгебрi операцiю комутування. Розглянемо тепер поняття дифе-
ренцiювання, яке також приводить до алгебр Лi.

Означення 10. Нехай 𝐵 — довiльна алгебра над полем K. Диференцiюван-
ням 𝐷 алгебри називаєтсья лiнiйне вiдображення 𝐷 : 𝐵 → 𝐵, яке задовольняє
правилу Лейбнiца:

𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎)𝑏+ 𝑎𝐷(𝑏)

для усiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵.

Позначимо через DerK𝐵 множину усiх диференцiювань алгебри 𝐵. Ця мно-
жина є векторним простором над K та замкнена вiдносно операцiї комутування

[𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2 −𝐷2𝐷1,
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де 𝐷1, 𝐷2 ∈ DerK𝐵. Отже, можна говорити про K-алгебру Лi DerK𝐵, яка є
пiдалгеброю gl(𝐵).

Означення 11. Нехай g — алгебра Лi над полем K. Визначимо для кожного
𝑥 ∈ g вiдображення ad𝑥 : g → g за правилом 𝑦 ↦→ [𝑥, 𝑦], де 𝑦 ∈ g. З тотожно-
стi Якобi випливає, що вiдображення ad𝑥 є диференцiюванням алгебри Лi g.
Диференцiювання такого вигляду називаються внутрiшнiми диференцiюван-
нями. алгебри Лi g.

Позначимо через IDerK g множину внутрiшнiх диференцiювань алгебри Лi
g. Ця множина є iдеалом алгебри Лi DerK g. Дiйсно, для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ g

та 𝐷 ∈ DerK g маємо [𝐷, ad𝑥](𝑦) = [𝐷(𝑥), 𝑦] = ad𝐷(𝑥)(𝑦). Вiдображення ad :

g → DerK g, задане правилом 𝑥 ↦→ ad𝑥, є гомоморфiзмом алгебр Лi. Оскiльки
Ker(ad) = 𝑍(g), маємо

g/𝑍(g) ∼= IDerK g ⊆ DerK g.

Алгебра Лi називається напiвпростою, якщо розкладається у пряму суму про-
стих алгебр Лi. Зазначимо, що у випадку, коли g — напiвпроста скiнченно-
вимiрна алгебра Лi над полем нульової характеристики K, має мiсце рiвнiсть
IDerK g = DerK g (див., наприклад, [38], Theorem 5.3). Як було доведено в ро-
ботi [77], якщо g — алгебра Лi довiльної розмiрностi над полем довiльної ха-
рактеристики, для якої [g, g] ̸= g та 𝑍(g) ̸= 0, то вищезазначений результат
справедливий й в цьому випадку. Зокрема, усi диференцiювання нiльпотентних
(ненульових) алгебр Лi є внутрiшнiми.

Означення 12. (1) Нехай g, h — алгебри Лi над полем K. Розглянемо деякий
гомоморфiзм алгебр Лi 𝜌 : g → DerK h. Визначимо зовнiшнiй напiвпрямий
добуток g ⋌ h алгебр Лi g та h як векторний простiр g ⊕ h, на якому
заданий комутатор

[(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)] = ([𝑥1, 𝑥2], 𝐷1(𝑦2)−𝐷2(𝑦1), )

де 𝐷1 = 𝜌(𝑥1), 𝐷2 = 𝜌(𝑥2), 𝑥1, 𝑥2 ∈ g, 𝑦1, 𝑦2 ∈ h.
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(2) Говорять, що алгебра Лi є внутрiшнiм напiвпрямим добутком свого iде-
алу n та пiдалгебри b, якщо g = n + b та n ∩ b = 0. В такому випадку
визначений природнiй гомоморфiзм b → DerK n.

Означення 13. Нехай 𝑉 — 𝑛-вимiрна абелева алгебра Лi над полем K. То-
дi DerK 𝑉 = gl𝑛(K). За допомогою тотожнього гомоморфiзмому gl𝑛(K) →
DerK 𝑉 задамо напiвпрямий добуток

aff𝑛(K) = gl𝑛(K)⋌ 𝑉,

який називається повною афiнною лiнiйною алгеброю Лi.

Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, 𝐴 —
комутативно-асоцiативна K-алгебра з одиницею та без дiльникiв нуля. Нехай
𝑅 = Frac(𝐴) — поле часток областi цiлiсностi 𝐴.

Твердження 14. Нехай 𝐷 ∈ DerK𝐴.

1. Якщо 𝑀 — множина твiрних алгебри 𝐴, то 𝐷 визначається значеннями
на елементах 𝑀 .

2. Будь-яке диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 можна однозначно довизначити
до K-диференцiювання алгебри 𝑅. Причому, зберiгаючи позначення, зна-
чення диференцiювання на 𝑅 визначається за формулою:

𝐷(
𝑥

𝑦
) =

𝐷(𝑥)𝑦 − 𝑥𝐷(𝑦)

𝑦2

для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑦 ̸= 0.

3. Для будь-якого 𝑎 ∈ 𝐴 та 𝑛 ∈ N справедлива рiвнiсть 𝐷(𝑎𝑛) = 𝑛𝑎𝑛−1𝐷(𝑎).
Якщо 𝑎 ̸= 0, то рiвнiсть виконується для усiх 𝑛 ∈ Z.

4. Якщо 𝑘 ∈ Ker𝐷, то 𝐷(𝑘𝑎) = 𝑘𝐷(𝑎) для усiх 𝑎 ∈ 𝐴.

5. Для усiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 та 𝑛 ∈ N справедлива рiвнiсть

𝐷𝑛(𝑎𝑏) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐷𝑖(𝑎)𝐷𝑛−𝑖(𝑏).
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Позначимо через DerK𝑅 алгебру Лi K-диференцiювань алгебри 𝑅 (надалi
пiд “диференцiюваннями” будемо розумiти тiльки K-диференцiювання).

Визначимо для будь-яких 𝑎 ∈ 𝐴 та 𝐷 ∈ DerK𝐴 вiдображення 𝑎𝐷 : 𝑅 →
𝑅 за правилом 𝑎𝐷(𝑥) = 𝑎 · 𝐷(𝑥) для усiх 𝑥 ∈ 𝐴. Це вiдображення також
буде диференцiюванням алгебри 𝐴. Отже, DerK𝐴 є 𝐴-модулем. Нехай 𝐷 ∈
DerK𝐴. Продовживши 𝐷 до диференцiювання K-алгебри 𝑅, для довiльного 𝑟 ∈
𝑅 можна визначити диференцiювання 𝑟𝐷 ∈ DerK𝑅 за вже вiдомим правилом:
𝑟𝐷(𝑥) = 𝑟 ·𝐷(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅. Позначимо через 𝑅DerK𝐴 лiнiйну оболонку (над полем
𝑅) множини {𝑟𝐷|𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ DerK𝐴}. Простiр 𝑅DerK𝐴 замкнений вiдносно
операцiї комутування, а тому може бути розглянутий як алгебра Лi; позначимо
цю алгебру Лi через 𝑊 (𝐴). Отже, маємо таку послiдовнiсть K-алгебр Лi:

DerK𝐴 ⊆ 𝑊 (𝐴) ⊆ DerK𝑅.

Зазначимо, що 𝑊 (𝐴) та DerK𝑅, взагалi кажучи, не будуть алгебрами Лi над
полем 𝑅 вiдносно введенної операцiї комутування.

Означення 15. Нехай 𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi 𝑊 (𝐴), 𝑅𝐿 — лiнiйна оболон-
ка над полем 𝑅 елементiв вигляду 𝑟𝐷, 𝑟 ∈ 𝑅,𝐷 ∈ 𝐿. Рангом 𝐿 називатимемо
розмiрнiсть dim𝑅𝑅𝐿 векторного простору 𝑅𝐿 над полем 𝑅.

Нехай 𝐷 ∈ 𝑊 (𝐴). Тодi Ker𝐷 — пiдполе у 𝑅 (поле констант диференцiюва-
ння 𝐷). Отже, перетин ядер будь-якої непорожньої множини диференцiювань
з 𝑊 (𝐴) також утворює пiдполе 𝑅, яке буде мiстити K. Зокрема, якщо ця мно-
жина формує пiдалгебру 𝑊 (𝐴). Далi в дисертацiйнiй роботi ми будемо iнодi
говорити про поля констант Ker𝐷 = Ker𝑅𝐷 диференцiювань DerK𝐴, маючи
на увазi, що такi диференцiювання можуть розумiтися як елементи з 𝑊 (𝐴).

Означення 16. Нехай 𝐿 — пiдмножина (наприклад, пiдалгебра) алгебри Лi
𝑊 (𝐴), Ker𝑅𝐷 — ядро диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊 (𝐴). Полем констант 𝐹 =

𝐹 (𝐿) називається перетин

𝐹 =
⋂︁
𝐷∈𝐿

Ker𝑅𝐷.



40

Якщо 𝐿 — пiдмножина алгебри Лi DerK𝐴, а Ker𝐴𝐷 ⊆ 𝐴 — ядро диференцiю-
вання 𝐷, то кiльцем констант називаємо перетин

⋂︀
𝐷∈𝐿Ker𝐴𝐷.

В теорiї локально нiльпотентних диференцiювань для пiдалгебри 𝐿 визна-
чається також так званий iнварiант Макар-Лiманова, де перетин вище береться
по диференцiюванням 𝐷 ∈ LND(𝐿).

Теорема 17. Нехай 𝐴 — асоцiативна комутативна область цiлiсностi над
полем K нульової характеристики, 𝑅 = Frac(𝐴).

1. Нехай 𝐿 — пiдмножина в DerK𝐴. Тодi кiльце констант
⋂︀
𝐷∈𝐿Ker𝐴𝐷 є

цiлозамкненим пiдкiльцем в 𝐴.

2. Нехай 𝐿 — пiдмножина в DerK𝑅. Тодi поле констант
⋂︀
𝐷∈𝐿Ker𝑅𝐷 є

алгебраїчно замкненим пiдполем в 𝑅.

Наприклад (лема 1.1.3), якщо диференцiювання 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 алгебри рацiо-
нальних функцiй 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) утворюють базис векторного простору
DerK𝑅 над полем 𝑅, то

⋂︀𝑛
𝑖=1Ker𝐷𝑖 = K.

Визначимо 𝐹𝐿 як лiнiйну оболонку над полем 𝐹 = 𝐹 (𝐿) множини диферен-
цiювань вигляду 𝑓𝐷, де 𝑓 ∈ 𝐹 та 𝐷 ∈ 𝑊 (𝐴).

Лема 18. (див. [50]) Пiдпростори 𝐹𝐿 та 𝑅𝐿 є пiдалгебрами 𝑊 (𝐴). Окрiм
того, 𝐹𝐿 та 𝑅𝐿 є алгебрами Лi над полем 𝐹 . Якщо 𝐿 абелева, нiльпотентна
або розв’язна, то таку саму властивiсть має алгебра Лi 𝐹𝐿.

Лема 19. (див. [50]) Нехай 𝐿 — пiдалгебра в 𝑊 (𝐴), а 𝐼 — iдеал алгебри Лi 𝐿.
Тодi простiр 𝑅𝐼 ∩ 𝐿 над полем K є iдеалом в 𝐿.

Означення 20. Диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 називається простим, якщо
не iснує такого iдеалу a алгебри 𝐴, що 𝐷(a) ⊆ a.

Означення 21. Нехай 𝐼 — iдеал алгебри Лi 𝐿 ⊆ 𝑊 (𝐴), причому 𝐼 = 𝑅𝐼 ∩ 𝐿.
Визначимо ранг (над полем 𝑅) фактор-алгебри 𝐿/𝐼 як розмiрнiсть векторного
𝑅-простору 𝑅𝐿/𝑅𝐼:

rank𝑅 𝐿/𝐼 = dim𝑅𝑅𝐿/𝑅𝐼.
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Нехай 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — алгебра многочленiв над полем K вiд 𝑛 змiнних.
Алгебра Лi DerK𝐴 в цьому випадку позначається 𝑊𝑛(K). Як вже зазначалося
вище, DerK𝐴 є 𝐴-модулем. Зокрема, алгебра Лi𝑊𝑛(K) є вiльним модулем рангу
𝑛 над кiльцем K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], оскiльки будь-яке диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K)

може бути записане у виглядi

𝐷 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,

де 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], а диференцiювання 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
дiють як звичайнi

частковi похiднi (зокрема, 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑖) = 1 та 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(𝑥𝑗) = 0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗). Зазначимо,
що 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝐷(𝑥𝑖) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Означення 22. Диференцiювання 𝐷 ∈ DerK𝐴 називається локально нiль-
потентним, якщо для усiх 𝑎 ∈ 𝐴 iснує натуральне 𝑛 = 𝑛(𝑎), для якого
𝐷𝑛(𝑎) = 0.

Наприклад, базиснi диференцiювання 𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
∈ 𝑊𝑛(K) є локально нiль-

потентними.

Означення 23. Диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) вигляду

𝐷 = 𝑓1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑓2(𝑥3, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝑓𝑛−1(𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛−1
+ 𝑓𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,

називаються трикутними диференцiюваннями, а множина трикутних ди-
ференцiювань позначається 𝑢𝑛(K).

Множина 𝑢𝑛(K) усiх трикутних диференцiювань насправдi є пiдалгеброю
Лi в 𝑊𝑛(K) Алгебри Лi 𝑢𝑛(K) дослiджувались в роботах [6], [7]; було, зокрема,
встановлено, що цi алгебри розв’язнi, локально скiнченнi, локально нiльпотен-
тнi (але не нiльпотентнi), попарно неiзоморфнi при 𝑛 ⩾ 2, а також внутрiшнi
диференцiювання алгебр Лi 𝑢𝑛(K) є локально нiльпотентними.

Позначимо через LND(𝐴) множину усiх локально нiльпотентних диферен-
цiювань 𝐷 ∈ DerK𝐴. Зазначимо, що множина LND(𝐴) не є пiдалгеброю Лi
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та навiть векторним пiдпростором DerK𝐴. З iншого боку, кожне трикутне ди-
ференцiювання є локально нiльпотентним, тобто в множинi LND(𝐴) мiститься
алгебра Лi 𝑢𝑛(K). Окрiм того, справедливе наступне твердження.

Твердження 24. (Principle 7, Principle 10, [19]) Нехай 𝐴 — комутативна
область цiлiсностi над полем K характеристики нуль.

1. Нехай 𝐷 ∈ DerK𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴. Тодi 𝑎𝐷 ∈ LND(𝐴) тодi i тiльки тодi, коли
𝑎 ∈ Ker𝐷 та 𝐷 ∈ LND(𝐴).

2. Нехай 𝐷1, 𝐷2 ∈ LND(𝐴) та [𝐷1, 𝐷2] = 0. Тодi 𝐷1 +𝐷2 ∈ LND(𝐴).

Локально нiльпотентнi диференцiювання є важливим класом диференцiю-
вань алгебри многочленiв. Визначимо дивергенцiю диференцiювання як

div𝐷 =
𝜕𝐷(𝑥1)

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝜕𝐷(𝑥𝑛)

𝜕𝑥𝑛
.

Твердження 25. Якщо 𝐷 ∈ LND(K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]), то div𝐷 = 0.

Твердження 26. Нехай 𝐴 — комутативна область цiлiсностi над полем K
характеристики нуль. Тодi група AutK𝐴 автоморфiзмiв K-алгебри 𝐴 дiє на
множинi LND(𝐴) спряженнями: 𝛼 ·𝐷 = 𝛼𝐷𝛼−1 для будь-якого локально нiль-
потентного диференцiювання 𝐷 ∈ LND(𝐴) та автоморфiзму 𝛼 ∈ AutK𝐴.

Наступна теорема Ренчлера описує локально нiльпотентнi диференцiювання
алгебри многочленiв вiд двох змiнних.

Теорема 27. (див. [69]) Нехай K — поле характеристики нуль, 𝐴 = K[𝑥, 𝑦].
Тодi для довiльного диференцiювання 𝐷 ∈ LND(𝐴) iснує автоморфiзм 𝛼 ∈
AutK𝐴 та многочлен 𝑓 ∈ K[𝑥], для яких має мiсце рiвнiсть 𝛼𝐷𝛼−1 = 𝑓(𝑥) 𝜕𝜕𝑦 .

Отже,
LND(K[𝑥, 𝑦]) =

⋃︁
𝜙∈Aut(K[𝑥,𝑦])

𝜙𝑢2(K)𝜙−1.

Попереднє твердження насправдi можна уточнити: в даному випадку група
автоморфiзмiв має бiльш детальний опис. Нехай 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Автомор-
фiзми 𝛼 алгебри 𝐴, для яких 𝛼(𝑥𝑖) =

∑︀
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝑏𝑖, 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖 ∈ K, утворюють
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групу, яка називаєтсья повною афiнною групою Aff𝑛(K). Елементарними авто-
морфiзмами 𝐴 називаються автоморфiзми, визначенi на змiнних за правилом
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖 + 𝑝, . . . , 𝑥𝑛), де многочлен 𝑝 не залежить вiд 𝑥𝑖. То-
дi пiдгрупа 𝑇𝑛(K) ⊆ AutK𝐴, породжена елементарними автоморфiзмами та
елементами Aff𝑛(K), називається ручною пiдгрупою (а її елементи — ручними
автоморфiзмами).

Теорема 28. (Юнга — ван дер Кулька) Будь-який автоморфiзм алгебри мно-
гочленiв вiд двох змiнних є ручним, тобто 𝑇2(K) = AutKK[𝑥1, 𝑥2].



Роздiл 1

Розв’язнi пiдалгебри Лi диференцiювань
кiльця многочленiв вiд трьох змiнних

Результати цього роздiлу були опублiкованi у роботi [13].
Нехай 𝐴 = K[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] — алгебра многочленiв вiд трьох змiнних та 𝑅 =

K(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) — алгебра рацiональних функцiй, K — алгебраїчно замкнене поле
характеристики нуль. Алгебра Лi 𝑊3(K) усiх K-диференцiювань на 𝐴 є дуже
цiкавим математичним об’єктом, пов’язаним з групами симетрiй диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними.

В даному роздiлi викладенi дослiдження скiнченновимiрних розв’язних пiд-
алгебр 𝑊3(K) рангу 3 над 𝑅.

1.1 Про пiдалгебри, якi мiстять абелевi iдеали рангу 3 над
полем рацiональних функцiй

Наступнi двi леми є стандартними фактами про диференцiювання (див. [50]).

Лема 1.1.1. Нехай 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝑊𝑛(K) та 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Тодi

[𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝑏[𝐷1, 𝐷2] + 𝑎𝐷1(𝑏)𝐷2 − 𝑏𝐷2(𝑎)𝐷1.

Якщо [𝐷1, 𝐷2] = 0, то

[𝑎𝐷1, 𝑏𝐷2] = 𝑎𝐷1(𝑏)𝐷2 − 𝑏𝐷2(𝑎)𝐷1.
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Лема 1.1.2. Якщо 𝐿 ⊆ 𝑊𝑛(K) та 𝐹 = 𝐹 (𝐿) — поле констант 𝐿 в 𝑅, то 𝐹𝐿
є алгеброю Лi над 𝐹 . Якщо 𝐿 є абелевою, нiльпотентною чи розв’язною, то
вiдповiдна властивiсть переноситься й на алгебру 𝐹𝐿.

Нагадаємо, що якщо 𝐿 — пiдалгебра алгебри Лi ̃︁𝑊𝑛(K), то поле констант
визначається як перетин

𝐹 (𝐿) =
⋂︁
𝐷∈𝐿

Ker𝐷,

де Ker𝐷 — ядра (поля констант) окремих диференцiювань 𝐷. Зазначимо, що
K ⊆ 𝐹 (𝐿) ⊆ 𝑅. Окрiм того, поле констант 𝐹 (𝐿) є алгебраїчно замкненим в полi
𝑅 та iснує диференцiювання 𝐷′, для якого Ker𝐷′ = 𝐹 (𝐿) (див. [59]). Наступна
лема говорить про цiлком очiкувану рiвнiсть: 𝐹 (̃︁𝑊𝑛(K)) = K.

Лема 1.1.3. Нехай 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 є базисом векторного простору ̃︁𝑊𝑛(K) над по-
лем 𝑅. Тодi

⋂︀𝑛
𝑖=1Ker𝐷𝑖 = K.

Доведення. Всупереч умовi леми припустимо, що
⋂︀𝑛
𝑖=1Ker𝐷𝑖 ̸= K й нехай

𝑓 ∈
𝑛⋂︁
𝑖=1

Ker𝐷𝑖, 𝑓 ∈ 𝑅 ∖K.

Розглянемо пiдалгебру K(𝑓) ⊂ 𝑅. Функцiя 𝑓 ∈ K(𝑓) визначає диференцiюва-
ння 𝜕

𝜕𝑓 алгебри K(𝑓) й це диференцiювання може бути продовжене до дифе-
ренцiювання 𝜕

𝜕𝑓 (ми не вводимо нового позначення) алгебри K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Але
𝜕
𝜕𝑓 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝐷𝑖 для деяких 𝑠𝑖 ∈ 𝑅, а тому

𝜕𝑓

𝜕𝑓
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝐷𝑖(𝑓1) = 0,

згiдно з вибором елемента 𝑓 . Але це суперечить умовi 𝜕𝑓𝜕𝑓 = 1. Отримане проти-
рiччя й доводить рiвнiсть

⋂︀𝑛
𝑖=1Ker𝐷𝑖 = K

Наслiдок 1.1.4. Нехай 𝐿 ⊂ ̃︁𝑊𝑛(K) – абелева пiдалгебра й rank𝑅 𝐿 = 𝑛. В
такому випадку dimK 𝐿 = 𝑛.
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Доведення. Нехай 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 — базис простору 𝐿 над полем 𝑅. Тодi довiльне
диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 може бути представлене у виглядi 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝐷𝑖 для

деяких 𝑠𝑖 ∈ 𝑅. З рiвностей

[𝐷𝑖, 𝐷] = 0 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝐷𝑖(𝑠𝑗)𝐷𝑗,

отримаємо 𝐷𝑖(𝑠𝑗) = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 з огляду на довiльнiсть вибору дифе-
ренцiювання 𝐷. Згiдно з лемою 1.1.3, 𝑠𝑖 ∈ K та диференцiювання 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛

утворюють базис простору 𝐿 над K. Отже, dimK 𝐿 = 𝑛.

Теорема 1.1.5. Нехай 𝐿 - розв’язна пiдалгебра 𝑊3(K). Якщо 𝐿 має абелевий
iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅, то тодi 𝐿 iзоморфна деякiй розв’язнiй пiдалгебрi загаль-
ної афiнної алгебри Лi aff3(K). Як наслiдок, 3 ⩽ dimK 𝐿 ⩽ 9.

Доведення. Розглянемо довiльний базис 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 iдеалу 𝐼 над 𝑅. Тодi будь-
яке диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 має вигляд

𝐷 = 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2 + 𝑠3𝐷3, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅.

З огляду на включення

[𝐷𝑖, 𝐷] = 𝐷𝑖(𝑠1)𝐷1 +𝐷𝑖(𝑠2)𝐷2 +𝐷𝑖(𝑠3)𝐷3 ∈ 𝐼,

ми отримаємо (користуючись Лемою 1.1.3), що 𝐷𝑖(𝑠𝑗) ∈ K, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Отже,
кожному диференцiюванню 𝐷 ∈ 𝐿 поставимо у вiдповiднiсть матрицю

𝐵𝐷 =

⎛⎜⎝ 𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2) 𝐷1(𝑠3)

𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2) 𝐷2(𝑠3)

𝐷3(𝑠1) 𝐷3(𝑠2) 𝐷3(𝑠3)

⎞⎟⎠ ∈𝑀3(K) (1.1)

Нехай 𝑆 — множина усiх стовпцiв матриць 𝐵𝐷, для усiх 𝐷 ∈ 𝐿. Позначимо
через rankK 𝑆 максимальне число лiнiйно незалежних елементiв, якi лежать у
множинi 𝑆 ⊆ K3. Бачимо, що 𝑑 = rankK 𝑆 ⩽ 3. Якщо 𝑑 = 0, тодi всi стовпцi для
всiх 𝐷 ∈ 𝐿 є нульовими, звiдси отримаємо 𝑠𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, 2, 3, згiдно з Лемою
1.1.3. Але цього випливає 𝐿 = 𝐼. Тому припустимо далi, що 𝑑 ⩾ 1.
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Випадок 1. 𝑑 = 1. В цьому випадку iснує диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 ∖ 𝐼, яке
має вигляд

𝐷 = 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2 + 𝑠3𝐷3,

причому усi стовбцi 𝑆 будуть пропорцiйними до стовпця
(𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))

𝑇 матрицi, яка вiдповiдає обраному диференцiю-
ванню 𝐷. Розглянемо довiльний елемент (𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))

𝑇 ∈ 𝑆. Iснує
𝛾 ∈ K, для якого

(𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))
𝑇 = 𝛾 (𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))

𝑇 .

Звiдси отримаємо

𝐷1(𝑡− 𝛾𝑠1) = 𝐷2(𝑡− 𝛾𝑠1) = 𝐷3(𝑡− 𝛾𝑠1) = 0

З леми 1.1.3 маємо 𝑡 − 𝛾𝑠1 = 𝛿 для деякого 𝛿 ∈ K, тобто 𝑡 = 𝛾𝑠1 + 𝛿. Iнакше
кажучи, для будь-якого диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿, 𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 + 𝑡3𝐷3, 𝑡𝑖 ∈
𝑅 матриця 𝐵𝐷 має стовпцi (𝐷1(𝑡𝑖), 𝐷2(𝑡𝑖), 𝐷3(𝑡𝑖))

𝑇 , 𝑖 = 1, 2, 3, причому 𝑡𝑖 =

𝑓𝑖(𝑠), deg 𝑓𝑖 ⩽ 1, 𝑓𝑖 ∈ K[𝑡]. З огляду на те, що

(𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))
𝑇 ̸= (0, 0, 0),

ми можемо вважати

𝐷1(𝑠1) = 1, 𝐷2(𝑠1) = 𝛾2, 𝐷3(𝑠1) = 𝛾3

для деяких 𝛾2, 𝛾3 ∈ K. Покладемо

𝐷′
1 = 𝐷1, 𝐷

′
2 = 𝐷2 − 𝛾2𝐷1, 𝐷

′
3 = 𝐷3 − 𝛾3𝐷1.

Отже,
𝐷′

1(𝑠1) = 1, 𝐷′
2(𝑠1) = 0, 𝐷′

3(𝑠1) = 0

та диференцiювання 𝐷′
1, 𝐷

′
2, 𝐷

′
3 формують базис 𝐼 над полем 𝑅. Розглянемо

довiльне диференцiювання 𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 + 𝑡3𝐷3 ∈ 𝐿 та нехай 𝑡𝑖 = 𝛾𝑖𝑠𝑖 +

𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. Визначимо мономорфiзм 𝐿 в загальну афiнну алгебру Лi aff3(K).
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Для цього розглянемо вiдображення 𝜙 : 𝐿 → aff3(K), визначене за наступним
правилом:

𝜙(𝐷𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝜙(𝑠1𝐷𝑖) = 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

а далi за лiнiйнiстю. Отримали бажане вкладення.
Випадок 2. 𝑑 = rankK 𝑆 = 2. В цьому випадку оберемо два лiнiйно незале-

жних стовпцi з 𝑆

(𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))
𝑇 , (𝐷1(𝑠2), 𝐷2(𝑠2), 𝐷3(𝑠2))

𝑇 . (1.2)

Зазначимо, що цi стовбцi необов’язково походять з однiєї матрицi 𝐵𝐷, 𝐷 ∈ 𝐿.
Отже, довiльний стовпець (𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))

𝑇 ∈ 𝑆 є лiнiйною комбiнацiєю
стовбцiв (1.2). Тодi 𝑡 = 𝑓(𝑠1, 𝑠2) для деякого многочлена 𝑓 ∈ K[𝑢, 𝑣], deg 𝑓 ⩽ 1.
Оскiльки матриця ⎛⎜⎝ 𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2)

𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2)

𝐷3(𝑠1) 𝐷3(𝑠2)

⎞⎟⎠ (1.3)

має ранг 2, можемо вважати, що перший та другий рядки цiєї матрицi є лiнiйно
незалежними. Тодi iснують такi 𝛾1, 𝛾2 ∈ K, що

(1, 0) = 𝛾1 (𝐷1(𝑠1), 𝐷1(𝑠2)) + 𝛾2 (𝐷2(𝑠1), 𝐷2(𝑠2)) . (1.4)

Позначимо 𝐷′
1 = 𝛾1𝐷1 + 𝛾2𝐷2. Отримаємо 𝐷′

1(𝑠1) = 1, 𝐷′
1(𝑠2) = 0. Так само

можна обрати такi 𝛿1, 𝛿2 ∈ K, що диференцiювання 𝐷′
2 = 𝛿1𝐷1+ 𝛿2𝐷2 задоволь-

нятиме рiвностям 𝐷′
2(𝑠1) = 0, 𝐷′

2(𝑠2) = 1.
Що стосується третього рядка матрицi (1.3), то вiн є лiнiйною комбiнацiєю

перших двох. Отже, iснують 𝜇1, 𝜇2 ∈ K, для яких

(𝐷3 − 𝜇1𝐷1 − 𝜇2𝐷2)(𝑠1) = 0, (𝐷3 − 𝜇1𝐷1 − 𝜇2𝐷2)(𝑠2) = 0.

Нехай 𝐷′
3 = 𝐷3 − 𝜇1𝐷1 − 𝜇2𝐷2. Тодi

𝐷′
𝑖(𝑠𝑗) = 𝛿𝑖 𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2.
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Для будь-якого диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 матимемо 𝐷 = 𝑡1𝐷1+ 𝑡2𝐷2+ 𝑡3𝐷3 для
деяких рацiональних функцiй 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 ∈ 𝑅. Оскiльки 𝑡𝑖 = 𝑓𝑖(𝑠1, 𝑠2), deg 𝑓𝑖 ⩽ 1,

ми бачимо, що 𝐿 може бути вкладена в алгебру Лi aff3(K).
Випадок 3 rankK 𝑆 = 3. В цьому випадку оберемо три лiнiйно незалежних

стовпцi з 𝑆
(𝐷1(𝑠1), 𝐷2(𝑠1), 𝐷3(𝑠1))

𝑇 ,

(𝐷1(𝑠2), 𝐷2(𝑠2), 𝐷3(𝑠2))
𝑇 ,

(𝐷1(𝑠3), 𝐷2(𝑠3), 𝐷3(𝑠3))
𝑇 .

(1.5)

Довiльний стовпець (𝐷1(𝑡), 𝐷2(𝑡), 𝐷3(𝑡))
𝑇 ∈ 𝑆 є лiнiйною комбiнацiєю стовбцiв

(1.5). Тодi 𝑡 = 𝑓(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) для деякого многочлена 𝑓 ∈ K[𝑢, 𝑣, 𝑤], deg 𝑓 ⩽ 1.
Тодi iснують такi 𝛾𝑖𝑗 ∈ K, що

(𝛿𝑖1, 𝛿𝑖2, 𝛿𝑖3) = 𝛾𝑖1𝑅1 + 𝛾𝑖2𝑅2 + 𝛾𝑖3𝑅3,

де 𝑅𝑖 = (𝐷𝑖(𝑠1), 𝐷𝑖(𝑠2), 𝐷𝑖(𝑠3))
𝑇 , 𝑖 = 1, 2, 3. Позначимо

𝐷′
𝑖 = 𝛾𝑖1𝐷1 + 𝛾𝑖2𝐷2 + 𝛾𝑖3𝐷3.

Отримаємо 𝐷′
𝑖(𝑠𝑗) = 𝛿𝑖𝑗. Для будь-якого диференцiювання 𝐷 = 𝑡1𝐷1 + 𝑡2𝐷2 +

𝑡3𝐷3 ∈ 𝐿 для деяких 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 ∈ 𝑅, причому 𝑡𝑖 = 𝑓𝑖(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3), deg 𝑓𝑖 ⩽ 1. Ми
знову бачимо, що 𝐿 може бути вкладена в алгебру Лi aff3(K).

1.2 Про пiдалгебри, якi мiстять абелевий iдеал рангу ⩽ 2

над полем рацiональних функцiй

Лема 1.2.1. Нехай 𝐿 ⊂ ̃︁𝑊𝑛(K) — пiдалгебра Лi, 𝐼 — iдеал 𝐿, 𝐹 = 𝐹 (𝐼) — поле
констант iдеалу 𝐼 в 𝑅. Тодi для будь-якого диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 маємо
𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 .

Доведення. Нехай 𝐷 ∈ 𝐿 та 𝑟 ∈ 𝐹 . Для довiльного диференцiювання 𝐷1 ∈ 𝐼

отримаємо 𝐷1(𝑟) = 0, а тому

0 = 𝐷(𝐷1(𝑟)) = 𝐷1(𝐷(𝑟)) + [𝐷,𝐷1](𝑟).
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З огляду на те, що [𝐷,𝐷1] ∈ 𝐼, маємо [𝐷,𝐷1](𝑟) = 0, звiдси 𝐷1(𝐷(𝑟)) = 0.
Отже, 𝐷(𝑟) ∈ 𝐹 , тому що диференцiювання 𝐷1 є довiльно обраним елементом
iдеалу 𝐼. Отже, 𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 .

Теорема 1.2.2. Нехай 𝐿 ⊂ 𝑊3(K) — розв’язна пiдалгебра Лi, причому
dimK 𝐿 < ∞, rank𝑅 𝐿 = 3. Нехай 𝐼 ⊂ 𝐿 — iдеал рангу 2 над 𝑅 та 𝐹 = 𝐹 (𝐼) —
поле констант 𝐼 в 𝑅. Тодi алгебра Лi 𝐿 мiститься в пiдалгебрi ̃︁𝑊3(K) вигляду
𝐿 = 𝐹𝐼 +𝐿, де 𝐼 = (𝑅𝐼)∩𝐿. Алгебра Лi 𝐿 є розв’язною, 𝐹𝐼 — її iдеал рангу 2
над полем 𝑅, який в свою чергу може бути вкладений в aff2(𝐹 ). Окрiм цього,
𝐿 є розширенням iдеалу 𝐹𝐼 алгеброю Лi розмiрностi 1 або 2 над K.

Доведення. Зауважимо, що 𝐼 = (𝑅𝐼) ∩ 𝐿 дiйсно є iдеалом алгебри Лi 𝐿 згiдно
з Лемою 19. Крiм цього, rk𝑅𝐿 = 2 й dimK 𝐿/𝐼 ⩽ 2 (див. [51]). Позначимо че-
рез 𝐹 поле констант 𝐼 в 𝑅. За Лемою 1.2.1 маємо 𝐷(𝐹 ) ⊆ 𝐹 для усiх 𝐷 ∈ 𝐿.
Отже, пiдалгебра 𝐹𝐼 алгебри ̃︁𝑊3(K) є iдеалом алгебри Лi 𝐿 = 𝐹𝐼 + 𝐿. Звiдси
отримуємо rank𝑅 𝐼 = 2. За Теоремою 1 статтi [45], алгебра Лi 𝐹𝐼 (як алге-
бра Лi над полем 𝐹 ) iзоморфна деякiй пiдалгебрi алгебри Лi aff2(𝐹 ). Оскiльки
dimK 𝐿/𝐼 ⩽ 2, тодi отримаємо dimK(𝐿+ 𝐹𝐼/𝐹𝐼) ⩽ 2.

Цiкаво, що в умови Теореми 1.2.2 в загальному випадку 𝐿 не є алгеброю
Лi над 𝐹 та 𝐿 є нескiнченновимiрною над K (хоча dim𝐹 𝐹𝐼 ⩽ 7). Оскiльки
основне поле K є алгебраїчно замкненим, а 𝐿— розв’язна, алгебра Лi 𝐿 має iдеал
вигляду 𝐽 = K𝐷1 ⊂ 𝐼; також iснує iдеал фактор-алгебри 𝐿/𝐽 вигляду K𝐷2+𝐽 ,
що лежить у 𝐼/𝐽 . Бiльш того, iснує iдеал вигляду K𝐷3+𝐼 фактор-алгебри 𝐿/𝐼.
Тодi диференцiювання 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 є лiнiйно незалежними над полем 𝑅, а тому
формують базис 𝑅𝐿 над 𝑅. З огляду на вибiр 𝐷1 та 𝐷2 iснують 𝛼1, 𝛼2 ∈ K та
𝑓 ∈ 𝐹 , для яких

[𝐷3, 𝐷1] = 𝛼1𝐷1, [𝐷3, 𝐷2] = 𝛼2𝐷2 + 𝑓𝐷1.

Наступний результат деталiзує опис алгебри 𝐿.

Твердження 1.2.3. Нехай справедливi умови Теореми 1.2.2. Крiм цього, при-
пустимо, що dimK 𝐿 > 6. Тодi або iснують рацiональнi функцiї 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅, для
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яких 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2 i кожне диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐹𝐼 має вигляд

𝐷 = 𝑓1(𝑟1, 𝑟2)𝐷1 + 𝑓2(𝑟1, 𝑟2)𝐷2, 𝑓𝑖 ∈ K[𝑡1, 𝑡2], deg 𝑓𝑖 ⩽ 1

або iснує 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1 або 𝑖 = 2, для якого 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 та усi елементи 𝐷 ∈ 𝐹𝐼

можуть бути представленi у виглядi

𝐷 = 𝑔1(𝑟𝑖)𝐷1 + 𝑔2(𝑟𝑖)𝐷2, deg 𝑔𝑗 ⩽ 1.

Окрiм того,
𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2.

У випадку dimK 𝐿/𝐼 = 2 можна обрати диференцiювання 𝐷 ∈ 𝐿 ∖ (K𝐷3 + 𝐼),
для якого справедливi тотожностi

𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠2𝐷2, 𝑟3 ∈ 𝑅,

𝐷3(𝑟3) = 1, 𝐷1(𝑟3) = 𝐷2(𝑟3) = 0, 𝐷1(𝑠2) = 0.

Тодi
𝜆1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 + 𝑓, 𝑓 ∈ K.

Доведення. Якщо вiдтворити аргументи з доведення Теореми 1.1.5 та викори-
стовувати перетворення стовпцiв матрицi

𝐵𝐷 =

(︃
𝐷1(𝑠1) 𝐷1(𝑠2)

𝐷2(𝑠1) 𝐷2(𝑠2)

)︃
,

можна вiдшукати або рацiональнi функцiї 𝑟1, 𝑟2 з умовою𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,
або ж рацiональну функцiю 𝑟, для якої справедливi умови: або 𝐷1(𝑟) =

1, 𝐷2(𝑟) = 𝛾, або 𝐷1(𝑟) = 𝛿, 𝐷2(𝑟) = 1. У випадку 𝛿 ̸= 0 розглянемо ди-
ференцiювання 𝐷′

2 = 𝐷2 − 𝛿𝐷1, 𝐷
′
1 = 𝐷1, тодi 𝐷′

1(𝑟) = 0, 𝐷′
2(𝑟) = 1. Отже,

можна припустити, що або 𝐷1(𝑟) = 1, 𝐷2(𝑟) = 0, або 𝐷1(𝑟) = 0, 𝐷2(𝑟) = 1 й 𝑟
спiвпадає з 𝑟1 або з 𝑟2.

Розглянемо дiю диференцiювань 𝐷𝑖 на 𝑟𝑖, 𝑠𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 2, 3. З рiвностi
𝐷1(𝑟1) = 1 маємо 𝐷3(𝐷1(𝑟1)) = 0, а тодi

𝐷1(𝐷3(𝑟1)) = 𝐷3(𝐷1(𝑟1))− [𝐷3, 𝐷1](𝑟1) = 0− 𝜆1𝐷1(𝑟1) = −𝜆1.
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З рiвностей 𝐷1(𝐷3(𝑟1)) = −𝜆1 та 𝐷1(−𝜆1𝑟1) = −𝜆1 отримаємо, що

𝐷1(𝐷3(𝑟1) + 𝜆1𝑟1) = 0.

Iнакше кажучи, для деякого 𝑠′ ∈ Ker𝐷1 маємо 𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 + 𝑠′. Так само з
рiвностi

𝐷2(𝑑3(𝑟1)) = 𝐷3(𝐷2(𝑟1))− [𝐷3, 𝐷2](𝑟1)

випливає 𝐷3(𝑟1) = −𝑔2𝑟2 + 𝑠′′ для деякого 𝑠′′ ∈ Ker𝐷2. Подiємо диференцi-
юванням 𝐷1 на обидвi сторони рiвностi −𝜆1𝑟1 + 𝑠′ = −𝑔2𝑟2 + 𝑠′′. Матимемо
−𝜆1 = 𝐷1(𝑠

′′). Подiємо тепер диференцiюванням 𝐷2 на ту саму рiвность. Має-
мо 𝐷2(𝑠

′) = −𝑔2. Тодi 𝑠′′+𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷1. Отже, з включення 𝑠′′+𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷2

випливає
𝑠′′ + 𝜆1𝑟1 ∈ Ker𝐷1 ∩Ker𝐷2 = 𝐹.

Тодi для деякого 𝑣1 ∈ 𝐹 маємо 𝑠′′ = −𝜆1𝑟1 + 𝑣1. Оскiльки

−𝜆1𝑟1 + 𝑠′ = −𝑔2 − 𝜆1𝑟1 + 𝑣1,

маємо 𝑠′ = −𝑔2𝑟2 + 𝑣1. Отже, приходимо до рiвностi

𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2 + 𝑣1, 𝑣1 ∈ 𝐹.

З рiвностей

𝐷2(𝐷3(𝑟2)) = 𝐷3(𝐷2(𝑟2))− [𝐷3, 𝐷2](𝑟2) = 0− (𝜆2𝐷2 + 𝑔2𝐷1)(𝑟2) = −𝜆2

отримаємо схожим чином рiвнiсть 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2 + 𝑡′, де 𝑡′ ∈ Ker𝐷2. Отже,

𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2 + 𝑣2, 𝑣2 ∈ 𝐹.

Диференцiювання 𝐷3 без втрати загальностi можна замiнити на 𝐷′
3 = 𝐷3 −

𝑣1𝐷1 − 𝑣2𝐷2, тобто маємо 𝐷′
3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷

′
3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2. Зберiгаючи

попередню нотацiю, отримаємо

𝐷3(𝑟1) = −𝜆1𝑟1 − 𝑔2𝑟2, 𝐷3(𝑟2) = −𝜆2𝑟2.
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Припустимо, що dimK 𝐿/𝐼 = 2 та нехай 𝐷 = 𝑟3𝐷3+ 𝑠1𝐷1+ 𝑠2𝐷2 —довiльний
елемент 𝐿 ∖ (K𝐷3 + 𝐼). Тодi

[𝐷,𝐷3] = [𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷3] =

= −𝐷3(𝑟3)𝐷3 −𝐷3(𝑠1)𝐷1 − 𝑠1[𝐷1, 𝐷3]−𝐷3(𝑠2)𝐷2 − 𝑠2[𝐷2, 𝐷3] =

= −𝐷3(𝑟3)𝐷3 + (−𝐷3(𝑠1) + 𝜆1𝑠1 + 𝑠2𝑔2)𝐷1 + (−𝐷3(𝑠2) + 𝜆2𝑠2)𝐷2.

З цих рiвностей отримаємо 𝐷3(𝑟3) = −𝛾; тут елемент 𝛾 обраний з рiвностi
[𝐷,𝐷3] = 𝛾𝐷3 + ̃︀𝐷, де ̃︀𝐷 ∈ 𝐼. Окрiм того, для деяких 𝜇 ∈ K маємо

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷1] = 𝜇𝐷1,

з чого випливає 𝐷1(𝑟3) = 0, 𝐷1(𝑠2) = 0. З рiвностi

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷2] = 𝑓1𝐷1 + 𝑓2𝐷2

для деяких 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 випливає, що 𝐷3(𝑟3) = 0. Беручи все до уваги, отримаємо

𝐷1(𝑟3) = 𝐷2(𝑟3) = 0, 𝐷3(𝑟3) = 1, 𝐷1(𝑠2) = 0. (1.6)

З огляду на рiвнiсть [𝐷,𝐷1] = 𝜃𝐷1, яка виконується для деякого 𝜃 ∈ K, маємо

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷3] = (𝜆1𝑟3 −𝐷1(𝑠1))𝐷1,

а тому 𝜆1𝑟3 −𝐷1(𝑠1) = 𝜃. Отже, 𝐷1(𝑠1) = 𝜆1𝑟3 + 𝜃, 𝜃 ∈ K. Окрiм того, [𝐷,𝐷2] =

𝑓1𝐷1 + 𝑓2𝐷2 для деяких 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 . Аналогiчно

[𝑟3𝐷3 + 𝑠1𝐷1 + 𝑠2𝐷2, 𝐷2] = (𝑟3𝑔2 −𝐷2(𝑠1))𝐷1 + (𝜆2𝑟2 −𝐷2(𝑠2))𝐷2,

звiдси маємо
𝐷2(𝑠1) = 𝑔2𝑟3 − 𝑓2, 𝐷2(𝑠2) = 𝜆2𝑟3 − 𝑓2. (1.7)

Зазначимо, що

𝑠1 = 𝑔2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓3, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓4
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для деяких 𝑓3, 𝑓4 ∈ 𝐹 . Вище було показано, що 𝐷1(𝑠1) = 𝜆1𝑟3 + 𝜃, 𝜃 ∈ K, тому
для деякого 𝑓5 ∈ 𝐹 маємо

𝑠1 = 𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5.

Дiючи 𝐷2 на обидвi сторони рiвностi

𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5 = 𝑔2𝑟2𝑟3 − 𝑟2𝑓2 + 𝑓3, (1.8)

отримаємо 𝑔2𝑟3 − 𝑓2 = 0. Проте 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 — лiнiйно незалежнi над полем 𝐹 ;
отже, з останньої рiвностi випливає 𝑔2 = 0. Рiвнiсть (1.8) можна переписати
наступним чином:

𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5 = −𝑟2𝑓2 + 𝑓3.

Дiючи 𝐷2 на обидвi сторони останньої рiвностi, отримаємо 𝑓2 = 0. Отже,

𝜆1𝑟1𝑟3 + 𝜃𝑟1 + 𝑓5 = 𝑓3.

Дiючи 𝐷1 на обидвi сторони останньої рiвностi, отримаємо 𝜆1𝑟3 + 𝜃 = 0. Зазна-
чимо, що з 𝑟3 ̸∈ K випливає 𝜆1 = 0, а тому 𝑠1 = 0. Можна так само припустити,
що 𝑓4 = 0 та 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3. Тому ми маємо

𝑠1 = 0, 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3, 𝑔2 = 0, 𝑓2 = 0, 𝜆1 = 0.

Останнi рiвностi дають

[𝐷3, 𝐷1] = 0, [𝐷3, 𝐷2] = 𝜆2𝐷2, 𝐷 = 𝑟3𝐷3 + 𝑠2𝐷2,

де 𝑠2 = 𝜆2𝑟2𝑟3 та 𝐷𝑖(𝑟𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Доведення закiнчене.

1.3 Висновки

У першiй частинi роздiлу вивчались розв’язнi пiдалгебри алгебри Лi 𝑊3(K), якi
мають абелевi iдеали рангу 3 над полем рацiональних функцiй. Було доведено,
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що розв’язна скiнченновимiрна пiдалгебра 𝐿 ⊆ 𝑊3(K), яка має абелевий iдеал
рангу 3 над 𝑅, вкладається у загальну афiнну алгебру Лi aff3(K).

У другiй частинi роздiлу вивчались скiнченновимiрнi пiдалгебри алгебри Лi
𝑊3(K) рангу 3, якi мають абелевi iдеали рангу 1 або 2 над полем рацiональ-
них функцiй. Якщо 𝐿 має абелевий iдеал 𝐼 рангу 2 над полем рацiональних
функцiй 𝑅, то 𝐿 вкладається в пiдалгебру 𝐿̄ ∈ ̃︁𝑊3(K) = 𝐷𝑒𝑟K𝑅, причому 𝐿

буде розширенням алгебри Лi розмiрностi ⩽ 2 пiдалгеброю загальної афiнної
алгебри Лi aff2(𝐹 ), де 𝐹 є полем констант iдеалу 𝐼 в полi 𝑅.

Природнiм подальшим напрямом дослiдження можуть бути розв’язнi (або
бiльш загально — нiльпотентнi) скiнченновимiрнi пiдалгебри𝑊𝑛(K) з абелевими
iдеалами корангу 0, 1 або 2. На жаль, повна класифiкацiя скiнченновимiрних
пiдалгебр 𝑊𝑛(K) є дикою задачею.



Роздiл 2

Централiзатори диференцiювань
полiномiальних кiлець

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [13], [24].
Нехай 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — алгебра многочленiв над алгебраїчно замкненим

полем харатеристики нуль K та 𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — алгебра рацiональних фун-
кцiй вiд 𝑛 змiнних (поле часток 𝐴). Позначимо через 𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(K) алгебру Лi
всiх K-диференцiювань на 𝐴 (у випадку C це алгебра Лi всiх векторних полiв
на C𝑛 з полiномiальними коефiцiєнтами). Для заданого 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) будова цен-
тралiзатора 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) залежить вiд поля констант диференцiювання 𝐷, яке є
пiдполем поля 𝑅. Ми природнiм чином розширюємо кожне диференцiювання 𝐷
алгебри 𝐴 на алгебру 𝑅; зауважимо, що пiд полем констант диференцiювання
𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) ми завжди маємо на увазi ядро Ker𝑅𝐷 розширення 𝐷 на алгебру
𝑅. Якщо ж мова йде про кiльце констант, то маєтсья на увазi ядро Ker𝐴𝐷

вiдображення 𝐷, заданого на 𝐴.
Пiдроздiл 2.1 присвячений опису централiзаторiв диференцiювань 𝐷 ∈

𝑊𝑛(K), у яких поле констант Ker𝑅𝐷 ⊂ 𝑅 має степiнь трансцендентностi ⩽ 1

над K. Iнакше кажучи, для таких диференцiювань з 𝑓, 𝑔 ∈ Ker𝑅𝐷 завжди ви-
пливає, що 𝑓 та 𝑔 є алгебраїчно залежними рацiональними функцiями над K.

Якщо tr. degKKer𝑅𝐷 = 0, то поле констант Ker𝑅𝐷 спiвпадає з K й тодi
dimK𝐶𝑊𝑛

(𝐷) ⩽ 𝑛 (Наслiдок 2.1.2).
Якщо tr. degKKer𝑅𝐷 = 1, то за Лемою 2.1.9 можливi два випадки: Ker𝑅𝐷 =
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K(𝑝) або або Ker𝑅𝐷 = K(𝑝𝑞 ), де 𝑝, 𝑞 є незвiдними та алгебраїчно незалежними
над K многочленами.

Детальнiше, у випадку Ker𝑅𝐷 = K(𝑝) централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛
(𝐷) — модуль

над K[𝑝] рангу 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛; окрiм цього, 𝐶 є або алгеброю Лi над кiльцем
K[𝑝], або мiстить iдеал 𝐼, rank𝑅 𝐼 = 𝑘 − 1, який є алгеброю Лi над K[𝑝] та для
деякого елемента 𝑇 ∈ 𝐶 маємо 𝐶 = 𝐼 +K[𝑝]𝑇 (Теорема 2.1.16).

Якщо ж Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞), то централiзатор матиме вигляд

𝐶𝑊𝑛
(𝐷) = (K(𝑝/𝑞)𝐷 + · · ·+K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘−1) ∩𝑊𝑛(K),

причому dimK𝐶𝑊𝑛
(𝐷) <∞ (Теорема 2.1.18).

Пiдроздiл 2.2 присвячений лiнiйним диференцiюванням.
В пiдроздiлi 2.3 вивчаються централiзатори якобiанних диференцiювань

алгебри многочленiв вiд двох змiнних K[𝑥, 𝑦]. Встановлено опис елементiв
централiзатора якобiанного диференцiювання 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓). Було доведено, що
𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є вiльним модулем рангу 1 або 2 над кiльцем вигляду K[𝑝].

Як вже зазначалося ранiше, 𝑊𝑛(K) є вiльним 𝐴-модулем, а тодi кожне ди-
ференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) єдиним чином може бути записане у виглядi

𝐷 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛

для деяких 𝑓𝑖 ∈ 𝐴. Бiльш того, для будь-якого ненульового диференцiювання
𝐷 маємо 𝐷 = ℎ𝐷0, де 𝐷0 — редуковане диференцiювання; останнє означає,
що рiвнiсть 𝐷0 = ℎ1𝐷1 для деякого 𝐷1 ∈ 𝑊𝑛(K) та ℎ1 ∈ 𝐴 дає ℎ1 ∈ K*. Як
i всюди вище, через ̃︁𝑊𝑛(K) позначається алгебра Лi усiх K-диференцiювань
асоцiативної алгебри рацiональних функцiй 𝑅. Зауважимо також, що ̃︁𝑊𝑛(K)

— векторний простiр розмiрностi 𝑛 над 𝑅 (найочевиднiшим базисом якого є
𝜕
𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕

𝜕𝑥𝑛
), але не алгебра Лi над полем 𝑅.
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2.1 Централiзатори диференцiювань алгебри многочле-
нiв вiд 𝑛 змiнних

Лема 2.1.1. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — ненульове диференцiювання, 𝐹 — поле
констант 𝐷 в 𝑅 та 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)

(𝐷). Тодi або 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)
(𝐷) = 𝐹𝐷, або

𝐶 = 𝐹𝐷 + 𝐹𝐷2 + · · · + 𝐹𝐷𝑘 для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶, де 𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 є
лiнiйно незалежними над 𝑅.

Доведення. Зазначимо, що 𝐶 — пiдалгебра в ̃︁𝑊𝑛(K), а також, звiсно, 𝐷 ∈ 𝐶.
Нехай 𝐷, . . . , 𝐷𝑘 (можливо, 𝑘 = 0) є базисом векторного простору 𝑅𝐶 над 𝑅.
Оскiльки 𝐶 ⊆ 𝑅𝐶, кожне диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶 може бути представлене у
виглядi

𝑇 = 𝑟𝐷 + 𝑟2𝐷2 + · · ·+ 𝑟𝑘𝐷𝑘

для деяких рацiональних функцiй 𝑟, 𝑟𝑖 ∈ 𝑅. Однак тодi 𝐷(𝑟𝑖) = 0 для усiх
𝑖 = 1, . . . , 𝑘 з огляду на рiвнiсть [𝐷,𝑇 ] = 0; iншими словами, 𝑟𝑖 ∈ Ker𝐷 = 𝐹 .

Навпаки, будь-яке диференцiювання з 𝐹𝐷 + · · ·+ 𝐹𝐷𝑘 лежить у 𝐶. Отже,

𝐶 = 𝐹𝐷 + · · ·+ 𝐹𝐷𝑘.

У випадку, коли для усiх 𝑖 ⩾ 2 справедливе включення 𝐹 ⊆ Ker𝐷𝑖, централi-
затор 𝐶 є не лише 𝑘-вимiрним простiром над 𝐹 , але й 𝐹 -алгеброю Лi.

Наслiдок 2.1.2. За умовами Леми 2.1.1, у випадку 𝐹 = K централiзатор 𝐶
є алгеброю Лi над K розмiрностi 𝑘.

Приклад 2.1.3. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) має вигляд

𝐷 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕

𝜕𝑥𝑛
,

де 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝐷(𝑥𝑖) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗. Такi диференцiювання називаються лi-
нiйними, вони є темою пiдроздiлу 2.2. Припустимо, що матриця (𝑎𝑖𝑗) має дiаго-
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нальну жорданову нормальну форму вигляду⎡⎢⎣𝜆1 . . . 0

. . .

0 . . . 𝜆𝑛

⎤⎥⎦ ,
де 𝜆𝑖 ∈ K — лiнiйно незалежнi над Z власнi значення матрицi (𝑎𝑖𝑗). В тако-
му випадку без втрати загальностi матрицю (𝑎𝑖𝑗) можна вважати дiагональною
(iнакше виконаємо лiнiйнi перетворення змiнних). Маємо Ker𝑅𝐷 = K, як ви-
пливає з Теореми 10.1.2 з [58] Розглянемо

𝐿 = {
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗
| 𝜇𝑗 ∈ K}.

Тодi 𝐿 ⊆ 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) та rank𝑅 𝐿 = 𝑛. Отже, rank𝑅𝐶 = 𝑛. Тодi 𝐶 є K-
алгеброю Лi та dimK𝐶 = 𝑛, як випливає з Наслiдку 2.1.2.

Наведемо також наступний результат.

Твердження 2.1.4. (див. [8]) Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) — локально нiльпотентне
диференцiювання. Тодi rank𝑅𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝑛.

Наступне твердження є вiдомою теоремою Гордана.

Теорема 2.1.5. (див. [71]) Нехай 𝑘 — довiльне поле довiльної характеристики,
𝑘 ⊂ 𝐾 ⊂ 𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), причому степiнь трансцендентностi розширення 𝐾

над 𝑘 дорiвнює 1. Тодi 𝐾 = 𝑘(𝜙) для деякої 𝜙 ∈ 𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Твердження 2.1.6. Нехай для диференцiювання 𝐷1 ∈ ̃︁𝑊𝑛(K) степiнь транс-
цендентностi поля констант 𝐹 = Ker𝑅𝐷1 над K дорiвнює 1. Тодi ценралiза-
тор 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊𝑛(K)

(𝐷1) є пiдалгеброю ̃︁𝑊𝑛(K), причому rank𝑅𝐶 = 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

Окрiм того,
𝐶 = 𝐹𝐷1 + 𝐹𝐷2 + · · ·+ 𝐹𝐷𝑘

для деяких 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 ∈ 𝐶. При цьому або 𝐶 є алгеброю Лi над полем 𝐹 та
dim𝐹 𝐶 = 𝑘, або ж в K-алгебрi Лi 𝐶 iснує iдеал 𝐼, який має ранг 𝑘 − 1 над 𝑅
та є алгеброю Лi над 𝐹 розмiрностi 𝑘 − 1.
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Доведення. Для деякої замкненої рацiональної функцiї 𝜙 ∈ 𝑅 𝐹 = K(𝜙), як
випливає з Теореми 2.1.5. Оберемо який-небудь базис 𝐶 над 𝑅: 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑘.
Оскiльки [𝐷1, 𝐷𝑖] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, маємо 𝐷𝑖(Ker𝐷1) ⊆ Ker𝐷1. Таким чином,
𝐷𝑖(𝜙) = 𝑓𝑖(𝜙) для деяких рацiональних функцiй 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Якщо 𝑓1(𝑡) = · · · = 𝑓𝑛(𝑡) = 0, то 𝐹 ⊆ Ker𝐷𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1. Отже,
𝐶 = 𝐹𝐷1 + . . .+ 𝐹𝐷𝑘 є 𝑘-вимiрною алгеброю Лi над полем 𝐹 .

Припустимо тепер, що 𝑓𝑖(𝑡) ̸= 0 для деякого 𝑖, 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Звiдси випливає,
що 𝑓𝑖(𝜙) ̸= 0. Позначимо через 𝐶0 = {𝑇 ∈ 𝐶 | 𝑇 (𝜙) = 0} анiгiлятор елементу
𝜙 в централiзаторi 𝐶. Так як 𝐷𝑖(Ker𝐷) ⊆ Ker𝐷, ми бачимо, що 𝐶0 є iдеалом
𝐶. Крiм цього, rank𝑅𝐶0 = 𝑘 − 1. Дiйсно, якщо 𝑇, 𝑆 ∈ 𝐶 ∖ 𝐶0, то 𝑇 (𝜙) = 𝑔(𝜙)

та 𝑆(𝜙) = ℎ(𝜙) для деяких ненульових рацiональних функцiй 𝑔(𝑡) та ℎ(𝑡). Тодi
ℎ(𝜙)𝑇 − 𝑔(𝜙)𝑆 ∈ 𝐶0, а тому rank𝑅𝐶/𝐶0 = 1. Отже, маємо rank𝑅𝐶0 = 𝑘− 1.

Розглянемо приклад диференцiювань 𝐷2, . . . , 𝐷𝑛 ∈ 𝑊𝑛(K), якi мають цен-
тралiзатори 𝐶𝑖 = 𝐶𝑊𝑛

(𝐷𝑖), ранги яких спадають:

rank𝑅𝐶𝑖 = 𝑛− 𝑖+ 1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Для цього вiзьмемо просте диференцiювання з [58], Приклад 13.4.3.

Твердження 2.1.7. Розглянемо послiдовнiсть диференцiювань вигляду

𝐷𝑘 =
𝜕

𝜕𝑥1
+ (1 + 𝑥1𝑥2)

𝜕

𝜕𝑥2
+ · · · (1 + 𝑥𝑘−1𝑥𝑘)

𝜕

𝜕𝑥𝑘

при 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Тодi

1. 𝐾𝑒𝑟𝐷𝑘 = K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑘 < 𝑛, 𝐾𝑒𝑟𝐷𝑛 = K;

2. 𝐶𝑘 = K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛]𝐷𝑘 + K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛]
𝜕

𝜕𝑥𝑘+1
+ · · · + K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛]

𝜕
𝜕𝑥𝑛
, де

𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷𝑘) = 𝐶𝑘 при 𝑘 < 𝑛 та 𝐶𝑛 = K𝐷𝑛. Зокрема, rank𝑅(𝐶𝑘) = 𝑛−𝑘+1.

Доведення. 1. Зауважимо, що 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] може бути розглянуте як кiльце
многочленiв вiд змiнних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 над кiльцем 𝐹 := K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]. Диференцi-
ювання 𝐷𝑘 є простим диференцiюванням кiльця 𝐹 [𝑥1, . . . 𝑥𝑘] (див. [58], Приклад
13.4.3). Зауважимо, що 𝐹 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝐷𝑘. Тодi кiльця констант диференцiювань 𝐷𝑘 в
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𝐹 [𝑥1, . . . 𝑥𝑘] спiвпадають з кiльцем 𝐹 . Отже, кiльце констант диференцiювання
𝐷𝑘 в 𝐴 спiвпадає з K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛].

2. Нехай 𝑇 ∈ 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K), 𝑇 = 𝑓1
𝜕
𝜕𝑥1

+ · · ·+ 𝑓𝑛
𝜕
𝜕𝑥𝑛

. Тодi з рiвностi [𝑇,𝐷𝑘] = 0

маємо
𝐷𝑘(𝑓1) = 𝑇 (1) = 0

а тодi 𝑓1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛] та отримаємо рiвностi

𝐷𝑘(𝑓2) = 𝑥1𝑓2 + 𝑥2𝑓1,

. . .

𝐷𝑘(𝑓𝑘) = 𝑥𝑘−1𝑓𝑘 + 𝑥𝑘𝑓𝑘−1,

𝐷𝑘(𝑓𝑘+1) = 0,

. . .

𝐷𝑘(𝑓𝑛) = 0.

З цих 𝑛 − 𝑘 рiвностей випливає, що 𝑓𝑘+1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛], . . . , 𝑓𝑛 ∈
K[𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛]. З того, що 𝑓1 ̸= 0, випливає 𝑓1𝐷𝑘 ∈ 𝐶𝑘 та 𝑇 − 𝑓1𝐷𝑘 ∈ 𝐶𝑘.

Отже, ми можемо припустити, що 𝑓1 = 0. В такому випадку 𝐷𝑘(𝑓2) = 𝑥1𝑓2, з
чого випливає рiвнiсть 𝑓2 = 0, тому що 𝐷𝑘 — просте диференцiювання кiльця
𝐹 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑘]. Мiркуючи далi аналогiчним чином, приходимо до висновку, що
𝑓3 = 0, . . . , 𝑓𝑘 = 0. Отже,

𝑇 − 𝑓1𝐷𝑘 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛]
𝜕

𝜕𝑥𝑘+1
+ · · ·+K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛]

𝜕

𝜕𝑥𝑛
.

Зважаючи на те, що 𝑓1 ∈ K[𝑥𝑘+1, . . . 𝑥𝑛], приходимо до бажаного твердження.

Для повноти викладу наведемо деякi поняття з комутативної алгебри.

Означення 2.1.8. Многочлен 𝑝 ∈ 𝐴 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] називається замкненим,
якщо пiдкiльце K[𝑝] є цiлозамкненим у кiльцi 𝐴. Рацiональна функцiя 𝜙 ∈
𝑅 = K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називаєтсья замкненою, якщо пiдполе K(𝜙) є алгебраїчно
замкненим в полi 𝑅.
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Зауважимо, що будь-який незвiдний многочлен є замкненим. Обернене твер-
дження невiрне: наприклад, многочлен 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 також є замкненим. Нага-
даємо також (Теорема 17), що кiльця (поля) констант диференцiювань є цiло-
замкненими пiдкiльцями (алгебраїчно замкненими пiдполями вiдповiдно). На-
ступна важлива для подальшого лема є уточненням Теореми 2.1.5.

Лема 2.1.9. Нехай K – алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль, K ⊂
𝐾 ⊂ 𝑅, причому 𝐾 — алгебраїчно замкнене в полi рацiональних функцiй 𝑅 та
степiнь трансцендентностi розширення 𝐾 над K дорiвнює 1.

1. Якщо 𝐾 мiстить вiдмiнний вiд константи многочлен з 𝐴, то 𝐾 = K(𝑝)

для деякого незвiдного 𝑝 ∈ 𝐴.

2. Якщо 𝐾∩𝐴 = K, то 𝐾 = K(𝑝/𝑞) для незвiдних 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴, якi є алгебраїчно
незалежними над K.

Доведення. За Теоремою 2.1.5 маємо𝐾 = K(𝜙) для деякої рацiональної функцiї
𝜙 ∈ 𝑅. Припустимо, що 𝐾 ∩𝐴 = K. Тодi з Наслiдку 1 роботи [65] випливає, що
𝐿 = K(𝑝𝑞 ) для деяких незвiдних та алгебраїчно незалежних над K многочленiв
𝑝 та 𝑞. Припустимо тепер, що 𝐾 ∩ 𝐴 ̸= K та 𝑟 ∈ (𝐾 ∩ 𝐴) ∖ K. З Теореми
2.1.5 випливає, що можливi двi ситуацiї: 𝑟 = 𝐹 (𝑝𝑞 ) або 𝑟 = 𝐹 (𝑝) для деякої
рацiональної функцiї 𝐹 (𝑡) ∈ K(𝑡); нехай 𝐹 має вигляд

𝐹 (𝑡) =
𝑎0𝑥

𝑚 + 𝑎1𝑥
𝑚−1 + · · ·+ 𝑎𝑚

𝑏0𝑥𝑛 + 𝑏1𝑥𝑛−1 + · · ·+ 𝑏𝑛
, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ K, 𝑎0𝑏0 ̸= 0.

Припустимо, що 𝑟 = 𝐹 (𝑝/𝑞). В цьому випадку

𝐹 (𝑝/𝑞) =
𝑎0𝑝

𝑚 + · · ·+ 𝑎𝑚𝑞
𝑚

𝑏0𝑝𝑛 + · · ·+ 𝑏𝑛𝑞𝑛
𝑞𝑛−𝑚.

Зазначимо, що знаменник та чисельник — однорiднi многочлени (вiд 𝑝 та 𝑞)
степеня max{𝑚,𝑛}. Нехай 𝑛 ⩾ 𝑚 для простоти. Отже,

𝑟 = 𝐹 (𝑝/𝑞) =
(𝛼1𝑝+ 𝛽1𝑞) . . . (𝛼𝑛𝑝+ 𝛽𝑛𝑞)

(𝛾1𝑝+ 𝛿1𝑞) . . . (𝛾𝑛𝑝+ 𝛿𝑛𝑞)
(2.1)

для деяких 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖, 𝛿𝑖 ∈ K, тому що K є алгебраїчно замкненим полем.
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Зазначимо, що у випадку, коли многочлени 𝛼𝑖𝑝+ 𝛽𝑖𝑞 та 𝛾𝑗𝑝+ 𝛿𝑗𝑞 є взаємно
простими, маємо ⃒⃒⃒⃒

⃒𝛼𝑖 𝛽𝑖

𝛾𝑗 𝛿𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.

Якщо ж вищезгаданi многочлени є пропорцiйними з точнiстю до множника з
K*, маємо ⃒⃒⃒⃒

⃒𝛼𝑖 𝛽𝑖

𝛾𝑗 𝛿𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0.

Отже, якщо припустити, що для многочлена 𝑟 має мiсце рiвнiсть (2.1), то отри-
маємо принаймнi для однiєї пари iндексiв 1 ⩽ 𝑖, 𝑗,⩽ 𝑗 рiвнiсть вигляду

𝛼𝑖𝑝+ 𝛽𝑖𝑞 = 𝜀(𝛾𝑗𝑝+ 𝛿𝑗𝑞), 𝜀 ̸= 0.

Тодi
(𝛼𝑖 − 𝜀𝛾𝑗)𝑝+ (𝛽𝑖 − 𝜀𝛿𝑗)𝑞 = 0,

що суперечить тому, що 𝑝, 𝑞 — алгебраїчно незалежнi над K. Отже, в даному ви-
падку рiвнiсть 𝐾 = K(𝑝𝑞 ) неможлива, а тодi матимемо 𝐾 = K(𝑝) для незвiдного
многочлена 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

В подальшому нас буде цiкавити вiдокремлення множникiв многочлена, якi
належать до кiльця (поля) констант диференцiювання, тому розглянемо насту-
пнi поняття.

Означення 2.1.10. Нехай 𝑝 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] — незвiдний многочлен. Много-
член 𝑓 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається 𝑝-вiльним, якщо 𝑓 не дiлиться нi на який
многочлен вiд 𝑝 додатнього степеня.

Зауважимо, що довiльний многочлен 𝑔 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] може бути записаний
у виглядi добутку 𝑝-вiльного многочлена та многочлена вiд 𝑝 (степiнь якого
визначається 𝑔 та може дорiвнювати нулю).

Означення 2.1.11. Нехай 𝑔 = 𝑔0𝑔1, де 𝑔0 є 𝑝-вiльним многочленом та
𝑔1 = 𝑔1(𝑝) є многочленом вiд 𝑝. Степiнь по 𝑝 многочлена 𝑔1(𝑝) називається
𝑝-степенем многочлена 𝑔 та позначається через deg𝑝𝑔.
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Означення 2.1.12. Нехай 𝑝 та 𝑞 — алгебраїчно незалежнi та незвiднi мно-
гочлени з кiльця K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Многочлен 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] назива-
ється 𝑝-𝑞-вiльним, якщо 𝑓 не дiлиться на будь-який однорiдний многочлен
додатнього степеня вiд 𝑝 та 𝑞.

Як i ранiше, кожен многочлен 𝑔 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] розкладається у добуток
𝑝-𝑞-вiльної частини та однорiдного многочлена вiд 𝑝 та 𝑞 степеня, однозначно
визначеного многочленом 𝑔.

Означення 2.1.13. Нехай 𝑔 = 𝑔0𝑔1, де 𝑔0 — 𝑝-𝑞-вiльний многочлен та 𝑔1 —
однорiдний многочлен вiд 𝑝 та 𝑞. Загальна степiнь 𝑔1 в 𝑝, 𝑞 називається 𝑝-𝑞-
степенем многочлена 𝑔 та позначається deg𝑝−𝑞𝑔.

Означення 2.1.14. Диференцiювання 𝐷0 називається редукованим, якщо рiв-
нiсть 𝐷0 = ℎ1𝐷1 для деякого 𝐷1 ∈ 𝑊𝑛(K) та ℎ1 ∈ 𝐴 дає ℎ1 ∈ K*. Диферен-
цiювання 𝐷0 називається 𝑝-вiльним, якщо рiвнiсть вигляду 𝐷0 = ℎ1𝐷1 для
деякого многочлена ℎ1 = ℎ1(𝑝) дає ℎ1 ∈ K*.

Будь-яке диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) може бути представлене у виглядi
ℎ𝐷0, де𝐷0 ∈ 𝑊𝑛(K) — редуковане диференцiювання та ℎ ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Дифе-
ренцiювання 𝐷 називається 𝑝-вiльним, якщо многочлен ℎ є 𝑝-вiльним. Пiдiб’ємо
пiдсумки у наступнiй лемi.

Лема 2.1.15. Для будь-якого ненульового 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) однозначно (з точнiстю
до множника з K*) визначене таке редуковане 𝐷0 та многочлени 𝑓(𝑝, 𝑞) та
ℎ, для яких 𝐷 = 𝑓(𝑝, 𝑞)ℎ𝐷0, причому 𝑓(𝑝, 𝑞) — однорiдний многочлен вiд 𝑝, 𝑞
та многочлен ℎ є 𝑝-𝑞-вiльним.

Теорема 2.1.16. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) та 𝐹 = Ker𝑅𝐷 — поле констант 𝐷 в
алгебрi рацiональних функцiй 𝑅, причому 𝐹 = K(𝑝) для деякого незвiдного
многочлена 𝑝. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Тодi

(1) У випадку rank𝑅𝐶 = 1 маємо 𝐶 = K[𝑝]𝐷0, де диференцiювання 𝐷0 є
𝑝-вiльним, 𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0 для деякого многочлена 𝑓(𝑡) ∈ K[𝑡];
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(2) У випадку rank𝑅𝐶 ⩾ 2 маємо, що або 𝐶 — алгебра Лi над K[𝑝] рангу 𝑘,
або iснує iдеал 𝐼 рангу 𝑘 − 1 K-алгебри Лi 𝐶, який є алгеброю Лi над K[𝑝] та
𝐶 = 𝐼 +K[𝑝]𝑆 для деякого 𝑆 ∈ 𝐶.

Доведення. Як випливає з Леми 2.1.15, iснує 𝑝-вiльне диференцiювання 𝐷0 та
многочлен 𝑓 ∈ K[𝑡], однозначно визначенi диференцiюванням 𝐷 з точнiстю до
множника з групи K*, для яких 𝐷 = 𝑓(𝑝)𝐷0.

(1) Припустимо, що rank𝑅𝐶 = 1. Розглянемо довiльне диференцiювання
𝑇 ∈ 𝐶. Тодi 𝑇 = 𝜙(𝑝)𝐷0 для деякої 𝜙 ∈ K(𝑡), де 𝜙(𝑝) = 𝑔(𝑝)/ℎ(𝑝) для де-
яких многочленiв 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) ∈ K[𝑡], якi можна вважати взаємно простими. З
означення 𝑇 отримаємо ℎ(𝑝)𝑇 = 𝑔(𝑝)𝐷0. Представимо 𝐷0 та 𝑇 у виглядi

𝐷0 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑇 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
,

де 𝑃𝑖, 𝑄𝑗 ∈ 𝐴. Припустимо, що многочлен ℎ не є константою. З огляду на те,
що 𝐷0 є 𝑝-вiльним, принаймнi один з многочленiв 𝑃𝑖 не кратний многочлену
ℎ(𝑝). Нехай, наприклад, 𝑃1 є таким многочленом. Отже, ℎ(𝑝)𝑇 = 𝑔(𝑝)𝐷0 дає,
зокрема, рiвнiсть ℎ𝑄1 = 𝑔𝑃1. Оскiльки 𝑔(𝑝) та ℎ(𝑝) є взаємно простими, маємо
ℎ|𝑃1, що призводить до суперечностi. Отже, ℎ ∈ K* та 𝜙 = 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ A. В
такому випадку 𝑇 = 𝑔(𝑝)𝐷0, а тому отримали бажану рiвнiсть 𝐶 = K[𝑝]𝐷0, з
огляду на довiльний вибiр диференцiювання 𝑇 .

(2) Припустимо, що rank𝑅𝐶 = 𝑘 ⩾ 2. Якщо 𝐹 ⊂ ∩𝐷′∈𝐶 Ker𝑅𝐷
′, то, зважа-

ючи на Лему 1.1.1, централiзатор 𝐶 є алгеброю Лi рангу 𝑘 над 𝐹 , а тодi й над
K[𝑝] ⊂ 𝐹 . Зауважимо, що централiзатор 𝐶 необов’язково є K[𝑝]-модулем. Не-
хай тепер 𝐹 ̸⊂ ∩𝐷′∈𝐶 Ker𝑅𝐷

′, тобто можна обрати 𝑆 ∈ 𝐶, для якого 𝑆(𝐹 ) ̸= 0.
Звiдси маємо 𝑆(𝑝) ̸= 0. Можна обрати диференцiювання 𝑆 таким чином, щоб
мiнiмiзувати deg𝑝𝑆(𝑝). Для будь-якого диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶 многочлен 𝑇 (𝑝)
дiлиться на 𝑆(𝑝). Доведемо це. Припустимо, що

𝑆(𝑝) = 𝑣(𝑝), 𝑇 (𝑝) = 𝑢(𝑝)

для многочленiв 𝑣(𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ K[𝑡]. Зважаючи на вибiр диференцiювання 𝑆, мо-
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жна записати
𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑟(𝑡)

для деяких 𝑞(𝑡), 𝑟(𝑡) ∈ K[𝑡], де deg 𝑟(𝑡) < deg 𝑣(𝑡). Отже, 𝑢(𝑝) = 𝑣(𝑝)𝑞(𝑝) + 𝑟(𝑝)

та 𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆 ∈ 𝐶. Беручи до уваги

(𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑆)(𝑝) = 𝑟(𝑝)

та deg𝑝 𝑟(𝑝) < deg𝑝 𝑆(𝑝), отримаємо, знову згадавши про вибiр 𝑆, що 𝑟(𝑝) = 0 та
(𝑇−𝑞(𝑝)𝑆)(Ker𝑅𝐷) = 0. Тодi (𝑇−𝑞(𝑝)𝑆)(K[𝑝]) = 0. Нехай 𝐶0 — пiдалгебра в K-
алгебрi Лi 𝐶, яка скаладається диференцiювань 𝐷′ ∈ 𝐶, для яких 𝐷′(K[𝑝]) = 0.
Як було показано вище, 𝑇 −𝑞(𝑝)𝑆 ∈ 𝐶0. Знову згадуючи про довiльнiсть вибору
диференцiювання 𝑇 , отримаємо бажану рiвнiсть 𝐶 = 𝐶0 +K[𝑝]𝑆.

Наслiдок 2.1.17. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) та 𝐹 = Ker𝑅𝐷, причому 𝐹 = K(𝑝) для
деякого незвiдного многочлена 𝑝. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Якщо rank𝑅𝐶 = 2

та 𝐹 ̸⊂ ∩𝐷′∈𝐶 Ker𝑅𝐷
′, то 𝐶 = K[𝑝]𝐷0 +K[𝑝]𝑆 — вiльний модуль рангу 2 над

кiльцем K[𝑝].

Теорема 2.1.18. Нехай tr. degKKer𝐷 = 1 та (Ker𝑅𝐷)∩𝐴 = K для диференцi-
ювання 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K). Тодi Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких незвiдних алгебраїчно не-
залежних многочленiв 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴 та диференцiювання 𝐷 можна представити у
виглядi 𝐷 = ℎ𝑓(𝑝, 𝑞)𝐷0, де 𝐷0 — редуковане диференцiювання, 𝑓 — однорiдний
многочлен вiд 𝑝, 𝑞 та ℎ — 𝑝-𝑞-вiльний многочлен. Позначимо 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷).
Тодi dimK𝐶 <∞ та будова централiзатора має один з типiв:

(1) 𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0, де K[𝑝, 𝑞]𝑚 — простiр однорiдних многочленiв вiд 𝑝, 𝑞,
степiнь яких 𝑚 = deg𝑝-𝑞 𝑓 ; як наслiдок, dimK𝐶 = 𝑚+ 1.

(2) Для деяких лiнiйно незалежних над 𝑅 елементiв 𝐷2, . . . 𝐷𝑘 ∈ 𝐶, 𝑘 ⩽ 𝑛

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 +K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · ·+K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K)

Доведення. За Лемою 2.1.9 маємо Ker𝐷 = K(𝑝/𝑞) для деяких незвiдних алне-
браїчно незалежних над K многочленiв 𝑝, 𝑞. За Лемою 2.1.15 iснують єдинi (з
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точнiстю до множника з K*) многочлени 𝑓(𝑝, 𝑞) та ℎ, для яких 𝐷 = 𝑓(𝑝, 𝑞)ℎ𝐷0,
де 𝐷0 є редукованим диференцiюванням, 𝑓(𝑝, 𝑞) — однорiдний многочлен вiд
𝑝, 𝑞 та ℎ є 𝑝-𝑞-вiльним многочленом.

Припустимо, що rank𝑅𝐶 = 1. В цьому випадку для довiльного 𝐷1 ∈ 𝐶 отри-
маємо 𝐷1 = 𝑟𝐷0 для якогось многочлена 𝑟 ∈ 𝐴 (тому що 𝐷0 є редукованим).
Як зазначалося ранiше, для деякого однорiдного многочлена 𝑓1(𝑝, 𝑞) вiд 𝑝, 𝑞 та
𝑝-𝑞-вiльного многочлена ℎ1 маємо 𝑟 = 𝑓1ℎ1. Зважаючи на вибiр 𝐷1, отримаємо
0 = [𝐷,𝐷1] = [𝑓1ℎ1𝐷0, 𝑓ℎ𝐷0]. З останньої рiвностi випливає 𝐷0(𝑓ℎ/(𝑓1ℎ1)) = 0.

За Лемою 2.1.9 маємо 𝑓ℎ/(𝑓1ℎ1) = 𝑢(𝑝, 𝑞)/𝑣(𝑝, 𝑞) для однорiдних многочленiв
𝑢, 𝑣 вiд 𝑝, 𝑞, причому deg 𝑢 = deg 𝑣. Отримуємо рiвнiсть ℎ𝑓𝑣 = ℎ1𝑓1𝑢, де 𝑓𝑣 та
𝑓1𝑢 — однорiднi многочленi вiд 𝑝, 𝑞 та ℎ, ℎ1 є 𝑝-𝑞-вiльними многочленами. Але
розклад многочлена у добуток 𝑝-𝑞-вiльної частини та однорiдних множникiв,
якi залежать вiд 𝑝, 𝑞 визначений єдиним чином, з точнiстю до множника з K*.
Оскiльки ℎ1 = ℎ𝑐, маємо 𝑐 ∈ K* та 𝑓𝑣 = 𝑐−1𝑓1𝑢. Тодi

deg𝑝−𝑞 𝑓 = deg𝑝−𝑞 𝑓1 = 𝑚.

З цього випливає рiвнiсть

𝐷 = 𝑓1ℎ1𝐷0 ∈ K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0.

Але диференцiювання 𝐷1 ∈ 𝐶 обране довiльним чином. Отже, отримали
включення 𝐶 ⊆ K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0. Легко бачити, що K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0 ⊆ 𝐶, а тому
𝐶 = K[𝑝, 𝑞]𝑚ℎ𝐷0.

Припустимо тепер, що rank𝑅𝐶 =⩾ 2. Доповнимо елемент 𝐷 до базиса
𝐷,𝐷2, . . . , 𝐷𝑘 централiзатора 𝐶 над полем 𝑅. Тодi, згiдно з Твердженням 2.1.6,
маємо

𝐶 = (K(𝑝/𝑞)𝐷 +K(𝑝/𝑞)𝐷2 + · · ·+K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘) ∩𝑊𝑛(K).

Iндукцiєю по 𝑘 покажемо, що 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) є скiнченновимiрним над K. Для
𝑘 = 0 (тобто rank𝑅𝐶 = 1) це вже було продемонстровано. Отже, припустимо,
що 𝑘 ⩾ 2. Позначимо 𝐷1 = 𝐷. Кожне диференцiювання 𝐷𝑖 може бути представ-
лене у виглядi 𝐷𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑃𝑖𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑗

для деяких многочленiв 𝑃𝑖𝑗 ∈ 𝐴, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.
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Розглянемо довiльне диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶 та розкладемо його в базисi 𝐷𝑖:

𝑇 =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐷𝑖

для деяких 𝛼𝑖 ∈ 𝑅. З iншого боку,

𝑇 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑄𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

для деяких многочленiв 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 ∈ 𝐴. Розглянемо диференцiювання
𝐷1, . . . , 𝐷𝑘−1, 𝑇 . Нехай (𝑃 ′

𝑖𝑗) — полiномiальна матриця, у якої першi 𝑘 − 1 ряд-
кiв сформованi з коефiцiєнтiв в розкладах 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘−1, а 𝑘-й рядок має вигляд
(𝑄1, . . . , 𝑄𝑛). Отже,

𝑃 ′
𝑖𝑗 = 𝑃𝑖𝑗, 𝑖 = 1, . . . 𝑘 − 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑃 ′

𝑘𝑗 = 𝑄𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Нехай 𝛿 = 𝛿𝑖1,...,𝑖𝑘 — мiнор на стовпцях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 матрицi (𝑃𝑖𝑗), 𝜇 = 𝜇𝑖1,...,𝑖𝑘 —
мiнор, сформований стовпцями матрицi (𝑃 ′

𝑖𝑗) з тими ж номерами. Оскiльки
𝑇 =

∑︀𝑘
𝑖=1 𝛼𝑖𝐷𝑖, маємо рiвнiсть 𝜇 = 𝛼𝑘𝛿. Мiркування, аналогiчнi до тих, якi були

в доведенi Леми 2.1.9, приводять до висновку: iснують однорiднi многочлени 𝑢, 𝑣
вiд 𝑝, 𝑞, deg𝑝−𝑞 𝑢 = deg𝑝−𝑞 𝑣, для яких 𝛼𝑘 = 𝑢/𝑣. Зважаючи на рiвнiсть 𝜇 = 𝛼𝑘𝛿

(записану у виглядi 𝑣𝜇 = 𝑢𝛿), отримаємо deg𝑝−𝑞 𝜇 = deg𝑝−𝑞 𝛿. Бiльш того, 𝑝-
𝑞-вiльнi частини многочленiв 𝜇 та 𝛿 спiвпадають з точнiстю до множника з
K*, з огляду на рiвнiсть 𝑣𝜇 = 𝑢𝛿, згадану вище. Можемо припустити, що 𝑝-
𝑞-вiльнi частини многочленiв 𝑢 та 𝑣 спiвпадають; позначимо їх через ℎ. Через
𝑀1, . . . ,𝑀𝑠 позначимо в якому-небудь порядку усi 𝑠 =

(︀
𝑛
𝑘

)︀
мiнорiв розмiру 𝑘×𝑘

матрицi (𝑃 ′
𝑖𝑗). Зауважимо, що цi мiнори є многочленами з 𝐴. Нехай 𝑚 = 𝑚𝑖 є

𝑝-𝑞-степенем многочлена 𝑀𝑖 та 𝑓𝑖 — однорiдний многочлен, який формує 𝑝− 𝑞-
частину многочлена 𝑀𝑖. Диференцiюванню 𝑇 будемо спiвставяти набiр 𝜃(𝑇 ) =
(𝑓1, . . . , 𝑓𝑠) однорiдних многочленiв, степенi яких рiвнi 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 вiдповiдно.
Побудували вiдображення

𝜃 : 𝐶 → 𝑁 = K[𝑝, 𝑞]𝑚1
× · · · ×K[𝑝, 𝑞]𝑚𝑠

,
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де 𝑚𝑖 є 𝑝-𝑞-степенем многочлена 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠. Вiдображення 𝜃 є K-лiнiйним.
Ядро Ker 𝜃 сформоване з таких 𝑇 ∈ 𝐶, що усi вiдповiднi мiнори порядку 𝑘 є
нульовими многочленами. Отже,

𝑇 ∈ (K(𝑝/𝑞)𝐷1 + · · ·+K(𝑝/𝑞)𝐷𝑘−1) ∩𝑊𝑛(K) = 𝐶𝑘−1.

Таким чином, dim𝐶/𝐶𝑘−1 <∞. За iндуктивним припущенням пiдпростiр 𝐶𝑘−1

є скiнченновимiрним над полем K. Оскiльки dimK𝑁 <∞, маємо dimK𝐶 <∞.

2.2 Лiнiйнi диференцiювання та їх централiзатори

Диференцiювання 𝐷 називаєтсья лiнiйним, якщо усi 𝐷(𝑥𝑖) є однорiдними мно-
гочленами першого степеня, 𝐷(𝑥𝑖) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑎𝑖𝑗 ∈ K.

Лiнiйному диференцiюванню𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑗

можна дати у вiдповiднiсть
квадратну матрицю (𝑎𝑖𝑗) порядку 𝑛, та якщо 𝐷′ =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑗
, то [𝐷,𝐷′] та-

кож є лiнiйним диференцiюванням з вiдповiдною матрицею (𝑐𝑖𝑗) = [(𝑎𝑖𝑗), (𝑏𝑖𝑗)].

Отже, можемо говорити про пiдалгебру 𝑊𝑛(K) усiх лiнiйних диференцiювань,
яка iзоморфна загальнiй лiнiйнiй алгебрi Лi gl𝑛(K). Для простоти пiдалгебру
лiнiйних диференцiювань позначатимемо так само, gl𝑛(K).

Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑗

∈ gl𝑛(K). Централiзатор 𝐶0 = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷) в алгебрi
gl𝑛(K) та централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) в𝑊𝑛(K) пов’язанi вiдношенням 𝐶0 ⊆ 𝐶.
Будова 𝐶0 давно описана, тому що його елементами є усi лiнiйнi диференцiюва-
ння, вiдповiднi матрицi яких комутують з (𝑎𝑖𝑗). Пошук централiзатора заданої
(𝑎𝑖𝑗) є класичною розв’язаною задачею (див., наприклад, [31], Роздiл VIII, §
2]). Отже, цiкаво вивчити наступне питання: за яких умов 𝐶 = 𝐶0? Якщо ця
рiвнiсть справедлива, то опис 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) випливатиме з класичного резуль-
тату. Теорема 2.2.2 мiстить необхiдну умову та достатню умову (цi умови, варто
зазначити, не спiвпадають) того, щоб для лiнiйного диференцiювання 𝐷 мала
мiсце рiвнiсть 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷). Перейдемо тепер до простої леми, яка
нам знадобиться в подальшому.
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Лема 2.2.1. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑓𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖
, 𝑇 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑔𝑖

𝜕
𝜕𝑥𝑖

∈ 𝑊𝑛(K), де 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 ∈ 𝐴.
Диференцiювання 𝐷 та 𝑇 комутують тодi й лише тодi, коли 𝐷(𝑔𝑖) = 𝑇 (𝑓𝑖)

для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Рiвнiсть 𝐷𝑇 (𝑓) = 𝑇𝐷(𝑓) справедлива для усiх многочленiв 𝑓 ∈ 𝐴

тодi й лише тодi, якщо для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 маємо 𝐷𝑇 (𝑥𝑖) = 𝑇𝐷(𝑥𝑖). Але
𝑇 (𝑥𝑖) = 𝑔𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) та 𝐷(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Отже,
𝐷(𝑔𝑖) = 𝑇 (𝑓𝑖).

Теорема 2.2.2. Нехай 𝐷 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑖

∈ gl𝑛(K) та 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 — власнi
значення матрицi (𝑎𝑖𝑗). Тодi справедливi наступнi твердження:

1. Якщо елементи 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K є лiнiйно незалежними над Z, то
𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷).

2. Якщо 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷), то елементи 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ K є лiнiйно неза-
лежними над N ∪ {0}.

Доведення. (1) Нехай власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 матрицi (𝑎𝑖𝑗) є лiнiйно незале-
жними над Z. Розглянемо довiльне диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) вигляду

𝑇 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝑓𝑖 ∈ 𝐴.

Можемо вважати, що (𝑎𝑖𝑗) — дiагональна матриця та має вигляд

(𝑎𝑖𝑗) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1 0 · · · 0

0 𝜆2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(власнi значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 є рiзними, тому матрицю (𝑎𝑖𝑗) можна привести до
дiагональної). З огляду на це припущення, диференцiювання 𝐷 має вигляд 𝐷 =∑︀𝑛

𝑖=1 𝜆𝑖𝑥𝑖
𝜕
𝜕𝑥𝑖

. Отримаємо рiвностi

𝐷(𝑓𝑖) = 𝑇 (𝜆𝑥𝑖) = 𝜆𝑖𝑓𝑖.
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Отже, коефiцiєнти 𝑓𝑖 у розкладi 𝑇 — це власнi вектори (многочлени Дарбу)
для 𝐷 з власними значеннями (кофакторами) 𝜆𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Бiльш того,
𝐷(𝑥𝑖) = 𝜆𝑖𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. В такому випадку

𝐷

(︂
𝑓𝑖
𝑥𝑖

)︂
=
𝐷(𝑓𝑖)𝑥𝑖 − 𝑓𝑖𝐷(𝑥𝑖)

𝑥2𝑖
= 0, 𝑖 = 1, . . . 𝑛,

тобто рацiональнi функцiї 𝑓𝑖/𝑥𝑖 лежать у полi констант𝐷, 𝑖 = 1, . . . 𝑛. Всi власнi
значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 є лiнiйно незалежними над Z, то згiдно з Теоремою 10.1.2
з [58] маємо 𝑓𝑖/𝑥𝑖 = 𝜇𝑖 ∈ K, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Останнє означає, що

𝑇 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
∈ gl𝑛(K),

а тодi 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷).
(2) Нехай тепер 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷). З цьiєї рiвностi централiзаторiв

випливає, що Ker𝐷 = K. Дiйсно, якщо ℎ ∈ Ker𝐷 ∖ K, тодi ℎ𝐷 ∈ 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) та
диференцiювання ℎ𝐷 не є лiнiйним. З Теореми 10.1.1 в [58] випливає, що власнi
значення 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 є лiнiйно незалежними над N0.

Зауваження 2.2.3. Зауважимо, що диференцiювання

𝐷 = 𝑥1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 2𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2

полiномiального кiльця K[𝑥1, 𝑥2] з власними значеннями 1, 2 має нелiнiйнi еле-
менти в централiзаторi в 𝑊2(K), наприклад, 𝑥21

𝜕
𝜕𝑥2
. Отже, умова (2) не є доста-

тньою.

2.3 Централiзатори якобiанних диференцiювань з 𝑊2(K)

Даний пiдроздiл присвячений централiзаторам якобiанних диференцiювань ал-
гебри многочленiв вiд двох змiнних.

Означення 2.3.1. Диференцiювання 𝐷𝑓 ∈ 𝑊2(K) називається якобiанним
диференцiюванням, асоцiйованим з многочленом 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦], якщо для будь-
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якого ℎ ∈ K[𝑥, 𝑦]

𝐷𝑓(ℎ) = det 𝐽(𝑓, ℎ) = det

(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝜕ℎ
𝜕𝑥

𝜕ℎ
𝜕𝑦

)︃
.

Нагадаємо, що дивергенцiя div 𝑇 диференцiювання 𝑇 = 𝑃 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑄 𝜕

𝜕𝑦 , визна-
чається як div 𝑇 = 𝜕𝑃

𝜕𝑥 + 𝜕𝑄
𝜕𝑦 . Диференцiювання 𝑇 = 𝑃𝜕𝑥 + 𝑄𝜕𝑦 називається

бездивергентним, якщо div 𝑇 = 0; в цьому випадку 𝑇 = 𝐷𝑓 для деякого много-
члена 𝑓 , який є “потенцiалом” для векторного поля, визначеного 𝑇 . Зауважимо,
що множина якобiанних диференцiювань алгебри многочленiв K[𝑥, 𝑦] формує
алгебру Лi, централiзаторам в цiй алгебрi присвячена робота [64].

В подальшому для базисних диференцiювань 𝜕
𝜕𝑥 ,

𝜕
𝜕𝑦 iнодi будемо використо-

вувати бiльш лаконiчне позначення 𝜕𝑥, 𝜕𝑦. Перейдемо до важливих для цього
пiдроздiлу лем.

Лема 2.3.2. 1. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦] та 𝑝 є породжуючим замкненим много-
членом для 𝑓 . Тодi Ker𝐷𝑓 = K[𝑝] (див., наприклад, [56]).

2. Якщо 𝑇 ∈ 𝑊2(K) та div 𝑇 = 0, то iснує многочлен 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦], для якого
𝑇 = 𝐷𝑔. (див., наприклад, [58]).

3. 𝑇 ∈ 𝑊2(K) є локально нiльпотентним тодi i лише тодi, коли iснує мно-
гочлен 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦] для якого 𝑇 = 𝐷𝑔 (див. [30], Наслiдок 4.6)

Отже, множина LND(K[𝑥, 𝑦]) спiвпадає з множиною усiх якобiанних дифе-
ренцiювань K[𝑥, 𝑦] та з алгеброю Лi 𝑠𝑎2(K) бездивергентних диференцiювань.
Наведемо результати, якi стосуються централiзаторiв якобiанних диференцiю-
вань в алгебрi Лi 𝑠𝑎2(K). Нагадаємо, що многочлен 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦] називається
якобiанним, якщо для деякого многочлена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦] маємо det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ K*.

Теорема 2.3.3. (див. [64]) Нехай 𝐷𝑓 ∈ 𝑠𝑎2(K) та 𝑝 — замкнений породжуючий
многочлен для 𝑓 .

1. Якщо 𝑓 не є якобiанним многочленом, то 𝐶𝑠𝑎2(K)(𝐷𝑓) = K[𝑝]𝐷𝑝.
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2. Якщо 𝑓 — якобiанний многочлен та det 𝐽(𝑓, 𝑔) ∈ K*, то 𝐶𝑠𝑎2(K)(𝐷𝑓) =

K[𝑓 ]𝐷𝑓 +K𝐷𝑔.

Перейдемо до питання опису централiзаторiв в 𝑊2(K). Насамперед задля
цiєї мети встановимо наступне твердження.

Лема 2.3.4. Нехай 𝑇 ∈ 𝑊2(K) та 𝑇 (𝑓) = 𝜆𝑓 для деяких многочленiв 𝑓, 𝜆 ∈
K[𝑥, 𝑦]. Тодi

[𝑇,𝐷𝑓 ] = 𝐷𝜆𝑓 − (div 𝑇 )𝐷𝑓 .

Доведення. Запишемо диференцiювання 𝑇 у виглядi 𝑇 = 𝑃𝜕𝑥+𝑄𝜕𝑦 для деяких
многочленiв 𝑃,𝑄 ∈ K[𝑥, 𝑦]. Тодi умова 𝑇 (𝑓) = 𝜆𝑓 може бути записана у виглядi

𝑃𝑓 ′𝑥 +𝑄𝑓 ′𝑦 = 𝜆𝑓 (2.2)

Продиференцюймо останню рiвнiсть по 𝑥 та по 𝑦. Отримаємо

𝑃 ′
𝑥𝑓

′
𝑥 + 𝑃𝑓 ′′𝑥2 +𝑄′

𝑥𝑓
′
𝑦 +𝑄𝑓 ′′𝑦𝑥 = 𝜆′𝑥𝑓 + 𝜆𝑓 ′𝑥, (2.3)

𝑃 ′
𝑦𝑓

′
𝑥 + 𝑃𝑓 ′′𝑥𝑦 +𝑄′

𝑦𝑓
′
𝑦 +𝑄𝑓 ′′𝑦2 = 𝜆′𝑦𝑓 + 𝜆𝑓 ′𝑦. (2.4)

Обчислимо комутатор 𝑇 та 𝐷𝑓 :

[𝑇,𝐷𝑓 ] = (𝑃 ′
𝑥𝑓

′
𝑦 − 𝑃 ′

𝑦𝑓
′
𝑥 − 𝑃𝑓 ′′𝑦𝑥 −𝑄𝑓 ′′𝑦2)𝜕𝑥+

+(𝑃𝑓 ′′𝑥2 +𝑄𝑓 ′′𝑥𝑦 + 𝑓 ′𝑦𝑄
′
𝑥 − 𝑓 ′𝑥𝑄

′
𝑦)𝜕𝑦

(2.5)

Позначимо 𝛼 = −𝑃 ′
𝑦𝑓

′
𝑥 − 𝑃𝑓 ′′𝑦𝑥 − 𝑄𝑓 ′′𝑦2 та 𝛽 = 𝑃𝑓 ′′𝑥2 + 𝑄𝑓 ′′𝑥𝑦 + 𝑓 ′𝑦𝑄

′
𝑥. Перепишемо

рiвнiсть (2.5) у виглядi

[𝑇,𝐷𝑓 ] = (𝑃 ′
𝑥𝑓

′
𝑦 + 𝛼)𝜕𝑥 + (𝛽 − 𝑓 ′𝑥𝑄

′
𝑦)𝜕𝑦.

Використовуючи (2.3) та (2.4), останню рiвнiсть можна переписати у наступнiй
формi:

[𝑇,𝐷𝑓 ] = (𝑃 ′
𝑥𝑓

′
𝑦 − 𝜆′𝑦𝑓 − 𝜆𝑓 ′𝑦 +𝑄′

𝑦𝑓
′
𝑦)𝜕𝑥 + (𝜆′𝑥𝑓 + 𝜆𝑓 ′𝑥 − 𝑃 ′

𝑥𝑓
′
𝑥 − 𝑓 ′𝑥𝑄

′
𝑦)𝜕𝑦.

Пiсля перегрупування доданкiв, отримаємо

[𝑇,𝐷𝑓 ] = ((div 𝑇 )𝑓 ′𝑦 − (𝜆𝑓)′𝑦)𝜕𝑥 + ((𝜆𝑓)′𝑥 − (div 𝑇 )𝑓 ′𝑥)𝜕𝑦
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З останнього й отримаємо заявлену рiвнiсть:

[𝑇,𝐷𝑓 ] = (div 𝑇 )(𝑓 ′𝑦𝜕𝑥 − 𝑓 ′𝑥𝜕𝑦) +𝐷𝜆𝑓 = 𝐷𝜆𝑓 − (div 𝑇 )𝐷𝑓 .

Оскiльки 𝐷𝜆𝑓 = 𝜆𝐷𝑓 + 𝑓𝐷𝜆, рiвнiсть, отриману в Лемi 2.3.4, можна перепи-
сати у наступному виглядi:

[𝑇,𝐷𝑓 ] = 𝜆𝐷𝑓 + 𝑓𝐷𝜆 − (div 𝑇 )𝐷𝑓 = 𝑓𝐷𝜆 + (div 𝑇 − 𝜆)𝐷𝑓 .

Наступна лема говорить про те, що в централiзаторi ненульового диферен-
цiювання, яке не є якобiанним, не можуть лежати ненульовi якобiаннi диферен-
цiювання.

Лема 2.3.5. Нехай для диференцiювання 𝑇 ∈ 𝑊2(K) та многочлена 𝑓 ∈
K[𝑥, 𝑦] має мiсце рiвнiсть [𝑇,𝐷𝑓 ] = 0. Якщо 𝑇 (𝑓) = 𝑐 для деякого 𝑐 ∈ K,
то тодi 𝑇 = 𝐷𝑦 для деякого многочлена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦].

Доведення. Запишемо диференцiювання 𝑇 у виглядi 𝑇 = 𝑃𝜕𝑥+𝑄𝜕𝑦 для деяких
многочленiв 𝑃,𝑄 ∈ K[𝑥, 𝑦]. Тодi 𝑃𝑓 ′𝑥 + 𝑄𝑓 ′𝑦 = 𝑐. Продиференцiюємо останню
рiвнiсть по 𝑥, а потiм по 𝑦; отримаємо наступнi двi рiвностi:

𝑃 ′
𝑥𝑓

′
𝑥 + 𝑃𝑓 ′′𝑥2 +𝑄′

𝑥𝑓
′
𝑦 +𝑄𝑓 ′′𝑦𝑥 = 0, (2.6)

𝑃 ′
𝑦𝑓

′
𝑥 + 𝑃𝑓 ′′𝑥𝑦 +𝑄′

𝑦𝑓
′
𝑦 +𝑄𝑓 ′′𝑦2 = 0. (2.7)

З рiвнiстi (2.6) отримаємо

𝑃𝑓 ′′𝑥2 +𝑄′
𝑥𝑓

′
𝑦 = −𝑃 ′

𝑥𝑓
′
𝑥 −𝑄𝑓 ′′𝑥𝑦.

Рiвнiсть (2.7) аналогiчно дає

𝑃 ′
𝑦𝑓

′
𝑥 + 𝑃𝑓 ′′𝑥𝑦 = −𝑄′

𝑦𝑓
′
𝑦 −𝑄𝑓 ′′𝑦2.

Рiвнiсть (2.5) можна переписати дещо iнакше:

[𝑇,𝐷𝑓 ] = (−𝑄′
𝑦𝑓

′
𝑥 − 𝑃 ′

𝑥𝑓
′
𝑥)𝜕𝑦 + (𝑃 ′

𝑥𝑓
′
𝑦 +𝑄′

𝑦𝑓
′
𝑦)𝜕𝑥 =
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= 𝑓 ′𝑦(𝑃
′
𝑥 +𝑄′

𝑦)𝜕𝑥 − 𝑓 ′𝑥(𝑃
′
𝑥 +𝑄′

𝑦)𝜕𝑦 = div 𝑇 · (−𝐷𝑓).

Отже, [𝑇,𝐷𝑓 ] = −(div 𝑇 )𝐷𝑓 . За умовою даної леми 𝑇 та 𝐷𝑓 комутують, тому
маємо div 𝑇 = 0. З Леми 2.3.2 випливає 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого многочлена 𝑔 ∈
K[𝑥, 𝑦].

Наслiдок 2.3.6. 1. Нехай 𝑇 ∈ 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓). Якщо 𝑇 (𝑓) = 0, то для деякої
рацiональної функцiї 𝜑 ∈ K(𝑥, 𝑦) маємо 𝑇 = 𝜑𝐷𝑓 , причому 𝜑 ∈ Ker𝐷𝑓 .

2. Якщо 𝑇 (𝑓) = 𝑐 для якогось елемента 𝑐 ∈ K*, то 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого
многочлена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦], причому 𝐷𝑓(𝑔) = −𝐷𝑔(𝑓) = 1.

Доведення. 1. Зафiксуємо такий многочлен ℎ ∈ K[𝑥, 𝑦], що 𝑓 та ℎ є алгебраї-
чно незалежними над полем K. Позначимо 𝑔1 = 𝐷𝑓(ℎ), 𝑔2 = 𝑇 (ℎ). Тодi 𝑔1 ̸= 0,
оскiльки в протилежному випадку ядро Ker𝐷𝑓 мало би степiнь трансценден-
тностi 2 в K(𝑥, 𝑦), що неможливо. Зазначимо, що

(𝑔2𝐷𝑓 − 𝑔1𝑇 )(ℎ) = (𝑔2𝐷𝑓 − 𝑔1𝑇 )(𝑓) = 0.

Повторюючи попереднi мiркування, ми бачимо, що 𝑔2𝐷𝑓 − 𝑔1𝑇 = 0. Отже,
𝑇 = (𝑔2/𝑔1)𝐷𝑓 . З рiвностi [𝑇,𝐷𝑓 ] = 0 випливає, що 𝐷𝑓(𝑔2/𝑔1) = 0, тобто 𝑔2/𝑔1 ∈
Ker𝐷𝑓 .

2. Оскiльки 𝑇 (𝑓) = 𝑐, за Лемою 2.3.4 ми маємо 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого много-
члена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦]. Але тодi

𝑇 (𝑓) = 𝐷𝑔(𝑓) = det 𝐽(𝑔, 𝑓) = 𝑐 ∈ K*.

Тепер, якщо це необхiдно, залишилось 𝑔 замiнити на −𝑐−1𝑔.

Теорема 2.3.7. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦], 𝑓 = 𝜃(𝑝) для деякого замкненого многочлена
𝑝 ∈ K[𝑥, 𝑦], причому deg 𝜃 ⩾ 1. Диференцiювання 𝑇 ∈ 𝑊2(K) комутує з 𝐷𝑓 ,
тодi i лише тодi, коли 𝑇 (𝑝) = 𝜓(𝑝) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡] й

𝜃′′(𝑝)𝜓(𝑝) = 𝜃′(𝑝)(div 𝑇 − 𝜓′(𝑝)). (2.8)
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Доведення. Нехай [𝑇,𝐷𝑓 ] = 0, 𝑓 = 𝜃(𝑝) для деякого замкненого многочлена 𝑝
та 𝜃(𝑡) ∈ K[𝑡], deg 𝜃 ⩾ 1. Легко бачити, що

𝐷𝑓 = 𝜃′(𝑝)𝐷𝑝.

За Лемою 2.3.2 Ker𝐷𝑓 = K[𝑝]. З рiвностi [𝑇,𝐷𝑓 ] = 0 випливає, що 𝑇 (Ker𝐷𝑓) ⊆
Ker𝐷𝑓 , звiдси 𝑇 (𝑝) = 𝜓(𝑝) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡]. Нехай
deg𝜓(𝑡) ⩾ 1. Оскiльки K — алгебраїчно замкнене поле, можемо записати
𝜓(𝑡) = 𝑎0(𝑡−𝜆1) . . . (𝑡−𝜆𝑘), де 𝑘 ⩾ 1 й 𝜆𝑖 ∈ K. Звiдси 𝑇 (𝑝) = 𝑎0(𝑝−𝜆1) . . . (𝑝−𝜆𝑘).
Ця рiвнiсть може бути записана у виглядi

𝑇 (𝑝− 𝜆1) = 𝑎0(𝑝− 𝜆1) . . . (𝑝− 𝜆𝑘),

а пiсля змiни позначень можемо записати

𝑇 (𝑝) = 𝑎0𝑝(𝑝− 𝜇2) . . . (𝑝− 𝜇𝑘)

для деяких 𝜇𝑘 ∈ K (зазначимо, що многочлен 𝑝− 𝜆1 такой замкнений й кiльця
K[𝑝] та K[𝑝− 𝜆1] спiвпадають). Остання рiвнiсть може бути записана у виглядi

𝑇 (𝑝) = 𝑝𝜇(𝑝) for 𝜇(𝑝) = 𝑎0𝑝(𝑝− 𝜇2) . . . (𝑝− 𝜇𝑘).

Лема 2.3.4 дає наступну рiвнiсть:

[𝑇,𝐷𝑝] = 𝐷𝜓(𝑝) − (div 𝑇 )𝐷𝑝 = (𝜓′(𝑝)− div 𝑇 )𝐷𝑝. (2.9)

З iншого боку, з рiвностi

[𝑇,𝐷𝑓 ] = [𝑇, 𝜃′(𝑝)𝐷𝑝] = 0

випливає, що 𝑇 (𝜃′(𝑝))𝐷𝑝 = −𝜃′(𝑝)[𝑇,𝐷𝑝]. Тому

[𝑇,𝐷𝑝] =
𝑇 (𝜃′(𝑝)

𝜃′(𝑝)
𝐷𝑝 (2.10)

(варто зазначити, що 𝜃′(𝑝) ̸= 0, тому що 𝑓 = 𝜃(𝑝) та 𝑓 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡).
З (2.9) та (2.10) випливає
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−𝑇 (𝜃
′(𝑝)

𝜃′(𝑝)
= 𝜃′′(𝑝)𝑇 (𝑝) = 𝜃′′(𝑝)𝜓(𝑝).

Отже, має мiсце рiвнiсть

𝜃′′(𝑝)𝜓(𝑝) = 𝜃′(𝑝)(div 𝑇 − 𝜓′(𝑝)).

Тепер нехай deg𝜓(𝑡) < 1. Останнє означає, що 𝜓(𝑡) = 𝑐 ∈ K.
За Лемою 2.3.5, 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого многочлена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦], а тому div 𝑇 = 0.

Якщо 𝑐 = 0, то 𝜓(𝑡) ≡ 0 i ми бачимо, що рiвнiсть (2.8) має мiсце. Нехай 𝑐 ̸= 0.
Тодi 𝐷𝑔(𝑝) = 𝑐 й многочлени 𝑝, 𝑔, як говорять в такому випадку, формують
якобiанну пару. Покажемо, що deg 𝜃 = 1 в цьому випадку. Дiйсно, iнакше

[𝐷𝑔, 𝐷𝑓 ] = [𝐷𝑔, 𝜃
′(𝑝)𝐷𝑝] = 𝜃′′(𝑝) · 𝑐 ·𝐷𝑝 ̸= 0,

а це протирiчить тому, що 𝐷𝑔 = 𝑇 . Оскiльки deg 𝜃(𝑡) = 1, маємо 𝜃′′(𝑝) = 0;
приймаючи до уваги рiвностi div 𝑇 = 0, 𝜓′(𝑝) = 0, бачимо, що й в даному
випадку (2.8) має мiсце.

Нехай тепер 𝑇 (𝑝) = 𝜓(𝑝), 𝑓 = 𝜃(𝑝) i (2.8) виконується. Покажемо, що
[𝑇,𝐷𝑓 ] = 0, тобто [𝑇, 𝜃′(𝑝)𝐷𝑝] = 0. Остання рiвнiсть еквiвалентна рiвностi

𝑇 (𝜃′(𝑝))𝐷𝑝 = −𝜃′(𝑝)[𝑇,𝐷𝑝].

Розглянемо спочатку випадок deg𝜓(𝑡) ⩾ 1. Без втрати загальностi можна
вважати, що 𝜓(𝑡) = 𝑡−𝜆(𝑡) для деякого многочлена 𝜆(𝑡) ∈ K[𝑡]. За Лемою 2.3.4,
маємо [𝑇,𝐷𝑝] = (𝜓′(𝑝)− div 𝑇 )𝐷𝑝. Остання рiвнiсть еквiвалента (2.8)

𝜃′′(𝑝)𝜓(𝑝)𝐷𝑝 = −𝜃′(𝑝)(div 𝑇 − 𝜓′(𝑝))𝐷𝑝,

Отже, маємо [𝑇,𝐷𝑓 ] = 0 у випадку deg𝜓(𝑡) ⩾ 1.
Розглянемо випадок deg𝜓(𝑡) = 0. Якщо 𝜓(𝑡) ≡ 0, тодi з рiвностi (2.8) випли-

ває, що div 𝑇 = 𝜓′(𝑝) = 0, а тому 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого многочлена 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦].
Тодi 𝑇 (𝑝) = 0 = 𝐷𝑔(𝑝), звiдки випливає 𝐷𝑝(𝑔) = 0. Оскiльки Ker𝐷𝑝 = K[𝑝], ба-
чимо, що 𝑔 = 𝜇(𝑝) для деякого многочлена 𝜇(𝑡) ∈ K[𝑡]. Тодi 𝑇 = 𝐷𝑔 = 𝜇′(𝑝)𝐷𝑝.
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З огляду на те, що 𝐷𝑓 = 𝐷𝜃(𝑝) = 𝜃′(𝑝)𝐷𝑝, маємо

[𝑇,𝐷𝑓 ] = [𝜇′(𝑝)𝐷𝑝, 𝜃
′(𝑝)𝐷𝑝] = 0.

Нехай тепер 𝜓(𝑡) = 𝑐, 𝑐 ∈ K*. Тодi 𝑇 (𝑝) = 𝑐, та з умов теореми отримаємо
𝜃′′(𝑝) · 𝑐 = 𝜃′(𝑝) div 𝑇 . Отже,

div 𝑇 =
𝜃′′(𝑝) · 𝑐
𝜃′(𝑝)

and if div 𝑇 ̸= 0 ми маємо deg 𝜃′′(𝑝) ⩾ deg 𝜃′(𝑝). Останнє є неможливим, а тому
div 𝑇 = 0 та 𝑇 = 𝐷𝑔 для деякого многочлена 𝑔(𝑡) ∈ K[𝑡]. З умов теореми
випливає, що 𝜃′′(𝑝) = 0, а тому 𝜃(𝑝) = 𝛼𝑝 + 𝛽 для деяких 𝛼, 𝛽 ∈ K, 𝛼 ̸= 0. Без
втрати загальностi можна вважати, що 𝑓 = 𝜃(𝑝) = 𝑝. Ми маємо 𝑇 (𝑝) = 𝑐 та
𝑇 = 𝐷𝑔. Тодi 𝐷𝑝(𝑔) = −𝑐, а тому многочлени 𝑝, 𝑔 формують якобiанну пару.
Останнє означає, що

[𝑇,𝐷𝑓 ] = [𝐷𝑔, 𝐷𝑓 ] = 𝐷[𝑝.𝑔] = 𝐷𝑐 = 0,

тобто диференцiювання 𝑇 та 𝐷𝑓 комутують. Доведення теореми на цьому за-
вершується.

Наслiдок 2.3.8. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦] є замкненим (наприклад, незвiдним) мно-
гочленом. Диференцiювання 𝑇 ∈ 𝑊2(K) комутує з 𝐷𝑓 тодi i лише тодi, коли
𝑇 (𝑓) = 𝜓(𝑓) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡] та div 𝑇 = 𝜓′(𝑓).

Доведення. Оскiльки 𝑓 є замкненим многочленом, 𝜃(𝑡) = 𝑡 й 𝜃′′(𝑡) = 0. З рiвно-
стi (2.8) випливає div 𝑇 = 𝜓′(𝑓).

Наведемо приклад якобiанних диференцiювань, для яких вiдповiднi системи
диференцiальних рiвнянь розв’язуються у квадратурах. Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ K[𝑥, 𝑦] —
ненульовi многочлени, для яких справедлива рiвнiсть 𝐷𝑓(𝑔) = 𝑔. Зазначимо,
що [𝐷𝑓 , 𝐷𝑔] = 𝐷ℎ, де ℎ = 𝐷𝑓(𝑔). Тодi

[𝑓𝐷𝑔 − 𝑔𝐷𝑓 , 𝐷𝑔] = −𝐷𝑔(𝑓)𝐷𝑔 − 𝑔[𝐷𝑓 , 𝐷𝑔] = 𝑔𝐷𝑔 − 𝑔𝐷𝑔 = 0.



79

Диференцiювання 𝑓𝐷𝑔− 𝑔𝐷𝑓 та 𝐷𝑔 є лiнiйно незалежними над кiльцем K[𝑥, 𝑦].
Отже, централiзатор якобiанного диференцiювання 𝐷𝑔 в алгебрi Лi 𝑊2(K) має
централiзатор рангу 2 над своїм ядром Ker𝐷 ⊆ K[𝑥, 𝑦]. Розглянемо, наприклад,
многочлени

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑥− 1)𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥3(𝑥− 1)𝑦2.

Для цiєї пари многочленiв дiйсно 𝐷𝑔(𝑔) = 𝑔. Тодi диференцiювання

𝐷𝑔 = −2𝑦𝑥3(𝑥− 1)
𝜕

𝜕𝑥
+ (4𝑥3 − 3𝑥2)𝑦2

𝜕

𝜕𝑦

має централiзатор рангу 2 над ядром Ker𝐷, яке буде мати вигляд K[𝑝] для
деякого замкненого многочлена 𝑝 ∈ K[𝑥, 𝑦]. Вiдповiдна автономна система ди-
ференцiальних рiвнянь

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −2𝑦𝑥3(𝑥− 1),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (4𝑥3 − 3𝑥2)𝑦2

розв’язується у квадратурах (див., наприклад, [57]).
Перейдемо до наступного результату даного пiдроздiлу, в якому отримаємо

опис централiзаторiв якобiанних диференцiювань як вiльних модулiв над своїми
ядрами в алгебрi многочленiв.

Теорема 2.3.9. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥, 𝑦], deg 𝑓 ⩾ 1, а 𝐷𝑓 — вiдповiдне якобiанне ди-
ференцiювання алгебри K[𝑥, 𝑦]. Нехай 𝑝 — замкнений породжуючий многочлен
для 𝑓 . Централiзатор 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є вiльним модулем рангу 1 або 2 над K[𝑝].

Доведення. За означенням 𝑝 ми маємо 𝑓 = 𝜃(𝑝) для деякого многочлена 𝜃(𝑡) ∈
K[𝑡]. Очевидно, що𝐷𝑓 = 𝜃′(𝑝)𝐷𝑝 i Ker𝐷𝑝 = Ker𝐷𝑓 в K[𝑥, 𝑦]. З Леми 2.3.2 маємо
Ker𝐷𝑝 = K[𝑝] й централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є K[𝑝]-модулем. Розглянемо
K[𝑥, 𝑦]-модуль 𝐶1 = K[𝑥, 𝑦]. Оскiльки 𝑊2(K) є вiльним модулем рангу 2 над
K[𝑥, 𝑦], то ранг K[𝑥, 𝑦]-модуля 𝐶1 не перевищує 2.

Нехай спочатку rankK[𝑥,𝑦]𝐶1 = 1. Покажемо, що в цьому випадку
rankK[𝑝]𝐶 = 1 та 𝐷𝑝 породжує 𝐶 як вiльний модуль. Розглянемо довiльне нену-
льове диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶. З огляду на зроблене нами припущення щодо
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модуля 𝐶1, iснують такi многочлени 𝑔, ℎ ∈ K[𝑥, 𝑦], що

𝑔𝐷𝑝 + ℎ𝑇 = 0,

причому принаймнi один з многочленiв 𝑔, ℎ не є тотожньо нульовим. Оскiльки
𝐷𝑝 ̸= 0, то ℎ ̸= 0, а тому 𝑇 = −(𝑔/ℎ)𝐷𝑝. Але тодi

[𝐷𝑓 , 𝑇 ] = 0 = [𝐷𝑓 ,
𝑔

ℎ
𝐷𝑝],

з чого випливає, що 𝐷𝑓(
𝑔
ℎ) = 0. Таким чином, 𝑔ℎ ∈ Ker𝑅𝐷𝑓 . Але Ker𝑅𝐷𝑓 = K(𝑝)

(наприклад, [65]), а тому
𝑔

ℎ
=
𝑎(𝑝)

𝑏(𝑝)

для деяких многочленiв 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) ∈ K[𝑡], якi можуть бути обраними взаємно
простими. Отже, ми прийшли до рiвностi

𝑎(𝑝)𝐷𝑝 + 𝑏(𝑝)𝑇 = 0.

З цiєї рiвностi бачимо, що 𝑏(𝑝) є дiльником 𝐷𝑝, тобто 𝐷(𝑝) = 𝑏(𝑝)𝐷1 для деякого
𝐷1 ∈ 𝑊2(K). Тодi 𝑏(𝑝) ≡ 𝛽 ∈ K*, тому що 𝐷𝑝 = −𝑝′𝑦𝜕𝑥 + 𝑝′𝑥𝜕𝑦 й многочлен 𝑏(𝑝)
не дiлить 𝑝′𝑦 та 𝑝′𝑥, якщо deg 𝑏(𝑝) > 0. Отже, ми маємо

𝑇 = −𝛽−1𝑎(𝑝)𝐷𝑝

та 𝐷𝑝 породжує 𝐶 = 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) як вiльний K[𝑝]-модуль.
Нехай тепер rankK[𝑥,𝑦]𝐶1 = 2. Оберемо таке довiльне диференцiювання 𝑇 ∈

𝐶, що 𝑇 й 𝐷𝑝 будуть лiнiйно незалежними над K[𝑥, 𝑦]. Тодi 𝑇 (Ker(𝐷𝑓)) ⊆
Ker(𝐷𝑓), тому 𝑇 (K[𝑝]) ⊆ K[𝑝]. Отже, 𝑇 (𝑝) = 𝜇(𝑝) для деякого многочлена
𝜇(𝑡) ∈ K[𝑡]. Оберемо серед усiх елементiв централiзатора 𝐶 такий 𝑇0, який не
буде пропорцiйний до 𝐷𝑝 й для якого степiнь deg 𝜇0(𝑡) є мiнiмальною. Неважко
показати, що многочлен 𝜇(𝑡), який вiдповiдає 𝑇 , дiлиться на 𝜇0(𝑡). Дiйсно, нехай
𝜇(𝑡) = 𝜇0(𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑟(𝑡), де deg 𝑟(𝑡) < deg 𝜇0(𝑡). Тодi 𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑇0 ∈ 𝐶 та

(𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑇0)(𝑝) = 𝑟(𝑝).

За нашим вибором 𝑇0 ми маємо 𝑟(𝑡) = 0 та 𝜇0(𝑡) дiлить 𝜇(𝑡).
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Таким чином, кожне диференцiювання 𝑇 ∈ 𝐶 може бути записане у виглядi
𝑇 = 𝑞(𝑝)𝑇0 + 𝑇1, де 𝑇1 := 𝑇 − 𝑞(𝑝)𝑇0 задовольняє рiвнiсть 𝑇1(𝑝) = 0. За Лемою
2.3.5, 𝑇1 = 𝛿(𝑝)𝐷𝑝 для деякого многочлена 𝛿(𝑡) ∈ K[𝑡], тому ми маємо

𝑇 = 𝑞(𝑝)𝑇0 + 𝛿(𝑝)𝐷𝑝.

Iнакше кажучи, 𝑇0 та 𝐷𝑝 формують повну систему породжуючих вiльного K[𝑝]-
модуля 𝐶. Доведення теореми завершене.

2.4 Висновки

У пiдроздiлi 2.1 дослiджувались централiзатори елементiв алгебри Лi 𝐷 ∈
𝑊𝑛(K), у яких ядро диференцiювання 𝐷 в полi рацiональних функцiй 𝑅 має
степiнь трансцендентностi 1 над над основним полем K. У випадку, коли ядро
Ker𝑅𝐷 є простим розширенням поля K з незвiдним породжуючим елементом
𝑝 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], був описаний централiзатор 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷). Окрiм цього, були
описанi централiзатори диференцiювань, якi мають степiнь трансцендентностi
1 над K та у яких ядро 𝐹 = Ker𝑅𝐷 не мiстить многочленiв, окрiм постiйних.
В такому випадку ядро 𝐹 має вигляд K(𝑝/𝑞).

В пiдроздiлi 2.2 для лiнiйних диференцiювань дослiджувались централiза-
тори 𝐶 = 𝐶𝑊𝑛(K)(𝐷) та 𝐶0 = 𝐶gl𝑛(K)(𝐷). Були встановленi необхiднi та достатнi
умови для спiвпадiння цих централiзаторiв у випадку дiагоналiзованої матрицi
диференцiювання.

В секцiї 2.3 роздiлу дослiджувались централiзатори якобiанних диференцi-
ювань кiльця многочленiв вiд двох змiнних. Зокрема, був отриманий критерiй
належностi довiльного диференцiювання до централiзатора якобiанного дифе-
ренцiювання. Також було доведено, що централiзатор якобiанного диференцi-
ювання 𝐷𝑓 ∈ 𝑊2(K), deg 𝑓 ⩾ 1, є вiльним K[𝑝]-модулем рангу 1 або 2.



Роздiл 3

Максимальнi пiдалгебри 𝑊𝑛(K)

Результати даного роздiлу були опублiкованi в роботi [27].
Нехай K — алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль. Введемо по-

значення: 𝑃0 = K та 𝑃𝑖 = K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑖] ⊆ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], 𝑖 ⩽ 𝑛. Також в цьому
роздiлi замiсть позначення 𝜕

𝜕𝑥𝑖
використовуватимемо лаконiчнiший запис 𝜕𝑖.

Означення 3.0.1. Трикутною алгеброю Лi називається пiдалгебра в 𝑊𝑛(K)

вигляду
𝑢𝑛(K) = 𝑃0𝜕1 + · · ·+ 𝑃𝑛−1𝜕𝑛.

Трикутнi алгебри Лi є розв’язними, не нiльпотентними, але локально нiль-
потентними. Такi алгебри дослiджувались в роботах [6], [7], де було встановлено
ряд їх властивостей та описанi централiзатори iдеалiв в 𝑢𝑛(K). Цiкавi приклади,
пов’язанi з питанням скiнченної породженостi кiлець констант диференцiювань,
були наданi в термiнах трикутних диференцiювань (див., наприклад, [19], [20]).

Означення 3.0.2. Визначимо 𝑠𝑛(K) як пiдалгебру в 𝑊𝑛(K) вигляду

𝑠𝑛(K) = (𝑃0 + 𝑥1𝑃0)𝜕1 + · · ·+ (𝑃𝑛−1 + 𝑥𝑛𝑃𝑛−1)𝜕𝑛.

Зауважимо, що 𝑢𝑛(K) ⊂ 𝑠𝑛(K). Окрiм цього, 𝑠𝑛(K) є розв’язною (див. [52]).

3.1 Максимальнiсть трикутних алгебр Лi 𝑢𝑛(K)

Лема 3.1.1. Нехай 𝑓 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], deg 𝑓 ⩾ 1. Тодi:
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1. Iснують такi невiд’ємнi цiлi числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, що многочлен 𝜕𝛼1
1 . . . 𝜕𝛼𝑛

𝑛 (𝑓)

є ненульовою константою.

2. Якщо deg𝑥𝑖 𝑓 ⩾ 1, то iснують невiд’ємнi цiлi 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛, значен-
ня яких залежить вiд iндексу 𝑖, для яких 𝜕𝛽11 . . . 𝜕𝛽𝑛𝑛 (𝑓) = 𝜆𝑖𝑥𝑖 +

𝑔𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜆𝑖 ∈ K*.

Доведення. 1. Нехай 𝑑 = deg 𝑓 , 𝑓 = 𝑓0+ · · ·+𝑓𝑑 — розклад 𝑓 у суму однорiдних
компонент. Оберемо довiльний моном 𝑎𝑥𝛼1

1 . . . 𝑥𝛼𝑛
𝑛 однорiдного многочлена 𝑓𝑑.

Тодi
𝜕𝛼1
1 . . . 𝜕𝛼𝑛

𝑛 (𝑎𝑥𝛼1
1 . . . 𝑥𝛼𝑛

𝑛 ) = 𝛾

для деякого 𝛾 ∈ K*. Якщо iснує iнший моном 𝑏𝑥𝛽11 . . . 𝑥𝛽𝑛𝑛 многочлена 𝑓𝑑, то мно-
гочлен 𝜕𝛼1

1 . . . 𝜕𝛼𝑛
𝑛 (𝑏𝑥𝛽11 . . . 𝑥𝛽𝑛𝑛 ) є константою. Ця константа є ненульовою тiльки

у тому випадку, коли 𝛼1 = 𝛽1, . . . , 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛. Однак це неможливо з огляду на
вибiр монома 𝑏𝑥𝛽11 . . . 𝑥𝛽𝑛𝑛 . Отже, 𝜕𝛼1

1 . . . 𝜕𝛼𝑛
𝑛 (𝑓𝑑) = 𝛾. Оскiльки 𝜕𝛼1

1 . . . 𝜕𝛼𝑛
𝑛 (𝑓𝑖) = 0,

маємо
𝜕𝛼1
1 . . . 𝜕𝛼𝑛

𝑛 (𝑓𝑑) = 𝛾, 𝛾 ∈ K*.

2. Нехай deg𝑥𝑖 𝑓 ⩾ 1. Розпишемо 𝑓 по степеням 𝑥𝑖: 𝑓 = ℎ0 + ℎ1𝑥𝑖 + ℎ𝑑𝑥
𝑑
𝑖 , де

deg𝑥𝑖 ℎ𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑. Тодi

𝜕𝑑−1
𝑖 = 𝑡0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) + 𝑡1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑥𝑖.

Якщо многочлен 𝑡1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) не є константою, то, як ви-
пливає з першої частини даної леми, iснують такi цiлi невiд’ємнi числа
𝛽1, . . . , 𝛽𝑖−1, 𝛽𝑖+1, . . . , 𝛽𝑛, що

𝜕𝛽11 . . . 𝜕
𝛼𝑖−1

𝑖−1 𝜕
𝛼𝑖+1

𝑖+1 . . . 𝜕
𝛼𝑛
𝑛 (𝑡1) = 𝜆𝑖 ∈ K*.

Нехай 𝛽𝑖 = 𝑑− 1. Тодi

𝜕𝛽11 . . . 𝜕𝛼𝑛
𝑛 (𝑡1) = 𝜆𝑖𝑥𝑖 + 𝑔𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛),

де 𝑔𝑖 = 𝜕𝛽11 . . . 𝜕
𝛽𝑖−1

𝑖−1 𝜕
𝛽𝑖+1

𝑖+1 . . . 𝜕
𝛽𝑛
𝑛 (𝑡0), 𝜆𝑖 ∈ K*.
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Лема 3.1.2. Якщо iснує локально нiльпотентна пiдалгебра 𝑆 алгебри Лi
𝑊𝑛(K), яка мiстить 𝑢𝑛(K) в якостi власної пiдалгебри, тодi iснує ненульове
лiнiйне диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) вигляду 𝐷 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝜆𝑖𝑗𝑥𝑗𝜕𝑖, де 𝜆𝑖𝑗 = 0

для усiх 𝑖 > 𝑗.

Доведення. Припустимо, що твердження леми не вiрне, тобто 𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) не мi-
стить ненульових лiнiйних диференцiювань. Оберемо диференцiювання 𝐷 ∈
𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) найменшого степеня й запишемо його у виглядi 𝐷 = 𝑓1𝜕1 · · · + 𝑓𝑛𝜕𝑛,
𝑓𝑖 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Оскiльки 𝜕𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1 . . . , 𝑛, ми маємо, що

[𝜕𝑖, 𝐷] = 𝜕𝑖(𝑓1)𝜕1 + · · ·+ 𝜕𝑖(𝑓𝑛)𝜕𝑛 ∈ 𝑆.

Окрiм того, deg[𝜕𝑖, 𝐷] < deg𝐷. Зважаючи на вибiр 𝐷, ми бачимо, що [𝜕𝑖, 𝐷] ∈
𝑢𝑛(K), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Покажемо, що deg𝑥𝑖 𝑓𝑖 ⩽ 1 для 𝑗 ⩾ 𝑖. Дiйсно, якщо
deg𝑥𝑖 𝑓𝑖 ⩾ 2, то тодi deg𝑥𝑗 𝜕𝑗(𝑓𝑖) ⩾ 1, що протирiчить включенню [𝜕𝑗, 𝐷] ∈ 𝑢𝑛(K),
згаданому вище.

Розпишемо многочлени 𝑓𝑖 по степеням 𝑥𝑗. Маємо 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖0+ 𝑓𝑖1𝑥𝑗 для деяких
𝑓𝑖0, 𝑓𝑖1 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛]. Якщо многочлен 𝑓𝑖1 не є константою, то
𝜕𝑘(𝑓𝑖1) для деяких 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Але тодi deg𝑥𝑗 𝜕𝑘(𝑓𝑖) = 1, тобто [𝜕𝑘, 𝐷] /∈ 𝑢𝑛(K).
Це протирiчить доведеому вище. Отже, 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖0 + 𝑓𝑖1𝑥𝑗 для деякого 𝜆𝑖𝑗 ∈ K.
Повторюючи цi мiркування для кожного 𝑗 ⩾ 𝑖, ми бачимо, що 𝑓𝑖 може бути
обраний у виглядi

𝑓𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝑓𝑖,

де 𝜆𝑖𝑖 = 0 для усiх 𝑖 > 𝑗 та многочлени 𝑓𝑖 не залежать вiд 𝑥𝑗, 𝑗 ⩾ 𝑖. Iншими
словами, 𝑓𝑖 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1]. Але тодi 𝑓𝑖𝜕𝑖 ∈ 𝑢𝑛(K), а тому ми можемо вiдня-
ти 𝑓𝑖𝜕𝑖 вiд диференцiювання 𝐷. Повторюючи данi мiркування для усiх 𝑓𝑖, ми
отримуємо твердження леми.

Теорема 3.1.3. Трикутна алгебра 𝑢𝑛(K) є максимальною локально нiльпо-
тентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K).
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Доведення. Припустимо протилежне: iснує локально нiльпотентна пiдалгебра
𝑆 алгебри 𝑊𝑛(K), яка мiстить 𝑢𝑛(K) в якостi власної пiдалгебри. За Лемою
3.1.2 iснує диференцiювання 𝐷 ∈ 𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) вигляду

𝐷 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=𝑖+1

𝜆𝑖𝑗𝑥𝑗𝜕𝑖, 𝜆𝑖𝑗 ∈ K,

тобто
𝐷 = 𝑓1𝜕1 + · · ·+ 𝑓𝑛𝜕𝑛,

де 𝑓𝑖 = 𝜆𝑖𝑖𝑥𝑖+𝜆𝑖,𝑖+1𝑥𝑖+1+· · ·+𝜆𝑖𝑛𝑥𝑛. Доведемо спочатку, що для диференцiюван-
ня𝐷 матриця (𝜆𝑖𝑗) має бути дiагональною. Припустимо, що це не так й множина
𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) мiстить лiнiйне диференцiювання 𝐷, яке не є дiагональним. Заува-
жимо, що 𝑥𝑖𝜕𝑗 ∈ 𝑢𝑛(K), якщо 𝑖 < 𝑗. Введемо диференцiювання 𝐷0 = [𝑥𝑖𝜕𝑗, 𝐷].
Тодi

𝐷0 = [𝑥𝑖𝜕𝑗,
𝑛∑︁
𝑠=1

𝜆1𝑠𝑥𝑠𝜕1 + · · ·+
𝑛∑︁
𝑠=𝑘

𝜆𝑘𝑠𝑥𝑠𝜕𝑠 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑛𝑥𝑛𝜕𝑛] =

= 𝑥𝑖𝜆1𝑗𝜕1 + · · ·+ 𝑥𝑖𝜆𝑖𝑗𝜕𝑖 + · · ·+ 𝑥𝑖𝜆𝑗𝑗𝜕𝑗 − (𝜆1𝑖𝑥𝑖 + · · ·+ 𝜆1𝑖𝑥𝑖)𝜕𝑗. (3.1)

Бачимо, що [𝐷0, 𝑥𝑖𝜕𝑗] = 𝜆𝑖𝑗𝑥𝑖𝜕𝑗, тобто диференцiювання 𝑥𝑖𝜕𝑗 є власним векто-
ром лiнiйного оператора ad𝐷0 : 𝑊𝑛(K) → 𝑊𝑛(K). За нашим припущенням 𝐷 не
є дiагональним диференцiюванням, тому iснує ненульовий коефiцiєнт 𝜆𝑖𝑗, 𝑖 < 𝑗.
Проте це неможливо, зважаючи на те, що пiдалгебра 𝑆 є локально нiльпотен-
тною. Отримана суперечнiсть демонструє, що будь-яке лiнiйне диференцiюван-
ня з множини 𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) є дiагональним.

Нехай 𝐷 ∈ 𝑆 ∖ 𝑢𝑛(K) — лiнiйне дiагональне диференцiювання,

𝐷 = 𝜇1𝑥1𝜕1 + · · ·+ 𝜇𝑛𝑥𝑛𝜕𝑛.

Бачимо, що𝐷 ̸= 0. Крiм того, покажемо, що 𝑆∖𝑢𝑛(K) мiстить диференцiювання
вигляду 𝐷1 = 𝜇𝐸𝑛, де 𝐸𝑛 = 𝑥1𝜕1+ · · ·+𝑥𝑛𝜕𝑛 — диференцiювання Ейлера. Якщо
𝐷 не пропорцiйне до 𝐸𝑛, тодi iснують 𝜇𝑖, 𝜇𝑗, 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑗. Пiдалгебра 𝑆 мiстить
елемент

[
𝑛∑︁
𝑠=1

𝜇𝑠𝑥𝑠𝜕𝑠, 𝑥𝑖𝜕𝑗] = (𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)𝑥𝑖𝜕𝑗, 𝜇𝑖 − 𝜇𝑗 ̸= 0.
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Останнє означає, що диференцiювання 𝑥𝑖𝜕𝑗 є власним вектором лiнiйного опе-
ратора ad𝐷. Як вже зазначалося вище, така ситуацiя неможлива, оскiльки 𝑆

є локально нiльпотентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K). Отже, 𝐷 = 𝜇𝐸𝑛 для деякого
𝜇 ∈ K*. Тодi для диференцiювання 𝑥21𝜕2 ∈ 𝑤𝑛(K) ⊆ 𝑆 маємо

[𝜇𝐸𝑛, 𝑥
2
1𝜕2] = 𝜇𝑥21𝜕2.

Це неможливо й отримана зуперечнiсть показує, що 𝑆 = 𝑢𝑛(K), тобто 𝑢𝑛(K) є
максимальною локально нiльпотентною пiдалгеброю алгебри Лi 𝑊𝑛(K).

Зауважимо, що за Лемою 2.3.2 у випадку 𝑛 = 2 маємо LND(K[𝑥1, 𝑥2]) =

𝑠𝑎2(K) та трикутна алгебра 𝑢2(K) є максимальною пiдалгеброю у 𝑠𝑎2(K).

3.2 Максимальнiсть розв’язних алгебр Лi 𝑠𝑛(𝐾)

Даний пiдроздiл присвячений пiдалгебрам в 𝑊𝑛(K) вигляду

𝑠𝑛(K) = (𝑃0 + 𝑥1𝑃0)𝜕1 + · · ·+ (𝑃𝑛−1 + 𝑥𝑛𝑃𝑛−1)𝜕𝑛.

Бачимо, що 𝑢𝑛(K) ⊂ 𝑠𝑛(K). Крiм цього, ця пiдалгебра є розв’язною, степiнь
розв’язностi дорiвнює 2𝑛.

Вiдомо, що для розв’язних пiдалгебр Лi в 𝑊𝑛(K) степiнь розв’язностi не пе-
ревищує 2𝑛 (див. [50], [52]). Отже, пiдалгебра 𝑠𝑛(K) має максимально можливу
степiнь розв’язностi. Бiльш того, доведемо в Теоремi 3.2.4, що 𝑠𝑛(K) є макси-
мальною розв’язною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K).

Означення 3.2.1. Нехай 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) – диференцiювання вигляду

𝐷 = 𝑓1𝜕1 + · · ·+ 𝑓𝑛𝜕𝑛,

де 𝑓𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1 . . . , 𝑛. Будемо говорити, що диференцiювання 𝐷 має iндекс 𝑘,
якщо 𝑓𝑘 ̸= 0 та 𝑓𝑚 = 0 для усiх 𝑚 > 𝑘.

Означення 3.2.2. Будемо говорити, що многочлен 𝑓 ∈ 𝑃𝑛 має iндекс 𝑠, якщо
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑠

̸= 0 та 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

= 0 для усiх 𝑖 > 𝑠.
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Лема 3.2.3. Розглянемо для деякого 𝑘 ⩽ 𝑛 диференцiювання з 𝑊𝑛(K) вигляду:

𝑇1 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝜕𝑖 + 𝜕𝑘, 𝑇2 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝜕𝑖 − 𝑥2𝑘𝜕𝑘, 𝑇3 =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝜕𝑖 − 2𝑥𝑘𝜕𝑘.

Тодi 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 породжують не розв’язну пiдалгебру Лi в 𝑊𝑛(K).

Доведення. Прямi обчислення дають

[𝑇1, 𝑇2] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜕𝑖 − 2𝑥𝑘𝜕𝑘,

[𝑇3, 𝑇1] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝜕𝑖 + 2𝜕𝑘,

[𝑇3, 𝑇2] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝜕𝑖 + 2𝑥2𝑘𝜕𝑘

для деяких многочленiв 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Нехай 𝐿 – пiдалгебра в ал-
гебрi Лi 𝑊𝑛(K), породжена диференцiюваннями 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, а 𝐿1 — пiдалге-
бра, породжена диференцiюваннями 𝜕𝑘,−𝑥2𝑘,−2𝑥𝑘𝜕𝑘. Визначимо вiдображення
𝜑 : {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} → {𝜕𝑘,−𝑥2𝑘𝜕𝑘,−2𝑥𝑘𝜕𝑘} формулами

𝜑(𝑇1) = 𝜕𝑘, 𝜑(𝑇2) = −𝑥2𝑘𝜕𝑘, 𝜑(𝑇3) = −2𝑥𝑘𝜕𝑘.

Продовжимо це вiдображення, зважаючи на лiнiйнiсть та правило збереження
комутатора, до епiморфiзму алгебр Лi 𝐿→ 𝐿1. З огляду на те, що 𝐿1 є iзомор-
фною алгебрi Лi sl2(K), отримаємо за Твердженням 9, що 𝐿 не є розв’язною.

Теорема 3.2.4. Алгебра 𝑠𝑛(K) є максимальною розв’язною пiдалгеброю алге-
бри Лi 𝑊𝑛(K).

Доведення. Припустимо протилежне, а саме: iснує розв’язна пiдалгебра 𝑆 ⊆
𝑊𝑛(K), яка мiстить власну пiдалгебру 𝑠𝑛(K). Позначимо через 𝑘 найменший
iндекс диференцiювань з множини 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K) та розглянемо множину D𝑘 усiх
диференцiювань 𝐷 ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K), якi мають iндекс 𝑘. Оберемо диференцiювання
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𝐷 ∈ D𝑘 таким чином, що многочлен 𝐷(𝑥𝑘) = 𝑓𝑘 має мiнiмально можливий
iндекс 𝑞. Тодi маємо

𝐷 = 𝑓1𝜕1 + · · ·+ 𝑓𝑘𝜕𝑘, (3.2)

де 𝑓𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, причому для 𝑖 > 𝑞

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑞

̸= 0,
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑖

̸= 0.

Покажемо спочатку, що 𝑞 ⩾ 𝑘 та у випадку 𝑞 = 𝑘 отримаємо deg𝑥𝑞 𝑓𝑘 ⩾ 2. При-
пустимо, що 𝑞 < 𝑘. Тодi 𝑓𝑘𝜕𝑘 ∈ 𝑢𝑛(K), оскiльки 𝑓𝑘 ∈ 𝑃𝑞. За нашим припущенням
𝑠𝑛(K) ⊆ 𝑆. Тодi

𝐷 − 𝑓𝑘𝜕𝑘 ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K);

але це диференцiювання має iндекс менший, нiж 𝑘, а це суперечить нашому
вибору диференцiювання 𝐷. Отже, 𝑞 ⩾ 𝑘. Нехай 𝑞 = 𝑘. Тодi 𝑥𝑞 = 𝑥𝑘,

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑘

̸= 0 та
𝑓𝑘 ∈ 𝑃𝑘. Нехай 𝑡 = deg𝑥𝑘 𝑓𝑘. Розпишемо многочлен 𝑓𝑘 по степеням 𝑥𝑘:

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = ℎ0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) + ℎ1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘 + · · ·+ ℎ𝑡(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥
𝑡
𝑘,

де ℎ0, . . . , ℎ𝑡 ∈ 𝑃𝑘−1. Якщо 𝑡 = 1, то

𝑓𝑘𝜕𝑘 = (ℎ0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) + ℎ1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘)𝜕𝑘 ∈ 𝑠𝑛(K).

Окрiм цього, диференцiювання 𝐷− 𝑓𝑘𝜕𝑘 лежить у 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K) та має iндекс мен-
ший, нiж 𝑘. Останнє суперечить вибору 𝐷. Отже, якщо 𝑞 = 𝑘, то deg𝑥𝑘 𝑓𝑘 ⩾ 2.
Звiдси випливає, що довiльне диференцiювання 𝐷 ∈ D𝑘 можна записати у ви-
глядi (3.2), де deg𝑥𝑞 𝑓𝑘 ̸= 0, deg𝑥𝑖 𝑓𝑘 = 0 для усiх 𝑖 > 𝑞 та 𝑞 ⩾ 𝑘.

Дослiдимо два можливi випадки: 𝑞 > 𝑘 та 𝑞 = 𝑘.
Випадок 1. Почнемо з випадку 𝑞 > 𝑘. Розглянемо диференцiювання 𝐷 ви-

гляду (3.2) та розпишемо полiномiальний коефiцiєнт 𝑓𝑘 ∈ 𝑃𝑞 по степеням 𝑥𝑞:

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞) = 𝑔0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1)𝑥𝑞 + · · ·+ 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1)𝑥
𝑙
𝑞

для деякого 𝑙 ⩾ 1, 𝑔𝑖 ∈ 𝑃𝑞−1, 𝑔𝑗 ̸= 0. Нехай 𝐷0 = [𝜕𝑞, . . . , [𝜕𝑞, 𝐷] . . . ] ∈ 𝑆 (𝑙 − 1

раз помножили злiва на 𝜕𝑞). Тодi диференцiювання 𝐷0 може бути записане у
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виглядi

𝐷0 = 𝛼1𝜕1 + · · ·+ 𝛼𝑘−1𝜕𝑘−1 + (𝑢0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝑢1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1)𝑥𝑞)𝜕𝑘,

для деяких 𝛼𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑢0, 𝑢1 ∈ 𝑃𝑞−1 та 𝑢1 ̸= 0 згiдно з вибором 𝑞.
За Лемою 3.1.1 iснує такий диференцiальний оператор 𝜕𝛽11 . . . 𝜕

𝛽𝑞−1

𝑞−1 , 𝛽𝑖 ⩾ 0, що

𝜕𝛽11 . . . 𝜕
𝛽𝑞−1

𝑞−1 (𝑢1) = 𝜆 ∈ K*,

де K* мультиплiкативна група поля K. Подiємо цим оператором на 𝐷0 та отри-
маємо диференцiювання 𝐷1 вигляду

𝐷1 = 𝛾1𝜕1 + · · ·+ 𝛾𝑘−1𝜕𝑘−1 + (𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘,

для деяких 𝛾𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑣0 ∈ 𝑃𝑞−1 та 𝜆 ̸= 0. Диференцiювання
𝐷1 ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K), оскiльки 𝜆 ̸= 0 та 𝑞 > 𝑘.

Розглянемо пiдвипадок 𝑞 − 1 > 𝑘. В такiй ситуацiї матимемо

[𝑥𝑞−1𝜕𝑞, (𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘] =

𝑥𝑞−1𝜕𝑞(𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘 − (𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘(𝑥𝑞−1)𝜕𝑞, (3.3)

й останнiй вираз дорiвнює 𝜆𝑥𝑞−1𝜕𝑘, оскiльки 𝜕𝑘(𝑥𝑞−1) = 0 при 𝑞 − 1 > 𝑘. Окрiм
того, для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 маємо

[𝑥𝑞−1𝜕𝑞, 𝛾𝑖𝜕𝑖] = 𝑥𝑞−1𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖 − 𝛾𝑖𝜕𝑖(𝑥𝑞−1)𝜕𝑞 = 𝑥𝑞−1𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖. (3.4)

Беручи до уваги рiвностi (3.3) та (3.4), отримаємо

[𝑥𝑞−1𝜕𝑞, 𝐷1] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑞−1𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖 + 𝜆𝑥𝑞−1𝜕𝑘.

Оскiльки 𝑞 − 1 > 𝑘, маємо [𝑥𝑞−1𝜕𝑞, 𝐷1] /∈ 𝑠𝑛(K). Отже,

[𝑥𝑞−1𝜕𝑞, 𝐷1] ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K).

Ми отримали суперечнiсть: многочлен 𝜆𝑥𝑞−1 має iндекс менший, нiж 𝑞. На цьо-
му розгляд пiдвипадку 𝑞 − 1 > 𝑘 завершується.
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Розглянемо тепер пiдвипадок 𝑞 − 1 = 𝑘. В цiй ситуацiї 𝜕𝑘(𝑥𝑞) = 0, а отже

[𝑥𝑞𝜕𝑞, (𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘] =

𝑥𝑞𝜕𝑞(𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘 − (𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞−1) + 𝜆𝑥𝑞)𝜕𝑘(𝑥𝑞)𝜕𝑞. (3.5)

Останнiй вираз дорiвнює 𝜆𝑥𝑞𝜕𝑘. Оскiльки 𝜕𝑘(𝑥𝑞) = 0 для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1

та, зважаючи на рiвнiсть (3.5), отримаємо

[𝜆−1𝑥𝑞𝜕𝑞, 𝐷1] = 𝜆−1
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑞𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖 + 𝑥𝑞𝜕𝑘.

Позначимо 𝐷2 = 𝜆−1
∑︀𝑘−1

𝑖=1 𝑥𝑞𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖 + 𝑥𝑞𝜕𝑘. Бачимо, що 𝐷2 ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K), тому
що 𝑞 = 𝑘 + 1. Розглянемо диференцiювання

[𝑥2𝑘𝜕𝑘+1, 𝐷2] = [𝑥2𝑘𝜕𝑘+1, 𝜆
−1

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑥𝑞𝜕𝑞(𝛾𝑖)𝜕𝑖 + 𝑥𝑘+1𝜕𝑘] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜕𝑖 + [𝑥2𝑘𝜕𝑘+1, 𝑥𝑘+1𝜕𝑘]

де 𝛼 ∈ K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]. Це диференцiювання лежить у 𝑆, оскiльки 𝑥2𝑘𝜕𝑘+1 ∈ 𝑠𝑛(K).
З iншого боку,

[𝑥2𝑘𝜕𝑘+1, 𝑥𝑘+1𝜕𝑘] = 𝑥2𝑘𝜕𝑘 − 2𝑥𝑘𝑥𝑘+1𝜕𝑘+1.

Отже,

[𝑥2𝑘𝜕𝑘+1, 𝐷2] =
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜕𝑖 + 𝑥2𝑘𝜕𝑘 − 2𝑥𝑘𝑥𝑘+1𝜕𝑘+1.

Оскiльки 2𝑥𝑘𝑥𝑘+1𝜕𝑘+1 ∈ 𝑠𝑛(K), приходимо до висновку, що

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜕𝑖 + 𝑥2𝑘𝜕𝑘 ∈ 𝑠𝑛(K).

Окрiм цього, 𝜕𝑘, 𝑥𝑘𝜕𝑘 ∈ 𝑠𝑛(K) й позначимо

𝑇1 = 𝜕𝑘, 𝑇2 = −
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜕𝑖 − 𝑥2𝑘𝜕𝑘, 𝑇3 = −2𝑥𝑘𝜕𝑘.

Тодi за Лемою 3.2.3 алгебра 𝑆 не є розв’язною, що суперечить вибору 𝑆. Отже,
пiдвипадок 𝑞 > 𝑘 є неможливим.
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Випадок 2. Розглянемо тепер ситуацiю, коли 𝑞 = 𝑘. Як показано вище, в
такому випадку deg𝑥𝑞 𝑓𝑘 = deg𝑥𝑘 𝑓𝑘 ⩾ 2. Аналогiчно до випадку, розгляну-
того вище, диференцiювання 𝐷 може бути записане у виглядi (3.2), причому
deg𝑥𝑖 𝑓𝑘 = 0 для усiх 𝑖 > 𝑘. Розпишемо многочлен 𝑓𝑘 ∈ 𝑃𝑘 по степеням 𝑥𝑘:

𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = 𝑔0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) + 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘 + · · ·+ 𝑔𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥
𝑙
𝑘,

де 𝑔𝑙 ̸= 0, 𝑙 ⩾ 2, 𝑔𝑖 ∈ 𝑃𝑘−1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙. Повторюючи мiркування у попередньому
випадку, розглянемо добуток:

𝐷0 =[𝜕𝑘, . . . , [𝜕𝑘, 𝐷] . . . ]⏟  ⏞  
𝑙−1

= 𝛼1𝜕1 + · · ·+ 𝛼𝑘−1𝜕𝑘−1+

+ (𝑢0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) + 𝑢1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘 + 𝑢2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥
2
𝑘)𝜕𝑘 ∈ 𝑆,

(3.6)

де 𝛼𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑃𝑘−1 та 𝑢2 ̸= 0. Використовуючи дифе-
ренцiальний оператор 𝜕𝛾11 . . . 𝜕

𝛾𝑘−1

𝑘−1 з деякими 𝛾𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘− 1, ми можемо
припустити без втрати загальностi, що 𝑢2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) = 𝜆𝑘 ∈ K*. Отримаємо
диференцiювання

𝐷1 = 𝜇1𝜕1+· · ·+𝜇𝑘−1𝜕𝑘−1+(𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)+𝑣1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘+𝜆𝑘𝑥
2
𝑘)𝜕𝑘 ∈ 𝑆∖𝑠𝑛(K),

де 𝜇𝑖 ∈ 𝑃𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 та 𝑣0, 𝑣1 ∈ 𝑃𝑘−1. Оскiльки

(𝑣0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1) + 𝑣1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1)𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝑥
2
𝑘)𝜕𝑘 ∈ 𝑠𝑛(K),

ми маємо диференцiювання

𝐷2 = 𝜇1𝜕1 + · · ·+ 𝜇𝑘−1𝜕𝑘−1 + 𝜆𝑘𝑥
2
𝑘𝜕𝑘 ∈ 𝑆 ∖ 𝑠𝑛(K).

Позначимо через 𝐿1 пiдалгебру 𝑆, породжену диференцiюваннями 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3.
За Лемою 3.2.3 пiдалгебра 𝐿1 не є розв’язною, що суперечить тому, що вона
є пiдалгеброю розв’язної алгебри 𝑆. Отримана суперечнiсть показує, що 𝑞 = 𝑘

також є неможливим випадком. Отже, наше припущення про 𝑆 є неправильним,
тобто 𝑠𝑛(K) є максимальною розв’язною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K), що й вимагалось
довести.
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3.3 Висновки

В роздiлi дослiджувалась двi важливi пiдалгебри Лi диференцiювань: трикутна
алгебра 𝑢𝑛(K) та розв’язна алгебра

𝑠𝑛(K) = (𝑃0 + 𝑥1𝑃0)𝜕1 + · · ·+ (𝑃𝑛−1 + 𝑥𝑛𝑃𝑛−1)𝜕𝑛.

Було доведено, що трикутна алгебра 𝑢𝑛(K) є максимальною локально нiльпо-
тентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K), а алгебра 𝑠𝑛(K) є максимальною розв’язною
пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K).

Подальшим напрямом дослiджень може бути опис централiзаторiв 𝐶𝑢𝑛(K)(𝐷)

диференцiювань𝐷 ∈ 𝑢𝑛(K) саме в 𝑢𝑛(K); аналогiчне питання може бути розгля-
нуте для максимальної розв’язної алгебри 𝑠𝑛(K). Можливо, реальною задачею
для цiєї бiльш широкої алгебри є побудова класифiкацiї централiзаторiв iдеалiв,
аналогiчної iснуючiй для трикутної алгебри 𝑢𝑛(K).



Висновки

У дисертацiї були отриманi наступнi новi результати, пов’язанi з вивченням
пiдалгебр та централiзаторiв елементiв алгебр Лi диференцiювань.

• Були дослiдженi скiнченновимiрнi розв’язнi пiдалгебри 𝐿 ⊂ 𝑊3(K) рангу
3 над полем рацiональних функцiй. Було встановлено, що якщо 𝐿 має абе-
левий iдеал 𝐼 рангу 3 над 𝑅, то 𝐿 вкладається в загальну афiнну алгебри
Лi aff3(K). Дослiджений також випадок, коли 𝐿 має iдеал 𝐼 рангу 2 над 𝑅.

• Вивчалися централiзатори 𝐶 диференцiювань алгебри рацiональних фун-
кцiй, у яких степiнь трансцендентностi поля констант 𝐹 над основним по-
лем дорiвнює 1. Було доведено, що в такому випадку 𝐶 є скiнченновимiр-
ним векторним простором над 𝐹 , розмiрнiсть якого спiвпадає з рангом 𝐶

над полем рацiональних функцiй. Крiм того, як виявилось, або 𝐶 є алге-
брою Лi над 𝐹 , або ж 𝐶 мiстить iдеал корангу 1 над полем рацiональних
функцiй, який є алгеброю Лi над 𝐹 .

• Дослiджувалися централiзатори диференцiювань алгебри многочленiв з
полем констант, степiнь трансцендентностi якого дорiвнює 1. У випадку,
коли поле констант диференцiювання має вигляд 𝐹 = K(𝑝), було знайде-
но, що централiзатор є алгеброю Лi над кiльцем K[𝑝], або ж мiстить iдеал
корангу 1, який є алгеброю Лi над K[𝑝]. Також була описана структура
централiзатора диференцiювання, коли 𝐹 = K(𝑝/𝑞).

• Були дослiдженi централiзатори лiнiйних дiагоналiзованих диференцiю-
вань.
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• Були дослiдженi централiзатори якобiанних диференцiювань алгебри мно-
гочленiв K[𝑥, 𝑦]. Зокрема, встановлено, що централiзатор 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) яко-
бiанного диференцiювання 𝐷𝑓 складається з тих диференцiювань 𝑇 , для
яких 𝑇 (𝑓) = 𝜓(𝑓) для деякого многочлена 𝜓(𝑡) ∈ K[𝑡] та div 𝑇 = 𝜓′(𝑓).
Було також доведено, що 𝐶𝑊2(K)(𝐷𝑓) є вiльним модулем рангу 1 або 2 над
кiльцем констант K[𝑝] якобiанного диференцiювання 𝐷𝑓 ∈ 𝑊2(K).

• Було встановлено, що трикутна алгебра 𝑢𝑛(K) є максимальною локально
нiльпотентною пiдалгеброю в 𝑊𝑛(K). Доведено також, що розв’язна алге-
бра Лi 𝑠𝑛(K), яка мiстить трикутну алгебру Лi, є максимальною розв’язною
пiдалгеброю алгебри Лi 𝑊𝑛(K).
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