
Журнал обчислювальної та 2020, № 2 (134)
прикладної математики

Journal of Numerical
& Applied Mathematics

УДК 517.9
MSC 41А60

COMPUTER PREDICTION OF INCREASING EFFICIENCY OF
WORK OF RAPID MULTILAYER FILTERS FOR ADSORPTION

PURIFICATION OF WATER

Andrij Bomba, Jurij Klimjuk
Department of Computer Science and Applied Mathematics, National University of Water
and Environmental Engineering, Rivne, Ukraine, E-mail: abomba@ukr.net, klimyuk@ukr.net

КОМП’ЮТЕРНЕ ПРОГНОЗУВАННЯ ПIДВИЩЕННЯ
ЕФЕКТИВНОСТI РОБОТИ ШВИДКИХ БАГАТОШАРОВИХ

ФIЛЬТРIВ ДЛЯ АДСОРБЦIЙНОЇ ДООЧИСТКИ ВОДИ

А. Я. Бомба, Ю. Є. Климюк
Кафедра комп’ютерних наук та прикладної математики, Нацiональний унiверситет вод-
ного господарства та природокористування, Рiвне, Україна, E-mail: abomba@ukr.net,
klimyuk@ukr.net

Abstract. A model of the adsorption purification of water from
impurities in rapid multilayer cone-shaped filters with piecewise-
homogeneous porous loads with a constant filtration rate taking
into account the removal of part of the heat on the surfaces of
division of layers is formulated. The proposed model provides an
opportunity to conduct computer experiments to study the change
in the concentrations of impurities in the filtration flow and adsorbed
on the surface of the adsorbent load during physical and chemical
adsorption, temperature, characteristics of piecewise-homogeneous
porous loads along the filter height and based on their prediction
of optimal adsorbent use and increasing the duration of filters.
Keywords: mathematical model, water purification, adsorption, im-
purity, rapid multilayer filter.

Анотацiя. Запропоновано модель адсорбцiйної доочистки води
вiд домiшок у швидких багатошарових фiльтрах конусоподiбної
форми з кусково-однорiдними пористими завантаженнями при
сталiй швидкостi фiльтрування з вiдведенням частини тепла з
поверхонь роздiлу шарiв. Модель забезпечує проведення комп’ю-
терних експериментiв з вивчення змiни концентрацiй домiшок у
фiльтрацiйнiй течiї та адсорбованих на поверхнi адсорбенту за-
вантаження при фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї, температури, ха-
рактеристик кусково-однорiдних пористих завантажень вздовж
висоти фiльтру та прогнозування оптимальних варiантiв вико-
ристання адсорбентiв i збiльшення тривалостi роботи фiльтрiв.
Ключовi слова: математична модель, доочистка води, домiш-
ка, адсорбцiя, швидкий багатошаровий фiльтр.
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Вступ
Швидкi фiльтри для адсорбцiйної доочистки води вiд рiзних розчине-

них домiшок застосовують зазвичай на заключнiй стадiї водопiдготовки,
коли з неї вiдстоюванням, фiльтрацiєю, коагуляцiєю вже видалена основна
частина домiшок [1–3]. Як адсорбенти використовують природнi (бенто-
нiт, монтморилонiт, торф), штучнi (активоване вугiлля, штучнi цеолiти,
полiсорби) та синтетичнi матерiали (наноструктурованi вуглецевi сорбен-
ти) [4]. Пiдтримка постiйної заданої швидкостi фiльтрування досягається
автоматичним регулюванням за рахунок збiльшення вiдкриття засувки на
трубопроводi фiльтрату в мiру збiльшення опору завантаження фiльтра
через накопичення в ньому частинок домiшок. Iмпульсом для збiльшення
вiдкриття засувки на трубопроводi фiльтрату служить змiна рiвня води на
фiльтрi (контролюється поплавковим пристроєм) або витрати води в трубо-
проводi фiльтрату (контролюється за допомогою дроселюючого пристрою
i дифманометра). Коли засувка вiдкрита повнiстю, фiльтр вимикається з
роботи для промивання [5]. Постiйно зростаючi потреби у господарствi в
очищенiй водi та зростання вартостi адсорбентiв вимагають проведення
дослiджень їх бiльш оптимального використання i збiльшення тривалостi
роботи фiльтрiв за рахунок вибору їх форми та висоти шарiв, а також
вiдведення частини тепла пiд час адсорбцiйної доочистки води.

Швидкiсть процесу адсорбцiї залежить вiд концентрацiї, природи i стру-
ктури домiшок, швидкостi фiльтрування, температури, виду i властивостей
адсорбенту [6, 7]. Залежно вiд характеру зв’язку адсорбент–адсорбат, тоб-
то вiд вiльної енергiї взаємодiї мiж адсорбцiйним центром адсорбенту i
тiєю частинкою домiшки, яка вступає в контакт з поверхнею адсорбенту,
розрiзняють фiзичну i хiмiчну адсорбцiю. При фiзичнiй адсорбцiї частин-
ки домiшки прилипають до поверхнi адсорбенту i утримуються на нiй пiд
дiєю сил мiжмолекулярної взаємодiї (сил Ван-дер-Ваальса), тобто при пев-
них умовах можливе вилучення частинок домiшки з адсорбенту. В основi
процесу хiмiчної адсорбцiї лежить хiмiчна взаємодiя мiж адсорбентом i
частинкою домiшки, тобто фактично при хiмiчнiй адсорбцiї змiнюється хi-
мiчний склад поверхнi адсорбенту. Процес хiмiчної адсорбцiї, як правило, є
незворотнiм, оскiльки сили взаємодiї при цьому значно вищi, нiж при фiзи-
чнiй адсорбцiї. Дослiдження адсорбцiйної очистки води в умовах фiзичного
моделювання призводить до значних фiнансових затрат, тому доцiльним є
використання математичного моделювання на основi теорiї адсорбцiйних i
гiдромеханiчних процесiв [8].

Як показує аналiз лiтературних джерел, зокрема [8–15], суттєвий вклад
у розробку теоретичних основ адсорбцiйної очистки рiдин вiд домiшок зро-
било багато як вiтчизняних, так i зарубiжних вчених. У [16] запропоновано
просторову математичну модель для прогнозування процесу адсорбцiйної
доочистки води вiд домiшок у швидких багатошарових фiльтрах конусо-
подiбної форми при додержаннi сталої швидкостi фiльтрування. Вона є
бiльш ефективною для проведення теоретичних дослiджень, нацiлених на
оптимiзацiю параметрiв процесу фiльтрування (тривалостi роботи, форми,
розмiрiв фiльтра, висоти шарiв тощо) за рахунок не лише урахування i
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визначення концентрацiй домiшок вiдповiдно у фiльтрацiйнiй течiї i на по-
верхнi адсорбенту завантаження, але й введення додаткових рiвнянь для
визначення змiни температури фiльтрацiйної течiї, коефiцiєнтiв фiльтрацiї
та активної пористостi завантаження, врахування дифузiї домiшок у фiль-
трацiйнiй течiї i на поверхнi зерен завантаження, урахування змiни швид-
костi фiльтрацiйної течiї вздовж висоти фiльтру. Тому актуальною задачею
є узагальнення вiдповiдної моделi для комп’ютерного прогнозування про-
цесу адсорбцiйної доочистки води вiд домiшок у швидких багатошарових
фiльтрах з вiдведенням частини тепла з поверхонь роздiлу шарiв.

1. Постановка задачi та її розв’язання
Змоделюємо процес адсорбцiйної доочистки води вiд домiшок у швидко-

му багатошаровому фiльтрi конусоподiбної форми iз кусково-однорiдним
пористим завантаженням — однозв’язнiй областi Gz (z = (x, y, z)), обме-
женiй гладкими, ортогональними мiж собою по ребрах, двома еквiпотен-
цiальними поверхнями S∗, S∗ i поверхнею течiї S∗∗ та роздiленiй деякими
заданими p− 1 еквiпотенцiальними поверхнями S∗∗r (r = 1, p− 1) на p пiд-
областей Grz (r = 1, p) (рис. 1 а).
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Рис 1. Просторова двошарова область фiльтрацiї (а) з умовним розрiзом
(конусоподiбний фiльтр) та область комплексного потенцiалу (б)

Вважаємо, що конвективнi складовi тепло- i масоперенесення, швидкiсть
масообмiну при фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї домiшок переважають над
вкладом дифузiї й десорбцiї. Таким чином, для областi G = Gz × (0,∞)
вiдповiдна просторова модельна задача з урахуванням зворотного впли-
ву характеристик процесу (концентрацiй домiшок у фiльтрацiйнiй течiї та
адсорбованих на поверхнi адсорбенту завантаження за рахунок фiзичної
i хiмiчної адсорбцiї, температури) на характеристики завантаження (ко-
ефiцiєнти фiльтрацiї й активної пористостi адсорбентiв у кожному шарi,
коефiцiєнти, якi характеризують швидкостi масообмiну при фiзичнiй та
хiмiчнiй адсорбцiї домiшок i фiзичнiй десорбцiї домiшок) та вiдведення ча-
стини тепла з поверхонь роздiлу шарiв складатиметься з систем рiвнянь

~v = κ0
0 · grad ϕ, div ~v = 0; (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p, (1)
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А. Я. БОМБА, Ю. Є. КЛИМЮК

(σ · C)′t = div (D · grad C)− ~v · grad C−
−α · C + β · U − α∗ · C;

(σ · U)′t = div (D∗ · grad U) + α · C − β · U ;

(σ ·W )′t = div (D∗∗ · grad W ) + α∗ · C;

(σ · T )′t = div (D∗∗∗ · grad T )− ~v · grad T+

+γ · (α · C − β · U) + γ∗ · α∗ · C;

κ′t = −µ · U − µ∗ ·W ;

σ′t = −λ · U − λ∗ ·W ; (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p,

(2)

якi доповнюються наступними крайовими i початковими умовами

ϕ|S∗
= ϕ∗, ϕ|S∗ = ϕ∗, ϕ′~n

∣∣
S∗∗ = 0, (3)

C|S∗
= c∗∗, C

′
~n

∣∣
S∗ = 0, C ′~n

∣∣
S∗∗ = 0;

U |S∗
= u∗∗, U

′
~n

∣∣
S∗ = 0, U ′~n

∣∣
S∗∗ = 0;

W |S∗
= u∗∗, W

′
~n

∣∣
S∗ = 0, W ′~n

∣∣
S∗∗ = 0;

T |S∗
= T ∗∗ , T

′
~n

∣∣
S∗ = 0, T ′~n

∣∣
S∗∗ = 0,

(4)

{
C|t=0 = c0

0, U |t=0 = u0
0, W |t=0 = w0

0;

T |t=0 = T 0
0 , κ|t=0 = κ0

0, σ|t=0 = σ0
0

(5)

та умовами узгодженостi на поверхнях роздiлу S∗∗r (r = 1, p− 1)

ϕ|Sr−
= ϕ|Sr+

= ϕ∗∗r, κ
0
r · ϕ′~n

∣∣
Sr−

= κ0
r · ϕ′~n

∣∣
Sr+

, r = 1, p− 1, (6)

C|Sr−
= C|Sr+

, Dr · C ′~n − v0
r n · C

∣∣
Sr−

= Dr+1 · C ′~n − v0
r n · C

∣∣
Sr+

;

U |Sr−
= U |Sr+

, D∗r · U ′~n
∣∣
Sr−

= D∗r+1 · U ′~n
∣∣
Sr+

;

W |Sr−
= W |Sr+

, D∗∗r ·W ′~n
∣∣
Sr−

= D∗∗r+1 ·W ′~n
∣∣
Sr+

;

T |Sr−
= T − θ · T |Sr+

, D∗∗∗r · T ′~n − v0
r n · T

∣∣
Sr−

=

= D∗∗∗r+1 · T ′~n − v0
r n · T − θ · T

∣∣
Sr+

;

Dr · C ′~n − vr n · C +D∗r · U ′ +D∗∗r ·W ′~n
∣∣
Sr−

=

= Dr+1,j · C ′j ~n − vr n · Cj +D∗r+1 · U ′~n +D∗∗r+1 ·W ′~n
∣∣
Sr+

;

(σ · (C + U +W ))′t
∣∣
Sr−

= (σ · (C + U +W ))′t
∣∣
Sr+

, r = 1, p− 1,

(7)

де ϕ = ϕ(x, y, z) i ~v = ~v(vx, vy, vz) — вiдповiдно потенцiал i вектор швидко-
стi фiльтрацiї, 0 6 ϕ* = ϕ∗∗0 < ϕ∗∗1 < ... < ϕ∗∗p−1 < ϕ∗∗p = ϕ* <∞, ϕ∗ i ϕ∗ —
заданi дiйснi числа, ϕ∗∗1, ϕ∗∗2, . . . , ϕ∗∗(p−1) — невiдомi значення потенцiалу,

v = |~v| =
√
v2
x(x, y, z) + v2

y(x, y, z) + v2
z(x, y, z) >> 0, κ0

0 — початковий кое-

фiцiєнт фiльтрацiї, κ0
0 = {κ0

r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, κ0
r > 0 (r = 1, p), ~n —

зовнiшня нормаль до вiдповiдної поверхнi, C = C(x, y, z, t), U = U(x, y, z, t)
i W = W (x, y, z, t) — концентрацiї домiшок вiдповiдно у фiльтрацiйнiй те-
чiї та адсорбованих на поверхнi адсорбенту завантаження при фiзичнiй i
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хiмiчнiй адсорбцiї, T = T (x, y, z, t) — температура в точцi (x, y, z) у момент
часу t, κ = κ(x, y, z, t) — коефiцiєнт фiльтрацiї, σ = σ(x, y, z, t) — актив-
на пористiсть, D, D∗ i D∗∗ — коефiцiєнти дифузiї домiшок вiдповiдно у
фiльтрацiйнiй течiї та адсорбованих на поверхнi адсорбенту завантаження
вiдповiдно при фiзичнiй i хiмiчнiй адсорбцiї, D = {Dr, (x, y, z) ∈ Grz, r =
= 1, p}, Dr = ε · dr,0, dr,0 > 0 (r = 1, p), D∗ = {D∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
D∗r = ε · d∗r,0, d∗r,0 > 0 (r = 1, p), D∗∗ = {D∗∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
D∗∗r = ε ·d∗∗r,0, d∗∗r,0 > 0 (r = 1, p), D∗∗∗ — коефiцiєнт температуропровiдностi,
D∗∗∗ = {D∗∗∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, D∗∗∗r = ε · d∗∗∗r,0 , d∗∗∗r,0 > 0 (r = 1, p), α i
β — коефiцiєнти, що характеризують швидкiсть масообмiну вiдповiдно при
фiзичнiй адсорбцiї та десорбцiї домiшок, α = {αr, (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
αr = αr,0,0 +ε ·αr,1,0 ·v+ε2 ·αr,2,0 ·v2 +ε ·αr,0,1 ·T+ε2 ·αr,0,2 ·T 2 +ε2 ·αr,2,2 ·v ·T ,
αr,s1,s2 ∈ R (r = 1, p, s1 = 0, 2, s2 = 0, 2), β = {βr, (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
βr = ε · β̄r, β̄r = βr,0,0 + ε ·βr,1,0 · v+ ε2 ·βr,2,0 · v2 + ε ·βr,0,1 ·T + ε2 ·βr,0,2 ·T 2+

+ε2 · βr,2,2 · v · T , βr,s1,s2 ∈ R (r = 1, p, s1 = 0, 2, s2 = 0, 2), α∗ — коефiцiєнт,
що характеризує швидкiсть масообмiну при хiмiчнiй адсорбцiї домiшок,
α∗ = α∗0,0+ε·α∗1,0 ·v+ε2 ·α∗2,0 ·v2+ε·α∗0,1 ·T+ε2 ·α∗0,2 ·T 2+ε2 ·α∗2,2 ·v ·T , α∗s1,s2 ∈ R
(s1 = 0, 2, s2 = 0, 2), γ i γ∗ — коефiцiєнти, що характеризують швидкiсть
змiни температури за рахунок вiдповiдно фiзичної i хiмiчної адсорбцiї до-
мiшок, γ = {γr, (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, γ∗ = {γ∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
µ, λ, µ∗ i λ∗ — коефiцiєнти, що характеризують вiдповiдно швидкiсть змi-
ни коефiцiєнтiв фiльтрацiї й активної пористостi завантаження за рахунок
вiдповiднл фiзичної i хiмiчної адсорбцiї домiшок, µ = {µr, (x, y, z) ∈ Grz,
r = 1, p}, µr = ε · µ̄r, µ̄r = µr,0 + ε · µr,1 · T + ε2 · µr,2 · T 2, µr,s ∈ R
(r = 1, p, s = 0, 2), λ = {λr, (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, λr = ε · λ̄r (r = 1, p),
µ∗ = {µ∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, µ∗r = ε·µ̄∗r , µ̄∗r = µ∗r,0+ε·µ∗r,1 ·T+ε2 ·µ∗r,2 ·T 2,
µ∗r,s ∈ R (r = 1, p, s = 0, 2), λ∗ = {λ∗r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, λ∗r = ε · λ̄∗r
(r = 1, p), θr — коефiцiєнти, що характеризують швидкiсть змiни тем-
ператури на поверхнях роздiлу S∗∗r (r = 1, p− 1) за рахунок вiдведен-
ня частини тепла, αr = αr(x, y, z, t), β̄r = β̄r(x, y, z, t), α∗r = α∗r(x, y, z, t),
γr = γr(x, y, z, t), γ∗r = γ∗r (x, y, z, t), µ̄r = µ̄r(x, y, z, t), λ̄r = λ̄r(x, y, z, t),
µ̄∗r = µ̄∗r(x, y, z, t), λ̄∗r = λ̄∗r(x, y, z, t), θr = θr(x, y, z) — неперервнi обмеженi
функцiї (r = 1, p), ε — малий параметр (ε > 0), c0

0 = {c0
r , (x, y, z) ∈ Grz, r =

= 1, p}, u0
0 = {u0

r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, w0
0 = {w0

r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},
T 0

0 = {T 0
r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p}, σ0

0 = {σ0
r , (x, y, z) ∈ Grz, r = 1, p},

c∗∗ = c∗∗(M, t), c0
r = c0

r(x, y, z), u∗∗ = u∗∗(M, t), u0
r = u0

r(x, y, z), w∗∗ = w∗∗(M, t),
w0
r = w0

r(x, y, z), T ∗∗ = T ∗∗ (M, t), T 0
r = T 0

r (x, y, z), σ0
r = σ0

r (x, y, z) (r = 1, p)
— достатньо гладкi функцiї, узгодженi мiж собою на ребрах областi G [16],
M ∈ S∗, v0

r n i vr n (r = 1, p− 1) — вiдповiдно початковi i поточнi нормальнi
складовi швидкостi на поверхнях роздiлу S∗∗r (r = 1, p− 1).

Аналогiчно до [16] шляхом виконання умовного розрiзу Γ = Γ1 ∪ Γ2,
Γ1 = ALMDBLMC i Γ2 = ADD∗A∗BCC∗B∗, задача (1)–(7) зводиться до
розв’язання в однозв’язнiй кусково-однорiднiй областi Gz\Γ — криволiнiй-
ному паралелепiпедi ABCDA∗B∗C∗D∗, обмеженому двома еквiпотенцiаль-
ними поверхнями ABB∗A∗, CDD∗C∗ i чотирма поверхнями течiї ABCD =

9



А. Я. БОМБА, Ю. Є. КЛИМЮК

= ALMD ∪ BLMC, A∗B∗C∗D∗, ADD∗A∗ = BCC∗B∗ та роздiленому еквi-
потенцiальними поверхнями ErFrF∗rE∗r (r = 1, p− 1) на p пiдобластей
G1

z\Γ1 = ABF1E1A∗B∗F∗1E∗1, . . . ,G
p
z\Γp = Ep−1Fp−1CDE∗(p−1)F∗(p−1)C∗D∗

(Γ1 = AE1E∗1A∗BF1F∗1B∗, . . . , Γp = Ep−1DD∗E∗(p−1)Fp−1CC∗F∗(p−1)), якi
є гладкими i ортогональними мiж собою в кутових точках та вздовж ребер
(рис. 1 а), з додаванням умови непроникностi ϕ′~n |Γ = 0 вздовж розрiзу Γ
задачi, що описується системами рiвнянь (1), (2) з крайовими умовами{

ϕ |ABB∗A∗ = ϕ∗, ϕ |CDD∗C∗ = ϕ∗;

ϕ′~n |ABCD∪A∗B∗C∗D∗∪ADD∗A∗∪BCC∗B∗ = 0,
(8)



C |ABB∗A∗ = c∗∗, C
′
~n |CDD∗C∗ = 0;

C ′~n |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0;

U |ABB∗A∗ = u∗∗, U
′
~n |CDD∗C∗ = 0;

U ′~n |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0;

W |ABB∗A∗ = w∗∗, W
′
~n |CDD∗C∗ = 0;

W ′~n |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0;

T |ABB∗A∗ = T ∗∗ , T
′
~n |CDD∗C∗ = 0;

T ′~n |ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

(9)

початковими умовами (5), умовами узгодженостi на поверхнях роздiлу
ErFrF∗rE∗r (r = 1, p− 1){

ϕ |ErFrF∗rE∗r−
= ϕ |ErFrF∗rE∗r+

= ϕ∗∗r;

κ0
r · ϕ′~n

∣∣
ErFrF∗rE∗r− = κ0

r+1 · ϕ′~n
∣∣
ErFrF∗rE∗r+ , r = 1, p− 1,

(10)



C |ErFrF∗rE∗r−
= C |ErFrF∗rE∗r+

;

Dr · C ′~n − v0
r n · C

∣∣
ErFrF∗rE∗r− = Dr+1 · C ′~n − v0

r n · C
∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

U
∣∣
ErFrF∗rE∗r− = U

∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

D∗r · U ′~n
∣∣
ErFrF∗rE∗r− = D∗r+1 · U ′~n

∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

W
∣∣
ErFrF∗rE∗r− = W

∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

D∗∗r ·W ′~n
∣∣
ErFrF∗rE∗r− = D∗∗r+1 ·W ′~n

∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

T |ErFrF∗rE∗r−
= T − θr · T |ErFrF∗rE∗r+

;

D∗∗∗r · T ′~n − v0
r n · T

∣∣
ErFrF∗rE∗r− =

= D∗∗∗r+1 · T ′~n − v0
r n · T − θr · T

∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

Dr · C ′~n − vr n · C +D∗r · U ′~n +D∗∗r ·W ′~n
∣∣
ErFrF∗rE∗r− =

= Dr+1 · C ′~n − vr n · C +D∗r+1 · U ′~n +D∗∗r+1 ·W ′~n
∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

(σ · (C + U +W ))′t
∣∣
ErFrF∗rE∗r− =

= (σ · (C + U +W ))′t
∣∣
ErFrF∗rE∗r+ ;

r = 1, p− 1,

(11)
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умовами
”
склеювання“ берегiв умовного розрiзу Γ i узгодженостi величин

концентрацiй домiшок та температури на умовних поверхнях розрiзу Γ{
ϕ |ALMD = ϕ |BLMC , ϕ

′
~n |ALMD = ϕ′~n |BLMC ;

ϕ |ADD∗A∗ = ϕ |BCC∗B∗ , ϕ
′
~n |ADD∗A∗ = ϕ′~n |BCC∗B∗

(12)



C |ALMD = C |BLMC , C
′
~n |ALMD = C ′~n |BLMC ;

C |ADD∗A∗ = C |BCC∗B∗ , C
′
~n |ADD∗A∗ = C ′~n |BCC∗B∗ ;

U |ALMD = U |BLMC , U
′
~n |ALMD = U ′~n |BLMC ;

U |ADD∗A∗ = U |BCC∗B∗ , U
′
~n |ADD∗A∗ = U ′~n |BCC∗B∗ ;

W |ALMD = W |BLMC , W
′
~n |ALMD = W ′~n |BLMC ;

W |ADD∗A∗ = W |BCC∗B∗ , W
′
~n |ADD∗A∗ = W ′~n |BCC∗B∗ ;

T |ALMD = T |BLMC , T
′
~n |ALMD = T ′~n |BLMC ;

T |ADD∗A∗ = T |BCC∗B∗ , T
′
~n |ADD∗A∗ = T ′~n |BCC∗B∗ .

(13)

Аналогiчно [16] задача (1), (8), (10), (12) замiнюється бiльш загальною
прямою задачею знаходження просторового аналогу кусково-конформного
вiдображення однозв’язної областi Gz\Γ на вiдповiдну область комплексно-
го потенцiалу — прямокутний паралелепiпед Gw = A′B′C ′D′A′∗B

′
∗C
′
∗D
′
∗,

який роздiлений поверхнями E′rF
′
rE
′
∗rF

′
∗r (r = 1, p) на деякi p пiдобла-

стей G1
w = A′B′E′1F

′
1A
′
∗B
′
∗E
′
∗1F

′
∗1, Grw = E′rF

′
rF
′
r+1E

′
r+1E

′
∗rF

′
∗rF

′
∗r+1E

′
∗r+1

(r = 2, p− 2), Gpw = E′p−1F
′
p−1C

′D′E′∗p−1F
′
∗p−1C

′
∗D
′
∗ (рис. 1, б), де Grw =

{w = (ϕ,ψ, η) : ϕ∗∗(r−1) < ϕ < ϕ∗∗r, 0 < ψ < Q∗, 0 < η < Q∗} (r = 1, p),
ϕ∗∗r (r = 1, p− 1), Q∗, Q∗ — невiдомi параметри, Q = Q∗ ·Q∗ — повна фiль-
трацiйна витрата, i наступного

”
склеювання“ берегiв умовного розрiзу Γ.

Алгоритм розв’язання цiєї задачi отримано в [17], зокрема, знайдено поле
швидкостей ~v, параметри Q∗, Q∗, Q та ряд iнших величин. Задача (2), (9),
(5), (10), (11), (13) для областi Gw × (0,∞) матиме вигляд

(σ̃ · c)′t = D · (b1 · c′′ϕϕ + b2 · c′′ψψ + b3 · c′′ηη + b4 · c′ψ + b5 · c′η)−

− ṽ
2

κ
· c′ϕ − α̃ · c+ β̃ · u− α̃∗ · c;

(σ̃ · u)′t = D∗ · (b1 · u′′ϕϕ + b2 · u′′ψψ + b3 · u′′ηη + b4 · u′ψ + b5 · u′η)+

+α̃ · c− β̃ · u;

(σ̃ · w)′t = D∗∗ · (b1 · w′′ϕϕ + b2 · w′′ψψ + b3 · w′′ηη + b4 · w′ψ+

+b5 · w′η) + α̃∗ · c;

(σ̃ · T̃ )′t = D∗∗∗ · (b1 · T̃ ′′ϕϕ + b2 · T̃ ′′ψψ + b3 · T̃ ′′ηη + b4 · T̃ ′ψ + b5 · T̃ ′η)−

− ṽ
2

κ
· T̃ ′ϕ + γ̃ · (α̃ · c− β̃ · u) + γ̃∗ · α̃∗ · c;

κ̃′t = −µ̃ · u− µ̃∗ · w;

σ̃′t = −λ̃ · u− λ̃∗ · w; (ϕ,ψ, η) ∈ Grw, r = 1, p,

(14)

11



А. Я. БОМБА, Ю. Є. КЛИМЮК

c |ϕ=ϕ∗ = c̃∗∗, c
′
ϕ |ϕ=ϕ∗ = 0;

cψ |ψ=0 = c′ψ |ψ=Q∗ = c′η |η=0 = c′η |η=Q∗ = 0;

u |ϕ=ϕ∗ = ũ∗∗, u
′
ϕ |ϕ=ϕ∗ = 0;

u′ψ |ψ=0 = u′ψ |ψ=Q∗ = u′η |η=0 = u′η |η=Q∗ = 0;

w |ϕ=ϕ∗ = w̃∗∗, w
′
ϕ |ϕ=ϕ∗ = 0;

w′ψ |ψ=0 = w′ψ |ψ=Q∗ = w′η |η=0 = w′η |η=Q∗ = 0;

T̃ |ϕ=ϕ∗ = T̃ ∗∗ , T̃
′
ϕ |ϕ=ϕ∗ = 0;

T̃ ′ψ |ψ=0 = T̃ ′ψ |ψ=Q∗ = T̃ ′η |η=0 = T̃ ′η |η=Q∗ = 0,

(15)

{
c |t=0 = c̃0

0, u |t=0 = ũ0
0, w |t=0 = w̃0

0;

T̃ |t=0 = T̃ 0
0 , κ̃ |t=0 = κ0

0, σ̃ |t=0 = σ̃0
0,

(16)



lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

c = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

c;

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

(Dr · c′ϕ − κ0
r · c) = lim

ϕ→ϕ∗
∗r+0

(Dr+1 · c′ϕ − κ0
r+1 · c);

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

u = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

u, lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

D∗r · u′ϕ = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

D∗r+1 · u′ϕ;

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

w = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

w, lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

D∗∗r · w′ϕ = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

D∗∗r+1 · w′ϕ;

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

T̃ = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

(T̃ − θ̃ · T );

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

(D∗∗∗r · T̃ ′ϕ − κ0
r · T̃ ) = lim

ϕ→ϕ∗
∗r+0

(D∗∗∗r+1 · T̃ ′ϕ − κ0
r+1 · T̃ − θ̃ · T );

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

(Dr · c′ ϕ − κ̃r · c+D∗r · u′ϕ +D∗∗r · w′ϕ) =

= lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

(Dr+1 · c′ϕ − κ̃r+1 · c+D∗r+1 · u′ϕ +D∗∗r+1 · w′ϕ);

lim
ϕ→ϕ∗

∗r−0

(σ̃ · (c+ u+ w))′t = lim
ϕ→ϕ∗

∗r+0

(σ̃ · (c+ u+ w))′t , r = 1, p− 1,

(17)



c
∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= c
∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ
, c′~n

∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= c′~n

∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ

;

c |ψ=0 = c |ψ=Q∗ , c
′
~n |ψ=0 = c′~n |ψ=Q∗ ;

u
∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= u
∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ
, u′~n

∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= u′~n

∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ

;

u |ψ=0 = u |ψ=Q∗ , u
′
~n |ψ=0 = u′~n |ψ=Q∗ ;

w
∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= w
∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ
, w′~n

∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= w′~n

∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ

;

w |ψ=0 = w |ψ=Q∗ , w
′
~n |ψ=0 = w′~n |ψ=Q∗ ;

T̃
∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= T̃
∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ
, T̃ ′~n

∣∣∣
η=0, ψ=

_
ψ

= T̃ ′~n

∣∣∣
η=0, ψ=Q∗−

_
ψ

;

T̃ |ψ=0 = T̃ |ψ=Q∗ , T̃
′
~n |ψ=0 = T̃ ′~n |ψ=Q∗ ,

(18)

де c = c(ϕ,ψ, η, t) = C(x(ϕ,ψ, η), y(ϕ,ψ, η), z(ϕ,ψ, η), t), . . . ,
_

ψ ∈ [0, Q∗
2 ].
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Аналогiчно [16] знайдено числово-асимптотичне наближення розв’язку
задачi (14)–(18) з точнiстю O(εn+1).

2. Результати числових розрахункiв

У ходi комп’ютерного експерименту пiд час моделювання процесу до-
очисти води вiд домiшок у швидкому двошаровому фiльтрi довжиною 1 м
проведено дослiдження змiни розподiлу середнiх величин концентрацiй до-
мiшок у фiльтрацiйнiй течiї i адсорбованих з фiльтрацiйної течiї на поверх-
нi адсорбенту завантаження вiдповiдно при фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї,
середньої величини температури фiльтрацiйної течiї та середнiх величин
коефiцiєнта фiльтрацiї i активної пористостi вздовж кусково-однорiдного
пористого завантаження фiльтру. Форму модельного фiльтру описано по-
верхнями f∗(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4, f∗(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,
f∗∗(x, y, z) = 7, 54863 · x2 − y2 − z2 i вибрано положення поверхнi роздi-
лу EFF∗E∗ f∗∗ (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2, 25. Функцiї f∗(x, y, z), f∗(x, y, z)
та f∗∗(x, y, z) пiдiбранi так, щоб забезпечити

”
монотонне звуження“ в на-

прямку вiд його входу до виходу та взаємну ортогональнiсть граней уздовж
ребер. При цьому кожен шар фiльтру характеризується рiзними початкови-
ми значеннями коефiцiєнтiв фiльтрацiї κ0

1 = 8, 5 м/добу, κ0
2 = 5, 6 м/добу,

активної пористостi σ̃0
1 = 0, 41, σ̃0

2 = 0, 38, дифузiї домiшок у фiльтрацiйнiй
течiї D1 = 0, 0003 м2/добу, D2 = 0, 0002 м2/добу, дифузiї домiшок, ад-
сорбованих з фiльтрацiйного потоку на поверхнi адсорбенту завантаження
вiдповiдно при фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї D∗1 = 0, 000005 м2/добу, D∗2 =
0, 000002 м2/добу, D∗∗1 = 0, 0000007 м2/добу, D∗∗2 = 0, 0000003 м2/добу
i температуропровiдностi фiльтрацiйного потоку D∗∗∗1 = 0, 0005 м2/добу,
D∗∗∗2 = 0, 0003 м2/добу. У результатi побудовано розрахункову сiткову
область Gz при n = n1 + n2 = 33, n1 = 22, n2 = 11, m = 17, l = 9,
ϕ∗ = ϕ0 = 0, ϕ∗ = ϕ33 = 14, 5. Значення ϕ∗ вибиралося так, щоб се-
редня швидкiсть фiльтрацiї вздовж двошарового пористого середовища
vсер(ϕ) становила 5 м/год. Для областi Gz знайдено фiльтрацiйну витрату
Q = 84, 1 м3/год, значення потенцiалу на поверхнi роздiлу ϕ∗∗ = ϕ22 = 8, 2
та обчислено величини швидкостей фiльтрацiї i функцiї bi(ϕ,ψ, η) (i = 1, 5).

На рис. 2 представлено розподiли середнiх величин концентрацiй до-
мiшок cсер(ϕ, t) у фiльтрацiйнiй течiї, концентрацiй домiшок uсер(ϕ, t) i
wсер(ϕ, t), адсорбованих на поверхнi адсорбенту завантаження вiдповiд-
но при фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї, температури T̃сер(ϕ, t), коефiцiєн-
тiв фiльтрацiї κ̃сер(ϕ, t) i активної пористостi σ̃сер(ϕ, t) вздовж висоти мо-
дельного фiльтру у момент часу t3 = 23 год при cκp = 0, 00005 г/л, c∗ =

0, 005 г/л, c0
0 = 0, u0

0 = 0, w0
0 = 0, T̃ 0

0 = 20oC, α̃1 = 0, 3 − 0, 01 · ṽ с−1, α̃2 =

0, 38− 0, 01 · ṽ с−1, β̃s = 0, 00001 · α̃s с−1 (s = 1, 2), α̃∗1 = 0, 25− 0, 002 · ṽ с−1,
α̃∗2 = 0, 35 − 0, 001 · ṽ с−1, µ̃1 = 0, 000025 л/(г · с), µ̃2 = 0, 000023 л/(г · с),
µ̃∗1 = 0, 000025 л/(г · с), µ̃2 = 0, 000023 л/(г · с), λ̃1 = 0, 000031 л/(г · с),
λ̃2 = 0, 000028 л/(г · с), λ̃∗1 = 0, 000021 л/(г · с), λ̃∗2 = 0, 000028 л/(г · с),
γ̃1 = 1200 oC ·л/г, γ̃2 = 1500 oC ·л/г, γ̃∗1 = 60000 oC ·л/г, γ̃∗2 = 80000 oC ·л/г,
θ̃ = 0, 1.
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Результати числового експерименту по розрахунку часу захисної дiї фiль-
тра при рiзних значеннях гранично допустимої концентрацiї домiшок без
вiдведення та з урахуванням вiдведення частини тепла на поверхнi роздi-
лу наведенi у табл. 1. З отриманих результатiв можна зробити висновок,
що вiдведення частини тепла на поверхнi роздiлу сприяє збiльшенню ча-
су захисної дiї фiльтра, так при cκp = 0, 05 мг/л час захисної дiї фiльтру
збiльшився на 8 год з 15 год до 23 год, а при cκp = 0, 1 мг/л — на 16 год з
32 год до 48 год.
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Рис 2. Розподiл середнiх величин концентрацiй домiшок у фiльтрацiйнiй
течiї (а), осiвших на поверхнi адсорбенту завантаження за рахунок

фiзичної (б) та хiмiчної адсорбцiї (в), температури фiльтрацiйної течiї (г),
коефiцiєнтiв фiльтрацiї (д) та активної пористостi (е) вздовж висоти

фiльтру у момент часу t3 = 23 год
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Таблиця 1. Розрахований час захисної дiї модельного фiльтра

№ cκp, мг/л t3 без вiдведення, год t3 з вiдведенням, год
1 0,05 15 23
2 0,06 18 28
3 0,07 22 33
4 0,08 25 37
5 0,09 28 42
6 0,1 32 48

Висновки
Сформовано математичну модель для комп’ютерного прогнозування про-

цесу адсорбцiйної доочистки води вiд домiшок у швидких багатошарових
фiльтрах конусоподiбної форми з кусково-однорiдними пористими заван-
таженнями при додержаннi сталої швидкостi фiльтрування з урахуванням
зворотного впливу характеристик процесу (концентрацiй домiшок у фiль-
трацiйнiй течiї та адсорбованих на поверхнi адсорбенту завантаження за
рахунок фiзичної i хiмiчної адсорбцiї, температури) на характеристики за-
вантаження (коефiцiєнти фiльтрацiї й активної пористостi адсорбентiв у
кожному шарi, коефiцiєнти, якi характеризують швидкостi масообмiну при
фiзичнiй та хiмiчнiй адсорбцiї домiшок i фiзичнiй десорбцiї домiшок) та з
урахуванням вiдведення частини тепла з поверхнонь роздiлу шарiв. За-
пропонована модель аналогiчно [18, 19] забезпечує можливiсть вивчення
змiни концентрацiй домiшок у фiльтрацiйнiй течiї та адсорбованих на по-
верхнi адсорбенту завантаження вiдповiдно при фiзичнiй та хiмiчнiй ад-
сорбцiї, температури, характеристик кусково-однорiдних пористих заван-
тажень вздовж висоти фiльтру та на їх основi прогнозування бiльш опти-
мальних варiантiв використання адсорбентiв i збiльшення тривалостi ро-
боти фiльтрiв. Результати числових експериментiв (табл. 1) свiдчать про
збiльшення часу захисної дiї фiльтра приблизно у 1,5 рази.
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Аннотация. Предложена математическая модель адсорбцион-
ной доочистки воды от примесей в быстрых многослойных фи-
льтрах конусообразной формы с кусочно-однородными пористы-
ми загрузками при соблюдении постоянной скорости фильтро-
вания с отводом части тепла с поверхности раздела слоев. Модель
обеспечивает возможность проведения компьютерных экспери-
ментов по изучению изменения концентраций примесей в филь-
трационном течении и адсорбированных на поверхности адсор-
бента загрузки при физической и химической адсорбции, темпе-
ратуры, характеристик кусочно-однородных пористых загрузок
вдоль высоты фильтра и на их основе прогнозирования опти-
мальных вариантов использования адсорбентов и увеличение про-
должительности работы фильтров.
Ключевые слова: математическая модель, доочистка воды, при-
месь, адсорбция, быстрый многослойный фильтр.
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