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ОСНОВ НI ПОЗ НАЧЕННЯ I СКОР ОЧЕННЯ  

 

 

| · | модуль числа або вектора.  

ЛАН локальна  асимптотична  нормальнiсть. 

ОМВ оцiнка  максимальної  вiрогiдностi. 

СДР стохастичне  диференцiальне  рiвняння. 

B борелiвська �-алгебра. 

E математичне  сподiвання  випадкової величини. 

F потiк �-алгебр (F� , � ∈ [0, �*]). 

−→ збiжнiсть за розподiло м. 

L(�|P) закон розподiлу випадкового елемента � по вiдношен- 
ню до P . 

∂· частинна  похiдна 
P 

∂· 
. 

−→ збiжнiсть за iмо вiрнiстю. 

�,�  мiст, що вiдповiдає процесу � , який стартує iз � при 

умовi, що за час � вiн попаде в � (див. с. 55).  
E� ,�  �,�  

�,�  умовне математичне сподiвання вiдносно P� ,� . 

�  розподiл процеса � = � � , стартуючого з �.  
E�  �  

� сподiвання вiдносно P� . 
P�  

�
 

�, {�� } �=1  
скiнченновимiрний розподiл для заданих часових мо- 
ментiв �1  < · · · < �� . 

��,� ��,�(R × Θ), �, � ≥ 0 клас функцiй � : R × Θ → R, що 
мають  неперервнi  похiднi  ∂ �+�  �  := ∂�    ∂ �   

� , � 

�, � ≤ �.  
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ВСТУП 

 

 
Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено асимптоти- 

чним властивостям статистичних моделей, в яких дискретно спостерiгає- 

ться процес Маркова з пуассонови м шумо м. Iснує багато методiв оцiнюва- 

ння невiдомих параметрiв статисти чних моде лей, тому природнiм чином 

виникає задача вибору оптимальної оцiнки. Переважна бiльшiсть  робiт 

присвячених цiй темi стосується дифузiйних моде лей. В данiй роботi роз- 

глядаю ться моделi, породженi дискретни ми спостереження ми процесiв 

Левi та процесiв заданих СДР з шумом Левi. Для таких моделей дослi- 

джуються аси мп тотичнi властивостi за допомогою яких можна встано - 

вити асимпто тичнi межi ефективностi для оцiнок параме трiв i  будувати  

оцiнки,  наближенi  до оптимальних. 

У сучаснiй статистицi задача вибору асимп тотично оптимальної оцiн- 

ки розв’язується за допомогою концепцiї локальної асимптотичної 

нормальностi (коротко ЛАН) введеної Ле Камом в 1960 р. Зокре- 

ма, властивiсть ЛА Н виявляється зручним i потужним iнструменто м для 

встановлення нижньої границi ефективностi для стати сти чних моделей.  

Встановлення власти востi ЛА Н є суттє ви м кроком у статистично му  

аналiзi дослiджуваної моделi. Для моделей, породжених процесами  Ле- 

вi, цей крок залишає ться не дослiдженим. Властивiсть ЛА Н статисти - 

чних моде лей, що генеруються дискретни ми спостереженнями випадко- 

вого процесу з шумом Левi, була вивчена в основному у випадку, коли 

функцiя вiрогiдностi (або щонаймен ше її  головна частин а) вiдома в де- 

якому смислi. У бiльшостi робiт розглядаю ться лише лiнiйнi моделi, тобто 

такi, в яких спостерiгається сам процес Левi, або спостерiгається процес, 

що є розв’язком лiнiйного стохастичного диференцiального рiвняння  з 

 

✷  



✸  
 

 

шумом Левi (iнши ми словами, процес типу Орнштайна – Уленбека). За- 

гальний нелiнiйний випадок залишається невивченим у значнiй     мiрi.  

Для розв’язання статистичн их задач, якi потребують iнформацiю про 

функцiю вiрогiдностi, в якостi iнструмента в лiтературi ефекти вно ви - 

користовується числення Малявена. Вперше числення Малявена було 

розроблено для доведення iснування i гладкостi щiльностi розподiлу, в 

подальшо му воно вияви лось досить ефективни м при дослiдженнi чутли- 

востi сподiвань вiдносно параметрiв. Таке поле застосувань мо тивоване 

аналiзом волатильностi в моделях фiнансової мате матики (див. напри - 

клад [20]). Метод iз застосування м числення Маля вена має природнi роз- 

ширення для статистичних завдань. Так у роботах [25, 26] було знайде- 

но iнтегральне представлення маля венiвського типу похiдної по параме- 

тру вiд логарифмiчної функцiї вiрогiдностi в моделi, породженiй дискре- 

тни ми спостереженнями дифузiї. За допомогою такого представлення в 

цих роботах була доведена властивiсть ЛА Н. Декiлька версiй числення 

Маля вена, що базуються на аналiзi чутли востi в iмовiрносному просторi 

Вiнера-Пуассона, були запропонованi в [18] з подальши м застосування м 

до доведення нерiвностi Крамера – Рао i вивчення м аси мптоти чних вла- 

стивостей ОМП для дискретно спостережуваних дифузiйних процесiв.  

Проте питання про зручну версiю числення Малявена для моделей, за - 

даних СДР, керованих шумом Левi залишає ться  вiдкрити м. 

Особливий iнтерес становлять моделi, в яких крок спостереження пря- 

мує до нуля, а сам процес, що спостерiгається, забруднений фоновим 

шумом i, крiм того, може мати велику iнтенсивнiсть стрибкiв великої 

амплiтуди. 

 
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисе ртацiйна робота виконана в рамках державної бюджетної  науково- 
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дослiдної теми № 11БФ038-02 «Еволюцiйнi системи: дослiдження аналiти- 

чних перетворень, випадкових флуктуацiй та статистични х закономiрно- 

стей» (номер державної реєстрацiї  0111U006561) i № 16БФ038-02 «Дослi- 

дження та статистичний аналiз асимп тотичної поведiнки складних стоха- 

стични х неоднорiдних динамiчних систе м» (номер державної реєстрацiї 

0116U002530) кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної ма- 

тематики механiко-математичного факультету Київського Нацiонального 

унiверси тету iменi Тараса Шевченка, що входить до комплексного тема- 

тичного плану науково-дослiдних робiт «Сучаснi математи чнi проблеми  

природознавства,  економiки  та  фiнансiв». 

 
Мета  i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи  є розв’я- 

зання наступних задач. 

∙ Встанови ти iснування густини перехiдної iмо вiрностi розв’язку СДР  

з шумом Левi, i для неї знайти iнтегральнi представлення перших  

двох логари фмiчних похiдних по параметру, також побудувати iн- 

тегральне представлення логарифмiчної похiдної по параме тру  вiд 

густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами.  

∙ Дослiдити достатнi умови регулярностi статистичного експерименту, 

породженого дискретни ми спостереження ми розв’язку СДР з шу- 

мо м Левi i встанови ти нижню оцiнку для квадратичної функцiї втрат 

при  оцiнюваннi  невiдомого параметра. 

∙ Знайти достатнi умови, за яких статистична модель, породжена дис- 

кретни ми спостереженнями процеса Маркова, має власти вiсть ЛАН 

та довести властивiсть ЛА Н, у випадку дискретних спостережень зi 

сталим кроко м, моделей, заданих СДР з шумо м Левi.  

∙ Для стати сти чних моделей зi стали м кроком спостережень процесу, 
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заданого СДР з шумом Левi, побудувати алгоритм перевiрки ефе - 

ктивностi методу оцiнювання i оцiнити втрати iнформацiї при умо в- 

ному усередненнi. 

∙ Довести властивiсть ЛА Н для моделей, в яких iз прямую чи м до нуля 

кроком спостерiгається процес Левi на фонi заважаючого шуму i 

довести, що вiдповiдна власти вiсть ЛА Н справджується  рiвномiрно 

по класу заважаю чих процесiв.  

 
Об‘єктом дослiдження є процеси Левi та СДР з шумами Левi та 

статисти чнi моде лi, в яких такi процеси спостерiгаються дискре тни м чи- 

ном. 

 
Предметом дослiдження є локальнi та асимптотичнi властивостi 

статистичних моделей породжених дискре тними спостереженнями про- 

цесiв Левi та розв’язкiв СДР з шумами Левi. 

 
Методи дослiдження. У дисертацiї використовуються класичнi ме- 

тоди теорiї iмовiрностей та теорiї випадкових процесiв у поєднаннi з бiльш 

специфiчними ме тодами, таки ми як асимп тотичнi методи теоретичної 

статистики i стохастичне чи слення варiацiй (числення Малявена).  

 
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, 

шести роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Перший роздiл 

мiсти ть теореми i означення, вiдомi з лiтератури, якi використовуються  

у дисертацiї. Другий роздiл мiсти ть огляд лiтератури й основних резуль- 

татiв дисертацiї. Зокрема, у ньому висвiтлено основнi сучаснi пiдходи 

до розв’язання задачi вибору оптимальної оцiнки невiдоми х параметрiв 

статисти чних моде лей. Третiй роздiл присвя чено побудовi версiї  числе-  
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ння Малявена для функцiоналiв вiд процесiв Левi. Цей результат дає 

мож ливiсть довести iснування густини перехiдної iмовiрностi  розв’язку 

�� , СДР з шумом Левi, який має ”легкi хвости” i побудувати iнтегральне 

представлення похiдних по параме тру логари фмiчної функцiї вiрогiдно- 

стi, що вiдповiдає дискретним спостереженням �� . Цi результати також 

представленi у третьо му роздiлi. У четвертому роздiлi доводиться власти- 

вiсть ЛА Н статистичної моделi, в якiй зi стали м кроком спостерiгається 

процес �� . У п’ятому роздiлi будується алгоритм перевiрки ефективностi 

методу оцiнювання i наводиться конкретний приклад його застосування. 

Останнiй роздiл присвя чено дослiдженню властивостi ЛАН у моделi, в 

якiй на фонi завад спостерiгається iз прямуючи м до нуля кроком процес 

Левi, який може мати необмежену iнтенсивнiсть великих стрибкiв.  

Повний обсяг дисертацiї стано вить 151 сторiнку, список використаних 

джерел займає 10 сторiнок i мiстить 90 най менувань.  

 
Практичне значення отриманих результатiв.  Дисертацiя має 

як теоретичне, так i практичне значення. Теоретичне значення полягає у 

розробцi необхiдного мате матичного апарату для дослiдження асимп то- 

тичних властивостей статисти чних моделей, керованих процесами  Левi 

без дифузiйної компоненти. Практична цiннiсть одержаних результатiв 

полягає у тому, що їх можна використовувати для оцiнки якостi наявних 

i побудови нових точних оцiнок параметрiв стати сти чних моделей, якi ви- 

никають при дослiдженнi явищ, що задаю ться СДР ке рованих шумами  

Левi: економiчних, фiзичних, геологiчних, хiмiчних то що. 

 
Особистий внесок здобувача. Всi основнi результати дисертацiй-  

ної роботи отри мано здобувачем самостiйно. Зi спiльних з науковим ке- 

рiвником О. М. Куликом статей до основної частини дисертацiйної роботи 
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включено лише тi результати, якi належать здобувачу. Зi спiльної з С. 

В. Боднарчуком статтi включено ли ше тi результати, якi належать здо- 

бувачу. 

 
Наукова  новизна  одержаних результатiв.  

∙ Встановлено iснування густини перехiдної iмовiрностi розв’язку СДР 

з шумом Ле вi, i для неї знайдено iнтегральнi представлення перших 

двох логари фмiчних похiдних по параметру, також побудовано iн- 

тегральне представлення логари фмiчної похiдної по параметру вiд 

густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами.  

∙ Дослiджено достатнi умови регулярностi статистичного експеримен- 

ту,породженого дискретни ми спостереження ми розв’язку СДР з шу- 

мом Левi i встановлено нижню оцiнку для квадратичної функцiї 

втрат при оцiнюваннi невiдомого параметра.  

∙ Знайдено достатнi умови, за яких статисти чна модель, породжена 

дискретни ми спостереження ми процеса Марко ва, має властивiсть  

ЛАН та доведено властивiсть ЛАН у випадку дискретних спосте- 

режень зi стали м кроком моделей, заданих СДР з шумо м Левi. 

∙ Для статисти чних моделей зi стали м кроком спостережень процесу, 

заданого СДР з шумо м Левi, побудувано алгори тм перевiрки ефе - 

ктивностi методу оцiнювання i оцiнено втрати iнформацiї при умо в- 

ному усередненнi. 

∙ Доведено властивiсть ЛА Н для моделей, в яких iз пря муючи м до ну- 

ля кроком спостерiгається процес Левi на фонi заважаючого шуму i 

доведено, що вiдповiдна властивiсть ЛА Н справджує ться рiвномiрно 

по класу заважаю чих процесiв.  



✽  
 

 

Апробацi я результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро- 

боти доповiдались на наукових семiнарах кафедри теорiї ймовiрностей, 

статистики та актуарної математики механiко-мате мати чного факульте- 

ту Київського нацiонального унiверсите ту iменi Тараса Шевченка, вiд- 

дiлу випадкових процесiв Iнституту мате матики НА Н України, вiддiлу  

наукових дослiджень операцiй Iнсти туту кiбернетики iменi В.М. Глу- 

шкова НАН України, Department of Mathe matical Sciences of Ritsumei - 

kan University, (Kusatsu, Japan), Osaka University (Osaka, Japan), кафе- 

дри мате мати чного аналiзу та теорiї ймовiрностей Нацiонального технi- 

чного унiверси тету України ”Київський полiтехнiчний iнсти тут”; на мiж- 

народних конференцiях: ”Modern stochastics: theory and applications  III” 

(Kyiv, 2012), ”11-th international Vilnius conference on probability theory 

and mathematical statistics” (Vilnius, Lithuania, 2014), ”Probability, reli- 

ability and stochastic optimization” (Kyiv, 2015), ”Stochastic processes in 

abstract spaces”  (Kyiv, 2015). 
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статей у фахови х виданнях [34], [39], [40], [41], [83] та 5 тез доповiдей на 

конференцiях [35], [36], [37], [38], [88]. 
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РОЗДIЛ 1 
 

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI ТА 

ОЗНАЧЕННЯ 

 

У дисертацiйнiй роботi розглядаю ться двi стати сти чнi моделi. В пер - 

шiй з них зi стали м кроком � спостерiгається процес � , що є розв’язком 

рiвняння 

d�� = �� (��)d� + d�� , (1.1) 

тут � – процес Левi без дифузiйної компоненти. У другiй моделi спосте- 

рiгається процес Левi, заданий у формi 
 

�  = �� + ��� + �� , � ≥ 0, (1.2) 

тут � – локально �-стiйкий процес, а � – незалежний вiд нього процес 

Левi мен шої активностi нiж � , який можна iнтерпре тувати як заважаю- 

чий шум. 

Наведе мо далi вiдомi з лiтератури результати i означення, що викори-  

стовую ться в дисертацiйної роботи. Цi вiдомостi роздiленi тематично на 

три групи. Перша група складається з теорем теорiї випадкових проце- 

сiв, друга – з означень i теоре м статистики випадкових процесiв, третя – 

з  теорем,  присвячених  ергодичним  властивостям  випадкових процесiв. 

 

 
Вiдомостi з теорiї випадкових  процесiв. 

 
Для побудови числення Малявена для функцiоналiв вiд точкових пу- 

ассонових мiр у роботi зокрема використовується критерiй Скорохода аб- 
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0 

2 

солютної неперервностi мiр, що вiдповiдають випадко ви м процесам з не- 

залежними  приростами [75]. 

Нехай �� (�), � = 1, 2 – випадковi процеси з незалежними приростами, 

одновимiрнi характеристичнi функцiї яких задаються формулою  
 

E�� (� ,��  (�))  = 

{  
1
 

 

∫  �  ∫  
 

(   
�(� ,�) 

)
 

exp �(�, �� (�)) − (�(�)� , �) + 
0 

� 
|�|>1 

− 1 �� (�� × ��)+ 

∫  �  ∫  
 

0 

 

|�|≤1 

(
��(� ,�) − 1 − �(� , �)

)
 

}  

�� (�� × ��) , 

де �� (�) – R�-значна неперервна функцiя �(�) – неперервне по � лiнiйне 

перетворення R�  таке, що �(0) i �(� + �) − �(�) при � > 0 – невiд’ємнi 

симетричнi перетворення; �� – мiра на [0, 1] × R� така, що для всiх � > 0, 

мiра множини {[0, 1] × R� }∖{[0, 1] × �� } (�� – куля в R� з центром в нулi 

i радiусом �) скiнченна i 
∫  � ∫

 |�|≤1 (�, �)�� (�� × ��) < ∞. Позначимо � 
 

� �  (�) 

мiри, породженi процесами �� (�), � = 1, 2. 

Теорема 1.1 (Теорема A [75]). Для того, щоб �� 2(�)  була а бсолютно не-  

пе ре рвна вiд носно ��1 (�)  необхiд но i достатньо щоб iснувала �(�, �) така, 

що 

∙ для будь-якої борелiвської множини � ⊂ R�
 

∫   �2 
∫  

 

�1 

 

�∈� 

�2(�� × ��) = 
∫   �2 

∫  
 

�1 

 

�∈�  

�(�, �)�1(�� × ��); 
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∙ 
∫

 

2
 

i 
∫  1 

�1  

|�(�,�)−1|>1 /2 |�(� , �) − 1|�1(�� × ��) < ∞; 

|�(�,�)−1|≤1/2(�(� , �) − 1)  �1(�� × ��) < ∞; 

∙ 
∫  � ∫  

0 (�,�)≤1(�(� , �) − 1)��1 (�� × ��) < ∞. 
 

Крi м того, за цих умов iснує вектор-функцiя �(�) така, що 

�2(�) − �1(�) − 

∫  �  ∫  
 

0 

 

(�,�)≤1  

(�(�, �) − 1)��1(�� × ��) =∫   �0 

 

[��(� )]�(� ) 
 

0 ([��(�)]�(�), �(�)) < ∞. 

Наведе мо тепер теорему про дифе ренцiйовнiсть за параме тро м розв’яз- 

ку стохастичного диференцiального рiвняння. Зауважимо лише, що оскiль- 

ки у данiй роботi розглядаю ться СДР, керованi шумо м Левi без дифузiй- 

ної компоненти, то тут наводиться спрощення оригiнальної теоре ми. Ця 

теорема викори стовує ться зокрема для побудови стохастичної похiдної 

розв’язку СДР, керованого процесом Левi.  

Теорема 1.2 (Теорема 4.1.12 [84]) . Нехай для сi м’ї СДР 
∫  

�� � = �� (�, � �  )�� + 
∫  

� � (�, � � , �)�1(�� , ��) + � � (�, � � , �)�2(�� , ��), 
�  �
 1 

�  2 � 

 

де  � ∈ (�1 , �2)  :=  Θ;  �2 ,   – пуассонова i центрована пуассонова  мi- 

ри  з  мiрами  iнтенсивностi  �� (��, ��) = �� (��)��,  � = 1, 2,  вiдповiдно. 

Припустимо  наступне: 

∙ для  кожного  � > 0  iснує  локально  обмежена  функцiя  �� (�)  така, 

що при � ≤ � 
∫  |�� (�, �)|2 + 

∙ 
∫  
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0 

� 

� � (�, � � , �)2�1(��) ≤ �� 
(�)(1 + |�|2); 

1 �  

 

∙ iснують локально обмеженi за сукупнiстю змiнних похiднi ∂� �� (�, �), 

∂��� (�, �); 

∙ iснують похiднi ∂ � � � (�, �, �), ∂� � �  (�, �, �), � = 1, 2, пр ич ому функцiя 
� � ∫  

|∂� � � (�, �, �)|2 + |∂� � �  (�, �, �)|2�1(��) є локально обмеженою; 
1 1 

 

∙ для будь-якого � ∈ Θ i � > 0 
 

lim sup sup (|∂��� (� , �) − ∂� ��0 (�, �)|+ 
�→� 0 ,�→0 |�|≤� ,� ≤ � |�− � |≤�  

∫  
|∂� � � (�, �, �) − ∂� � � 0 (� , �, �)|2�1 (��)+ 

1 1 

∫  )  
arctg |∂� � � (� , �, �) − ∂� � � 0  (� , �, �)|�2(��) = 0; 

1

1 

∙ ��
 

– дифер е нцi йовне за �. 

 

Тодi для всiх � > 0 iснує похiдна ∂���  , яка є розв’язком СДР: 
 

� �  �  
∫   �  

� 

∫   � ∫  
�

 �  �1
 

�   = ∂��0  + 
0 

∫  �  ∫  

∂� �� (� , �� )�� + 
0 

∂� �1 (�, �� , �)  (��, ��)+ 

∫   �  
∂� � � (�, � � , �)�2(��, ��) + ∂��� (� , � � )� � ��+ 

2 �  
0 

∫  �  ∫  
∂� � � (�, � � , �)� � �1(��, ��) + 

� � 
0 

∫  �  ∫  
∂� � � (�, � � , �)� � �2(��, ��). 

0 
1 � �   

2 � � 
0 
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�,�  

� ,·  

E 

Наступний результат стосується iснування розподiлу ”мосту” маркiв-  

ського процеса �� . В термiнах сподiвання по такому розподiлу в роботi 

будується iнтегральне представлення логарифмiчної похiдної густини пе- 

рехiдної  iмовiрностi  спостережуваного  процеса. 

Позначимо  через  (F �)� ≥0   –  природну  фiльтрацiю,  породжену  проце- 

сом  � .  Розглянемо  фелерiвську  сiм’ю  (P� )�∈�  на  локально  компактно- 

му метричному просторi (�, �) з злiченною базою, вiдповiдну напiвгрупу 

� = (�� )�≥0 . Припустимо, що ��  допускає перехiдну густину �� (·, ·) вiд- 

носно деякої �-скiнченної мiри � на (�, �) у тому смислi, що 
∫  

�� � (�) = � (�)�� (�, �)�(��). 

Зафiксуємо  � ∈  � i  покладемо  P�  =  {�  :  ��(�, �)  > 0}.  Припускаємо 

наступне: 

∙ функцiя ��(�, ·) – неперервна для всiх � ∈ (0, �]; 

∙ для кожного � ∈ P�  i 0 < � < � має мiсце рiвняння Колмогорова – 

Чепмена 
∫  

��(�, �) = ��−�(�, �)��(� , �)�(��), 
 

∙ функцiя ��(�, �) – неперервна для всiх �, � ∈ � , � ∈ (0, �). 

Теорема 1.3 (Теорема 1 [16]). Для всiх � ∈ P� розподi ли P�(·|�� ∈ �� (�)) 

сла бк о збiгаються пр и � → 0 до закону P�
 

такого, що: 
 

∙ функцiя P�
 – неперервна 

 

∙ для  довiльної  обмеженої  функцiї  � i  довi ль ного  обмеженого  F� -ви- 

мiрного функцiонала � 

E�(� · � (��)) = ∫  
�

 

�,�  
P� 

 

(� )��(�, �)�(��). 

Для доведення обмеженостi моментiв малявенiвської похiдної розв’яз - 

ку СДР з шумо м Левi, використовується наступний  результат.  
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�  

Теорема 1.4 (Лема 5.1 [9]). Нехай на iмовiрнiсному  базисi 
(
Ω, F, (F�)�∈ [0,� ], P

)  
зад а но пуассонову точкову мiру � на [0, � ] × R i ком- 

пенсаторо м  �(��, ��)  =  ���(��),  � –  �-скiнченна  мiра  на  (R, B(R)). 

Нехай  також  � ∈ 
⋂

�∈[2,∞) ��(R, �).  Тодi  для  кожного  � ∈ [2, ∞)  iснує 

� = �(�, � , �) така, що 
(  ∫  �  ∫  

E sup  

) � 

� (�, �)(� − �)(�� , ��)  

∫   �  

≤ � E����,  
� ≤� 

  
0  R   0 

як тiльки � – R-значна B(R+)⊗B(R)-вимiрна функцiя на Ω×[0, � ] ×R, 

а  � –  передбачуваний  процес,  який  справджує  нерi внiсть  |� (� , �, �)| ≤ 

�� (�)�(�). 

 
 

Означення i теореми з теоретичної  статистики. 

 
Будемо використовувати наступну термiнологiю i позначення, запози- 

ченi в [87]: 

Означення  1.1. Нехай �1 , . . . , ��  – вибiрка, � ∈ Θ  ⊂ R�  – невiдомий 

параметр,  �(�)  –  нормуюча  матриця,  � –  довiльний  вектор  з  R� .  Тодi 

статисти чна модель має властивiсть ЛАН, якщо логари фм вiдношення 

функцiй  вiрогiдностi: 
�� (� + �(�)�; �1 , · · · , �� ) 

log �� (�, � + �(�)�) := log 
�� (�; �1 , · · · , �� ) 
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�  

�  

 

допускає  квадратичне  представлення 

1 

�⊤Δ� (�) − 
2 

�⊤Σ�(�)� + Ψ�(�, �0) (1.3) 
 

де 
P� 

Ψ�(�, �) −→ 

 

0, � → ∞ (1.4) 

 
 

L 
(
Δ�(�), Σ�(�)| P� 

)  
⇒ (Δ(�), Σ(�)),   � → ∞,          (1.5) а 

Δ(�)  =  Σ(�)1 /2 � , Σ(�)  – невипадкова матриця i � – стандартний нор- 

мальний  вектор. 

Означення  1.2.  Статистичний  експеримент  (X, U, P� , � ∈ Θ)  називає- 

ться  регулярним,  якщо  dP�  =  �(�; ·)d� для  деякої  �-скiнченної  мiри  �  

i 
 

(a) функцiя �(·; x) – неперервна для �-майже всiх x ∈ X; 

(b) функцiя 
√

�(�; ·) ∈ �2(X, �) – диференцiйовна; 

(c) функцiя ∂ � 

√
�(�; ·)  ∈ �2 (X, �)  – неперервна (похiдна розумiється в 

�2(X, �) смислi). 

Розгорнуто пункт (с) означає, що iснує така функцiя �(�; �, ·) ∈ �2(X, �), 

що 
∫  ( √

�(� + �; �, �) − 
√

�(�; �, �) 

X � 
− 

 

�(�; �, �) 

) 2 

�(��) → 0, � → 0; 

 

Для регулярного статистичного експеримента з Θ ⊂ R1 вiдповiдна 
iнформацiя Фiшера 

∫  

� (�) = 4 
X 

   

∂� 

√
��  

 

d�. 

Наступний результат є узагальнення м нерiвностi Краме ра – Рао для 

змiщених оцiнок. 

) 2 (  
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− ≥ 
1 + � (�) 

�=
1 

∑ �  

�  �  

 

Теорема 1.5 (Теорема I.7.3 [87]). Нехай E = (X, U, P� , � ∈ Θ) – регуляр- 

ний експеримент з iнформацiйною матр ице ю Фiшера � (�) > 0, Θ ⊂ R� . 

Якщо статистика � = (�1 , . . . , �� ) : X → R�  така, що р изик E� |� − �|2 є  

обмеженим  в  околi  точки  �  ∈  Θ,  то  змiщення  �(�)  =  E� � − � – 

неперервно диференцiйовне в деякому околi � i справедлива нерiвнiсть 

E� (� − �)(� − �)⊤ ≥ (1 + ∂� �(�))� (�)−1(1 + ∂��(�))⊤ + �(�)�(�)⊤. 

Зокре ма, якщо Θ ⊆ R1 , � (�) > 0, то 

′ 

E(� �)2  + �(�)2 . 
� (�) 

Наступна теорема визначає достатнi умови за яких справджує ться  

властивiсть ЛАН у випадку незалежних спостережень i є об’єднанням 

Теореми II.3.1’, Теореми II.6.1, Зауваження II.6.1 i Зауваження II.6.2 [87].  

Теорема  1.6.  Нехай  E� �,  �  =  1, . . . , �;  �  =  1, 2, . . . , –  послiдовнiсть 

серiй регулярних експериментiв, причому ���  щiльнiсть розподiлу екс- 

перимента  E� �  вiд носно  �-скiнченної  мiри  �� � ,  а  �� � (�),  � ∈ Θ  ⊂ R�  – 

вiдповiдна  i нформацiйна  матриця.  Пок ла демо  Ψ2(�, �)  =  
∑ �

 �� �(�)  i 

припустимо,  що  Ψ2  –  додатн ьо  визначена.  Позначимо  ще  Ψ−1(�, �)  = 
(  

�=1 

�� �(�) 

) −1/2 
. Припустимо: 

 

∙ для деякого � > 0 lim 
∑ � 

E� Ψ−1(�, �)∂� ln �� �(�� � , 
�)  

2+

�  
= 0; 

�→∞ 

∙ для довiльного � > 0 

�=1 
 

 

�    
lim  sup 

∑  ∫   
(

∂ 
√  

(�, � + Ψ (�, �)�) 

�→∞ |�|≤� �=1 
� ��� −1 − 

√  ) 2 

∂� �� �(�, �), Ψ−1(�, �)� �� �(��) = 0. 
 

Тодi сi м’я мiр P� (�) = 
∫
 

∏ �  

� =

1 

�� �(�� , �)�� � (��� ) зад овольняє умовi ЛАН  



✶

✻ 

 

�=
1 

−∞ 

�+�  

∈ 

≥ 

0 

� 

�∈F 

пр и � = �, пр ич ому �(�) = Ψ−1(�, �), Δ�(�) = �(�) 
∑ �

 

∂� � �� (� �� ,� ) 

� �� (�� � ,� ) 

 

Граничнi теореми. 

 
Для перевiрки власти востi ЛА Н статистичної моделi, що  генерується  

спостереження ми процеса, заданого рiвнянням (1.1), використовується  

варiант граничної теореми для стацiонарних процесiв, що задовольняють 

умовi  сильного  перемiшування. 

Нехай  {F� ,  � ≥ 0} –  природня  фiльтрацiя  процеса  �� ,  минуле  про- 

цесу  ��  визначається  �-алгебрами  виду  F�− �
 (0  ≤ � ≤ �),  а  майбутнє 

�-алгебрами  F∞  .  Тодi  [86]  стацiонарний  процес  ��  задовольняє  умовi 

сильного  перемiшування, якщо 
 

�(� ) = sup |P(��) − P(�)P(�)| → 0, � → ∞, � > 0. 
� F0

 
−∞  , �∈F�

∞  

Функцiя �(� ) називається коефiцiєнтом перемiшування. 

Теорема 1.7 (Теорема 18.5.3 [86]). Нехай стацiонарна послiдовнiсть ��  

задовольняє умовi сильного перемiшування з коефiцiєнтом �(�). Нехай 

для  деяк ого  � > 0   E|�� |2+�  < ∞.  Якщо  
∑

�  1 �(�)�/(2+�)  < ∞,  то  �2  = 

E� 2 + 
∑  

E�0�� < ∞, i, якщо, крiм цього �2  > 0, то 

{  
1 

� 
}  

lim P 
�→∞ 

√   
∑  

�� < � = Φ(�) 
�=1 

(Φ(�) – функцiя розподiлу стандартної нормальної величини). 

 

Для застосування цiєї теореми викори стовуються наведенi нижче вла- 

стивостi  марковських  процесiв. 

Зокрема, наведемо результат, який дозволяє оцiнити коефiцiєнт �- 

перемiшування,  що  визначається спiввiдношенням 

��(�) = sup E�   sup |P�(�|F �) − P�(�)| , � ∈ P, � ∈ R+ . 

� ≥0 
∞  
�+�  

. 

� 
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� 

R�  

 
 

�� 

 

 

Очевидно �(�) ≤ �(�). Тож, наведена нижче теорема в поєднаннi з гра- 

ничною теоре мою ви ще дозволяє перевiрити достатнi умо ви власти востi 

ЛА Н у випадку, коли спостерiгається процес заданий СДР, керовани м 

шумом Левi.  

Нехай �� = 
∫  � ∫  

�(�)��(��, ��)+
∫  � ∫  

�(�)�(��, ��), де � i � – пу- 
0 |�|≤1 

 
0 |�|> 1  

ассонова i компенсована пуассонова мiри з мiрою iнтенсивностi �(��, ��) = 

��Π(��). Позначимо P� (·) = P{�� ∈ ·|�0  = �}. 

Позначимо далi P – простiр iмовiрнiсних мiр на R� , �(�) = 
∫  

�(�)�(��), 

� ∈ P , � : R� → R – невiд’ємна функцiя. Для двох мiр �, � ∈ P позначимо [      
��  ��   

]
 

[� ∧ �](��) = min �(�+ � )
(�), 

�(�+ � )
(�) 

(� + �)(��). Нехай також 

 

Ω = 
{

� ∈ � 2(R� , R)| ∃� локально обмежена така, що 
∫  

 
i для � ∈ Ω , � ∈ R� запишемо 

∫  

 

|�|> 1 
� (� + �(�))Π(��) ≤ � (�), � ∈ R�

}
 

A� (�) = [� (� + �(�)) − � (�) − (▽� (�), �(�))1 | �|≤1Π(��). 
R�  

Теорема 1.8 (Теорема 1.2 [49]). Нехай для кожного � > 0 iснує � = 

� (�) > 0 таке, що inf 
∫   

�  [P
� ∧ P� ](��) > 0 (умова Деблiна). Пр и- 

|� |, |� |≤�   
R  �  �

 

пускаємо наступне: iснує � ∈ Ω i сталi �, � > 0 такi, що A� ≤ −�� + � 

i �(�) → +∞, |�| → +∞. Тодi  

∙ для кожної � ∈ P з �(�) < +∞ коефiцiєнт �-пере мiшування ��(�) ≤ 

�1 [�(�) + 1] exp{−�2 �}; 

∙ �(�� � �  ) < +∞ i �� � �  (�) ≤ �1 [�(� � � �  ) + 1] exp{−�2 �}. 

Наступна теорема цього пiдроздiлу встановлює достатнi умови ерго - 

дичностi процеса заданого СДР керованого шумо м Левi.  

Для двох iмовiрнiсних мiр �1 та �2 позначи мо 

‖�1 − �2 ‖� �  = 

∫  
��1  

R 
 �� 

��2  
− ��, 
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∙ | | ∞ 

� 

де � – деяка �-скiнченна мiра така, що �� ≪ �, � = 1, 2. Наступний 

ре- 

зультат стосується достатнiх умов ергодичностi процеса � . 
 

Теорема 1.9 (Твердження 0.1 [49]). Нехай � – локально лiпшицева на 

R i lim| �|→+∞�(�) 

� 

< 0. Про мiру Π припускаємо наступне: 

iснує � > 0 таке, що 
∫  

� � Π(��) < + , 
|�|>1 

∙ Π(R∖{0}) = 0. 

Тодi � є експоненцiйно ергодичним, тобто його iнварiантний розподiл  

���� iснує, єдиний i такий, що для деякої сталої � > 0 i довiльного 

� ∈ R ‖P�  − �� � � ‖� �  = �(�−��), � → +∞. 
 

Наступна теорема дозволяє контролювати ”вiдстань” мiж розпо дiлами 

довiльного i стацiонарного розв’язку СДР.  

Нагадає мо, що каплiнгом для двох процесiв �, � називається довiль- 

ний двокомпонентни й процес � = (� 1, � 2) такий, що � 1 має такий  

сами й розподiл як � , а � 2 такий самий як � . Наслiдуючи цю 

термiнологiю, для довiльних � i � iз P, в [50] розглядаються двi версiї 

��, �� процеса � з початковими розподiлами рiвними � i � 

вiдповiдно, а (�, �)-каплiнгом процеса � називається 

двокомпонентний процес � = (� 1, � 2), який є каплiнгом для ��,  ��  . 

Також в [50] вводи ться наступне означення. 

Озна чення 1.3. Процес � допускає експоненцiйний �-каплiнг, якщо для 

цього роцеса iснує iнварiантна мiра � i сталi �� > 0 i � > 0 такi, що для 

довiльного � ∈ X iснує (�� , �)-каплiнг � = (� 1 , � 2), i 
 

E
(
�(� 1) + �(� 2)

)
�  1 2  ≤ �� �−�� �(�), � ≥ 0. 

� � �� =��  
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Для деякої замкненої множини � позначимо ��  =  inf{� ≥ 0  :  ��  ∈ 

�}. 

Теорема 1.10 (Теорема 2.2 [50]). Нехай � задовольняє умовi Дьоблiна. 

Припустимо,  що  iснує  функцiя  �  :   R�  → [1, +∞),  замкнена  множи- 

на  �  ⊂  R�  i  �  >  0  такi,  що  (a)  E� �(��)1�� >�   ≤  �−�� �(�),  �  ∈  R�; 
 

(b) sup 
�∈�,� ∈R+  

E� �(��)1�(�� )>�   → 0,  � → +∞.  Тодi  � допускає  iснування 

експоне нцi йного  �-ка плi нгу. 
 

Наступна теорема носить суто технiчний характер i пов’язує збiжнiсть  

за iмовiрнiстю з рiвномiрною iнтегровнiстю послiдовностi випадкових ве- 

личин. 

Теорема 1.11 (Теорема A.I.4 [87]). Нехай випадковi величини �� збiга- 
 

 

ються за iмовiрнiстю до випад к ової велич ини � . Тодi, якщо  lim 
�→∞ 

E|�� | ≤ 

E|�|, то послiдовнiсть �� – є рiвномiрно iнтегровною i  
lim→∞E|�� −� | = 0.

�  



 

�  

�  

 

РОЗДIЛ 2 

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНИХ 

РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ 

 
2.1. Основнi пiдходи до вивчення асимптотичної 

ефективностi оцiнок 

 
Iснує багато методiв оцiнювання невiдомого параме тра стати сти чних 

моделей, у зв’язку з чим природним чином виникає задача про вибiр 

оптимальної в асимптотичному смислi оцiнки, тобто такої, в якої ха- 

рактеристики при нескiнченному збiльшеннi стати сти чного матерiалу є 

найкращими. 

Один з шляхiв розв’язання задачi пошуку асимп тотично оптималь-  

ної оцiнки запропонував Фiшер Р. [21]. У цiй роботi розглядаються ли ше 

асимп тоти чно нормальнi оцiнки невiдомого параметра, а асимп тотично 

ефективною оцiнкою вважається та, у якої дисперсiя граничного нор- 

мального розподiлу мiнiмальна рiвномiрно на всiй множинi значень па- 

раме тра. Алгори тм Фiшера полягає в наступно му: 

∙ для всiх оцiнок �* , нормован ий вiдхил яких вiд iстинного значення,  
√

�(�* −�), є асимптотично нормальним з параметрами (0, �2(�, {�* })) 
�  

довести  нерiвнiсть 
 

 
в якiй вели чина 

� 
 

 

�2(�, {�* }) ≥ � (�)−1 , � ∈ Θ, 

 
∫  

� (�) = |∂��(�, �)|2 /�(�, �)�� 
 

називається  iнформацiєю  Фiшера; 
 

✷✵ 



✷
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∙ знайти оцiнку, або довести її iснування (наприклад ОМВ 

що 

�� ) таку, 

�2(�, {�� }) = � (�)−1 . 

Такий алгоритм виявляється незастосовни м для змiщених оцiнок (на- 

вiть аси мптоти чно нормальн их) i (або) ”нерегулярних” оцiнок. Цей ефект 

було продемонстровано Ходжесо м [31]. Приклад Ходжеса показує, що не- 

достатньо розглядати поведiнку при кожному значеннi параметра �, по- 

точково для всiх �. Необхiдно брати до уваги рiзнi значення параметра 

одночасно, коли робиться граничний перехiд при � → ∞. Технiчно, це 

досягається вивченням продуктивностi оцiнок для параметрiв з ”перема- 

штабованого”  околу фiксованого значення �. 

В сучаснiй стати стицi задача вибору асимп тоти чно опти мальної оцiн- 

ки невiдомого параметра розв’язується за допомогою концепцiї ЛАН,  

введеної Ле Камо м [53], [54]. Технiчно, стати сти чна моде ль має власти- 

вiсть ЛАН, якщо логарифм вiдношення функцiй вiрогiдностi допускає  

квадратичне представлення (розгорнуте означення можн а знайти у роз- 

дiлi 1). 

Власти вiсть ЛА Н вияви лась дуже зручни м iнструмен то м для доведе - 

ння асимптотичної ефективностi оцiнок, що демонструє локальна мiнiма- 

ксна теорема, доведена Гаєком [30]:  

Теорема 2.1. Нехай послiдовнiсть статистичних моделей має вла- 

стивiсть  ЛАН  у  точцi  � = � з  нормуючою  матрицею  �(�)  такою,  що 

tr �(�)�(�)⊤  → 0  пр и  � → ∞.  Тодi  для  довiльної  послiд овностi  оцi нок  

{��}, будь-якої функцiї втрат � i всiх � > 0 
 

 

lim inf 
�→∞ 

sup 
| �−�| <�  

E� � 
(
�(�)−1(��  − �)

)  
≥ E�(�), 
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� − − �  −→ → ∞ 

 

де  �  розподi ле на  за  за к оном  � (0, Σ(�)−1).  Рiвнiсть  можлива  тiльки 

якщо 

�(�)(� �) Δ  (�) 
P�  

0, � . 

Крiм того, властивiсть ЛАН за додаткових припущень дає можли вiсть  

доводити аси мптоти чнi власти востi ОМВ, такi як аси мптоти чна ефекти в- 

нiсть, асимп тоти чна нормальнiсть i строга конзистен тнiсть (див. напри- 

клад Теорему III.1.1 [87]). Технiка, близька до концепцiї ЛАН для дослi - 

дження асимпто тичних властивостей ОМВ, також використовувалась у 

роботi [61]. 

Розвинення у ряд Тейлора логарифмiчного вiдношення вiрогiдностей, 

що лежить в основi концепцiї ЛАН, дає змогу довести iснування аси м - 

птотично нормальних оцiнок, якi до того ж є ”асимпто тично достатнi - 

ми” [77, 78]. Основна iдея полягає у тому, що, якщо у спiввiдношеннi (1.3) 

розглядати � як вiдомий параметр, а �, як параме тр, що задає сiм’ю 

розподiлiв, i не зважати на нехтуван ий залишок: 

1 

log �� (�, � + �(�)�) ∼ �⊤Δ�(�) − 
2 

�⊤Σ(�)�, 

можна помiти ти, що логарифмiчна функцiя вiрогiдностi залежить вiд ви- 

бiрки лише через статистику Δ�(�). Iншими словами, статистика Δ�(�) є 

достатньою для статистичної моделi, де � – фiксований, а � задає сiм’ю 

розподiлiв. Така стати сти чна модель називається ”локальни м експери - 

менто м” [77], iндексованим ”локальни м параме тро м” �. Таким чином, 

статисти чна модель, що має властивiсть ЛА Н ”асимп тоти чно еквiвален- 

тна”  статистичному експерименту (� (�, Σ(�)), � ∈ R�). Крiм того, ”гар- 

на” оцiнка ��  параметра � повинна задовольняти  спiввiдношення 

�(�)(�� − �) − Σ(�)Δ�(�) → 0, 

за iмо вiрнiстю. Така оцiнка за термiнологiєю Гаєка називається ”найкра-  
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�  

 

щою регулярною” або ”асимп тотично ефективною” в смислi Рао – Кра- 

мера. 

Наведе мо моди фiкацiю мiнiмаксної теоре ми Гаєка (Теорема 2.1).  

Теорема  2.2  (Теорема 8.11 [77]). Нехай експеримент (P� ,  � ∈ Θ) є ди-  

ференцiйовним у середньому квадратичному (в термiнологiї [87] – регу- 

лярний, див. означення 1.2) у точцi � з невиродженою iнформацiйною 

матрицею Фiшера � (�). Припустимо, що Ψ – д ифере нцi йовна в �, а ��  

– довiльна послiдовнiсть оцi нок � експеримента (P� ,  � ∈ R�). Тодi для 

довiльної опуклої функцiї втрат � i вiдкритої множини � ⊂ R�
 

lim inf sup E�+ �(�)� � 
(
�(�)−1(�� − Ψ(� + �(�)�))

)  
≥ 

�→∞ � ∈�  ∫   

��� (0, Ψ̇ (�)� (�)−1Ψ̇ (�)⊤).  (2.1) 

 

Вибiр нормального розподiлу в якостi ”опти мального” граничного не 

є догмою. Дiйсно, оцiнки з таким гранични м розподiлом нормо ваного 

вiдхилу мають опти мальнi власти востi, однак деякi фахiвцi вважаю ть за 

краще використо вувати оцiнки Байєса або оцiнки ”усадки” [77, 78], якi у 

деяких випадках задовольняю ть обернену до (2.1) нерiвнiсть.  

Ще одним з пiдходiв до пошуку оптимальної оцiнки є так звана вiд- 

носна ефективнiсть. Основна iдея такого пiдходу полягає у дослiдженнi 

асимптотики вiдношення послiдовностей оцiнок   [77, 78]. 

Треба зазначити, що у багатьох ситуацiях побудова ОМВ, як основ- 

ного кандидата на асимп тотично ефективну оцiнку, унеможливлюється  

ти м, що функцiя вiрогiдностi невiдома. Iснують декiлька пiдходiв до по- 

будови аси мптоти чно ефективни х оцiнок, перший з них полягає у тому, 

що будується функцiя, близька до функцiї вiрогiдностi, i по нiй шукає- 

ться так звана квазi-ОМВ [27, 82]. Зокрема, у роботi [57] дослiджувались  

асимп тоти чнi власти востi квазi-ОМВ параме трiв зносу i волати льностi в 
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моделi з високою частотою спостережень процесу з шумо м Левi, в якому 

наявнi дифузiйна i стрибкова компоненти.  

Iнший пiдхiд використовує iтерацiйний метод побудови оцiнки, так зва- 

нi однокроковi оцiнки [43, 65]. Такi оцiнки є першою iтерацiєю розв’язку 

рiвняння макси мальної вiрогiдностi методо м Ньютона – Рафсона. Нульо- 

вим  наближенням  у  цьому  методi  береться  довiльна  
√

�-асимптотично 

конзистен тна оцiнка. Зручнiсть такого пiдходу полягає у тому, що фор- 

мули для оцiнок виписуються явно i, крiм того, доведення асимпто тичної 

ефективностi таких оцiнок простiше нiж для ОМВ. Зазначимо, що   для  

старту можна брати довiльну � -оцiнку, асимпто тичну нормальнiсть якої 

(достатн ьо  
√

�-конзистентностi)  можна  легко  одержати,  наприклад,  за 
 
загальними теоремами з [85]. Зокрема, у роботi [72] для моде лi, породже- 

ної спостереженнями ланцюга Маркова, було доведено 
√

�-конзистентнiсть 

оцiнок, якi у свою чергу зручно використовувати для побудови однокро- 

кових  асимптотично  ефективних оцiнок. 

 

 
2.2. Огляд  лiтератури,  присвяченої ЛАН 

 
Основною перевагою концепцiї Ле Кама є те, що вона легко розповсю-  

джується на рiзнi моделi без зайвих структурни х змiн. Iсторично першою  

властивiсть ЛАН була доведена Ле Камом для вибiрки з незалежних 

однаково розподiлених випадкових вели чин. Деталi цього доведення мо- 

жна знайти у Теоремi II.1.1 i Теоремi II.3.1 [87]. Згодом власти вiсть ЛАН 

було доведено для iнших моделей. Так, у роботi [52] було доведено власти- 

вiсть ЛА Н для експерименту, в якому неперервно спостерiгається  дифу- 

зiйний процес, а в якостi параметра виступає або сам знос, або параметр у 

ньому. За допомогою ЛАН у цiй роботi було доведено аси мпто тичну ефе- 
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ктивнiсть ОМВ i байєсiвської оцiнки. Також у цiй роботi були побудованi 

однокроковi оцiнки та доведена їх асимп тотична ефективнiсть.  

Для моделi, де неперервно спостерiгається лiчильний процес, у ро- 

ботi [89] було встановлено власти вiсть ЛАН i з її допомогою доведено 

рiвномiрну асимп тотичну нормальнiсть, рiвномiрну збiжнiсть момен тiв, 

асимп тоти чну ефективнiсть ОМВ i оцiнок Байєса параметра компенса - 

тора.  

У випадку дискретного спостереження дифузiйного процесу власти -  

вiсть ЛАН дослiджувалась в роботах [18, 25, 26].  

Узагальнення доведення Ле Кама на марковськi моделi вiдомi з лi- 

тератури. Так, найзагальнiший з таких результатiв був запропонований 

в [28]. Цей результат, сформульований у термiнах мартингальної теорiї, 

був використани й у роботi [33] для встановлення ЛА Н у випадку спосте- 

реження однорiдного за часо м крокового процесу Маркова без акумуляцiї 

стрибкiв i невiдоми м параме тро м генератора.  

Iншi варiанти загальних достатнiх умов, за яких справджує ться вла-  

стивiсть ЛАН у випадку залежних спостережень, дослiджувались в [19, 

42]. 

У роботi [29] властивiсть ЛА Н була доведена для моделi в якiй дискре- 

тно спостерiгається напiв-марковський процес з вбудованим марковським 

процесом вiдновлення. В цiй моделi невiдомим параметром розглядались 

функцiя перехiдної iмовiрностi вбудованого процеса i умовний розподiл 

часу мiж стрибками.  

Власти вiсть ЛАН для моделей породжених ланцюгами Маркова дослi- 

джувалась в [69,70] (параметричнi моделi) i [66] (непараметричнi моделi). 

Ще один клас моделей, що становить окре мий iнтерес  для статисти- 

чних дослiджень, складається з моделей, породжених спостереженнями з 

прямую чи м до нуля кроком. Для ди фузiйних процесiв такi дослiдження 
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проводились в [23, 24, 45], процесiв Левi в [1, 15, 58]. Одною з теоретичних 

переваг високої частоти спостережень є те, що вона дозволяє враховувати  

невеликий час наближення базової моделi. Завдяки цьому можна отриму- 

вати аси мптоти чно ефекти вну оцiнку. Це було досягнуто для дифузiйних 

моделей в роботах [23, 24, 45]. 

Зупинимось окремо на результатах, присвячених моделя м, породже- 

ним процесами Левi. Вiдомо, що процеси Левi вiдiграють ключову роль 

у рiзних галузях науки, зокрема у фiзицi при дослiдженнi турбулентостi, 

лазерного охолодження i в кванто вiй теорiї поля [22, 67, 79], в iнженерiї 

при дослiдженнi мереж i черг [80], в економiцi [4,60,71], актуарнiй матема- 

тицi для розрахунку страхування i перестрахування ризикiв, фiнансовiй 

математицi [62], бiологiї [76] тощо. У сучасно му моделюваннi дослiдники 

у галузях економiки i природничи х наук все частiше стикаю ться з  необ- 

хiднiстю розглядати моделi, основу випадковостi яких стано влять стриб- 

ки [7]. Наприклад, у класи чнiй моделi фiнансової математики, що моде- 

лює коливання цiни акцiй, використовується геометричний броунiвський 

рух. Однак вiйни, рiшення свiтових банкiв або iнша iнформацiя може 

викликати несподiваний стрибок вартостi. Для того, щоб змоделю вати  

такий впли в несподiваного надходження iнформацiї, використовуються  

стрибковi процеси. 

У дисертацiйнiй роботi розглядаю ться двi стати сти чнi моделi. В пер - 

шiй з них зi стали м кроком � спостерiгається процес � , що є розв’язком 

рiвняння (1.1) i припущенням про те, що � має ”легкi” хвости. Одни м з 

важли вих класiв процесiв Левi, що задовольняю ть умовам, накладени м 

на шум, є так званi пом’якшенi �-стiйкi процеси [68]. Такi моделi мають 

застосування у стати сти чнiй фiзицi, зокрема для опису турбулентностi на 

короткому часовому iнтервалi [48, 63], економiчних моделях стохастичної 

нестабiльностi  [13, 14], iнших моделях фiнансової мате матики [8, 17, 46] 
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тощо. 

У другiй моде лi, що розглядається в цiй роботi, спостерiгається процес 

Левi, заданий у формi (1.2), спостереження вiдбуваю ться з пря муючи м 

до нуля кроком. Тут � – локально �-стiйкий процес, а � – незалежний  

вiд нього процес Левi меншої активностi нiж � та iнтерпретується як 

шум. 

Власти вiсть ЛА Н статистични х моделей, що генеруються  дискретни-  

ми спостереження ми випадкового процесу з шумо м Левi, була вивчена в 

основному у випадку, коли функцiя вiрогiдностi (або щонаймен ше її го- 

ловна частина) вiдома у деякому сми слi [1, 3, 32, 44, 47]. У згаданих ви ще 

роботах розглядаю ться лише лiнiйнi моделi, тобто такi, в яких спосте - 

рiгається сам процес Левi, або спостерiгається процес, що є розв’язком 

лiнiйного стохасти чного диференцiального рiвняння з шумом Левi (iн - 

ши ми словами, процес типу Орнштайна – Уленбека). 

Доведення власти востi ЛАН проводи ться у два етапи. Спочатку до - 

водиться теорема про достатнi умови за яких справджується властивiсть  

ЛА Н загальної моде лi, в якiй спостережувани м є процес Маркова, Теоре- 

ма 2.5. Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню ЛАН для вибiрки з 

незалежних однаково розподiлених випадкових величин, зробленого Ле 

Камом. Головна вiдмiннiсть мiж Теоремою 2.3 i Теоремою 13 [28] полягає 

у базових умовах, що робить Теорему 2.5 бiльш зручною для доведен- 

ня властивостi ЛАН моделi заданої рiвнянням (1.1). Так, в [28] основнi 

умови формулюю ться у термiнах функцiй 

√
��(� + �; �, �)/�� (�; �, �) − 1, 

у той час, як у нашому пiдходi припущення робляться про логари фмiчну 

похiдну по параметру вiд щiльностi, ��(�; �, �), i можуть бути ефективно 

перевiренi, наприклад, у моделi, де � визначається за допомогою СДР зi 
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стрибками. Ще одна важлива вiдмiннiсть полягає в тому, що весь пiдхiд 

в [28] розроблений у припущеннi, що логарифмiчна функцiя вiрогiдно- 

стi гладко залежи ть вiд параметра �. Для моделi, де � визначається за 

допомогою СДР зi стрибками, таке припущення може бути дуже жорс- 

тки м. З цiєї причини у дисертацiйнiй роботi використо вується припущен- 

ня про регулярнiсть експеримен тiв, яке набагато м’якше i легко перевiря- 

ється порiвняно з гладкiстю логари фмiчної функцiї вiрогiдностi. Технi- 

чно умо ва регулярностi  полягає в �2-диференцiйовностi кореня густини  

перехiдної iмовiрностi, (див. точне визначення 1.2). Розглянемо докла - 

днiше вiдмiннiсть нашої моделi вiд моделей, дослiджених в [18, 25, 26]. У 

дифузiйних моделях, дослiджених в [25, 26], функцiя вiрогiдностi строго 

додатна, тому її логарифм належить класу � 1 вiдносно �. Зокрема, в [18] 

робиться наступне структурне припущення: 

носiй густини ��  не залежить вiд �, (2.2) 

 

що дає неперервну диференцiйовнiсть за параметром логарифмiчної фун- 

кцiї вiрогiдностi, розглядаючи вiдповiдний носiй як простiр станiв X. 

Однак, як показує приклад нижче, умова (2.2) iстотно обмежує модель,  

задану рiвнянням (1.1). 

Пр иклад 2.1.  Нехай � – пом’якшений �-стiйкий процес з � ∈ (0, 1), який 

має тiльки додатнi стрибки, такий, що  

�(d�) = �(�)�−�−11�>0d� 

з  деякою  досить  гладкою  � такою,  що  �(�)  =  const  > 0  в  околi  точки 

� = 0 i �(�) → 0 досить швидко при � → ∞. Тодi за теоремою про носiй з 

[74], топологiчний носiй � � (�, d�) дорiвнює [� �  (�), ∞), де � �  (�) значення 
�  �  �  

у момент часу � = � розв’язку задачi Кошi 
 

�′(�) = �� (�(�)), � (0) = �. 
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Загалом, � �  (�) залежить вiд �; наприклад, при �� (�) = �� маємо � �  (�) = 
�  �  

��� � . Оскiльки топологiчний носiй � � (�, d�) є замиканням носiя густини 

перехiдної  iмовiрностi  ��(�; �, �),  це  доводить,  що  умова  (2.2)  порушує- 

ться.  

Це спостереження спонукало вилучи ти умову (2.2). У запропонова - 

ному пiдходi не накладаю ться умови потраєкторної регулярностi лога - 

рифмiчної функцiї вiрогiдностi, замiсть цього доводиться регулярнiсть  

експерименту, що дозволяє не тiльки довести нерiвнiсть Краме ра – Рао, 

а ще, що бiльш важли во, є природною передумово ю для версiї Iбрагiмо- 

ва – Хасьмiнського пiдходу Гаєка – Ле Кама вивчення аси мпто тичних  

властивостей моделi ( [87], Глава II.3 i Глава III.1). 

 

 
2.3. Огляд лiтератури присвяченої використанню 

числення  Малявена  у  статистичних задачах 

 
Для застосування Теореми 2.3 у доведеннi власти востi ЛА Н першої з 

моделей, що розглядаються у цiй роботi окрiм регулярностi експерименту  

потрiбно  довести наступне: 

1. ��  обмеженiсть ��  (логарифмiчної похiдної за параметром вiд густи- 

ни перехiдної iмовiрностi ��). 

2. Центральну граничну теорему.  
 

3. Закон великих чи сел. 
 
У дисертацiйнiй роботi на модель накладаються умови, за яких спосте - 

режуваний процес є ергодични м. Тому для перевiрки третього пункту 

використо вується ергодична теоре ма Бiргофа – Хiнчiна, а для   другого 
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Теорема 18.5.3 [86] (Теорема 1.7). В умо вах вiдповiдних теоре м основою 

проблемою залишається встановлення моментної оцiнки для   �� . 

Тому други м етапом доведення властивостi ЛА Н є встановлення вла - 

стивостей функцiї ��, яка фiгурує в умовах Теореми 2.3, зокрема її ��  

обмеженiсть. Для цього застосовує ться числення Малявена. З лiтерату - 

ри добре вiдомо, що за допомогою числення Малявена можна одержати 

iнтегральне представлення для ��(�; �, �). У випадку дифузiї (��  = �� ) 

цей результат був представлений у [55] i [64]. Числення Малявена для  

процесiв Левi є класи чни м i дуже зручни м iнструменто м, започаткова - 

ним у роботах [10] i [9]. Однак, пряме використання такої технiки занад- 

то складне для встановлення ЛА Н у дослi джуваних моделях. Справа у 

тому, що на вiдмiну вiд класичного пiдходу (див. [9], [10]) густина пере- 

хiдної iмовiрностi ��(�; �, �) сама по собi (яка типово трактує ться у сми- 

слi зворотнього перетворення Фур’є) не потрiбна, а потрiбне вiдношення 

∂���(�; �, �)/��(�; �, �). Щоб отримати ��  оцiнки для цього спiввiдношен- 

ня i головне, побудувати апрокси мативну процедуру, достатньо одержати 

iнтегральне представлення для такого вiдношення в якомога простiшiй 

формi. В основному з цiєю ме тою, а також щоб зробити виклад самодоста- 

тнiм, у дисертацiйнiй роботi вводи ться проста версiя числення Малявена, 

див. також конструкцiю в стохастично му контекстi у [15]. 

Зазвичай, числення Малявена, що використовується для аналiзу чу - 

тли востi, використовує пару операторiв. Перший з них диференцiальний  

оператор D, а другий спряжений � = D*, визначений на дослiджува- 

ному iмовiрнiсному просторi. У роботi буде представлена конструкцiя, 

побудована за допомогою збурень “амп лiтуд стрибкiв”, яка є досить вiдо- 

мо мою з лiтератури (наприклад, [10], [9]) i має багато модифiкацiй  (на- 

приклад, [5], [11], i посилання до них). Ця конструкцiя моди фiкується 

пiд знаходження iнтегральних представлень, якi використовую ться  при 



✸

✶ 

 

 

доведеннi властивостi ЛА Н.  

Iнша частин а дисертацiйної роботи стосуєть ся дослiдження достатнiх 

умов, за яких статистична модель, задана спостереження ми процесу � у 

формi (1.2), має властивiсть ЛА Н вiдносно параметра � = (� , �)⊤  ∈ R2 . 

У випадку спостережень з високою частотою ди фузiйного процеса за до- 

помогою числення Малявена властивiсть ЛА Н була доведена у [25, 26]. 

У такiй моделi структура граничних експеримен тiв виявляється досить  

простою (нормальна або умовно нормальна). Одною iз теоретичних пе- 

реваг вибiрки iз спостережень високої часто ти є можливiсть враховувати  

малий час наближення до базової моделi, що у свою чергу дозволяє побу- 

дувати аси мптотично ефективну оцiнку. Це було реалiзовано для дифузiї 

в [45] та [24]. Однак навiть для дифузiї у цих роботах не наведено резуль- 

татiв для моделей, що задаються нелiнiйними СДР. Для моде лей, зада- 

них процесом Левi з високою часто тою спостережень (не кажучи вже про 

моделi, що задаються стохастичними диференцiальними рiвняннями ке- 

ровани ми шумом Ле вi), вiдомо дуже мало результатiв, що встано влю ють 

властивiсть ЛА Н. При чиною цього є те, що у цьому випадку точна фор- 

мула перехiдної iмовiрностi навряд чи доступна. Зокрема, у роботi [56] 

описано явнi результати, що стосую ться дослiдження властивостi ЛА Н з 

подальши м застосування м її у задачах статисти чного оцiнювання у мо- 

делях, заданих процесами Левi, що спостерiгаються з високою частотою. 

Так, якщо основний процес Левi або найбiльш активн а частина спостере- 

жуваного процеса є си метри чни м �-стiйки м процесом, власти вiсть ЛАН 

була доведена у [1] i [58]. Також у [2] було дослiджено точну аси мптоти- 

чну поведiнку iнформацiйної матрицi Фiшера для тих самих моделей, що 

i у [1]. 

Повна стати сти чна задача, поставлена в [1, 2], включає дослiдження 

рiвномiрної по класу шумiв власти востi ЛА Н, а також модель з трендо м, 
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що не було реалiзовано в [1, 2]. З цих робiт вiдомо, що у багатьох фi- 

нансових додатках � є процесом Вiнера, а � представляє коливання, якi 

закладенi у механiцi процесiв продажу. У таких моделях � може мати 

необмежену активнiсть. В iнших додатках �� може представляти простi 

коливання вартостi активiв. Тодi � iнтерпретує ться як нечасте надхо - 

дження iнформацiї про актив. У цьому випадку � – це складний процес 

Пуассона.  

У дисертацiйнiй роботi, на вiдмiну вiд згаданих вище, висновок про  

ЛА Н робиться за досить м’яких умов на спостережуваний процес. Тому 

дослiджувана у дисертацiйнiй роботi моде ль може бути застосована до рi- 

зноманiтних статистични х експери ментiв, в яких спостерiгається процес 

Левi без дифузiйної компоненти i з необмеженою акти внiстю. Зокрема, 

ця робота узагальнює результати [1, 2], оскiльки вiд спостережуваного  

процеса вимагається, щоб мiра Левi поводила себе як мiра, що вiдповiдає 

�-стiйко му процесу ли ше в околi нуля, отже слабша за умову �-стiйкостi 

спостережуваного процеса, накладену в [1, 2]. Завдяки високiй часто тi 

спостережень, запропонований у дисертацiйнiй роботi, пiдхiд є нечутли- 

вим вiдносно шуму � i дозволяє формулювати властивiсть ЛАН, рiвно - 

мiрну по класу шумових процесiв. 

Нелiнiйна модель, керована шумо м Левi, однак без параме тра вола -  

тильностi, з високою частотою спостережень вивчалась в [15]. Числення 

Маля вена у цьому випадку аналогiчне до застосованого у дослiдженнi  

властивостi ЛАН моделi зi стали м кроко м спостережень, оскiльки  
 

�−1/�  d (�) 
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� 

� 

�  ���  −→ � . 
 

Однак, в iнтегрально му представленнi для �, зокрема фiгурує похiдна 

за параме тро м вiд процесу � , ∂��� ,�, яка має важкi хвости навiть у ви- 

падку процеса типу Орнштайна – Уленбека. У роботi [15] ця проблема 

вирiшувалась жорстки ми умо вами на знос. Треба зазначити, що пробле- 

ма з ∂��
�,�

 виникає i тодi, коли розглядається параметр перед  шумо м  

(параме тр волатильностi). Пiдхiд, запропонований у дисертацiйнiй ро - 

ботi, дозволяє розглядати параметр волатильностi, а також розши рити  

клас дослiджуваних моделей на випадок нелiнiйних СДР i без зайвого  

навантаження на знос. 

 

 
2.4. Результати  дисертацiї 

 
В першому змiстовно му роздiлi дисертацiї за допомогою числення Ма-  

лявена для процесiв, заданих стохастични ми диференцiальни ми рiвнян- 

нями, керованими шумом Левi без дифузiйної компоненти будується iнте- 

гральне представлення логарифмiчної похiдної по параметру вiд густини  

перехiдної iмо вiрностi, а також доводиться регулярнiсть стохасти чного 

експерименту. Основнi результати цього роздiлу такi: 

Розглядається процес � , що є розв’язком рiвняння (1.1), в якому � – 

процес Левi без дифузiйної компоненти, тобто  

∫  �  ∫  
��  = �� + 

0 

 
|�|>1 

∫  �  ∫  
��(d�, d�) + 

0 

 
|�|≤1 

 

��̃ (d�, d�). 
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} 

��  

��  �� 

Тут � – пуассонова точкова мiра з iнтенсивнiстю d� �(d�), а �̃ (d�, d�) = 

�(d�, d�) − d� �(d�) – вiдповiдна компенсована мiра. Крiм цього про мiру 

� припускається  наступне: 

H. (i) для деякого � > 0, 
∫  

|�|≥1 

�2+� �(��) < ∞; 

(ii) для деякого �0 > 0, звуження мiри � на [−�0, �0] має додатну 

густину � ∈ � 2 ([−�0, 0) ∪ (0, �0]); 
 

(iii) iснує �0 таке, що 

|�′(�)| ≤ �0 |�|−1 �(�), |�′′(�)| ≤ �0 �−2 �(�), |�| ∈ (0, �0 ]; 
 

(iv)  
(  

 
 

log 
1
) −1 

 
 

� 
�

(
{� : |�| ≥ � 

)
 

 

→ ∞, � → 0. 

Теорема 2.3. I. Нехай � ∈ � 2,0(R×Θ) , має обмеженi похiднi ∂���, ∂2
 ��  . 

Тодi маркiвський процес � визначений рiвнянням (1.1) має густи- 

ну  перехiдної  iмовiрностi  ��(�; �, �)  вiд носно  мiри  Лебега,  яка  д опускає 

iнтегральне представлення  

��(�; �, �) = E�  [Ξ� 1� >� ] , � > 0, �, � ∈ R. 
� �  

 

Функцiя �(�; �, �) не пере р вна по (�, �, �, �) ∈ (0, ∞) × R × R × Θ. 

II.  Нехай  � ∈ � 3,1(R × Θ)  i  має  обмеженi  похiднi  ∂��,  ∂2
 �,  ∂2  �, 



✸

✺ 

 

)  

� 

∂3 4 

����, ∂����� i 

|�� (�)| + |∂� �� (�)| ≤ � (1 + |�|), � ∈ Θ, � ∈ R. 

Тодi  густина  перехiдної  iмовiрностi  має  похiдну  ∂� ��(�; �, �), яка  є 

не пе рер вною по (� , �, �, �) ∈ (0, ∞) × R × R × Θ. 

III.  За умов твердження II, справджується 
 

∂���(�; �, �) = ��(�; �, �)��(�; �, �), 
 
де {

E� ,� Ξ1 , ��(�; �, �) > 0, 
��(�; �, �) = 

�,�  �  

0, iнакше. 

Зауваження 2.1. Iз тверджень II i III, випливає, що логарифм густини 

перехiдної iмовiрностi має неперервну похiдну вiдносно � на вiдкритiй 

пiдмножинi (0, ∞) × R × R × Θ визначенiй нерiвнiстю ��(�; �, �) > 0 i на 

цiй  множинi  допускає  iнтегральне представлення 

∂� log ��(�; �, �) = E� ,� Ξ1 . 
�,�  �  

 

Други й результат роздiлу стосується базової власти востi статисти чно - 

го  експерименту (
R� , B(R�), P�  

�  , � ∈ Θ  , (2.3) 
�, {�� } �=1  

породженого спостереженнями маркiвського процесу � з �0  = � в  мо- 

менти  часу  �1   < · · · < �� .  Експеримент  (2.3)  є  регулярним,  якщо  фун- 

кцiя 
√

��(�; �0 , ·) – неперервно диференцiйовна в �2(X, �) (див. розгорну- 

те означення 1.2). 

Теорема 2.4. Нехай умови твердження II Теореми 2.3 виконано i � ∈ 

R, � ∈ N, 0 < �1  < · · · < ��  – фiксованi. 

Тодi статистичний експеримент (2.3) – регулярний. Вiдповiдна iн- 

формацiя Фiшера дорiвнює 
�  

� (�) = 
∑  

E� 
(

��  

 

� −� �−1  (�; ��  

 

 
�−1  

, 

���  

)
) 2

, 
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| �| >� 0  

де �0  := 0. 

�=1 

Оскiльки в багатьох статистични х задачах виникає необхiднiсть у дру-  

гiй похiднiй по параметру вiд логарифму густини перехiдної iмовiрностi �, в 

цьому ж роздiлi знайдено вiдповiдне iнтегральне представлення. Зокре- 

ма таке представлення дозволяє побудувати однокроковi  асимпто тично  

ефективнi  оцiнки. 

Други й змiстовний роздiл присвячений встановленню достатнiх умо в 

за яких справджує ться властивiсть ЛА Н у випадку, коли процес задає- 

ться рiвнянням (1.1), а спостереження вiдбуваються зi стали м кроком �.  

Припускає ться, що мiра Левi �, задовольняє умовам:  

∙ �(��) = �(�)��, i для деякого � > 0, � ∈ (0, 2) 

�(�) ∼ �|�|−�−1 , � → 0; 

∙ Для деякого � > 0 
∫

|�|≥1 |�|2+� �(��) < ∞; 

 

∙ � ∈ � 1(R ∖ {0 }), iснує �0 > 0 таке що функцiя 

� (�) = 
|��′(�)| 
�(�) 

обмежена на {|�| ≤ �0 } i 
∫  

� 2+� (�)�(��) < ∞. 

Доведення властивостi ЛАН для описаної вище моделi проводи ться в 

два етапи. Спочатку доводиться теорема про достатнi умови ЛАН для 

загальної моделi, в якiй спостережувани м є процес Маркова:  

Вважаємо, що iснує густина перехiдної iмовiрностi ��(�, �, �) вiдносно 

�-скiнченної  мiри  �(��).  За  маркiвською  властивiстю  вiдношення  фун- 

кцiй  вiрогiдностi 
�  

��(�; ��(�  1), ���  ) 
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  −  

 

 

��  
4 

��(�0 , �) = 
∏  

. 
��(�0 ; ��(�−1) , ��� ) 

�=1 

Припускає мо, що експеримент є регулярни м. Результат формулюється 

в термiнах  функцiй: 

�� (�; �, �) = �� 

√
��(�; �, �) i ��(�; �, �) = 2�� (�; �, �)

√
��(�; �, 

�). 

Теорема 2.5. Нехай для деякої послiдовностi невипадкових 

додатньо визначених матриць {�(�) = �(�, �0), � ∈ N} {  
� 

}  

1. ��  := �(�) 
∑  

�� 

(
�0 ; ��(�−1) , �� �  

)  
, �0  = �, � ≥ N 

�=1 

асимптотично нормальна вiд носно P�0   з параметрами 0 i Σ. 
 
�  

 
lim�→∞Elim 
�→∞ 

E� 0  
∑  

�(�)�� (�0 ; ��(�� =1 

�  

−1 ), ���  )  

= 0. 
2. limsup

E� 0  
∑  ∫ �(�) 

(
�� 

(
�0 + �(�)� ; ��(� −1 ), �

)

 
�→∞  |� |<� 

�=1 X 

−��(�0 ; ��(� −1) , �)
)

 

�(d�) = 0. 

 

Тодi послiдовнiсть статистичних моделей має властивiсть ЛАН в то- 

чцi �0 . 

Твердження Теорем 2.3 – 2.5 дозволяю ть довести таке: 

Теорема 2.6. Нехай � є розв’язком рiвняння (1.1), в якому � задоволь- 

няє описанi вище умови. Припустимо наступне:  

∙ � має обмеженi похiднi 
 

∂��, ∂2
 �, ∂2

 
3 
���  

3 
��� 

3 
��� �����;  

2 

�, ∂ �, ∂ �, ∂ �, ∂ 
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�� 

�� 

(�) 

 

 

 

∙ |�� (�)| + |∂� �� (�)| ≤ � (1 + |�|), � ∈ Θ, � ∈ R, 
 

∙ lim| �|→+∞ 

�  < 0, � ∈ Θ. 
 

Тодi послiдовнiсть статистичних моделей має властивiсть ЛАН. 
 

Пiсля вибору методу оцiнювання i побудови оцiнки постає питання  

про ефекти внiсть останньої. В третьо му змiстовно му роздiлi для описа - 

ної вище статистичної моделi будується алгори тм перевiрки ефекти вностi 

методу оцiнювання. Точне знаходження iнформацiї Фiшера � (�0) унемо- 

жливлюється з наступних при чин: 

∙ iнварiантна мiра процесу � невiдома,  

∙ для функцiї � вiдоме ли ше iнтегральне зображення (див. формулу 

(3.37)), 

∙ усереднення вiдносно розподiлу моста, що вiдповiдає процесу � є 

занадто складн и м для реалiзацiї. 

Для вирiшення цiєї проблеми пропонується наступна схема. Спочатку  

для заданої точностi Δ > 0 вибирається номер �0  = �0(Δ) такий, що 
 

� (�0 ) − E�0
 (

��(�0 , ��� , ��(� +1))) 
) 2

 
 < Δ, (2.4) � 0 0 

  
 

потiм за формулою для � (див. (3.37)) та нерiвнiстю Йєнсена для умов- 

ного  математичного  сподiвання  записується оцiнка 

E� 0 

(
�� (�0 , ��� , ��(� +1))

)

 ≤ E� Ξ�(�0 )2 , 2 
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� 

�  

�,�  

�  

� 0 0 � 

 

(Ξ�  визначається формулою (3.33)). Остаточно одержуємо верхню 

оцiнку для iнформацiї по  Фiшеру: 

� (�0) ≤ E� 0 Ξ�(�0 )2 + Δ =: � (�0 , �0) + Δ. 

Нехай вибрано метод оцiнювання i �̂� оцiнка параметра � за цим методом. 
Асимптотичною якiстю оцiнки може слугувати величина 

√   

(� )E� (�̂  , � ) 
� 0 � � 0 

яка iнтерпретує ться як вiдносна ефективнiсть оцiнки вiдносно теорети - 

чної границi Гаєка. Оскiльки � (�0)  неможливо обчислити, замiнюємо її 

верхньою оцiнкою � (�0 , �0). Останнiм кроком замiнюємо математичнi 

спо- дiвання на вибiрковi середнi. Запропонований пiдхiд дозволяє 

одержати як оцiнку ефективностi ме тоду оцiнювання так i оцiнку долi 

випадково- стi, втраченої при усередненнi (величина � (�0 , �0)/� (�0)). 

Алгоритм перевiрки ефективностi методу оцiнювання полягає в 

насту- пному: 

∙ вибираємо метод оцiнювання i будується оцiнка �̂� невiдомого пара- 

метра �0 ; 

∙ генеруємо � траєкторiй процесу � заданого рiвнянням (1.1) з � = �̂�  

i по кожнiй з них будуємо вибiрку розмiру �; 

∙ обчислюємо оцiнки �̂� , � = 1, . . . , � i знаходимо вибiркову дисперсiю 
�2  ^ 

 �  ( √    �̂  

^ 
) 2 

� (��) = 
∑  

�  �=�(��  − �� ) ; 
 

∙ обчислює мо �0 з мiркувань близькостi � до стацiонарного розв’язку 

рiвняння (1.1) i генеруємо ще � траєкторiй � з � = �̂� , по кожнiй з 

них обчислюємо Ξ1 (�0), � = 1, . . . , � ; 
 

∙ знаходимо вибiркове середнє �� (�̂� , �0) =  1
 
∑ �  

�=
1 

1 
�,�  (�0)2; Ξ 
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�  

√  
∙ за значенням 

   

��  (�̂� , �0)�2  (�̂�) робимо висновок про ефективнiсть 

методу i втратi випадковостi при умовному усередненнi.  
 

Запропонований алгоритм iлюструється на конкретному прикладi. 

Друга модель, для якої в цiй роботi доводиться властивiсть ЛАН,  

наступна. Процес Левi, заданий у формi (1.2) спостерiгається в точках 

{��,�   =  ��� , � =  1, . . . , �} зi  змiнним  iнтервалом мiж  спостереженнями 

��; припускаємо, що �� → 0 при � → ∞, так, що спостереження процесу 

��  мають високу частоту. Тут � – локально �-стiйкий процес, а � – не- 

залежний вiд нього процес Левi мен шої активностi нiж � i розглядається  

як заважаю чий шум. 

Припусти мо, що в представленнi Левi – Хiнчiна процесу � , 

E�����  = ���(�), 

 

� має вигляд  

 

�(�) = 

 
∫  

(
� � � � − 1 − ���1 

R 

 

 
|�|≤1 

 

)  
�(��). (2.5) 

Про мiру Левi � процесу � припускаємо наступне 

H1.  �(��) = �(�)�� i для деякого � ∈ (0, 2) 
{  

�+ |�|−�−1 ,  � → 0+, 
�(�) ∼ 

�−| �|− 
�−1 

, � → 0−, 
�−  + �+  > 0. 

 

H2. � ∈ � 1(R ∖ {0 }), iснує �0 > 0 таке, що функцiя 

� (�) = 
|��′(�)| 
�(�) 

обмежена на множ инi {|�| ≤ �0} i задовольняє 
∫  

 
 

для деякого � > 0. 

 
| �| >� 0  

� 2+� (�)�(��) < ∞ 
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± 

√ 

−  1  1 

2+
�  

−  1  1 

± 

− 

 

Зазначимо, що умова H2 не вимагає вiд � (�) обмеженостi для “вел и-  

ких” �; ця умова справедлива для широкого класу процесiв � таких як 

“подiбнi до стiйких” процеси Левi з  

�(�) = � (�)�� ,�  (�), 
 

де � (�) → �, |�| → 0. 

Пр иклад 2.2.  (Пом’якшкний �-стiйкий процес). Наприклад, при  

� (�) = ��−  1+�2  

, � (�) = ��−� 2 

, або� (�) = ��−|�|, 

умови H1 i H2 виконанi, хоча � (�) не є обмеженою. Пр иклад 

2.3.  (Гладко затухаючий �-стiйкий процес). Нехай 

�(�) = � (�)|�|−�−11[   � ,� ](�), �1  > 0, 

де � неперервна на R, � > 0 при � ∈ [−�1 , �1 ] така, що � (�) → � коли 

� → 0 i � гладко зануляється поза iнтервалом [−�1, �1] в такий спо- 

сiб, що функцiя |�||� ′(�)|/� (�)  є локально обмеженою i крiм того фун- 

кцiя {|�|| � ′(�)|/� (�)}    �(�) – ��-iнтегровна на множинi {|�| ≥ �0 } для 

деякого � > 0 i �0  >   0. Тодi умови H1, H2 виконанi. Зазначимо, що 

� (�) ≤ |�||� ′(�)|/� (�) + � + 1. Частковим випадком функцiї � є 

� (�) = �−1 /(�+�1)−1 /(�1−�)1[   � ,� ](�). 

Нагадає мо, що для �-стiйкого процесу його мiра Левi має густину  
{  

�+ |�|−�−1 ,  � > 0, 

 
 

Позначимо 

��,� (�) = 

 
∫  

� |�|−�−1, � < 0. (2.6) 

��  = � 
 

�1/�< | �|≤1 
� �(��). (2.7) 
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± 1 

�  → 0. 

�  �1/�−1 

(  
�′ 

� 

� 

Через �� ,�±   позначаємо �-стiйкий процес, чия характеристична   функцiя 

має вигляд (2.5) з мiрою Левi (2.6), де �+ , �−  заданi умовою H1 . Нехай 

також �� ,�  – густина розподiлу �� ,�± . 
 

Для такої моделi в четверто му змiстовно му роздiлi доведено такий 

результат 

Теорема 2.7. Нехай � задовольняє умови H1, H2, а � – процес Левi, 

незалежний вiд � i такий, що 

�−1 /��� → 0, � → 0 (2.8) 

за iмовiрнiстю. У випадку � ∈ (1, 2), додатково припускаємо, що 

�−1/2�1/�−1 

Тодi в кожнiй точцi �0  ∈ Θ справджується властивiсть ЛАН з 

�(�) = �−1/2
 

(  

�  ����−
 

0 1 

)  

, Σ(�) = 

(  
Σ11(�) 0 

0

 Σ22(�

) 

)  

, (2.9) 

 

де 
∫  

Σ11(�0) = �−2
 �,�± 

(�) 
) 2  

�� ,�  

 

(�)��,  
0 

ℜ �,�±  
(�) ±

 

∫  (  ��′  (�)
) 2

 

Σ22(�0) = 
�−2

 1 +
  �,�±  �� ,�  (�)��.  

0 

ℜ �,�±  
(�) ±

 

Таким чином Теорема 2.7 узагальнює результат, одержаний в [1, 2]. 

Зокрема вiд основного процесу � вимагається лише локальна �-стiйкiсть, 

властивiсть ЛА Н доводиться рiвномiрно по класу шумiв (справджується  

для всiх процесiв � , задовольняючих умову (2.8)), модель є двопараме - 

тричною (присутнiй тренд). 

1 



 

 

 

РОЗДIЛ 3 

 
IНТЕГРАЛЬНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ 

ПОХIДНИХ ЛОГАРИФМIЧНОЇ ФУНКЦIЇ 

ВIРОГIДНОСТI I РЕГУЛЯРНIСТЬ 

СТАТИСТИЧНОГО  ЕКСПЕРИМЕНТА 

 

Вiдомо, що перевiрка власти востi ЛА Н у випадку коли функцiю вiро- 

гiдностi не можна виписати явно, як правило є важкою задачею. У стати- 

стични х задачах, в яких виникає не обхiднiсть дослiджувати властивостi 

функцiї вiрогiдностi iнодi достатньо iнтегрального представлення для по- 

хiдної по параметру  

�� ��(�; �, �) = ��(�; �, �)��(�; �, �). 

У випадку дифузiї таке представлення було одержане в роботах [25,26] за 

допомогою числення Малявена, далi за допомогою цього представлення 

була доведена властивiсть ЛА Н. 

В цьому роздiлi пропонується версiя числення Маля вена для функцiо- 

налiв вiд пуассонових точкових мiр, за її  допомогою одержується iнте- 

гральне представлення для логарифмiчної похiдної �� , а вже iнтегральне 

представлення дає мож ливiсть довести довести регулярнiсть статисти - 

чного експерименту i обмеженiсть моментiв �� . 

 
 
 
 
 

✹✷ 
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} 

 

3.1. Збурення випадкових пуассонових мiр i вiдпо- 

вiднi диференцiальнi оператори 

 

Нехай � – пуассонова точкова мiра, з мiрою iнтенсивностi d� �(d�), 

�̃ (d�, d�)  =  �(d�, d�) − d� �(d�)  – вiдповiдна компенсована пуассонова 

мiра. Крiм того, припускаємо, що � задовольняє наступни м умовам:  

H. (i) для деякого � > 0, 
∫  

 

|�|≥1 
�2+� �(��) < ∞; 

(ii) для деякого �0 > 0, звуження � на [−�0, �0]  має додатню густину  

� ∈ � 2 ([−�0, 0) ∪ (0, �0]); 

(iii) iснує �0 таке, що 

|�′(�)| ≤ �0 |�|−1 �(�), |�′′(�)| ≤ �0 �−2 �(�), |�| ∈ (0, �0 ]; 

 

(iv)  
(  

 
 

log 
1
) −1 

 
 

� 
�

(
{� : |�| ≥ � 

)
 

 

→ ∞, � → 0. 

Нехай � : R → R+  – � 2-функцiя з обмеженою похiдною. Позначимо 

��(�), � ∈ R – значення в момент часу � = � розв’язку задачi Кошi 

�′(�) = �(�(�)), � (0) = �. 

Тодi {�� , � ∈ R} – група перетворень R, а ∂���(�)|�=0  = �(�). 

Позначимо через O – простiр локально скiнченних конфiгурацiй в R+× 

(R ∖ {0 }), тобто сiм’ю всiх множин � ⊂ R+ × (R ∖ {0 }) таких, що для 

довiльних � > 0, � > 0, � > 0 множина 

� ∩ 
(

[0, � ] × {� : � < |�| < � 
)

 
} 

 

є скiнченною. Такий простiр природньо надiлений грубою топологiєю 

(vague topology); тобто, мiнiмальною топологiєю, вiдносно якої є   непе- 
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�  

 

рервним  довiльне  вiдображення виду 

� ↦→ 
∑

 

(� ,�)∈� 

 

 
� (� , �), 

 

тут � : R+ × (R ∖ {0})  неперервна i зосереджена на множинi виду [0, � ] × 

{� : � < |�| < �}. Це є природнiй простiр станiв, якщо випадкову то- 

чкову мiру � розглядати як випадковий елемент. Позначимо через P�   –  

розподiл � в (O, B(O)). Визначи мо тепер початко вий iмовiрнiсний про - 

стiр (Ω, F, P)  з (O, B(O), P� )  i покладемо �(�)  =  � . Така постановка не 

обмежує загальностi, при цьому кожна � ∈ O є локально скiнченною 

колекцiєю  точок  (�, �),  де  �  ∈ R+   –‘момент  стрибка”,  а  � ∈ R ∖ {0} –  

“амплiтуда  стрибка”. 

Для  заданих  �  >  0  i  � визначимо  {Q� , �  ∈  R},  групу  перетворень 

простору конфiгурацiй O, наступним чином. Перетворення Q� переводить 

конфiгурацiю � в колекцiю точок виду 
{

(� , ��(�)), (�, �) ∈ � i � ≤ � ; 

(�, �), (�, �) ∈ � i � > � . 

Тодi Q� перетворює � в пуассонову точкову мiру �� , 

�� (� × �) = � 
(
(� ∩ [0, � ]) × �−1(�)

)  
+� 

( (
 )  )  

∩ [0, � ] × � , 
�  

 

 
 

при цьому мiра iнтенсивностi для ��  має вид 

� 

� ∈ B(R+), � ∈ B(R), 

 

1�≤� d� [� ∘ �−
 ](d�) + 1�>� d� �(d�). (3.1) 

 

Зафiксуємо �1  ∈ (0, �0), де �0  береться з умови H (ii). Далi вибираємо 

функцiю �, що фiгурує в означеннi ��, � ∈ R таким чином, щоб 
{
�2, |�| ≤ �1; 

�(�) = . 

0, |�| ≥ �0 

1 
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�  

�  

 

−�  

 

Тодi мiра iнтенсивностi (3.1) має густину вiдносно d� �(d�) i рiвну 

 

�� ,� (�, �) = 1�≤� �� (�) + 1�>� , (3.2) 
 

де 
d[� ∘ �� ]−1

 1 �(�−1(�)) 
�� (�) = (�) = d�     � , � (�−1 

�  

а 
( ∫   � 

�   (�)) �(�) 

)  

��(�) := ∂���(�) = exp �′(��(�)) d� . 
0 

За  побудовою,  ��(�)  ≡  �, �  ∈  R,  якщо  |�|  ≥  �0 .  З  iншого  боку,  для 

довiльного заданого � ∈ R iснує �(�) > 0 таке, що 

 

��(�) = 

(  
1
 

� 
− � 

) −1 

= 
� 

, |�| ≤ |�|, |�| ≤ �(�). 
1 − �� 

Тому iснує �̂(�) ∈ (0, �(�)), для якого 

��(�) 

� 
∈ 

[  
1 

]  
, 2 

2 
, |�| ≤ |�|, |�| ≤ �̂(�). (3.3) 

 

Iз спiввiдношення �−1 = � безпосередньо  випливає, що 
 

��(�
−1(�)) = �(|�|), � → 0. 

Використовуючи (3.3) i H (iii), одержимо при |�| ≤ �̂(�): 

� 
(  �−1 

)  ∫    �    
′ −1  

 
−1 2  ∫  |�| (  

−1 

�   (�) − �(�) 
=  � (��  (�))��  (�) 

  
0

 

d�  ≤ 2|�| 

 

0
 

�  ��  (�)
)  

d�.  

З умови H(iii) виводимо, для деякого �2 > 0 i � > 1, 

�(��) ≤ ��(�), � ∈ [1/2, 2] , |�| ≤ �2 . 

Iз  сказаного  вище  випливає,  що  для  заданого  � функцiя  log ��  –  непе- 

рервна, прямує до нуля при |�| ≥ �0 i справджує рiвнiсть  

log ��(�) = �(|�|), � → 0. 



✹

✻ 

 

∞ 

 

Звiдси маємо 
∫  

 
∫  

log2 �� ,� (�, �) 

 
| log �� ,� 

|≥log 2 

|1 − �� ,� (�, �)| d��(d�)+ 
R+×R 

1 + log2 

� 

 

�,� 

d��(d�) < . 
(�, �) 

Застосувавши критерiй Скорохода для абсолютно неперервних розподiлiв 

(Теорема 1.1) до пуассонових точкових мiр, виводи мо наступне.  

Тверд ження  3.1.  Розподi л  P��   ел емента  ��  в  (O, B(O))  є  

а бсолютно неперервним вiдносно P�  i 

 

��  := 
dP�� 

dP�  

 

(�) = exp 

{ ∫  � 

 
0 

∫  

log ��(�)�̃ (d�, d�) 
R 

∫  }  

+� (1 − ��(�) + log ��(�)) �(d�) 
R 

. (3.4) 

Тому перетворення Q�  : Ω → Ω породжує вiдображення �0(Ω, F, P) в 

себе за наступним правилом (залишаємо той самий символ Q� для цього 

вiдображення): 

Q� � (�) = � (Q� �), � ∈ �0(Ω, F, P). 

Пряме обчислення показує, що для кожного � = 0 

(�(�)�(�))′  

 

До того ж 

∂���(�)|�=0  = − =: �(�). 
�(�) 

 ∫  (  
��(�) − 1 

R � 
− 

) 2 

�(�)  

 

�(d�) 
→ 0, � → 

 

0. (3.5) 

Оскiльки �� (�) = 1, |�| ≥ �0 , останнє спiввiдношення i (3.4) дають 

��(�) − 1 

� 
→ 

∫  � ∫  
 

0 R 

�(�)�̃ (d�, d�) в �2 (Ω, F, P), � → 0. (3.6) 

Доведення спiввiдношень (3.5) i (3.6).  Позначимо 
 

 

��  = � 

∫  

(1 − ��(�) + log ��(�)) �(d�) + 
R 

∫  � ∫  
 

0 R 

 
log � (�)�(d�, d�). 

 �  
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�   

�  

= �     1 
�  

 

��  � 

 

Достатньо показати, що  
(  

 

∫  �  ∫  
 

) 2 

lim E 
�→0  

�−1 �� − 
0 

(log ��)
′ |� =0 �(d�, d�) 

R 

= 0 (3.7) 

i iснує стала � така, що для довiльного � > 4 

E(�−1��)
� + Ech(��� ) ≤ �. (3.8) 

 

Тодi з огляду на очевиднi (не)рiвностi 
���−1

 

��−
 �
�

 

��  
·  

�  

≤ 2ch(��)
�� , ви- 

раз  �−1(�� − 1)  є  рiвномiрно  неперервним  в  �2   i  прямує  до  ∂� �� |�=0   за 

iмовiрнiстю, що приводи ть до (3.5). 

Покажемо, що справдж ується (3.7). З рiвностi ∂��� |�=0  = ∂� log �� |� =0 

одержимо 
(  

E �−1 �� − 

∫  � ∫  

 
0 R 

∫  

∂� log �� |�=0 �(d�, d�) 

) 2 

≤ 

2 

2� 
|�|≤�0  

( ∫  

(
�−1 log ��(�) − ∂� log ��(�)|�=0

)
 |�|−�−1d�+ 

) 2 

2� 2
  

|�|≤�0 

(
�−1 (�� (�) − 1) − ∂ ���(�)|� =0

)  
|�|−�−1d� . (3.9) 

Нехай |�| < �. Тодi iснують сталi � i ��  такi, що 
 

    
�−1 log ��(�) − ∂� log ��(�)|�=0

 ≤ �∂ 2  log ��(�)|�= � 
 ≤ ��2 �. 

 

Аналогiчно  маємо 
 

 
   

�−1 (�� (�) − 1) − ∂ ���(�)|�=0
 ≤ �∂ 2 ��(�)|�= � 

 ≤ ��2 �. 

 
Отже права частина (3.9) не перевищує  

( ∫  

��  
 

 

( ∫  

� 
 

 

 

) 2
)  

2� 2 � 

�2
 

 

що дає (3.7). 

 

|�|≤�0 
|�|3−�d� + � 

 

|�|≤�0 
|�|1−�d�  , 

Покаже мо тепер, що справджує ться (3.8). Зазначимо, що для стоха- 

стичного  iнтеграла 
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�  
� 

E exp{� ∫  � ∫ 0 R� (�, �)�(d�, d�)} = exp{ ∫  � ∫  

 

0 R 

(
��� (� ,�) − 1

)
 

}  

d��(d�)  
 

Тодi E����  = exp 
{

� 
∫

 

 

|�| ≤�  
(
�(1 − �� (�)) + (�� (�)� − 1)

)  
|�|−�−1d�

}
. Звiд- 

8 

си виводимо обмеженiсть Ech(���). Далi E 
(
�−1��

)
 

оскiльки за нерiвнiстю Буркхо льдера – Гандi 

є також обмежени м 

 

E 
(
�−1 ��

)
 

(  

≤ � � 

8
 

( ∫   
 

|�|≤�0 

�−1 (1 − �� (�) + log �� (�)) |�|−�−1d� 
) 8 

+� 4  

( ∫   
|�|≤�0 

(
�−1 log ��(�)

)
 

∫  

|�|−�−1d� 
) 4 

 

8 
)  

+� 
|�|≤�0  

(
�−1 log ��(�)

)
 |�|−�−1d�  . 

Права частин а останньої нерiвностi обмежена, внаслiдок  

�−1 (1 − �� (�)) ≤ ∂� ��(�)|�= � , �−1 log ��(�) ≤ ∂ � log ��(�)|�= � . 

Тож (3.8) доведено. 

Означення 3.1. . Функцiонал � ∈ �2(Ω, F, P) називається стохастично 

диференцiйовним, якщо iснує �2(Ω, F, P)-границя 

D̂ � = lim 
1 (

Q � − � 
)
. (3.10) 

�→0  � 
�
 

Замикання D оператора D̂ , визначене внаслiдок (3.10), називається сто- 

хастичною похiдною. Спряжений оператор � = D* називається операто- 

ром дiвергенцiї, або розширеним стохастичним iнтегралом.  
 
Зауваження 3.1. З (3.11) i (3.17) приведених нижче, dom(D) є щiльною в 

�2(Ω, F, P), тому � визначений. Крiм того, за третi м пунктом Твердження  

8 

2 
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0 R 

3.2 нижче dom(�) – щiльна в �2(Ω, F, P), отже D̂ 

– замкн ени й. Оп ератор �та кож є за мкн ени м як сп ряж ен ий до за м кн ен ого за Т еорем ою V III.1 [7 3]. В 

на ступ ному тв ердж ен нi зiбра но осн ов н i вла стив остi оп ераторiв D, �.  

Тверд ження 3.2. 1. Нехай � ∈ � 1(R� , R) має обмеженi похiднi i �� ∈ 

dom(D), � = 1, �. 

 

Тодi �(�1 , . . . , ��) ∈ dom(D) i 

� 

D [�(�1, . . . , ��)] = 
∑

[∂� 

�=1 

�](�1 , . . . , ��)D�� . (3.11) 

 

2. Стала функцiя 1 належить dom(�) i 
 

∫  � ∫  
�(1) = 

0 R 
�(�)�̃ (d�, d�). (3.12) 

3. Нехай � ∈ dom(D) i  
E (�(1)�)

2  < ∞. (3.13) 
 

Тодi � ∈ dom(�) i �(�) = �(1)� − D�. 

Доведе ння.  1. Достатньо розглянути ��, � = 1, �, що задовольняю ть (3.10). 

тодi функцiя 
1 

� 
(Q� �(�1 , . . . , ��) − �(�1 , . . . , ��)) (3.14) 

збiгається за iмовiрнiстю до правої частин и (3.11), квадрат якої не пере - 

бiльшує � (
Q � − � ) 2 

sup ‖��(�)‖2 
∑  

�   � �
 

� 
�=1 

�
 

i тому є рiвномiрно iнтегровним. отже, (3.14) збiгається в �2(Ω, F, P). 

2. Для довiльного � , що задовольняє (3.10), з урахування м (3.6), має мо 
 

( ∫  � ∫  
E� 

)  
�(�)�̃ (d�, d�) 

 
= lim 

1 
E� (��−1) = lim 

1 
E(Q� � −� ) = E(D� ), 

0 R �→0  � �→0  � 

що разом iз означенням � = D* дає �(1) = 
∫  � ∫

 �(�)�̃ (d�, d�). 

�  



✺
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� 

� 

� 

3. Для обмежених �, � ∈ dom(D), з урахуванням (3.11), маємо � � ∈ 

dom(D) i D(� �) = � D� + �D� . Тож за другим твердженням 

E�D� = E� 
(

�(1)� − D�
)

. (3.15) 

З огляду на  (3.11), для д овiльної � ∈ dom(D) можемо вибрати послi- д овнiсть  обмежених �� 

∈ dom(D) таких, що ��  → � i D�� → D� в  

�2(Ω, F, P). Цим доводиться спiввiдношення (3.15) для довiльного � ∈ 

dom(D), а отже i третiй пункт твердження за додаткової умови обмеже- 

ностi �. Наблизивши � обмеженими ��  ∈ dom(D) i взявши до уваги те, 

що � – замкнений оператор, виводимо необхiдне твердження без додатко- 

вих  припущень. 

 
 

 

3.2. Диференцiальнi властивостi розв’язку СДР ке- 

рованого процесом Левi 

 

Нехай � – процес Левi без дифузiйної компоненти, тобто  
∫  �  ∫  

��  = �� + 
0 

 
|�|>1 

∫  �  ∫  
��(d�, d�) + 

0 

 
|�|≤1 

��̃ (d�, d�), (3.16) 

де � – пуассонова точкова мiра, що задовольняє умовi H. 

Позначимо �� = Q� �� . I покажемо, що 

(�� − ��) → D�� := 
∫  �  ∫  
 

0 R 
�(�)�(d�, d�) в �2 (Ω, F, P) (3.17) 

рiвномiрно по � ∈ [0, � ] для довiльного � . Для цього запише мо 
(  

E �−1(��  − ��) − 

∫  �  ∫  
 

0 R 

 

�(�)�(d�, d�) 

∫  �  ∫  

) 2 

= 

(  

 

 
) 2 

�−1(�� � − �) − �(�) 
0 R 

d��(d�). 

1 

� 
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��  

� 

� 

� 

Безпосереднiй пiдрахунок дає при |�| ≤ �0 

�� � = 
(

|�|−1 − �
) −1 

, 

що разом iз формулою Тейло ра i теоремою Лебега про мажоровану 

збi- жнiсть доводить (3.17). 

Розгляне мо тепер процес � , заданий стохастичн и м 

диференцiальни м рiвнянням (1.1), в якому � заданий спiввiдношенням 

(3.16), а � задоволь- няє умовi H. Без обмежень загальностi 

припускаємо, що Θ скiнченний вiдкритий iнтервал на R . 

 

Покаже мо, що якщо � ∈ � 2, 0(R × Θ), має обмеженi похiднi ∂���, ∂2 �� 

i задовольняє умовi лiнiйного росту  

|�� (�)| ≤ � (1 + |�|), � ∈ Θ, � ∈ R 

то �� – �2 -диференцiйовний i випишемо формулу для вiдповiдної стоха- 

стичної похiдної. 

Розглянемо � � = Q��� як розв’язок наступного збуреного СДР: 
 

d� � = �� (�
�)d� + d�� . (3.18) 

�  �  �  

 

За Теоремою 1.2, з урахування м умов про �, одержи мо, що для довiльного 

фiксованого � ∈ Θ i початкового значення � ∈ R сiм’я ��  диференцiйовна 

в �2; тобто  
(� � − ��) → D�� в �2(Ω, F, P), � → 0. (3.19) 

 

За означення м 3.1, похiдна в правiй частинi (3.19) є стохастично ю похi - 

дною �� . Крiм того, збiжнiсть (3.19) справедлива рiвномiрно по � ∈ [0, � ]  

для кожного � . Процес �� := D�� є розв’язком лiнiйного СДР 

 

d�� = ∂��� (��)��d � + dD�� , �0  = 0, 

 

1 

� 
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�  

��  

�  

∂ 

���  

��  �� 

∂3 

��  

i може бути виписаний явно: 

∫  �  ∫ { ∫  �  }  
D�� = E� E−1 �(�)�(d�, d�), E� := exp0 R 

∂��� (�� )d�0. (3.20) 

З тих самих мiркувань, оскiльки припущення про � ′′ в H (iii) забезпе- 

чує обмеженiсть � ′ , то справджується наступне 
 

∫  � ∫ D�(1) =0 R�′ (�)�(�)�(d�, d�). (3.21) 

В свою чергу обмеженiсть похiдних ∂��, ∂2 � встановлює, що  друга 

похiдна D2�� також є стохастично диференцiйовною i 
 
 

 

D2�� := D(D�� ) = DE� 

∫  �  ∫  

( ∫  � ∫  
 

0 R 

)  

E−1 �(�)�(d�, d�) 
 

(3.22) 

+ E� 
(
E−1 �(�)�′(�) − E−2 DE� �(�)

)  
�(d�, d�), 

� � 
0 R 

∫   �  

DE� = E� 
2  �� (�� )D��  d�. (3.23) 

0 

Точна формула для D3�� , аналогiчна до (3.22) i винесена в окремий 

пiдроздiл (див. Лема 3.3). Зазначимо лише, що для її  iснування потрiбно 

додатково вимагати обмеженостi ∂3 �. 

Зауважи мо, що хоча це i не вiдображається в позначеннi,    розв’язок  

��  рiвняння (1.1) є функцiєю залежною вiд параметра �. Застосувавши 

Теорему 1.2 ще раз, отри має мо: 
 

Лема 3.1. Нехай � ∈ � 2,1(R × Θ), має обмеже нi похiднi ∂��, ∂2
 �, ∂2  �, 

���� i  
 

|�� (�)| + |∂� �� (�)| ≤ � (1 + |�|), � ∈ Θ, � ∈ R. (3.24) 
 

Тодi �� – �2 -д ифе ре нцi йовний по � (в тому само му смислi, що i (3.19)), 

а вiдповiдна похiдна дорiвнює 

∂��� = E� 

∫   �  
 

0 

E−1 [∂ ���  ](��)d�.  (3.25) 
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 �  

�  

��  

 

Ця похiдна �2-неперервна по � i стохастично диференцiйовна, а  

∫   �D(∂ ���) = DE�  
0 

∫   �  

E
−1

[∂ � � �  ](�� )d�  (3.26) 
+ E� (

E−1 [∂2  
�� ](�� )(D�� ) − E

−2 DE� [∂ � �� ](�� )
)  

d�.  
�  ��  �  

0 

3.3. Моментнi оцiнки для розв’язкiв СДР i їх сто- 

хастичних похiдних 

 
В цьому пiдроздiлi зiбрано декiлька тверджень про моментну обмеже- 

нiсть, потрiбну в подальших доведеннях. Припускаємо, що � задовольняє 

умовi лiнiйного росту, є три чi неперервно диференцiйовною по �, а вiд- 

повiднi  похiднi  припускаються обмеженими. 

Перш за все, покажемо, що для кожного � ≥ 1 iснує ��  така, що 

E� 
 � D��   ��, � ∈ R, � ∈ Θ, � ≤ �.  (3   

 

Зазанчимо, що оскiльки ∂���  – обмежена, то iснують додатнi �1, �2 

такi, що 

�1  ≤ E� ≤ �2 , � ∈ [0, � ]. (3.28) 

Тому (3.27) випливає з такої ж обмеженостi iнтеграла Iто вiд детермi- 

нованої функцiї � вiдносно � . Щоб довести цю обмеженiсть, застосує мо 

Лему 5.1 [9] до � ≡ 1, � = � i оцiнимо окремо iнтеграл по компенсато- 

ру d � �(d�). Оскiльки ∂2  � – обмежена, аналог (3.27) справдж ується для  

DE� замiсть D�� ; див. (3.23). Повторивши цi мiркування з мiнiмальними 

змiнами виводи мо, що аналог (3.27) справджується для  

D2�� , D2E� , D3�� . 

Зокрема, щоб одержати аналог (3.27) для D2��  заданого (3.22), викори- 

стовуємо  (3.28),  а  для  аналогу  (3.27)  з  DE�  використовуємо  нерiвнiсть 

Гельдера i Теорему 1.4 до ��  = DE� , � = �. 
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E�  

�� 

E�  

Остаточно за припущенням H (iii) i вибором �,   функцiя 

� = −(�′/�)� − �′ 

обмежується �|�| i зануляється при |�| ≥ �0. Звiдси, аналог (3.27) справ- 

дж ується для �(1), заданого формулою (3.12). 

 

Далi зазначимо, що за умовою H (i) E|�� |2+� ≤ �, � ≤ � . Нагадаємо, 

що  �� (�)  має  лiнiйно  обмежений  рiст  по  �.  Тодi  за  лемою  Гронуола  – 

Белмана 

� |�� |� ≤ � (1 + |�|� ), � ∈ [1, 2 + �). (3.29) 
 

Вiдповiднi обмеженостi при � < 2 + � справедливi для ∂ ��� i D(∂ ��� ). Це 

випливає з формул (3.25), (3.26), нерiвностi Гельдера i ��-обмеженостi 

(з довiльним великим �) для D�� , DE� . Так само, D�� , D2�� , D3��  – �2 - 

диференцiйовнi по параме тру �, саме в цьому мiсцi виникає необхiднiсть  

в обмеженнях на ∂2
 

3 

��� 
4 

���� �). Вiдповiднi похiднi ∂ � D�� , ∂� D
2�� , 

∂� D
3��  можуть бути виписанi явно i задовольняють нерiвностям анало- 

гiчним (3.29). 

Остаточно, покажемо, що для кожного � ≥ 1, � ∈ (0, � ] iснує ��,�  таке, 

що 

�(D�� )
−� ≤ �� ,� , � ∈ R, � ∈ Θ (3.30) 

 

(нагадаємо, що � ≥ 0 i тому D�� – невiд’ємна). За (3.28) i невiд’ємнiстю 

�, 
 

D�� ≥ (�2/�1) 
∫  �  ∫  
 

0 R 

�(�)�(d�, d�) ≥ (�2/�1) 
∫  �  ∫  

 

0 

 

|�|≤�0 

�2 �(d�, d�). 

Звiдси за припущенням H (iv) 

( ∫  � ∫  )  
P�  �   2 

�(D�� < �) ≤ P�  
� 

0 (�1 �/�2 )1/2≤|�|≤�0  (  
�(d�, d�) = 0 

) ]  

�, ∂ �, ∂ 
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= exp 
[
−��� : {(�1�/�2)1/2 ≤ |�| ≤ �0}= �(��), � → 0 

 

для кожного � ≥ 1, що й доводить необхiдне твердження.  
 

3.4. Iснування густини перехiдної iмовiрностi та iн- 

тегральне представлення її логарифмiчної похi- 

дної по параметру 

 

Тепер застосує мо розроблену вище версiю числення Маля вена до вста-  

новлення регулярностi статистичного експеримента i побудови iнтеграль- 

них представлень похiдних по параме тру логарифмiчних функцiй вiрогi- 

дностi. 

Розглядаємо процес � заданий рiвнянням (1.1). З одного боку (1.1) 

єдиним чино м задає процес Маркова � . З iншого боку, розв’язок � рiв- 

няння (1.1) – випадкова функцiя визначена на тому ж iмо вiрнiсному про- 

сторi (Ω, F, P), що i процес � , додатковою залежнiстю вiд параметра � i 

початкови м значення � = � (0) (для спрощення позначень ця залежнiсть 

не вiдображається). 

Далi буде показано, що, за вiдповiдних припущень, процес Маркова � 

допускає густину перехiдної iмовiрностi ��(�; �, �) вiдносно мiри Лебега, 

яка є неперервною по (�, �, �) ∈ (0, ∞) × R × R. Тодi за Теоремою 1.3 для 

всiх � > 0, �, � ∈ R таких, що 
 

��(�; �, �) > 0, (3.31) 

 

iснує слабка границя в D([0, �]) 

 
P� ,�  

 

� 
(   )  

�,� = lim P� 

�→0 
· |�� − �| ≤ �  , 
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Ξ1 

��  

��  �� 
3 

 

що природнiм чином iнтерпретується як мiст  процеса � стартуючого  з 

� i попадаючого в � за час �.  

Крiм того, буде доведено iснування перших двох логари фмiчних по - 

хiдних по параметру ��(�;  �, �) i побудовано вiдповiднi iнтегральнi пред- 

ставлення. 

 

Позначимо  

Ξ� := � 

(  
1 

)  
= 

D��  

 

�(1) 

D��  

 
D2��  

+ . (3.32) 
(D�� )2 

 

 

�   := � 
(  

∂��� 
)  

= 
D��  

(∂���)�(1) 
+ 

D��  

(∂��� )D2��  
(D�� )2 

−
 D(∂ ���) 

D��  

. (3.33) 

Теорема 3.1. I. Нехай � ∈ � 2,0(R×Θ) i має обмеженi похiднi ∂���, ∂2
 ��  . 

Тодi Маркiвський процес � визначений рiвнянням (1.1) має густину 

перехiдної iмовiрностi ��  вiдносно мiри Лебега, яка допускає iнтегральне 

представлення 

��(�; �, �) = E�  [Ξ� 1� >� ] , � > 0, �, � ∈ R. (3.34) 
� �  

 

Функцiя ��(�; �, �) є не перер вною по (� , �, � , �) ∈ (0, ∞) × R × R × Θ. 

II.  Нехай � ∈ � 3,1(R×Θ), має обмеженi похiднi ∂��, ∂2
 

∂4 
�, ∂2

 
����, 

����� i  

|�� (�)| + |∂� �� (�)| ≤ � (1 + |�|), � ∈ Θ, � ∈ R. (3.35) 
 

Тодi  густина  перехiдної  iмовiрностi  має  похiдну  ∂���(�; �, �), що  є 

не пе рер вною по (� , �, �, �) ∈ (0, ∞) × R × R × Θ. 

III.  В умовах твердження II маємо 
 

∂���(�; �, �) = ��(�; �, �)��(�; �, �), (3.36) 
 
де {

E� ,� Ξ1 , ��(�; �, �) > 0, 

�, ∂ 
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�  

�  

�� (�; �, � ) =�,�  �(3.37) 

0, iнакше. 

Зау ва же ння 3.2. Згiдно з твердження ми II i III, логарифм густини пере- 

хiдної iмовiрностi має неперервну похiдну по � на вiдкритiй пiдмно жинi 

множини (0, ∞) × R × R × Θ визначеної нерiвнiстю (3.31) i на цiй пiдмно- 

жинi  допускає  iнтегральне  представлення 

∂� log ��(�; �, �) = E� ,� Ξ1 . (3.38) 
�,�  �  

 

Доведення.  Доведем спершу, що (D�� )
−1  ∈ dom(�)  i що справдж ується 

(3.32). Для цього зафiксуємо довiльне � > 0 i розглянемо величину ��, � = 

(D�� + �)−1 . За першим пунктом Твердження 3.2, застосованого до � = 

D�� i � ∈ � 1(R) такої, що �(�) = 1/�, � ≥ � , величина �� ,� має стохасти- 

чну похiдну −D2��/(D�� + �)2 . Тодi за пунктом 3 Тве рдження 3.2 

�(1) D2��  

Ξ� ,� = � (�� ,�) = 
D��  

+ 
+ � (D��  + �)2 

. (3.39) 
 

За (3.27) i (3.30), �� ,�  → (D�� )
−1  в �2 . Ви користавши додатково аналог 

(3.27)  до  �(1)  i  D2�� ,  бачимо,  що  права  частина  спiввiдношення  (3.39) 

збiгається до правої частини (3.32) в �2 при � → 0. Тому (3.32) справ- 

джується внаслiдок того, що � є замкненим операторо м.  

Тепер можемо завершити доведення пункту I. За Твердженням 3.2, 

визначенням � = D * i спiввiдношенням (3.32), для довiльного � ∈ � 1(R ) 

маємо  

(  
1 

)  

 

(  
1 

)  
E�  ′ �    �    � 

�� (��) = E� D(�(��)) 
D��  

= E��(��)� 
D��  

= E��(��)Ξ� . 



✺

✽ 

 

1 

P�  

− 

 

Наближаючи  � �  :=  1[0,∞)(· − �)  послiдовнiстю  ��  ∈ �� (R),  одержимо 

представлення  (3.34). 

За Теоремою 1.2 застосованою до рiвняння (1.1), �� неперервно зале- 

жить (в �2) вiд параме трiв �, �, �. Тi самi мiркування даю ть неперерв- 

нiсть (в �2 ) D��  i D2��  по параметрам �, � , � ; зазначимо, що обидвi цi 

похiднi можуть бути визначенi як розв’язки вiдповiдних СДР, тому мо- 

жна  iтеративно  застосувати  Теорему  1.2.  Тодi  просто  показати,  що  Ξ�  

також неперервно залежить (в �2) вiд параметрiв �, �, �. Насправдi з не- 

перервностi D�� , D2��  i невiд’ємностi D�� , випливає, що при кожному 

� > 0 функцiонал Ξ� ,� , визначений (3.39), є неперервним. Використовую- 

чи моментну оцiнку (3.27) i (3.30) легко показати, що Ξ� ,�  збiгається до 

Ξ�  в �2  при � → ∞ рiвномiрно в деякому околi довiльної заданої точки 
 

(�, �, �)  ∈ R × (0, ∞) × Θ.  Тому  граничний  функцiонал  Ξ�  неперервно 

залеж ить вiд �, �, �. 

З представлення (3.34) маємо  
 

�(�� = �) = 0, �, � ∈ R, � > 0, � ∈ Θ. (3.40) 

Тодi �2 -неперервнiсть Ξ�  i представлення (3.34) доводить, що неперерв- 

ною по (� , �, �, �) є також ��(�; �, �). 

Щоб довести пу нк т II, ще раз проiнтегруємо частинами праву частину  

(3.34). Аналогiчно до доведення (3.32), використовує мо Твердження 3.2 i 

(3.27), (3.30) щоб показати, що Ξ�/(D��) лежить в dom(�). Тож можемо 

записати 

(   
Ξ�  

)  
� = 

D��  

(�(1))2  D�(1) 
+ 

(D�� )2 

3�(1)D2�� − D3�� 

(D�� )3 

3(D2��)
2

 
+ 

(D�� )4 

. (3.41) 

 



✺

✾ 

 

� 

� 

Далi з (3.34) маємо  
 

�� (� ; �, � ) = E
� 
� � � )�(

Ξ�  

)  

D��, (3.42) 
 

де �� = (· − �) ∨ 0 – абсолютно неперервна функцiя з похiдними рiвними 

� � . Нагадаємо, що �� є �2-диференцiйовним по параметру �, див. (3.25) 

для  його  похiдної.  Крiм  того,  D�� , D2�� , i  D3��  –  �2-диференцiйовнi 

по � i всi цi похiднi задовольняю ть мо ментни м оцiнкам аналогiчним до 

(3.29). Тепер легко показати, що � (Ξ�/(D��))  є �2 -диференцiйовною по 

� (явна формула похiдної опущена). Можна замiнити D��  в знаменни- ку 

формули (3.41) на D�� + �, довести, що цей новий функцiонал є �2 - 

диференцiйовним по � використовуючи правило ланцюга, а потiм  показа- 

ти за допомогою (3.30), що обидва цi функцiонали i їх похiднi по � збiга- 

ються (локально рiвномiрно) в �2  при � → 0 вiдповiдно до � (Ξ�/(D��)) i  

до  функцiонала  ∂� � (Ξ�/(D��)),  який  прийшов  з  формального  дифе- 

ренцiювання спiввiдношення (3.41). Цi мiркування також показують, що  
 

� (Ξ�/(D�� )) i ∂ � � (Ξ�/(D��)) неперервно залежать (в �2 ) вiд �, �, �. Тому, 

можемо взяти похiдну в правiй частинi (3.42), що дає 

∂���(�; �, �) = E�
 

[  

� � (��)∂ ��� � 
(   

Ξ�  
)  

 
 

D��  
+ �� (��)∂ � � 

(   
Ξ�

 

D��  

) ]  

. 
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� 

)  

Ця функцiя є неперервною по (�, �, � , �)  оскiльки �� , ∂��� , � 

(Ξ�/(D��)) i  ∂ � � (Ξ�/(D��))  неперервно  залежать  (в  �2 )  вiд  �, �, � i  

справдж ується (3.40). 

Щоб  довести  пункт  III  використовуємо  моментну  оцiнку  для  

∂��� , 

D(∂ ���), D�� , D� 2 , щоб одержати, аналогiчно до доведення (3.32), що 

∂���/(D�� ) належить dom(�) i справджується спiввiдношення (3.33). 

То- дi для довiльної тест-функцiї � ∈ � 1(R) з обмеженою похiдною 

має мо  
(  

∂��� 
)

 
∂� E

� � (��) = E� � ′(��)(∂ ���) = E� D� (��) 
�  �  � 

D��  

= E� � (�� )Ξ1  = E� � (��)��(�; �, ��);   
(3.43) 

�  �  �  

 

див. (3.37) щодо визначення ��(�; �, �). Оскiльки тестова функцiя � – до- 

вiльна, iнтегральна рiвнiсть (3.43) доводить (3.36).  

 
 

 

3.5. Достатнi умови регулярностi статистичного 

екс- перименту 

 

Наступна  теорема  стосується  регулярностi  статистичного  
експеримен- 

ту (
R� , B(R�), P�  

�  , � ∈ Θ  ,
 (3.44) 

�, {�� } �=1  

породженого спостереженнями процеса Маркова � з фiксованим �0 = � 

в моменти часу �1  < · · · < �� . 

Теорема 3.2. Нехай виконано умови твердження II Теореми 3.1 i � ∈ 

R, � ∈ N, 0 < �1  < · · · < ��  – фiксованi. 
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� 

� 
 

Тодi статистичний експеримент (3.44) – регулярний. Вiдповiдна iн- 

формацiя Фiшера дорiвнює 
�  

� (�) = 
∑  

E� 
(

��  

 

� −� �−1  (�; ��  

 

 
�−1  

, 

���  

)
) 2

, 

 

де �0  := 

0. 

�=1 

 

Перед доведенням теореми спершу сформулює мо декiлька властиво-  

стей ��  i ��  = ∂� log �� , якi випливають з iнтегральних представлень для 

цих функцiй i мо ментних оцiнок, отри маних в пiдроздiлi 3.3.. 

Лема 3.2. Для кожного � < 2 + � iснує стала � залежна тiльки вiд � 

i � така, що 

��(�; �, �) ≤ � (1 + |� − � |)−� , (3.45) 

E� 
 � 

�
 ��(�; �, ��)   ≤ � (1 + |�|) . (3.46) 

�
  

 

Доведе ння.  За мо ментни ми оцiнками з Пiдроздiла 3.3. i формулами (3.32), 

(3.33) маємо 

E� 
 � ′ Ξ�  ≤ � (3.47) 

 

для довiльного �′ ≥ 1 i 
�

  

 
 
E�  1  � � 

� |Ξ� |  ≤ � (1 + |�| ) (3.48) 
 

для кожного � ∈ [1, 2 + �), з сталими � залежними тiльки вiд � , �′  (вiд- 

повiдно �). 

Оскiльки 
��(�; �, ��) = E� 

[
Ξ1 ��

]
, 

�  
 

нерiвнiсть (3.46) безпосередньо випливає з (3.48) i нерiвностi Йєнсена. 

Щоб отри мати (3.45) запише мо на пiдставi представлення (3.34) i нерiв-  

ностi Гельдера  



✻
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� 

E�  

� 

(� −�/2) 

� − 7 � 

� 

d 

��(�; �, �) ≤ � 
(
P� (�� > �)) (�′−1)/�′. 

 

Нагадаємо, що �� має скiнченнi моменти порядку 2+�, а �� має обмежену 

похiдну по �. Тодi за лемою Гронуола  
 

 
 

Тому при � > � 

P�  

� |�� − �| 2+

�  
≤ �. (3.49) 

 

−(2+�) 

�(�� > �) ≤ min{1, �|� − �| }, 
 

що дає (3.45) з � = (�′ − 1)(2 + �)/�′ ; пiзнiше величина може бути вибрана 

як завгодно близькою до 2 + � вiдповiдним вибором �′ . При � < � замiсть 

(3.34)  використовуємо  представлення 
 

��(�; �, �) = −E� [Ξ� 1� � ] , 
 

яке є еквiвалентним (3.34), оскiльки Ξ�  – стохастичний iнтеграл i тому 

має  нульове сподiвання. 
 

Доведеня теореми 3.2. Формула (3.51) i перше твердження Теореми 3.1 

зразу дають власти вiсть неперервностi  (a) з означення регулярностi  ста- 

тистичного експерименту. Щоб довести властивiсть (b), �2-диференцiйов- 

ностi i (c), �2-неперервностi похiдної, покладемо при � > 0 
⎧

0, � < �/2, 
⎪⎨  

2

 

��(�) = 
2�3/2  ,    � ∈ [�/2, �], 

⎪ √    √  
⎩  

8  , � ≥ �. 

За побудовою �� ∈ � 1  i ��(�) = 0 при � ≤ �/2. Тодi за другим твердже н- 

ням Теореми 3.1 i другим твердженням Ле ми 3.2 вiдображення � ↦→ ��  := 

��(��  ) ∈ �2(R� , �) є неперервно диференцiйовним з похiдною, рiвною 
 

��  �  ′ � � 

� := ��  = ��(� 
d� 

)∂� � ; 

�≤  
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� 

 
�  

) 

1 + 

|�� 

 

 

див. (3.52) для формули ∂���  . За побудовою 

�� (�) → �0 (�) := 
√

�,� ′ (�) → � ′ (�) =1 
√ , � → 0. 

� 0 2 � 
 

Звiдси, щоб довести власти востi (b), (c), достатньо показати, що 
 

��  �  � � �  ′ � � � 

�  → �0  := �0(� ), ��  → �0  := �0(� )∂� � в �2(R , �) (3.50) 
 

рiвномiрно по �. Покажемо другу збiжнiсть в (3.50), доведення першої є  

аналогiчним i простiши м. З явного вигляду � ′
 i нерiвностi Гельдера 

2 

 
 
 
�−2 

(� � − � � )2d� ≤ 
1

 (� � )2�� d� ≤ 
1

 
( ∫  

|�� |���  d� 
)  

� ( ∫  
)  

�
 

��  d� 
�
 
0 

R�  

4
 ��≤

� 

4 R
�  

��≤� 

при � ≥ 2. Вiзьмемо � ∈ (2, 2 + �), тодi за нерiвнiстю Йєнсена представ- 

лення (3.52) i (3.29) 

∫    
�  � 

|� � |���  d� = E� 
∑  

�� 

R�   
�=1 

�  

� −� �−1  (�; ��  
 
�−1  

 
, ���    

 
�  

�
 

≤ ��−1 
∑  

E�   � 
≤ ��−1 � 

∑  
E�  |

  
≤ �̃ , 

 
�=1 

� ��� −� �−1  
(�; ���−1  

, 
���  

)  
�

 
�=1 

�−1  

 

де стала �̃ не залежить вiд �. З iншого боку, 
       

∫  
 

��≤� 
�� d� ≤ 

√
� 

√
��  d �, 

R�  

а за (3.45) при � ∈ (2, 2 + �) 
�  

∫  √
�� d� � 

∫  ∏  (
1 +  � 

�  
) −�/2

��
 . . . �� � 

∫  

∫  ∫  
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E�  

 

≤ 
R�  R�  

�=1 

|  �−1 − � | 

1 � ≤ ^ 

з константою �̂ не залежною вiд �. Пiдсумовуючи вище сказане, 

отримає- мо другу збiжнiсть в (3.50), рiвномiрно по �. Цим завершується  

доведення регулярностi. Формула для iнформацiї Фiшера випливає з 

рiвностi 

∫  ( �R�  

√
�� 

) 2 

d� = 
1 

∫

4 R�(�
� 
)
2

�
� 
d� = 

1
E

�
4  
� (  

�
∑  

�
�=1�� −��−1(�; �� �−1, ���  

) 2) , 

маркiвської властивостi i того, що  
 

� ��(�; �, ��) = 0 

при кожному � ∈ R, � ∈ Θ, � > 0, що випливає з (3.62) при � ≡ 1. 
 

Зауваження 3.3. Для статистичного експерименту (3.44) X = R�, тому 

природньо � це мiра Лебега. Тодi за Теоремою 3.1 

�  

�(�; x) = 
∏  

���=1� −��−1(�; ��−1, ��), x = (�1, . . . , ��), �0:= �;(3.51) 

крiм того, в кожнiй точцi iснує похiдна�  

∂� �(�; x) = �(�; x)�(�; x), �(�; x) := 
∑  

���=1� −� �−1(�; ��−1, ��).  

Зокрема, спiввiдношення (3.34) i (3.37) можна розглядати як iнтеграль- 

нi представлення логари фмiчної функцiї вiрогiдностi i похiдної  функцiї 

вiрогiдностi в моделi, що складається з одного спостереження.  

Поєднавши Теорему 3.2 з Теоремою 1.5, одержи мо наступну версiю 

нерiвностi Крамера – Рао. 

Наслiдок 3.1. Нехай виконано умови твердження II Теореми 3.1 i � ∈ 

R, � ∈ N, 0 < �1  < · · · < ��  – фiксованi. Припустимо, що 

 

∂ 
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�  

� (�) > 0 

i � : R� → R – Борелiвська функцiя така, що функцiя 
 

� ↦→ E� � (�� , . . . , ��  )
2

 
� 1 �  

 

– локально  обмежена. 

Тодi змiщення  

�(�) = E� � (�� , . . . , ��  ) − � 

 
є диференцiйовним i 

E
� 

(

� (�� , . . . , ��� 1) 2) − � ≥�(1 + ∂� �(�))2+ �2(�).�  1

  �� (�)  

 

3.6. Формули для складникiв iнтегрального пред- 

ставлення другої похiдної по параметру вiд гу- 

стини перехiдної iмовiрностi 

 
В цьому пiдроздiлi наведено лему, яка дає формулу для старшої стоха- 

стичної похiдної �� , а також виписанi формули для iнтегрального пред- 

ставлення другої похiдної по параметру перехiдної густини � i складникiв 

цього представлення. Цi формули будуть використанi в наступному пiд- 

роздiлi i оскiльки є доволi громiздкими винесенi в окремо.  

Лема 3.3. За умов Теореми 3.3 �� – тричi стохастично дифе ре нцi йов- 

ний i 
� −1 (� + 1)� −�+1  ∫   �     

D��� = 
∑

 
�! D� −�−1 

(
E�E

−1
)  

0 
�=0 

 

 

де E� := exp 
{ ∫  � 

∂��� (� �  )d� 
}

, 

∫  

�(�) 
(

�(�)�
) (�) 

�(d�, d�), � = 1, 3;   (3.53) 
R 

0 � 

 

�−1 �−�−1  
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��  �  

� 

� �  

� �  

� 

D�E� = 
∑   ∑

�=0 � =0 
��−1� 

�−�−1 ∫   �D
� E�×D� 

(
∂2� �−�−�  � ����  (�� )

)  
D0�� d� , � = 1, 2.  (3.54) 

Зауваження 3.4. Формули для D� 
(
∂2  �� (�� )

)  
i D� 

(
E�E

−1
)  

можна знайти 

за перши м пунктом Твердження 3.2 (i формулою (3.54) вiдповiдно).  

Зауваження 3.5. За додаткових припущень про гладкiсть i рiст ��  , фор- 

мули (3.53) i (3.54) справедливi якщо � бiльше нiж 3, а � бiльше нiж 

2. 

Iншi формули складових у виразах для функцiоналу Ξ2   такi: 
 

D
2

∂� � �� = ∫   �D
2 

(
E� E

−1
)  
∂� � � (�� )d� + 2∫   �D 

(
E� E

−1
)  

∂
2

�� (�� )D� � d��  ��  
0�� (�� )(D� �  )2 + ∂2

 

E�  

(
[∂ � � �� ](��  )+ ∂2 −1 

�  ��  ��  
0 

E� E−1 
(
2∂3

�  ���0[�� ](�� )∂ ��
� + ∂3

�  ����� (�� )(∂ ��
�  )2 + [∂3

�  ��� 

� � ](�� )
)  

D�� d�.(3.57) 
 

Остаточно  можемо  записати  наступнi  спiввiдношення:  (  
1
 

(   (
(∂ ���)

2 
)

) ) 1 
(

(∂ ���)
2 

)
Ξ2           

 �   := ��D��D��+ ∂� ���= − 
D� 

D�D��D∂2  �� 

+D��  

де
 (  

� (1)+D��D
2��+(D�� )2)  ( �

(
(∂ � �� )

2 
)

 

 

D�� ) + ∂2  ��, (3.58)
(

(∂���)
2 

)
 

� =D��(∂ ���)
2 �(1)+D��(∂ ���)

2 D2��  (D�� )2  

2(∂ ��� )D(∂ ���)
,
 

− 
D��

(
(∂���)

2 
)  

D� =D��2∂ ���  D��

(
�(1)D(∂ ���) − D

2(∂ ���)
)  
+ 

(∂���)
2 D�(1) D��2(D(∂ ���))

2
 

− 
D��  

(  
∂��� 

) 2 (
 

 
 

D��  

D3�� − � (1)D2��

)
 

4∂��� D(∂ ��� )D2��  
+ 

(D��)2  

2(∂ ��� D2��)
2

 

� 
� 

+ 
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�  

∂2 

��  

� �  

− 
(D�� )3 

 

3.7. Iнтегральне представлення для другої похiдної 

по параметру вiд густини перехiдної iмовiрностi. 

 
Зауважи мо насамперед, що результат цього пiдроздiла використову-  

ється не тiльки при доведеннi ЛАН, вiн є дуже корисним зокрема при 

побудовi асимп тотично ефективних оцiнок. Так, за методом Нью тона – 

Рафсона можна стартуючи з будь-якої слушної оцiнки побудувати ”квазi- 

ОМВ”  (�̂� ),  що  збiгається  до  ОМВ  (�̂ОМВ ),  за  наступною  рекурентною 

схемою: 

∙ спершу беремj довiльну слушну оцiнку �̂0  параметра �;  

∙ обчислюємо  рекурентно 
∑ �  ��(�, �(� 1)� , ���)   

�̂�+1  = �̂� −   �=1 −  
 

, � ≥ 1. 
∑ � 

 
�=1 ∂ � ��(�, �(�−1)� , ���)

�=�̂  

тодi �̂� → �̂ОМВ , � → +∞. 

Наступний результат встано влює справедли вiсть i формули для скла- 

дових  таких  спiввiдношень: 

 
 

� � ��(�; �, �) = ��(�; �, �)��(�; �, �), (3.59) 

де 
 

��(�; �, �) = 
{

∂2
 

 

 

2 � ,�  2 

� � log ��(�; �, �) + ��(�; �, �) = E�,� Ξ� , ��(�; �, �) > 0, (3.60) 
0, iнакше. 

Теорема  3.3. Нехай  � ∈ � 3,2(R × Θ),  має  обмеженi  похiднi  ∂��,  ∂2  �, 

∂2
 
3 

3 3 4 

���, ∂��� �, ∂��� �, ∂��� �, ∂���� � i для всiх   � ∈ Θ, � ∈ R 

|�� (�)| + |∂� �� (�)| + |∂2  �� (�)| ≤ � (1 + |�|). (3.61) 

. 
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� �  

� 

� 

 

Тодi густина перехiдної iмовiрностi має другу похiдну ∂2  ��(�; �, �), яка 

є не пере рвною по (� , �, � , �) ∈ (0, ∞) × R × R × Θ i справджується  (3.59). 

Доведе ння. Доведення теореми дослiвно повторює доведення Теореми 

3.3, тому зупинимось ли ше на його окреми х мо ментах.  

Функцiонали  Ξ1i ∂� Ξ1неперервно залежать (в �2) вiд �, �, �. 
Томуможе мо взяти похiдну в правiй частинi (3.36), що дасть  

 

∂2 �,�  1 2 

� � ��(�; �, �) = ��(�; �, �)E� ,�∂ � Ξ� + ��(�; �, �)��(�; �, �)  . 
 

Ця функцiя є неперервною по (�, �, �, �) оскiльки �� , � � i ∂ � Ξ
1  неперервно 

�  �  � 

залежать (в �2) вiд �, �, � i справджує ться спiввiлношення (3.40).  

Використавши  моментнi  оцiнки  для  ∂ ��� ,  ∂2  �� ,  D(∂ ���),  D(∂2  ��), 
��  ��  

D2(∂ ���), D�� , D2�� i D3�� одержимо, що 
 
 

лежать в dom(�) i справджується спiввiдношення (3.58). 

Для довiльної тестової функцiї � ∈ � 2(R), що має обмеженi похiднi 

запишемо 

� � (��)Ξ�  = E� � (��)��(�; �, ��);   (3.62) 
 

див.  (3.60)  щодо  означення  ��(�; �, �).  Оскiльки  тестова  функцiя  �  до- 

вiльна, то iнтегральна рiвнiсть (3.62) доводить (3.59).  

 

Зауваження 3.6. З твердження останньої теореми випливає, що лога- 

рифм густини перехiдної iмовiрностi має неперервну другу похiдну по  

параметру на вiдкритiй пiдмножинi множини (0, ∞) × R × R × Θ визна- 

ченiй нерiвнiстю (3.31) i на цiй пiдмножинi допускає iнтегральне пред - 

ставлення 
∂2 �,� 2 � ,�  1   2  

� � log ��(�; �, �) = E� ,� Ξ� − 
(
�� ,�  Ξ� 

)
 . (3.63) 
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� 
 

 

Зауваження 3.7. З (3.62) при � ≡ 1 випливає, що для довiльного � ∈ 

R, � ∈ Θ, � > 0 

���(�; �, ��) = 0. 

Зауваження 3.8. Для довiльного � < 1 + �/2 iснує стала � залежна 

тiльки вiд � i � така, що 

�
  

Доведення. З моментних оцiнок i формули (3.58) випливає (3.48) для 

будь-якого  �  ∈  [1, 2 + �)  з  константами  �  залежними  тiльки  вiд  �, �. 

Комбiнуючи спiввiдношення (3.36), (3.37), (3.59) i (3.60) одержи мо  
∂� ��(�; �, ��) = E� 

[
Ξ2 ��

]  
− ��(�; �, ��)

2 ,�   

Крiм того, нерiвнiсть (3.64) пря мо випливає з (3.48), мо ментної оцiнки 

для ��  i нерiвностi Йєнсена. 

3.8. Висновки 
В цьому роздiлi побудовано версiю числення Малявена дл я функцiо- 

налiв вiд процесiв Левi. Зокрема побудовано стохастичну похiдну процеса 

Левi �� , встановлено стохастичну двiчi диференцiйовнiсть �� , розв’язку 

СДР керованого процесом �� , i знайдено вiдповiднi двi стохастичнi похi- 

днi D��  i D2�� . Крiм того, знайденi моментнi оцiнки для �� , D�� , 

D2��(D��)
−1 . Також було доведено диференцiйовнiсть �� по параметру, 

встановлено  стохастичну  диференцiйовнiсть  ∂ ���  i  знайдено  D∂ ��� .  За  

до- помогою такої версiї числення Маля вена встановлено iснування 

густини перехiдної iмовiрностi � для �� . Встановлено двiчi 

диференцiйовнiсть по параме тру функцiї � i знайдено iнтегральнi 

представлення вiдповiдних похiдних. До ведено теорему про достатнi 

умови регулярностi статисти- чного експерименту породженого 

дискретними спостереженнями проце- са �� , i встановлено нижню оцiнку 

для квадратичної функцiїї втрат при оцiнюваннi  невiдомого параметра. 



 

� 

� 

�,�  

)  

 

 

РОЗДIЛ 4 

 
ВЛАСТИВIСТЬ ЛАН ДЛЯ МОДЕЛЕЙ ЗI 

СТАЛИМ КРОКОМ СПОСТЕРЕЖЕНЬ 

 

Мета цього роздiлу встановити достатнi умови, за яких справджує ться  

властивiсть ЛА Н для статисти чних моделей породжених спостереження- 

ми зi сталим кроком � розв’язку СДР (1.1). З цiєю метою в першому 

пiдроздiлi цього роздiлу сформульовано i доведено загальну теорему, що 

встановлює ЛАН за умо в марковостi процеса, що спостерiгається.  

 

 
4.1. Властивiсть ЛАН моделей, породжених дис- 

кретними спостереженнями процеса Маркова 
 

Нехай � – процес Маркова зi значеннями в локально компактно му  

метрично му просторi X. Припусти мо, що розподiл � залежить вiд дiй- 

сного параметра �; щодо параметричної множини Θ припускає мо, що 

вона  є  iнтервалом  (�1 , �2)  ∈  R.  Як  i  в  попередньому  роздiлi  познача- 

ємо  через  P�  розподiл  �  з  початковим  значенням  �0   =  �,  який  вiд- 

повiдає  значенню  параметра  �;  сподiвання  вiдносно  P�  позначаємо  че- 

рез E� . Для заданого � > 0, позначимо через P�  розподiл P�
 вектора 

� �,�  � 

��  = {���, � = 1, . . . , �}, який є дискретни ми спостереження ми процеса 

� з кроком �. Позначимо ще E�  – статистичний експеримент, породжений 

вибiркою ��  з �0 = �, iнакше кажучи 

E� = 
(
X� , B(X�), P�

 , � ∈ Θ  . (4.1) 
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Мета цього параграфа встанови ти властивiсть ЛАН для послiдовностi 

експериментiв  {E�}. 

Припускаємо, що � допускає густину перехiдної iмовiрностi �� (�; �, �) 

вiдносно деякої �-скiнченної мiри �. Крiм того, припускаємо, що експе- 

римен т E1 – регулярний.  

Нагадає мо, що в цьому випадку визначенi функцiї  

�� (�; �, �) = ∂� 

√
��(�; �, �),   ��(�, �, �) = 2��(�; �, �)

√
��(�; �, �)    (4.2) i 

справджує ться рiвнiсть 

� ��(�; �, �� ) = 0 (4.3) 

для кожних � ∈ R, � ∈ Θ . Позначи мо ще 
�  

��(�) = 
∑  

E� 
(

�� (�; ��(�  

�=1 

−1), ���  
)

) 2 = 4E�  
∑  ∫

 

�=1 X 

(
��

  

(�; � 

 
�(�−1)  , �)

) 2
 

 

�(d�). 
 

(4.4) 

Якщо припусти ти, що статисти чний експери мент E�  – регулярний, то 

iнтеграл вище скiнченний i визначає iн формацiю Фiшера для E�.  

Зафiксуємо � ∈ Θ i припусти мо, що для достатньо великих � справе- 

длива нерiвнiсть ��(�) > 0. 

Теорема 4.1. Припускаємо наступне: 

1. Статистичний експеримент (3.44) – регулярний для кожних � ∈ 

X i � = 1; для достатньо великих � ��(�) > 0. 

 

2. Для деякої послiдовностi невипадкових симетричних додатньо ви- 

значених матриць {�(�) = �(�, �), � ∈ N} послiдовнiсть  

 
{  

�
 

��  := �(�) 
∑  

�� 

(
�; ��(�  

�=1 

 

−1), � 
��  

)
 

 

, �0 

}  

= �, � ≥ N 
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��  

E � 
1 

�� 

є асимптотич но нормальною з нуль овим середнiм i  матр ицею коварiацiй Σ(�).  

 
�  

 

3. lim 
�→∞ 

E� 
∑  (

�(�)��(�; � 

�

=1 

�  

�(� −1)  , ���  )
) ⊗2  

 
� +2 

 
Σ(�)

 
= 

0.  
 

4. lim 
�→∞ 

E� 
∑  

�(�)��(�; 

��(�  

�=1 

−1), ���  

)  

= 0. 

 

 

5. lim 
 

sup 

� 

E� 
∑  ∫  �(�) 

(
�� 

(
� + �(�)� ; 

��(�  

− 1 ), �
)

 

�→∞  |� |<� �=1 

X 
−��(�; ��(� −1) , �)

)
 

 

�(d�) = 0. 

 

Тодi статистична модель має властивiсть ЛАН в точцi �. 

 

Роздiлимо доведення на декiлька лем; у всiх лемах вважає мо викона- 

ними умови Теореми 4.1. Величи ни �, �, i � фiксованi; припускаємо, що 

� достатньо велике так, що � + �(�)� ∈ Θ. 

Позначимо 
 

� �(�) = 

⎛

(  
�
 

(� + �(�)⊤�; � 
, � )

) 1/2 
⎞

 

   �  �(� −1) ��  1 � 
{
� (�; � , � ) = 0

}  
. ⎝  

��(�; ��(�  −1 ), ���  ) 
− ⎠  � �(� −1)  � �  

 

Лема 4.1. Мають мiсце наступнi спiввiдношення 
�  

lim sup 
∑  

E� � �
 (�)2  ≤ 

1 
�⊤Σ(�)� (4.5) 

�→∞ 

 

i 
� (  

 

�=

1 

� ��  4  

 
) 2 

lim ∑  
�
 

� 
�  (�) − �⊤�(�)��  (�; � �(� −1)  , ���  ) = 0. (4.6) 

�→∞ 
� =1 

2 

− 

2 
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��     

   

� 

� 

⊤
)  )  

� 

 

� 

E 

�  

1 

 

Доведення. З регулярностi E1 i нерiвнiстю Кошi маємо 

�  

(  
1
 

� � �(�) − 
2 

�⊤
 

 

�(�)�� (�; ��(�−1) , �� � ) 

) 2 

∫  ( √  
= E�

 

{ �:�� (�; � ,�)=0} 

�� 

(
� + �(�)⊤�; ��(�  − 1 ), �

)
 

√  ) 2 

− �� 

(
�; ��(� −1) , �

)  
− ��(�; ��(�−1) , �)⊤�(�)⊤� �(d�) 

≤ E�
 

∫  

�(d�) 
R 

( ∫  1 (  

0 

�� 

(
� + �(�)⊤��, ��(�  1) , �

) ⊤
 

2 

−�� 

(
�; ��(�−1) , �

)  
�(�)⊤� d� 

≤ |�(�)⊤�|2E�
 

∫  

�(d�) 
R 

∫  1 

�� 

(
� + �(�)⊤��; ��(�  

0    
 

1) , �
) ⊤

 
 

⊤ 2 

−�� 

(
�; ��(�−1) , �

)
 

  
d� , 

 
 

що разом iз умовою 5 Теореми дає (4.6). Щоб вивести (4.5) з (4.6), засто - 

суємо  елементарнi нерiвностi  

 

 
Маємо 

��  1 

|��| ≤ �
�2 

2 
+  

1 
�2

 

2� , � > 0 (4.7) 

� �(�) = �⊤�(�)�� (�; ��(�−1) , �� �  ) 
(  )  

 
 

Тодi 

+ �� 

1 

(�) − 
2 

�⊤�(�)��  (�; � �(� −1)  , ���  ) =: � + �. 

E�  �  2 �  ⊤   2 

�(�� �(�))   ≤ (1 + �)
4
E� 

(
�  �(�)�� (�; ��(�−1) , �� �  )

)
 

(  

+ 1 + 1 
)  

�

 

� � 

(  
�  1

 

� �(�) − 
2 

�⊤�(�)��  (�; � �(� −1)  , ���  

) 2 

) , 

що разом iз умовою 3 Теореми приводи ть до оцiнки 
�  

lim sup 
∑  

E� (� �  (�))2  ≤ 
1 + �

�⊤Σ(�)�. 
�→∞ 

�=

1 

� ��  4 

E 

2 

� 

− 

− 
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З огляду на довiльнiсть � > 0 цим завершує ться доведення ле ми.  

 

Лема 4.2. Має мiсце збiжнiсть 

� ⊤ 

∑  
�
 

�� (�))2  → 
�  Σ(�)�

, � → ∞ (4.8) 

 
за iмовiрнiстю. 

�=1 

 

Доведе ння.  За нерiвнiстю Чеби шева  
{   

�  �   }  
�  

∑  
�  

�  �� 

2 1 ∑  
⊤  

 (� 
 
� =1 

1 
� 

(�)) 

 
− 

4 
(� 

�=1 
1 

�(�)�� (�; ��(�−1) , �� � )) 
 > � 
 

   ∑  
� 

 
�
  2   ⊤ 2 

≤ 
�

 

1 

 
 

�=

1 

�  

E� 
(�� �(�)) 

 

 

− 
4

(� 
�(�)�� (�; ��(�−1) , �� � ))   

 

 

= 
∑  

E�  

� �
 

1 
(�) − �⊤�(�)� (�; � , � )  

 
 

� 
�=1 

 

� 
  

� �  
 

�  �(� −1)  

 

� �    
 

× ��
 

1 (�) + �⊤�(�)� (�; � , � )
 
,   

� �  
 �  �(� −1)  

� �    
 

 

що за (4.7) при заданому � > 0 не перевищує 
 

1 
� (  

1 ) 2 
   

E�  � �         ⊤ 

2�� 
� 

� =1 

� �(�) − 
2 

� �(�)�� (�; ��(�−1) , �� � ) 

� 
+ 

2� 

� 

∑  
�
 

� 

� =1 

(  
1
 

�  (�) + �⊤�(�)��  

��  2 

 

(�; � 

 
�(� −1)  

 

, ���  

) 2 

) . 

 

За (4.6) перший доданок цього виразу прямує до нуля при � → ∞. До 

того ж нерiвнiсть Кошi разом з (4.5) i умовою 5 Теореми доводять, що 

верхня границя другого доданку не перевищує  

 
lim sup (  

�
 � 
∑  

E� (� �
 (�))2 +  

�
 � 
∑  

E� (�⊤�(�)�  �; � 
)  

, � )2
 

P 

∑  

� 

2 

2 
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∑  

P ��  
 

�,� � 

1 

�� 

Оскiльки � > 0 є довiльним, ци м завершується доведення леми.  

 

Лема 4.3. справедлива наступна збiжнiсть 
 

max |� �  (�)| → 0, � → ∞ (4.9) 

 
за iмовiрнiстю. 

Доведе ння.  Маємо  

{  

1≤�≤�  
� �

 

 
 
 

}  � 

P�  max |� �  (�)| > � ≤ P� 
{

|� �
 (�)| > �

}
 

� 
1≤�≤�  

� �
 

�  

 
{
 

�  �� 

�=1 
 

 }  

∑  
�
 

≤ � 

  
� � (�) − �⊤�(�)��  (�; � �(� −1)  , ���  

� 
)  > 

� =1 

 2  2
 

�  
�
 

+ 
∑  

P� 
{

�⊤�(�)��(�; ��(�  1) , � )
 

> 
}  

.
 

� 
 

�=1 
− � �   

 
4
 

 

Перша сума в правiй частинi цiєї нерiвностi прямує до нуля при � → ∞ 

завдяки (4.6), друга зануляється внаслiдок четвертої умови Теореми.  
 

Наслiдок 4.1. З Леми 4.3 i Леми 4.2  маємо 
 
 
 
 
за iмовiрнiстю. 

� 
∑  

 

�=1 

�  (�)|3  → 0, � → ∞ (4.10) 

 

Оскiльки ми має мо справу з маркiвськи ми спостереження ми, додатко- 

во до Ле ми 4.2 нам буде потрiбен наступний результат. Позначи мо 
 

F� = �(�� � , � ≤ �), E�  = E� [ ·|F� ]. 
 

Лема 4.4. Має мiсце збiжнiсть 
�  
∑  

E�
 �  2 �⊤Σ(�)� 

 

 
за iмовiрнiстю. 

 

�=

1 

�,�−1(�� �(�))   → , � → ∞ (4.11) 

|� 

4 
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�� �,�−1 (� 

1  
�  

�  

� 

1  
�  

�  

� 

(� 

� = 

�� 

� 

 

Доведе ння. Позначи мо  

�  

�� � = (� �  (�))2 − E�  �  (�))2 , ��  = 
∑  

�� � , 
�=1 

 

тодi згiдно з (4.8) достатньо показати, що �� → 0 за iмовiрнiстю. Зафi- 

ксуємо � > 0 i покладем 
 

�� �
 2 

� 
(  

�

 2 

)  
�
 

� 
∑  

�
 

� � = (�� �(�)) |� �� (�)|≤� − E� ,�−1  (�� �  (�)) 1|� �� (�)|≤� , ��  =  

�=

1 

���. 

 

За побудовою {��, � = 1, . . . , �} є мартингал-рiзницею, тому 

 
E�  �  
2 

� 
∑  

�
 
 

�
 
2 

� ∑  
�  �  4 

� 
2  �  

∑  
� 2 

�(��) = 

�=

1 

E�(�� �) ≤ 
�=

1 

E�(�� �(�)) |� �� (�)|≤� ≤ � E� 

�=

1 

(�� �  (�))  . 

Звiдси за (4.5) i нерiвнiстю Ко шi  

lim sup E�  |�� | ≤ 
� 

√

 

 
 
Σ(�)� (4.12) 

�  �  �⊤
 

�→∞ 2 

Далi оцiнюємо рiзницю ��  −�� . Зазначимо, що використовуючи перше 

твердження Леми 4.1, можна узагальни ти Лему 4.2 i показати, що збi - 

жнiсть (4.8) має мiсце в смислi �1 (P� ) (Теорема 1.11). Зокрема це означає, 

що  послiдовнiсть 
 

�  

∑  
�
 

�� 

 
(�))2 , � ≥ 1 

�=1 

є рiвномiрно iнтегровною. Звiдси, оскiльки з а Лемою 4.3 iмовiрностi   подiй 
 

Ω� 

{  }  

max |���| > � 
� ≤�  

 
(4.13) 

прямують до нуля при � → ∞, маємо 
(  

�
 

E�  1Ω�  

∑
(� �

 

тому  

Разом з (4.12) це даєlim sup E�  |�� | ≤�→∞  
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2 � 

� 

�� � 

 
   

� √  
�⊤Σ(�)�, 

2 

що завершує доведення оскiльки � > 0 довiльне. 
 

Завершальний пiдготовчий результат полягає в наступно му.  

Лема 4.5. Справджується 
�  

∑   
�

 
�� 

�=1 

� 

(�) − �⊤�(�) 
∑  

��(�; ��(�  

� =1 

 

−1 ), ���  

) → − 
�⊤Σ(�)� 

4 
, � → ∞ (4.14) 

 

за iмовiрнiстю. 
 

Доведе ння.  Зазначи мо, що наступна рiвнiсть  
 

(� �
 
(�))2  = 

��(� + �(�)⊤�; ��(� −1) , �� � ) 1 2� �
 (�) 

� �  ��(�; ��(�  −1), ��� ) 
− −

 

справедлива  P� -майже  напевне.  Крiм  того  за  маркiвською  властивiстю  

маємо 
 

E�  

 

��(� + �(�)⊤�; ��(� −1) , �� � ) 
�,�−1 ��(�; ��(�  −1 ), ���  ) 

= 

∫  
��(� + �(�)⊤�; ��(� −1) , �) 

X ��(�; ��(�−1) , �) 
��(�; ��(�−1) , �)�(��) = 1; 

тому з Ле ми 4.4 випли ває, що 
�  ∑  

E�  �  

 

�⊤Σ� 
 

�=1 
�,�−1�� �(�) → − 

8 

за iмо вiрнiстю. Тож залишається довести, що  
� � 

��  := 2 
∑  (

� �  

� =1 

� � 

�,�−1 �� (�)
)  
− �⊤�(�) 

∑  
��(�; ��(�  

�=1 
−1), ���  ) → 0 (�) − E 

�� 
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за iмо вiрнiстю. За (4.3) послiдовнiсть  
 

��  �  �  ⊤ 

� �(�) − E�,� −1�� �(�) − � 

є  мартингал-рiзницею, тож 

�(�)�� (�; ��(�−1) , �� � ), � = 1, . . . � 

 

E�
 
2 

� 
∑  

�
 �   1  ⊤ 

) 2 

���  ≤ 4 E� 

�=1 
�� �(�) − 

2 
� �(�)�� (�; ��(�−1) , �� � ) , 

 

що прямує до нуля при � → ∞ за (4.6). 

Тепер можемо заверши ти доведення Теореми 4.1. Зафiксуємо � ∈ (0, 1) 

i розглянемо множини Ω�  визначенi (4.13). За Лемою 4.3 маємо P� (Ω� ) → 
� � � 

0. Ви користовуючи розклад Тейлора функцiї log(1 + �), отримаємо, що 

iснує стала �� i випадковi величини ���  такi, що |��� |  < �� , для   яких 

поза множини Ω�  справдж ується рiвнiсть: 
 

∑  
log 

��(� + �(�)⊤�; ��(�−1) , �� � ) 

��(�; ��(�−1) , �� �  ) 

 

 
��� |��

 

 

 
(�)|3 . 

 

Тодi за Лемою 4.2, Ле мою 4.5, i Наслiдко м 4.1 має мо  
 

�  
��(� + �(�)⊤�; ��(�  1 ), ���  ) 

log �� ,� (�) = 
∑  

log 
��(�; ��(�−1) , �� �  ) 

�=1 
�  �⊤Σ(�)� �⊤Σ(�)� 

= �⊤�(�) 
∑  

��(�; ��(�  

�=1 

−1), ���  ) − 4 
− 

4 
+ Ψ�, 

 

де Ψ� → 0 за iмовiрнiстю. З асимптотичної нормальностi (умова 2 Тео- 

реми 4.1) остаточно виводи мо твердження Теореми 4.1. 

Зауважи мо на три мож ливих узагальнення Теореми 4.1, якi можуть  

бути одержанi без особливих змiн в доведеннi. Ми не будемо представляти  

їх детально оскiльки вони не будуть використовуватись в цiй роботi. 

  −  

(  

�=1 

�  

 

�  

 

�  

= 2 
∑  

� �  (�) − 
∑

(� �  (� 
��  ��  

))2 + 
∑

 

�=1 � =1 �=1 
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Зауваження 4.1. Твердження Теореми 4.1 залишається справедливим 

якщо � має залежнiсть вiд � (з очевидни ми змiнами умо в 1 – 5). 

Зауваження 4.2. Твердження Теореми 4.1 залишається справедливим, 

якщо замiсть � пiдстави ти послiдовнiсть �� → �. Крiм того, якщо в цьому 

випадку замiсть фiксованого � пiдстави ти послiдовнiсть ��  → � спiввiд- 

ношення (1.4), (1.5) залишати муться справедли ви ми i при рiвномiрних 

версiях умов 2 – 5 Теорема 4.1 стверджуватиме, що модель має власти- 

вiсть   рiвномi рної   асимптотичної   нормальностi . 

Зауваження 4.3. Якщо в означеннi ЛАН матриця Σ – випадкова, то вiд- 

повiдна властивiсть називається умовною ЛАН. Тож якщо в першiй 

умовi Теореми 4.1 вимагати збiжнiсть до умо вного нормального закону 

з вiдповiдними параметрами, теорема буде стверджувати умо вну ЛАН  

моделi. 

 

 
4.2. Властивiсть ЛАН для моделей породжених спо- 

стереженнями процеса, заданого СДР з шумом 

Левi 

 

Розглядаємо процес � , заданий рiвнянням (1.1), в якому � має ви- 

гляд (3.16) i задовольняє умовi H. Про коефiцiєнт �� (�)  рiвняння (1.1) 

припускаємо  наступне. 

A. (i) � ∈ � 3,2(R×Θ) має обмеженi похiднi ∂��, ∂2
 �, ∂2

 
3 
���  ����, 

∂3 4 

����,  ∂����� i виконується ум ова  (3.61).  

(ii) Для заданого � ∈ Θ, iснує його окiл (�− , �+ ) ⊂ Θ такий, що 
�� (�) 

lim sup 
� 

< 0 рiвномiрно по � ∈ (�− , �+). 
|�|→∞ 

Всi необхiднi передумови для Теореми 4.1, наведеної в попередньому 

параграфi 4.1., доступнi для �(��) = �� (мiри Лебега). 

�, ∂ 
�, ∂ 
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� � �  

� 

� � �  

κ �  
� 

� � �  

� � �  

2 
∫  ∫  

2 

 

До того ж, за умов A i H, при заданому � вiдповiдний процес Мар- 

кова � є ергодични м, тобто для � iснує єдина iмовiрнiсна  iнварiантна 

мiра κ �   . Цей факт легко перевiряється використовуючи достатнi умови 

ергодичностi розв’язку СДР керованого процесом Левi, наведеними в Те- 

оремi 1.9. Позначимо {� �� , � ∈ R} вiдповiдну стацiонарну версiю процеса 

� ; тобто, процес Маркова, визначений на всьому R , який має однаковi 

з  � перехiднi  iмовiрностi,  а  одновимiрнi  розподiли  рiвнi  κ �   .  Iснуван- 

ня такого процеса на вiдповiдному iмовiрнiсному просторi гаран тується 

теоремою  iснування  Колмогорова.  Позначимо 

�2(�) = E
(

��(�; � �� , � ��)
)   

= 
(

��(�; �, �)
)  

�� (�; �, �) ��κ �
 

0 � � � �  
R R 

(��). 

(4.15) 
 

Теорема 4.2. Нехай вик она но умови A, H  з � > 2. Тодi, якщо �2(�) > 0, 

статистична  модель  має  властивiсть  ЛАН  з  �(�)  =  1/
√

� i  Σ(�)  = 

�2(�). 

 

Щоб довести Теорему 4.2, перевiри мо умови Теореми 4.1. 

Зазначимо, що одним iз стандартних шляхiв побудови iнварiантної мi- 
�  
� � �  взяти слабку границю (при � → ∞) сiм’ї середнiх Хасмiнського 

�  

� (��) = 1 
∫  

�

 
0 

P� (�� ∈ ��) �� . 

Тодi за лемою Фату, друге спiввiдношення в (3.46) дасть таку  мо ме нтну 

оцiнку для κ �   : 
 

Наслiдок 4.2. Для кожного � ∈ (2, 2 + �), 
∫  

|�|�κ �
 

R 

(��) < ∞. 

Всю ди нижче припускається, що умови Теореми 4.2 виконанi.  

ри κ 
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Лема 4.6. Послiдовнiсть 

1 
� 

  ∑  

√
�
 
�=1 

�� 

(
�; ��(�−1) , �� � 

)  
, � ≥ 1 

 

є  асимптотично  нормальною  вiд носно  � �  з  параметрами  (0, �2(�)),  де 

�2(�) визначена в (4.15).  

Доведення. Iдея доведення така ж як i в доведеннi Теореми 3.3 [51]. По- 

значимо 
1 

� 

�� (�, � ) = 

  ∑  

√
�
 

�=1 

�� 

(
�; ��(�−1) , �� � 

)  
. 

За Теоремою 1.8 (див. також Теорему 2.2 [59]), коефiцiєнт �-пере мiшування  

�(�) для стацiонарної версiї процеса � не перевищує �1 �−�2 � , де �1 , �2  –  

деякi додатнi сталi. Тодi, оскiльки коефiцiєнт перемiшування �(�) ≤ �(�), 

то за центральною граничною теоремою для стацiонарних послiдовностей 

(Теорема 1.7) i (3.46) має мо  

�� (�, ��� ) ⇒ N 
(
0, �2(�)

)  
, � → ∞ 

 

де 
+∞ 

�2  
∑  (  

 

��  ��  
(  

��  

 

� �  
) )  

 (�) = E 

�=−∞ 

�� 

(
�; �0  , �� 

)  
��  �; ��(�−1) , ���  . 

До того ж, умови Теореми 3.2 забезпечують iснування експненцiйного 

каплi нгу для процеса � (Теорема 1.10); тобто такого двокомпонентного 

процеса  �  =  (� 1 , � 2),  визначеного  можливо  на  iншому  iмовiрнiсному 

просторi, i такого, що � 1  має розподiл P� , а � 2  має такий самий розподiл 

як � �� , i для всiх � > 0 

P
(
� 1  = � 2

)  
≤ �1 �−�2 �  (4.16) 

�  �  

 

з деякими стали ми �1, �2. Тодi  для будь-якої лiпшицевої   неперервної 
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функцiї � :  R → R маємо 

|E� � (��(�, � )) − E� (��(�, � ��))| = |E� (��(�, � 1)) − E� (�� (�, � 2))| 

= Lip(� )E|��(�, � 1) − ��(�, � 2)| 
Lip(� ) 

�   
   ∑  

1 1 2 2 
≤ √

� 
E ��(�; ��(�−1) , ��� ) − ��(�; ��(�−1) , ��� )

 
1(� 

1 
1 2 2 

 
 

�=1 
2Lip(� ) 

 
 

�  (   (  
 

) �  

 

 (  
�(�−1)

,��� )=(�
�( �−1)

,���) 
) � ) 1/� 

  ∑  
1 1 2 2 

≤ √
�
  

�=

1 

E ��  
 

�; ��(�−1) , ���  

  
+ E ��  

  
�; ��(�−1) , ���    

× 
(

� 
(  

1
 

�(�−1)  
2 

)  
�(�−1)  

(  
1
 

�� 
= � 2 

) ) 1/�  

, (4.17) 
 

де �, � > 1 i такi, що 1/� + 1/� = 1. Оскiльки � 1  має розподiл P� , за (3.46) 

одержимо при � ∈ (2, 2 + �) 
 

 (   1 
) � 

= E� 
 

(
�; � , � 

�
 

��  �; ��(�−1) , ���   

 

� ��
 �(�−1)  � �  

)
 

≤ � E� 
(
1 + |��(�  1) | ) ≤ � + � 2(1 + |�|�).  (4.18) 

 

Аналогiчно, 
 

 (  
 

)
� 
 

 (  
��  � �  

) �
 

��  �; ��(�−1) , ���   

 

= E 
��  

�; ��(�−1) , ���    

≤ � E 
(

1 + 

� � �
 

�   )  
 

∫  
= � + � |�|�κ �

 (��),  (4.19) 

 �(�−1)  ���  
R 

а стала в правiй частинi є скiнченною за Наслiдком 4.2. Звiдси, (4.16) i 

(4.17) дають 
 

� � (��(�, � )) → E� (�), � → ∞, � ∼ N 
(
0,  (�)

)
 

= 

� 

E 

E 

+ � 

− 

) 
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� 

]  

�  

� 

E�  �2  

 

для кожної неперервної лiпшицевої функцiї � : R → R. Останнє 

дово- 

дить, що послiдовнiсть {��(�, � ), � ≥ 1} є асимптотитчно нормальною 

вiдносно � �з парам етра ми (0, �̃2(�)). 
Щоб завершити доведення, залишається показати, що     

Це прямо випливає з (4.3) оскiльки за маркiвською властивiстю для � �� , 
 

∞ 
�2 2 

∑
 ��  ��  

(  
��  

� �  
) )  

 (�) = � (�) + 2 E 

�=1 

�� 

(
�; �0  , �� 

)  
��  �; ��(�−1) , ���  

= �2(�) + 2 
∑  

E 

[

 ��(�; � �� , � ��)
(
E� ��(�; �, ��)

)  
. 

 

�=1 

0 �  � �=� � �
 

�(�−1 ) 

 

 

 

Аналогiчно можн а довести, що  
 1 (  ) 2 

   ∑  

� 
�=1 

�� 

(
�; ��(�  − 1 ), �� � 

)
 → �2(�), � → ∞ 

в �1(P� ); мiркування повнiстю тi самi, тiльки треба замiнити посилання 

на Центральну граничну теорему для стацiонарних послiдовностей поси- 

лання м на ергодичну теорему Бiркгофа – Хiнчiна. Звiдси, 
1 

��(�) ∼ ��2(�), �(�) ∼    
��(�) 

, � → ∞. (4.20) 

Тому умови 2 – 4 Теореми 4.1 виконано. Умова 1 Теореми 4.1 також 

виконана: регулярнiсть експеримен ту доведена в Теоремi 3.2, а додатнiсть  

��(�) випливає з (4.20). 

Перейдемо до перевiрки останньої умови Теореми 4.1. За Теоремою 3.2 

функцiя �� (�, �, �) – �2-диференцiйовна по �, i 

1 √   1 2√   

 
Тодi 

∫  

∂��� = (∂� ��) 
2 �� + 

4
(�� ) 

��. 

 

 
2 

�  
(
�� 

(
� + �(�)� , ��(�  

R 

∫  

−1), �
)  

− ��  

∫   �(�)�  

(�, � �(� −1)  , �)
)   

d� 

 
2 

√ 

E 

(  



✽

✹ 

 

�(�)  E 

∫

 

 

остання нерiвнiсть випливає з (3.64) i (3.46). Скориставши сь (3.49), одер- 

жимо оцiнку 

 
sup 

|�|<� 

� 

2  �  
∑

 
� 

�=1 R 

(
�
 
� 

(   

� + �(�)� , � 
 
�(� −1)  , �

)  
− 

 

�� (�, � 
 
�(� −1)  , �)

) 2 
d� 

≤ �� 2 ��(�)4 , 

в якiй стала � залежи ть лише вiд �. Це спiввiдношення разом з (4.20) 

завершує доведення останньої умови Теореми 4.1, а отже i доведення Те- 

ореми 4.2. 

 

 
4.3. Висновки 

 
Доведено загальну теорему про достатнi умови, за яких стати сти чна 

модель, породжена дискретними спостереженнями процеса Маркова, має 

властивiсть ЛА Н. До ведено ЛАН у випадку дискретних спостереж ень зi 

сталим кроко м моделей заданих СДР керованих шумо м Левi.  



 

 

 

РОЗДIЛ 5 

 
ПЕРЕВIРКА ЕФЕКТИВНОСТI МЕТОДУ 

ОЦIНЮВАННЯ 

 

В цьому роздiлi для статистичної моделi дослiджуваної в попередньо- 

му роздiлi пропонується алгоритм перевiрки ефекти вностi  методу оцiню- 

вання. Згiдно з результатами попереднiх роздiлiв, модель має властивiсть  

ЛА Н, тому за мiнiмаксною теоремою Гаєка iснує нижня границя ризи- 

кiв. Однак ця границя виражається в термiнах iнформацiї Фiшера, що не 

може бути явно обчислена. В цьому роздiлi будується перше наближення 

iнформацiї Фiшера, оцiнюється похибка такого наближення i проводиться 

порiвняння ефективностi ме тоду наймен ших квадратiв з оптимальною.  

 

 
5.1. Попереднi пояснення i обговорення 

 
За мiнiмаксною теоремою Гаєка [30], якщо статистична модель має  

властивiсть ЛАН, iснує нижня границя ризикiв пов’язаних iз вибором 

того чи iншого ме тода оцiнювання. Згiдно з цiєю теоремою для квадра- 

тичної функцiї втрат 

��(�, �) = (
√

�(� − �))2 , 

довiльної оцiнки �̂� i будь-якого � > 0 
 

lim inf 
�→∞ 

sup 
| �− �0 | <� 

E� (
√

�(�̂� − �))2  ≥ �−1(�0), (5.1)  

 
✽✺ 



✽

✻ 

 

  

�  

2 

 

де � (�0) – границя нормованих iнформацiй Фiшера, тобто 

1 
� (�0) =  lim 

�→∞ � 
��(�0). 

Оскiльки за результатами попереднього роздiлу справджується вла-  

стивiсть ЛАН, то справедливим є i спiввiдношення (5.1). Зокрема при 

виконаннi умов A i H процес � є ергодичним та 

� (�0) = E�0 

(
��(�0 , � �� , �� �)

)  
. 

0 � 
 

де  � � �  –  стацiонарний  розв’язок  рiвняння  (1.1).  Проте  в  умовах  дослi- 

джуваної моделi точне знаходження величини � (�0)  унеможливлюється 

з наступних причин:  

∙ iнварiантна мiра процеса � не вiдома,  

∙ для функцiї � вiдоме ли ше iнтегральне зображення (див. формулу 

(3.37)), 

∙ усереднення вiдносно розподiлу моста, що вiдповiдає процесу � , є 

занадто складн и м для реалiзацiї. 

Для вирiшення цiєї проблеми пропонується наступна схема. Спочатку 

для заданої точностi Δ > 0 вибираємо номер �0  = �0(Δ) такий, що 
 
� (�0 ) − 

E� 0
 

(
��(�0 , ��� , ��(� +1)) ) 2

 
 < Δ, (5.2) 

� 0 0 

  
 

потiм за фо рмулою (3.37) та нерiвнiстю Йєнсена для умо вного математи- 

чного  сподiвання  записуємо оцiнку 

E� 0 

(
�� (�0 , ��� , ��(� +1))

)

 ≤ E�0  Ξ1 (�0)2 , (5.3) 
�  0 0 �  �  

 

де Ξ 1 (�0) визначається формулою (3.33). Остато чно одержує мо верхню 

оцiнку для iнформацiї по Фiшеру:  

� (�0) ≤ E� 0 Ξ1 (�0)2 + Δ =: � (�0 , �0) + Δ. 
�  �  

2 



✽

✼ 

 

�  

�  

�  
�  

�  

 

Припусти мо, що вибрано ме тод оцiнювання i �̂�  –  оцiнка  параметра  �0  

за цим ме тодом. Асимп тотично ю якiстю оцiнки може слугувати величи- 

на � (�0)E��(�̂� , �0), яка iнтерпретується як вiдносна ефективнiсть оцiнки 

вiдносно теоретичної границi Гаєка. Оскiльки � (�0) неможливо обчисли- 

ти, замiнюємо її верхньою оцiнкою � (�0 , �0). Останнiм кроком замiнюємо 

математичнi сподiвання на вибiрковi середнi. Зауважи мо, що запропоно- 

ваний пiдхiд дозволяє одержати як оцiнку ефекти вностi методу оцiнюва- 

ння, так i оцiнку долi випадковостi (величина � (�0 , �0)/� (�0)) втраченої 

при замiнi умовного математи чного сподiвання на безумовне (нерiвнiсть 

(5.3)). 

Запропонований в цьому роздiлi алгори тм перевiрки ефективностi ме- 

тоду оцiнювання полягає в наступному:  

∙ вибираємо метод оцiнювання i будуємо оцiнку �̂� невiдомого параме- 

тра �0 ; 

∙ генеруємо � траєкторiй процеса � заданого рiвнянням (1.1) з � = �̂�  

i по кожнiй з них будуємо вибiрку розмiру �; 

∙ обчислюємо оцiнки �̂� , � = 1, . . . , � i знаходимо вибiркову дисперсiю 
�2  ^  1 �  

( √    �̂  
^ 

) 2 

�  (��) = 
∑  
�

 �=

1 

�(��  − �� ) ; 

 

∙ обчислюємо �0  i генеруємо ще � траєкторiй � з � = �̂� , по кожнiй 

з них обчислюємо Ξ1,� 
(�0), � = 1, . . . , � ; 

 

∙ знаходимо вибiркове середнє �� (�̂� , �0) =  1
 
∑ �  

�=

1 

Ξ
1,� 

(�0)2; 

 

∙ за значенням �� (�̂� , �0)�2  (�̂� ) робимо висновок про ефективнiсть ме- 

тоду. 
 

Запропонований алгоритм iлюструється на конкретному прикладi.  



✽

✽ 

 

�  

�  �  �  

 

 

5.2. Перше наближення теоретичної iнформацiї Фi- 

шера 

 
В цьому пiдроздiлi дається спосiб перевiрки спiввiдношення (5.2). 

Нехай  �0   >  0  –  фiксоване.  Розглянемо  рiвняння  (1.1)  зi  стартовою 
1 2 3 

точкою ��0    =  ��0 .  Позначимо  ��  =  ∂��� ,  ��  =  D�� ,  ��  =  D∂��� , 
� 4 2 1 4 

� =  D  �� .  Тодi  (див.  параграф  3.6.)  � �  :=  (�� , . . . , �� )  є  розв’язком 

систе ми 
⎧  
⎪ �� 1  = ∂��� (��)� 1 �� + ∂��� (��)��;  

�  �  
⎪  ⎪ �� 2  = ∂��� (��)� 2 �� + �D�� ; 
⎪⎨  � � 

�� 3  = ∂��� (��)� 3�� + 
(
∂���� (��)� 2 + ∂���� (��)� 1 � 2

)  

��; 
(5.4) 

�  �  �  �  �  
⎪  ⎪ �� 4  = ∂ � (� )� 4�� + ∂ � (� )(� 2)2�� + �D2 � ; 

� �   �  � � 
⎪  ��   �  � � � 
⎪
��

 = 0, � = 1, . . . , 4. 
� 
0 

 

Вподальшо му � будемо шукати чи сельно методо м Ей лера. Координати  

� э складовими формули для Ξ1 , див. (3.33). 

Позначи мо � – iнварiантна мiра процеса � , 

��  ��  2 ��  ��  

Ξ��  (∂��� )�(1) (∂��� )D  ��  D(∂ ��� ) .
 

�  = 
D� � �  

+ 
(D� � �)2  

−
 D� � �  

 

Лема 5.1. Нехай для кожного �0  > 0 та � ∈ R iснують додатнi сталi 
� 1 2 

P(�), �P  �Ξ(�, �) та �Ξ� �  (�) такi, що для всiх � ∈ Θ 
 

1 2 
�  
�,�0 − �‖� �  ≤ �

�P (�)−�P�0  , 
 

E�  1  4 �  ��  4  

Тодi 

� |Ξ�(�0)| 

 
 

≤ �Ξ(�, �), E 

 

(  

|Ξ� | 

) 2
 

≤ �Ξ� �  (�). 

� (�) − E�
 ��(�, �� , �� +� )  ≤ ��1 −�2 �0 , � 0 0 

  

де 
1 1 1 1 2 

‖P 

⎩  



✽

✾ 

 

P P 

� 

 

(  

(  

1 

1 

�1  = ln 2 + 
2 

ln (�Ξ(�, �) + �Ξ� �  (�)) + 
2 
�P (�), �2  = 

Зауваження 5.1. Вирази для констант � 1
 та � 2 будуть отри манi в Тео- 

ремi 5.1, для констант �Ξ та �Ξ��  в Лемах 5.2 – 5.5. 

Доведе ння. Доведення аналогiчне доведенню Ле ми 4.6, однак нам потрi - 

бнi явнi вирази �1  та �2, тож розглянемо його схе мати чно. 

Оскiльки умови A та H є достатнiми для iснування   експоненцiйного  

каплiнгу для процеса � , тобто, такого процеса � = (� 1 , � 2), що � 1  має 

розподiл P� , � 2  має розподiл � � � i для всiх � > 0 

 

1 2 

� (� 1  = � 2) ≤ ��P(�)−�P� . 
�  �  

 

враховуючи  останню  нерiвнiсть запишемо 
  
� (�) − E�

 

(
��(�, �� , �� +�) 

) 2  
 � 0 0 

  
 

2 2
 

= E
(

��(�, � 1 , � 
1

 )
)  − E  �� (�, � 2 , � 2 

)
)   

 
�0

 
 

 
2

 

�0+�  
�0 �0+�   

 

2
 

≤ E 
(

��(�, � 1 , � 1 )
)
 − ��(�, � 2 , � 

2
 

)
)   

1 1 1 2 2 

 
�0

 

 �0+�  �0

 �0+

�  

 
{(�  

 ,��0 +�  )=(��0
 ,��0 +� )} 

(  ( (
 

≤ E 
 
��(�, � 1 , � 
1

 )
) 2 − 

(
�� (�, � 2 , � 2 

) 2
) 2

)  
2  

) 

�0 �0+�  �0 �0+�  
 

× 
(
� (� 1  = � 2) + � (� 1 = � 2 

)
)  

2
 

�0 �0 �0+�  �0+�  
1 

(  (  ) 4 (  
) 4

)  
2  1 1 2 

≤ 2 E ��(�, � 1 , � 1 ) + E  ��(�, � 1 , � 1 ) � 2  (�P(�)−�P�0). 
�0 �0+�  �0 �0+�  

 

Далi за нерiвнiстю Йєнсена для умовного мате мати чного сподiвання 
 

E
(

��(�, � 1 , � 1 

)
) 4 = E� 

(
��(�, �� , �� +�)

)
 = E� 

(
E� ,�  Ξ�(�0)

)
 

�0 �0+�  � 

≤ E� E�,�  

0 0 

 
4 �
 4 

�  ��0 ,��0+�  

�0  

4 4 
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1 

� 

��  

 
Аналогiчно, 

�0 �0+�  0 �  
 

Комбiнуючи останнi три спiввiдношення виводимо твердження    леми.  
 
5.2.1. Константи � 1(�)  та � 2  

P P 
 

Для пошуку констант � 1 (�) i � 2  скористаємось Теоремою 4.2 [12]. Для 
P P 

цього  введемо  наступнi позначення: 
 

�1 = sup 
�∈R,�∈Θ 

|∂��� (�)|, �2  = sup 

�∈R,�∈Θ 

2  �� (�)|; 

 

для деяких �, �, �, �, �, �0, � > 0, �, � ∈ (0, 1) i множини Γ ∈ R такої, що 

�(Γ) < +∞ 

L = (���1 + 2�� + 4� )�1���1  + 

��2 �2�� 1
 

(  

�(� + �) + 
��2 �2 

)
 
, 

2 

 

Π = inf �
(
� ∈ Γ : |��  (� + �) − �� (�)| > �, |�| ≤ �

)
, 

 
P1 

= 

(  

1 − exp 

(  

−� 
[  

� 
]  

 
 

� 
Π�−  

(  
��(Γ) 

5� 

1 − 
2� 2

 

∫  

|�|2 

Γ�  

 

�(��) 

) ) )  

([�] = max{� ∈ Z : � ≤ �} – цiла частина числа �); 
 

P2 = sup � 
|�0 |≤� 0  

(  

sup |� (�)| > � − 
� ≤� 

��1

� 

2 

)  

���1  . 

 

Нехай M – множина тих � ∈ � 2(R), для яких функцiя 
∫  

� → 

|�|> 1 

 

�(� + �)�(��) 

 

є локально обмеженою. Покладе мо для � ∈ M 
∫  

A�(�) = �′(�)�� (�) + 

R 

(�(� + �) − �(�) − �′(�)�1 | �|≤1)�(��), � ∈ R. 

4 

|∂ 
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✶ 

 

2 

C2  

−  

 

Теорема 5.1. [12, Теорема 4.2] Припускаємо наступне: 

1) iснує невiд’ємна функцiя � ∈ M i сталi �, � > 0 такi, що 

A� ≤ −�� + �, �(�) → +∞, |�| → +∞; 

2)  L ≤ ���−2��1 , κ�3��1  ≤ 1 �(1 − �)(1 − �)�; 

 

3)  iснують �1 , �1  > 0 i � ∈ (0, 1) такi, що 
 

� := inf sup � (|� − � | < κ , |�| ≤ �0) > 0, 
|�|≤�1 , | � |≤�1 

�=
� 

� (�,� ) ,�=
� 

� (� ,� ) 
1 1 

(  
2� 

)  

�(�) + �(�) ≥ max 
�� 

, 1 , max{|�|, |�|} ≥ �1 . 

Тодi процес � має єдину iнварiантну мiру � i справедлива оцiнка  
 

1 2 
�  
�,�  − �‖� �  ≤ �

�P (�)−�P � , � ≥ 0, 
 

де 

� 1 (1 − �)�� (  (  
� 

)  )  (
  4 

)  

P(�) = ln(1+�(�))+ +max ln 
2 � 

, 0  +ln 
1 − (1 − � )1/2 

, 

= 
   (1 − �)� 

,
 

P 
4 max(�, 1) 

(  
1 − � 

) 2 (  )  
� = � + �1 , � = �� 

  1  
(

(1  �)� 
� = � + ln 

1 + � 
(  

 
4� 

1 + 

P1 − P2  

 
+ 4 sup 

, 
 

�(�) 

 

) )  

, 

ln (1/� ) 2 � |� |≤�1  

‖ P 
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� 

E�  

� 
�  

Зазначимо, що в нашо му випадку умова 1) теореми (умови Ляпунова) 

виконується внаслiдок [49] або [59], а умови 2) та 3) внаслiдок [12]. 

 

 

5.2.2. Константи �Ξ та �Ξ��  

 

Для того щоб знайти сталi �Ξ i �Ξ��  необхiдно оцiнити моменти 

всiх складо вих, що фiгурують в формулi (3.33).  

Лема 5.2. Нехай умова 1 теореми 5.1 виконується для функцiй �(�) = 

|�|� , � ≥ 2  зi  сталими  ��  та  ��.  Нехай  iснують  сталi  ��
 

> 0, � = 1, 2 

такi, що для будь-яких � ∈ R i � ∈ Θ 

|∂� �� (�)| ≤ � 1(1 + |�|), |∂��� (�)| ≤ � 2 . (5.5) 
�  �  

 

Тодi 
 

1) для будь-яких � ≥ 0 та � ∈ R 

� |�� |� 

2) для будь-яких � > 0 та � ∈ R 

E�  

 
≤ |�|� 

 

 
� 

 

+ 
�� 

��  

 
 

. (5.6) 

� |∂���0 +� |  ≤ �∂ �  (�, �, �), 
 

де 

�∂ � (�, �, �) = 2�−1(� 1�)�
(
1 + |�|� + 

 

2�� 

��  

)
��  2��. 

 

Доведе ння. Спiввiдношення (5.6) є наслiдком Ле ми 3.3 [49].  

Записавши перше рiвняння систе ми (5.4) в iнтегральнiй формi, одер - 

жимо 

∂���0+� = 

∫   �0+� (  

�0 

∂��� (�� )∂ ��� + ∂���  (��) 

)
��.  

Звiдси, з урахування м (5.5) має мо  

2 

∫   �0+�  

 

1 

∫   �0+� (  )  



✾

✷ 

 

� 2  

� � 
�  

� �) � �  

E�  � � 
�  

� �� 

+ 
� 

� �) 
�  

� �) � 0 
�  

� 
�  

� 

� 

|∂���0+� | ≤ ��  

�0 

∫   �0+�  

|∂��� |�� + ��  
�0 

∫   �0+�  

1 + |��|  �� 

= � 2 |∂���|�� + � 1� + � 1 |��|��, 
�  �  �  

�0 �0 

що разом з лемою Гронуола – Белмана дає  
 

(  
1
 

1 

∫   �0+�  )  
� �

 

 

Тому 

|∂���0+� | ≤ ��  � + �� 

�0 

|��|�� � . 

 

�0+�  � )  

|∂���0+� | 
�−1

(
 

≤ (� 1 �)�
 + (� 1) 

( ∫  
 

�0 

)  

|��|�� ��  2 ��  

≤ 2�−1
(
(� 1  � 

 

+ (� 1)�
 �

�−1  

∫   �0+�  

 
�0 

|�� |�  

)  
�  2 �� . 

Взявши до уваги (5.6), одержи мо пiсля усереднення останньої нерiвностi 
 

��0 
|∂ ���0+� | 

�−1
(
 

≤ (� 1 �)�
 + (� 1)�

 ��−1 

∫
 

�0+� (  

�0 

|��0 | 
� )  )  

�� � 
��  

 

�  2 ��  

 

= 2�−1(� 1 �
(  1 + |��0 | + 

�� 
)

� 
��  

�  2 �� . 

Остаточно, скориставшись спiввiдношенням (5.6)  ще раз, виводи мо  
(  )  

E�  � �   �  � �  �−1 1 �
(
 

�  �� 
)  �  2 ��  

� |∂���0 +� | = E�E��
 |∂���0+� | ≤ E� 2 (�� �) 1 + |��0 |  + � 

� 

= 2�−1(� 1 
�

(  1 + E� |�� |� + 
��  

)
� 

��  

 

�  2 ��  ≤ 2�−1  
(� 1 �) �

(  1 + |�|�  + 2�� 
)

�
 

��  

�  2 �� , 

що  завершує  доведення леми. 
 

Наступна лема доводи ться аналогiчно. 

Лема 5.3. Нехай виконано умови Леми 5.2. Припускаємо наступне:  
 

∙ iснують  сталi  ��
 > 0, � = 3, 4 такi, що для будь-яких � ∈ R   i 

� ∈ Θ  
|∂���� (�)| ≤ � 3 , |∂���� (�)| ≤ � 4 . 

� � 2 

� 2 � 

� 

0 

�  



✾

✹ 

 

E�  

2 

� 

1 

�  

− 

�  �  

 

∙ для  кожного  �  >  0, �  ≥  2  iснують  додатнi  сталi  �D� (�, �)  та 

�D 2� (�, �) такi, що 

E|D�� |� ≤ �D� (�, �), E|D2 �� |� ≤ �D2� (�, �). 

 

Тодi для будь-якого � ∈ R 

≤ �D � (�, �), 

� |D∂ ���0+� |  ≤ �D∂ �  (�, �, �), 

де 
2 

�D � (�, �) = �D� (�, �)��� �� , 

�D 2 � (�, �) = 2�−1
(
(� 4 �)��D� (2�, �) + �D2� (�, �)

)
��� �� , 

� 

 

Лема 5.4. Нехай виконано умову (5.5) Леми 5.2. Нехай послiдовнiсть 

{�� , � ≥ 1} додатна,  строго  монотонна  та  ряд  
∑ +∞ �� , � ≥ 2  збiгає- 

ться. Тодi для будь-якого � ∈ R 

E�  −� − 

�=1    �  

� |D��0+� | ≤ �D �  (�, �), (5.7) 
 

де 
∞  

�−  
∑  

 

(  ) �  
� −���     (  

� 2�√
   )  

D� (�, �) =  

�=

1 

�+1

� 

+ 
�1 

, ��  = � � : � 
�

 

��  ≤ |�| ≤ �1 . 

 

Доведення. Скористаємось формулою (3.20) для D� . Зауважимо, що 

для будь-якого �0  ≤ � ≤ �0 + � за умовою (5.5), E�0+�E−
 

−2�  2� 

≥ . Тому 

� 

� 

�  1 � 



✾

✺ 

 

D� 

)  

D� D� 

+ E + E 

√  

 

|D��0 +� | ≥ �−  

 

Запишемо 
 

∞  

E(�� )−� = 
∑  

E(�� )−�1 

�=1 

Оскiльки 

= exp 
[
−��  � : 

√
���� � ≤ |�| ≤ �1  , 

 

то 
∞ 

�=1 

Залишається зауважи ти, що за умовою H(iv) останнiй ряд є збiжни м.  
 

Пiдсумовуючи, з Ле м 5.2 – 5.4 виводи мо: 
 

Лема 5.5. Нехай виконано умови Лем 5.2 – 5.4. Припустимо, що iснує стала 

�� така, що 

 
 
Тодi 

 
�Ξ(�, �) = 27 

E� (1)8  ≤ �� . 

 
( √       

4   �∂ � (�, 16, �)�−  (16, �)
√

��  

         
√  

+ 
4   �∂ � (�, 16, �)�−  (32, �)

√
�D 2 � (8, �) + �D∂ � (�, 8, �)�−  (8, �) , 

 

(5.8) 

�Ξ� �  (�) = �Ξ(0, �). 
 

Доведення. З (3.33) маємо 
(

(∂ ��� +�)�(1) 

 

(∂��� +� )D2�� 

+�  

 

D(∂ ��� +�)
) 4

 

E�  1 4 �   0 0 0 0 

�Ξ�(�0) = E� + 
D��0 +�  (D� 

 

�0+�  )2  
− 

 
 

D��0 +�  
(  

(∂��� 

+�)�(1)
4

 

(∂��� +� )D2�� +� 
4

 

D(∂ ��� +�)
4

)
 

3 �  
� 

 
 

0 

D��0 +�  

 
�  

 
�  

 
 

0 0 

(D��0+�) 

 
�  

 
�  

 
 

0 
 

D��0 +�   
E ≤ 3 2 



✾

✻ 

 

1 

D� 

� 

200
0 

   
200
0 

1 

 
≤ 33 

( (
E� |∂ ��� +� |16

)  
4  

(
E|�(1)|8

)  
2  

(
E�  |��� +� |−16

)  
4
 

1 1 1 
  

� 0 � 0 

1 1 1 

+ 
(
E� |∂ ��� +� |16

)  
4  

(
E� |�2�� +� |8

)  
2   

(
E� |��� +� |−32

)  
4
 

� 0 � 0 � 0 + 
(
E� |�(∂ ��� +�)|8

)  
2  

(
E� |��� +� |−8

)  
2  

)
 

1 1 
  

� 0 � 0 

+ (�∂ � (�, 16, �)) 4  (�D2 � (8, �)) 2  −  (32, �)  4
 

 (8, �) 

Далi за Наслiдком 3.4 [49] E� |� �� |� ≤ 
� �  , тому �Ξ� �  (�) = �Ξ(0, �). 

�  ��  

 

5.3. Приклад 

 

Розглянемо СДР виду (1.1) з �0 = 1, 

�� (�) = −2� + sin(� + �), � ∈ (0, 2�), 

1|�|≤1 

�(��) = 
 

11 

|  | 4 

��. 

Припусти мо, що спостереження вiдбуваються з кроком � = 1. Будемо пе- 

ревiряти ефективнiсть оцiнювання методо м наймен ших квадратiв, тобто 
�  

�̂� = argmin� ∈Θ  
∑  (  
 

�=1 

��� − ��(�−1) − �� (��(�−1))� ) 2

.
 

 

Згенеруємо вибiрку для �0  = 1 об’єму � = 2000. Оцiнка �̂� = 1.04. 

Згенеруємо ще � = 1000 вибiрок з � = 1.04, об’єму � = 2000 ко- 

жна. Для кожної вибiрки будуємо оцiнку найменших квадратiв �̂�
 , � = 

1, . . . , 1000 та знаходимо 
 

2000 

�2  
∑  ( √ 

� ) 2 

1000(�̂�) 

= 
1000 

 
 

�=

1 

2000(�̂  − 1.02) = 2.98. 

Знайдемо значення сталих �1 та �2 з Ле ми 5.1. Для цього визначи мо  

сталi � 1(1) i � 2 за допомогою Теореми 5.1. Для перевiрки умови 1) цiєї 
P P 

теореми покладемо �(�) = �2 , � ∈ R. Тодi 



✾

✽ 

 

A�2  = 2�(−2� + sin(� + �)) + ((� + �)2 − �2 − 2��� 

Оскiльки мiра � зосереджена на [−1; 1], то 

A�2  = −4�2 + 2� sin(� + �) + 

= −3�2 − (�2 − 2� sin(� + �) + sin2(� + �)) + sin2(� + �) += 

−3�2  − (� − sin(� + �))2 + sin2(� + �) + 

∫ |�|2 �(��) = −3�2  + 9, 

тобто, при � = 3, � = 9 умову 1) виконано. 

Для виконання умови 2) достатньо, щоб Π > 0 (див. [12, Зауваження 

2.3]). Оскiльки ∂� �� (�) = −2 + cos(� + �), то за формулою Тейлора 

�� (� + �) − �� (�) = (−2 + cos(� + �))�, � ∈ (�, � + �). 

Тому |� � (� + � ) − � � (� )| ≥ |� |, тобто( Π ≥ �� 

В останнiй нерiвностi покладемо � = 1 , � = 1, Γ = 
{

� : |�| > 1 
}

. Тодi 
3 3 

Π ≥ 6.6726. Далi, з (1.1) одержимо  
 

�1 = 3, �2 = 1. 

 

Тодi спiввiдношення 2) будуть виконувати сь, якщо покласти  

� = 6 · 10−6, � = 9, � = 0.01, � = 0.05, � = 0.8, κ = 2 · 10−8, � = 0.8. 

Для перевiрки умови 3) та отри мання сталих � 1(1) i � 2 використає мо  
P P 

оцiнки для P2 та �, отриманi в [12] (формули (39) та (40) вiдповiдно). 

Оберемо 

�0  = 3, �1  = 3, �1  = 20, � = 0.67. 

Тодi умова 3) виконана та  

� ≥ 0.6667, P2 ≤ 0.0217. 

Зазначимо, що для обраних констант справедлива оцiнка  

P1 ≥ 0.2837. 

 

Тому 
� 1 2 

P(1) = 23.0499, �P = 0.1852. 
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⎧  
1 

2 

2 

0 

� 

� 

� 

2 

Знайдемо тепер �Ξ(1, 1) та �Ξ��  (1). В нашому випадку 
 

� 1 3 4 2 

� = ��  = ��  = 1, ��  = 3. 

Покладемо �0 = 1, �1 = 1 . Довизначимо функцiю � на множинi { 1 < 
2 2 

|�| < 1} наступни м чином 

⎪⎨  � , |�| ≤ 2 , 

�(�) = � (�), 1  < |�| < 1, 
⎪⎩  

0, |�| ≥ 1, 

де � (�) = −104|�|5  + 396|�|4  − 582|�|3  + 410|�|2  − 138|�| + 18. Тодi � ∈ 

� 2 , �(�) ≤ �2 , |�′(�)| ≤ 3 . 

Спочатку знайдемо сталi �D� (8, 1), �D� (16, 1), �D2� (8, 1) та оцiнимо 

величину E�(1)8 . Позначимо 
∫  � ∫

 |�|≤1 �(�)�(��, ��) = � * �� . За формулою 

Iто [84, c. 198], для будь-якого натурального � 

∫  �  ∫  

(� * ��)
� 

= 
0 

 

|�|≤1 
((� * �� −  + �(�))

� − (� * ��  )
�

) �(��, ��) 

∫  �  ∫  
= 

�  
∑  

�� �� (�) (� * ��  )
�−� �(��, ��). 

0 |�|≤1  �=1 
 

Зауважимо, що оскiльки �(�) ≤ �2 , то 

 
 

 
Тому 

∫   �  

 
0 

∫  

�� 
|�|≤1 

�� (�)�(��) ≤ 2� 
∫  1 

 

0 

�(8�−11)/4 �� = 
  8� 

. 

8� − 7 

 

� 

E (� * ��)
� 

= 
∑  

��
 

�=1 

∫  
 

|�|≤1 
�� (�)�(��) 

∫   �  
 

0 

E (� * �� −  )
�−� �� 

� 

≤ 8� 
∑

 
�=1 

�  
� 

8� − 7 

∫   �  
 

0 

E (� * ��  )
�−� ��.  

− 

− 



✾

✾ 

 

(�!)4  
.
 

* 1 ≤ 

 
(�(�)�(�))′  

 

 

Для � = 1 та � = 2� одержимо 
 

2 �−1  8��
 2 �−1  

E (� * �1)
2 � ≤ 

∑  
  2 �  E (� * �1)

� ≤ 8� �  
∑  

E (� * �1)
�
 

 
2 �−1  

 

�=

0 

8(2� − �) − 7 

2 � 

2 � 

�=0 

�  

≤ 8� �  
∏

(8� 
[�/2] 

+ 1) ≤ 8 · 92 �−1 
∏  

� 
[�/2]  

= 8 · 92�−1 
∏  

�� ��−1
 

2 � � 

�=1 

� 

�=1 

2� 

�=1 

�  

2�−1 

 
2 

= 4 · 92 �−1 
∏  ((2�)!)  

 

Використовую чи формулу Стiрлiнга отримаємо  

92 �−14�2+ �+1 � �  

E (� � )
2 � . 

(��) �  

�=1 

Тому 

E|D�1|
8 ≤ 

Оскiльки 

 

234314�

4 

�4 

 
=: �D� (8, 1), E|D�1|16 ≤ 

 
3 

 

2122330�

8 

�8 

 

 

=: �D� (16, 1). 

E|D2�1| ≤ 

то 
38 

2
E|D�1|, 

226322�4  

�D2� (8, 1) = 

28 
�D� (8, 1) 

= 
�4 

. 

За нерiвнiстю Буркхо льдера (див. напр. [90, c. 678]) має мо  
4 

E� (1)8  ≤ 
(  

18 · 83/2 
) 8

 

71/2  

( ∫  1 ∫  
E 

0 

 
|�|≤1 

(
(�(�)�(�))′ 

) 2
 

 

 

�(�) 

)  

�(��, ��) . 

   

За побудовою функцiї � маємо, що 
 

≤ 19 |�|. Тому 
 
 

36  16 

 

4 ( ∫  1 ∫  
�(�)
 

 

4 

) 4 
 

48  22 4  2 

 

 

Да лi



✶✵

✵ 

 

1
6 

1
6 

D� 

�8/7 

D� D� 

≤ 

 

Для знаходження �∂�  (1, 16, 1) перевiримо умову Ляпунова для фун- 

кцiї �(�) = �16 , � ∈ R. Маємо 
∫  

A�16  = 16�15(−2� + sin(� + �)) + 
ℜ 

(
(� + �)16 − �16 − 16�15�� 

 
|�|≤1 

)
�(��). 

Зазначимо, що мiра � зосереджена на [−1, 1] та си метри чна, а також для 

всiх � ≥ 2 

 

 

Тому 

∫  
 

|�|≤1 
�2� �(��) ≤ 1. 

 

6 

A�16  ≤ −32�16 + 16�15 sin(� + �) + 
∑  

� 2� �2� + 960�14
 

�=0 
 

6 

= −31�16 − �14(� − 8 sin(� + �))2 + 64�14 sin2(� + �) + 
∑  

� 2� �2� + 960�14 . 
�=0 

Для кожного � = 0, . . . , 7 та ��  > 0 можна знайти таке ��  > 0, що 

−�16 + �� �2� ≤ �� для всiх �. 
 

Тому  

A�16  ≤ −24�16 + 25777 , 
 

тобто, �16 = 24, �16 = 25777. 
Тодi 

(  

 

25877 
)  

 
27177�48  

�∂� (1, 16, 1) = 

215
 

1 + 1 + 
24 

�48  , 
3 

 

�D∂� (1, 8, 1) ≤ 210531574�76 

�4 
. 

Далi  знаходи мо �−
 

�� = 1 , � ≥ 1 маємо 

(8, 1), �−
 (16, 1), �−

 (32, 1). Для послiдовностi 

8 (  � 7/4
)
 

�� = 
7

 �21 /4  
− 2 . 



✶✵

✶ 

 

2 

. 

�− 
17 

1 

 

Далi 
+∞ 

 (  
8 (  � 

 
) )  

       
�−  

D� (�, 1) = 
 

�=

1 

(� + 1)8�/7 exp 
7 �21 /

4 

− 27/4  + 1 

+∞ (  )  

 
Неважко показати, що для всiх � ≥ 1 

≤ �4 
∑  

�8�/7 exp 
�=2 

 

 
8�+14 

   8�  
− 

7�21/4  
. 

(  )  
(  

4� + 7
)  

7 
17  1 

 

 
Тому 

�8�/7 

exp 

   8�  
− 

7�21/4  
≤ 

 

4 

 
8�+1 4  

� 1 4 (4�+7)    

� 

 
 

Отже 

D� (�, 1) ≤ � 

 
3912 �52 

4 

(  
4 � + 7

)  
7
 

4 
� 1 4 (4�+7). 

�−    − 21  42  91 − 39  168 

D� (8, 1) ≤ 

Остаточно 
222 

, �D� (16, 1) ≤ 2 3 � , �D� (32, 1) ≤ 34 �  . 

 
 

звiдки 

�Ξ(1, 1) = �Ξ�� (1) 

≤ 

293319721710�94 

�4 
, 

 

�1 ≤ 86.1, �2 = 0.0926. 

Припустимо, що нам необхiдно досягти точностi Δ = 0.01. Розв’язав- 

ши рiвняння 

exp{�1 − �2 �0 } = 0.01, 

пересвiдчуємось, що для такої точностi достатньо взяти �0 = 980. Гене- 

руємо ще 1000 траєкторiй з � = 1.04 до моменту часу � = 981 i по вiд- 

рiзках цих траєкторiй мiж 980 i 981 секундами обчислюємо Ξ� (980), � = 

1, . . . , 1000. Для цього використовуємо формулу (3.33), складники якої 

шукаємо з системи (5.4) (останню розв’язуємо ме тодом Ей лера). Далi 

знаходимо 
1 

1000 

∑  
− 
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✷ 

 

100
0 

  

Остаточно  обчислюємо 
 

�1000(1.04, 980)�2
 (1.04) = 16.81. 

 

Це означає, що в нашо му випадку ефекти внiсть оцiнки наймен ших ква- 

дратiв не бiльше нiж в 17 разiв гiрша вiд теоретичної нижньої границi 

ефективностi. Крi м того, сукупна втрата випадковостi при замiнi умо в - 

ного мате мати чного сподiвання на безумовне також не бiльше нiж 17. 

 

 
5.4. Висновки 

 
Для статисти чних моделей зi стали м кроком спостережень процеса, 

заданого СДР з шумо м Левi, побудовано алгоритм перевiрки ефекти вно- 

стi методу оцiнювання, оцiнено втрату випадковостi при умовно му усе- 

редненнi  i  наведено  конкретний приклад. 



 

 

 

РОЗДIЛ 6 

 
ВЛАСТИВIСТЬ ЛАН ДЛЯ МОДЕЛЕЙ В 

ЯКИХ З ВИСОКОЮ ЧАСТОТОЮ 

СПОСТЕРIГАЄТЬСЯ ПРОЦЕС ЛЕВI 

 
Роздiл присвячено дослiдженню достатнiх умов за яких справджу- 

ється ЛАН у випадку, коли спостерiгається процес Левi � , заданий у 

формi (1.2), де � i � – незалежнi процеси Левi, визначенi на iмовiрнiсно- 

му просторi (Ω, F, P), а � =  (�, �)⊤  ∈ R2  – невiдомий параметр, який є 

об’єкто м статисти чного оцiнювання. З цiєю метою в першо му пiдроздiлi 

формулюються достатнi умови ЛАН для серiй незалежних випадкових 

величин  i  доводяться  граничнi  властивостi  процеса  �� .  В  другому  пiд- 

роздiлi будується iнтегральне представлення логарифмiчної похiдної по 

параме тру функцiї вiрогiдностi iз використання м результатiв Роздiлу 3. 

Будемо припускати, що множина мо жли вих значень невiдомого пара- 

метра � – Θ ⊂ R × (0, ∞), тобто параметр � набуває тiльки додатних 

значень. 

Статистична модель цього роздiлу полягає в наступно му:  

∙ процес � є дискретно спостережуван и м, тобто має мо � спостере- 

жень в перших � точках {��,� = ��� , � = 1, . . . , �} частини часового 

iнтервалу з кроком ��; 

∙ �� → 0 при � → ∞, тобто дискретнi спостереження � вiдбуваю ться з 

високою частотою. 

 

 
✶✵✸ 
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�  

± 

− 

 

Зазначимо, що асимптотична поведiнка довжини часового промiжку спо - 

стережень ���  не має значення, коли �−1/2�
1/�−1 прямує до 0 при � → ∞ 

(див. (6.30)): вона може бути необмеженою, обмеженою, або навiть пря - 

мую чою до нуля. 

Припусти мо, що представлення Левi – Хiнчiна процеса � має вид 

 

E�����  = ���(�), 

 
в якому характеристичн а функцiя � така: 

∫  

�(�) = 
(
� � � � − 1 − ���1 

R 

|�|≤1 
)  

�(��). (6.1) 

Це означає зокрема, що � не мiсти ть дифузiйної складової i поки ком- 

пенсатор стрибкової компоненти береться рiвни м �1|�|≤1, жодного дода- 

ткового зносу немає. Щодо мiри Левi � припускає мо наступне:  

H1.  �(��) = �(�)�� i для деякого � ∈ (0, 2) 
{  

�+ |�|−�−1 ,  � → 0+, 

�(�) ∼ 
�−| �|− 

�−1 
, � → 0−, 

�−  + �+  > 0. 

 

H2. � ∈ � 1(R ∖ {0 }), iснує �0 > 0 таке, що функцiя 

� (�) = 
|��′(�)| 
�(�) 

є обмеженою на множинi {|�| ≤ �0} i при деякому � > 0 справджу- 

ється  спiввiдношення 
∫  

 

|�|>�0  

� 2+� (�)�(��) < ∞. 

 

Нагадає мо, що мiра Левi �-стiйкого процесу має густину  
{  

�+ |�|−�−1 ,  � > 0, 
��,� (�) = � |�|−�−1, � < 0. (6.2) 



✶✵

✺ 

 

± 
1 

 

Тож H1 вимагає, щоб мiра Левi для � локально в околi нуля була такою 

ж як i для �-стiйкого процесу; ось чому ми називаємо � локально �- 

стiйким. 

Через �� ,�± позначаємо �-стiйкий процес, чия характеристична фун - 

кцiя має вид (6.1) з мiрою Левi (6.2), де �+ , �−  заданi умовою H1 . По- 

значимо також �� ,�  густину  розподiлу ��,�±
 (ця густина iснує, див. [81] 

або Твердження 6.1 нижче). 

Як i в попередньому роздiлi, позначаємо �(��, ��) i �̃ (��, ��) = �(��, ��)− 

���(��) – вiдповiднi пуассонова точкова випадкова мiра i компенсована 

мiра з представлення Левi – Iто процеса � : 

∫  �  ∫  
��  = 

0 

 
|�|> 1 

∫  �  ∫  
��(��, ��) + 

0 

 
|�|≤1 

 

��̃ (��, ��). 

 

 

 

6.1. Пiдготовчi результати. 

 

Як i в попереднiх роздiлах через ��(�; �, �)  позначаємо густину пере- 

хiдної iмовiрностi процеса � , розглядуваного як марковський процес; в 

подальшо му iснування такої густини буде доведено. Позначи мо також 

� (�; �, �) 
��(�; �, �) = ��   �

 

= �� log ��(�; �, �), 

��(�; �, �) 

� (�; �, �) 
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�  �,�  

 
���   

 

��(�; �, �) =  
��  �

 

припускаємо,  що  вiдповiднi  похiднi  iснують  для  ��(�, ·)-майже  всiх  � 

i кожних  фiксованих  �, �.  Оскiльк и  � має  незалежнi  прирости,  

можемо записати 

��(�; �, �) = ��(�; � −�),   ��(�; �, �) = ��(�; �−�),   ��(�; �, �) = ��(�; � −�). 

 

Тодi пiсля спрощення, вiдношення вiрогiдностей для розглядуваної в цьо- 

му роздiлi моделi мати ме вигляд 
�  

��(�0 , �0 + �(�)�) = 
∏

 ���  (�0 + �(�)� ; ��  
 

� ,�  
− ��  �−1 ,� 

)
. 

 
Позначимо 

�=1 

 

 

��  

��� 
(�0 ; ��� ,�   

− �� �−1 ,�  
) 

�,� = ��� ,�   
− ���−1 ,�

, 1 ≤ � ≤ � 

i зауважимо, що ��  (�; ·) – густина розподiлу для ��    . Тому статистична 

модель описана вище, пiсля перевибору  
 

�  �  �  
(��� ,�  

)�=1  ↦→ (��,�)�=1 , 

спрощується до трикутного маси ву незалежних спостережень. Тому для 

доведення власти востi ЛА Н будемо використовувати Теорему 1.6 замiсть  

Теореми 4.1. Зокрема, щоб довести необхiдну властивiсть ЛА Н в    точцi 

�0  ∈ Θ нам буде достатньо наступних тверджень. 

A1 Для кожного �, функцiя 

Θ ∋ � → 
√

��� (�; ·) ∈ �2(R) 

є неперервно диференцiйовною; що означає, що статистичний експе - 

римент  є регулярним. 

A2  Для деякої невиродженої матрицi �(�) 

  
�  

⊗2  

 

lim 
�→∞ 

E 
∑  (

�(�)⊤��    
�  

 
�=1 

(
�0 ; � �0

 ��0  

(�−1)��  

) )   
− Σ(�0)

 
= 0. 
 

 

A3 Для деякого � > 0, 
∫  

 

 
2+� 

− 



✶✵

✼ 

 

  
�  

1 

 (�0 ; �) �� = 0. 
 

A4 Для кожного � > 0, 
∫  

2
 

lim   sup  � �(�)⊤ (��  (�0 + �(�)� ; �) − ���  (�0 ; �))  
�� = 0. 

�→∞ |�|<�  R 

 

Перед ти м як перейти до доведення A1–A4, введе мо деякi позначення, 

сформулюємо  допомiжнi  твердження  i  зробимо  попереднi розрахунки. 

Позначимо �̃(�) = �1 /2 �(�), 
 

∫  

��  = � 

 

�1/�< | �|≤1 
� �(��). (6.3) 

Через  Θ̃ позначи мо довiльну (але фiксовану) пiдмножину множ ини  Θ 

таку, що  
inf {� : (�, �) ∈ Θ̃ } > 0. (6.4) 

 

Розглянемо  випадковi величини 

�� ,� = �−1/� (�� + ��). 

 

Твердження 6.1. Нехай � – процес Левi, що задовольняє умови H1, 

H2, а � незалежний вiд � процес Левi i такий, що 

�−1 /��� → 0, � → 0 (6.5) 

за iмовiрнiстю. Тодi 
 

1. �� ,�  ⇒ �
�,� ±, � → 0 + . 

2. Величини ��,�, � > 0, �
�,�± мають густини розподiлу ��,�, � > 0, ��,�  . 

1 ± 

Цi густини нескiнченно разiв диференцiйовнi, обмеженi разом з їх 

похiдними, i для кожного � > 0 

 

sup 

|�|≤� 

|�� ,� (�) − �� ,�± (�)| → 0, sup  |�� ,�(�) − �� ,� 
′ ′ 

|�|≤� 
(�)| → 0, � → 0 + . 

(6.6) 

± 
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−1/� 

� −1/� 

� −1/� 

−1/� 

| �|≤1 

)  (  )  

± 

 

Доведення. (1). Оскiльки � є нехтуваним (в смислi (6.5)), можемо 

обме- житись  розглядом величин 

�� ,� = �−1/� (�� + 

��). 

 

Їх характеристичнi функцiї мають вигляд  
 

 
∫  

�� ,� (�) = � 
R 

∫  
= � 

(
��� � −1/� 

(
��� �  

E�� � �� ,�   = ��� ,� (�), 

)  

− 1 − ��� �1 |�|≤1 

− 1 − ��� �1 

 

�(��) + ���� �−1 /�
 

)  
�(��); 

|�|≤�1/� 

R 

в  останнiй  рiвностi  було  використано  формулу  (6.3)  для  �� .  Зробивши 

замiну � = ��−1 /� , одержимо 

∫  

�� ,� (�) = 

 

де ��(��) має густину 

(
�� � �  − 1 − ���1 

R 

| �|≤1 
)  

�� (��), 

 

��(�) = �1+1/� �(�1 /� �). 

 

За H1, для кожного � > 0 iснує ��  > 0 таке, що 

(1 − �)��,�± (�) ≤ �� (�) ≤ (1 + �)��,�± (�), |�| ≤ �  �� . 

З iншого боку, доданок 
(

�� � � − 1 − ���1 
)  

обмежений, а 

��

(
{� : |� | > �−1/���} = ��  {� : |�| > ��} → 0, � → ∞. 

Звiдси легко вивести наступне 

�� ,� (�) → ��,�± (�) := ∫  
(
�

 
R 

 
� � �  − 1 − ���1 | �|≤1

)
 ��,�  (�) ��, � → 0. 
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�  

�,� 

|� 

�,� 
� 

Оскiльки характеристична функцiя ��,�±  дорiвнює ���,�   (�), це 
завершує 

1 
± 

доведення. 
 

(2). Спершу розглянемо випадок � ≡ 0; тепер �� ,�  не залежи ть вiд � i 

ми опускаєм о � з позначень. Сп робуєм о застосува ти обернене п еретворе - н н я Фу р’є для �� ,�  i її похiдн их: 

(∂�)� �� ,�(�) = 1 
∫  

 
 

2� R 

(−��)� �− � � �+�� ,� (�) ��,  

Щоб це зробити перевiримо, що пiдiнтегральнi функцiї є абсолю тно iн- 

тегровними.  Маємо 

|�− � � �+�� ,� (�) | ≤ �Re �� ,� (�), 
 

Re �� ,�(�) = � 

∫  

(cos(�−1/���) − 1)�(��) 
R 

∫  

≤ � 
�−1/� | ��|<1  

 

(cos(�−1/���) − 1)�(��). 

Тодi за умовою H1 iснують сталi �1 , �2  > 0 такi, що 

|�− � � �+�� ,� (�) | ≤ �1 �− �2 | �|  , �, � ∈ R, � ∈ (0, 1], 

що доводить iснування �� ,�(�) i всiх її похiдних. Крiм того, маємо 

 
sup 

�∈R,� ∈(0, 1] 

′ 
�,� (�)| < ∞, sup 

�∈R,� ∈(0, 1] 

′′ 
�,� (�)| < ∞. 

 

Тепер повернемось до випадку ненульового � . Оскiльки розподiл ��
 

є згорткою розподiлiв �� ,� i �−1�� , одержана вище оцiнка може бути уза- 

гальнена: 
 

sup sup ′ 
�,� (�; �)| < ∞, sup sup ′′ 

�,� (�; �)| < ∞. (6.7) 
� ∈Θ̃  � ∈R,� ∈(0, 1] � ∈Θ̃  � ∈R,� ∈(0, 1] 

 

До того ж, ��
 

�,�±  

⇒ 1 рiвномiрно по � ∈ Θ̃ , �  ∈  U:  це  випливає  з 

|� |� 

|� 



✶✶

✵ 

 

�� 

� 

�,� �,� 

� 

[  

пункту (1) i того, що �−1 �−1 /��� є рiвномiрно нехтуваною. Така збiжнiсть  

i перша (вiдповiдно друга) оцiнка в (6.7) доводить першу (вiдповiдно 

другу) збiжнiсть в (6.6). 

 

Позначимо 

 

�� = �� − �� = ��1 /� �� ,� + �� − ��� , 

 

тодi густина розподiлу для ��    дорiвнює 
 

� (�; �) = � 
−1 � −1/� 

��,�  
(

�
 −1 � −1/� 

)  

(� − �� + ���) (6.8) 

 

i тому 

∂��� (�; �) = −�−2 �1−2/� �′  
(
�−1 �−1 /�(� − �� + ���)

)
, 

�  �,�  

∂��� (�; �) = −�−2 �−1 /�  �� ,�

(
�−1 �−1/� (� − �� + ���)

)
 

+ 
� − �� 

��1 /� 

[  

 

′ 
�,� 

(
�−1 �−1 /�(� − �� + ���) 

]  

) ]  
= −�−2 �−1 /� 

×  �� ,�(�) + ��′  (�) − ��� �−1 /��′  (�) . 
�=� −1 � −1/�(�−��+ � �)  

(6.9) 

Оскiльки �� = �� + �� i � , � – незалежнi, маємо 
∫  

��(�; �) = �� (�; � − �1 /� �)�� (��), (6.10) 
R 

 

де �� означає розподiл �−1 /��� . 

Взявши до уваги (6.8), можемо переписати формулу згортки для ��(�; �) 

в наступний спосiб: 

��(�; �) = �−1 �−1/� ��

(
�; �−1 �−1 /�(� − �� + ���)

)
, (6.11) 

 

де 

�� (�; �) = 

∫  

�� ,� (� − �−1 �)��(��). 
R 

� 
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� 

� 

� 
(1) 

�,� 

|��  (�; �) − �′  �,�±  � 

Зазначимо,  що  (6.5)  дає  ��  ⇒ �0 , � → 0  i  � –  вiддiлене  вiд  0  коли  � = 

(�, �) ∈ Θ̃ . Тодi за першим спiввiдношенням (6.6), для кожного � > 0 
 

sup  sup  |�� (�; �) − �� ,�± (�)| → 0, � → 0 + . (6.12) 
� ∈Θ̃  |� |≤� 

З (6.10) випли ває, що 
 

∂��� (� ; � ) = 

∂���(�; �) = 

∫  

∂��� (�; � − �1 /� �)�� (��) 
R 

Тодi, за аналогiєю до попереднiх мiркувань, має мо  

∂���(�; �) = −�−2 �1−2 /� � 
(1)

(
�; �−1 �−1/� (� − �� + ���)

)
, 

∂���(�; �) = −�−2 �−1/�
 [  

(2) (1) 
]

 

×  ��(�; �) + ���  (�; �) − �� �−1/� ��  (�; �) 

де 

�=� −1 � −1/�(�−��+� �� ) 
, (6.13) 

 

 
� (2) 

� (�; �) = 

∫  

∫  
′ 
�,� 

R 

(� − �−1 �)�� (��), 

� (�; �) = (� − �−1 �)�′  
R 

(� − �−1 �)�� (��) 

i для кожного � > 0 при � → 0+ 
 

sup sup 
(1)  

�,�±  (�)| → 0, sup  sup 
(2
) 

| �  
(�; �) − � �′  (�)| → 0. 

� ∈Θ̃  |� |≤�  � ∈Θ̃  |� |≤� 

(6.14) 

Ниж че використовую ться формули (6.11) – (6.14) для контролю “ло- 

кального”  вiдхилення функцiй �� , ��  введених в A1–A4 . Щоб контролю- 

вати “глобальне” вiдхилення використовується результат наступного пiд- 

роздiла.  

 

 
6.2. Iнтегральне представлення похiдної логарифмi- 

чної  функцiї вiрогiдностi 

 

� 
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✷ 

 

� 

�(�) = −� 
� (�)

 

0 

 

� � � 

Позначимо 
 

D��� = �D� �� = � 

природа позначень буде пояснена пiзнiше. Щоб строго визначити 

стоха- стичнi iнтеграли по мiрi � , роздiли мо їх на двi частини (що є 

звичайни м 

 

прийомо м). Частина, що вiдповiдає “мали м стрибкам” (стосується вели- 

чин � ∈ [−1, 1]), добре визначена, оскiльки функцiї �2, �3 iнтегровнi на 

[−1, 1] вiдносно �; вiдповiднi iнтеграли по � розумiються в смислi �1. Ча-  

стина iнтегралiв по �, що вiдповiдає “велики м стрибкам” розумiється в 

потраєкторно му сми слi, тобто як сума по скiнченнiй множинi стрибкiв.  

Позначимо далi 
 
 
i покладемо 

′ 

�(�)  
− 2�

 

∫  �  ∫  

��(1) = 
0 

 

 

|�|≤�0 

∫  �  ∫  

�(�)�̃ (��, ��) + 
0 

 

 

|�| >� 0  

 

�(�)�(��, ��) 

+ ��2
[
�(�0) − �(−�0)

]
, 

 

де �0  береться з умови H2 . За умовою H2 , | �(�)| ≤ �|�| при |�| ≤ �0 , 

звiдки iнтеграл “малих стрибкiв” добре визначений в смислi �2; iнтеграл 

“великих стрибкiв” розумiється в потраєкторно му смислi. 
Визначимо модифiковану вагу Малявена  як вектор Ξ� = (Ξ

� , Ξ� 
)⊤ з 

� ���(1)

 �D2��  Ξ + 

�  �  �  

�� ��(1) �� D2��  1 + 

�    = 
D � (D � )2 

, Ξ�  = 
D � 

(D � )2 
− 
� 

. (6.15) 
�  �  �  �  �  �  �  �  

Основний результат цього пiдроздiлу полягає в наступно му.  

Теорема  6.1. 1.  Нехай  � така  як  в  H2.  Тодi  для  кожного  �1  ∈ (0, �)  i 

кожної Θ̃ , 
sup sup 
E �̃(�)⊤Ξ�

 
2+�1  

<
 

. (6.16) 

2 
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� � ,�  

� ,�  

� ,�  

� ,�  

1 � ,�  

� ,�  

2. Справджується наступна формула iнтегрального   представле ння:  
{

E
� ,� 

Ξ� , ��(�; �) > 0, 

 (6.17) 
0, iнакше, 

Поясни мо основну iдею, на якiй базується Теорема 6.1. За аналогiєю з 

результатами Гобе для дифузiйного випадку ( [25], [26]), природньо спо- 

дiватись, що можна отри мати iнтегральне представлення у формi  (6.17) 

за допомогою класичної версiї числення Маля вена для процесiв Левi. Ви- 

користовую чи результати Роздiлу 3 можна одержати аналог (6.17) з  за- 

мiною Ξ�
 на деяке Ξ�

 , яке є повнiстю аналогiчни м до того, що одержав  

Гобе, маючи на увазi вагу Малявена (формула (6.26). Однак, в цьому 

випадку виникаю ть труднощi пов’язанi з мо ментно ю обмеженiстю вiдпо- 

вiдних складови х.  
 

∙ Для  того,  щоб  забезпечити  квадратичну  iнтегровнiсть  Ξ�
 (яка є 

необхiдною, щоб Ξ�  була представленням (6.26) з iнтегралом Ско- 

рохода в правiй частинi), потрiбна додаткова мо ментна об меженiсть 

� : для деякого � ′ > 0, 
∫  

 

|�|≥1 
|�|2+� ′ 

�(��) < ∞. (6.18) 

Це виклю чає з розгляду процеси Левi з “важки ми хвостами”, зокрема 

такий клас як �-стiйкi процеси.  

∙ Навiть якщо обмежитись класом процесiв Левi з “легкими хвоста- 

ми”, що задовольняю ть (6.18), немає можли востi одержати  аналог 

моментної обмеженостi (6.16) для Ξ�  , iншими словами, вiдповiдна 

верхня  оцiнка  для  �2+� -норми  Ξ�  може  взриватись  при  � → 0+ , 

див. Зауваження 6.1 нижче. 
 

Обидвi цi “момен тнi” проблеми розв’язуються якщо формально  пiд - 

ставити �(�) = �2 , � ∈ R в формулу для Ξ�
 ; див. Пiдроздiл 6.2.1. ниж- 
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� ,�  

� 

че, i особливо Зауваження 6.1, яке пояснює евристи чнi лаштунки специ- 

фiчного вибору �(�)  =  �2 . Цим пояснюється назва “м одифiкована вага 

Маля вена”, використана для об’єкта визначеного (6.15) i природа позна- 

чень D� , �� . Зокрема вiдповiднi вирази утворюються з точних формул для 

малявенiвської  похiдної  D� ,�  i  вiдповiдного  iнтеграла  Скорохода  �� ,�   пi- 

сля пiдстановки в них �(�)  =  �2 . Зазначимо, що оскiльки �(�)  =  �2  не 

має компактного носiя, D���  може не бути квадратично iнтегровним, а 

значить тепер D��� не може iнтерпретуватись як похiдна Малявена. Як 

наслiдок, тепер ми не можемо використовувати пря мо засоби числення 

Маля вена для доведення (6.17). Тож ми використо вуємо тришагову про- 

цедуру доведення (6.17): спершу,  застосовуємо засоби числення   Малявена 

для доведення аналога (6.17) для Ξ�  з функцiєю �, що має компактний 

носiй за додаткової мо ментної умо ви (6.18). Други м кроком, апрокси мує- 

мо �(�) = �2  послiдовнiстю функцiй � з компактними носiями. Нарештi, 

апроксимує мо загальний � послiдовнiстю процесiв Левi, що мають “легкi 

хвости” ��, � ≥ 1, кожен з яких задовольняє (6.18); див. Пiдроздiл 6.2.2. 

нижче. 

 
6.2.1. Рiвномiрна �� обмеженiсть модифiкованої ваги Маля- 

вена. Метою цього пiдроздiлу є доведення спiввiдношення (6.16). 

Спершу наведемо точний вираз для �̃(�)⊤Ξ�  . Позначимо 
 

 
 
 

тодi 

∫  �  ∫  

�̃� = �� + �� = 
0 

 

|�| >�1/� 

∫  �  ∫  
��(��, ��) + 

0 

 

|�|≤�1/� 

 

��̃ (��, ��), 

 
(  

�1 /� ��(1) �1/�D2 
2 1 

) ⊤ 

�̃(�)⊤Ξ� = 
+ � �� 

, 
�̃� ��(1) 

+
 �̃�D� ��    . (6.19) 

� 
D���  (D���)2  D���  (D���)2  

− 
� 
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}  

−�  

� 

∑  
3/2 

 

Будемо виводи ти необхiдну оцiнку (6.16) з послiдовностi допомiжних оцi- 

нок для складови х формули (6.19). 

Позначимо 

�2 �(��, ��). 

Лема 6.1. Для кожного � ≥ 1 iснує ��  < ∞ таке, що 

E(�−2 /���)
−� ≤ �� , � ∈ (0, 1]. 

 

Доведення. Для довiльного � < 1 маємо 

P(�� < �2 �2/� ) ≤ � 
(

� ([0, �] × {|�| ∈ [��1/� , �1/�]}) = 0
)
 

= exp 
{  
− ��(|�| ∈ [��1/� , �1 /�])   . 

Умова H1 показує, що iснує додатна стала � така, що 

∫   �1/� 

��(|�| ∈ [��1 /�, �1 /�]) ≥ ��   
� �1/� 

�|�|−�−1 �� = � (�−� − 1), � ∈ (0, 1]. 

 

Тодi для сiм’ї випадкових величин �−2 /��� , � ∈ (0, 1]  справедлива рiвно- 

мiрна оцiнка 
 

P(�−2 /��� < �2) ≤ �−�� +� , � < 1, � ≤ 1, 

що доводить твердження ле ми.  
 

Оскiльки  

D�� = � 

∫  �  ∫  

 

0 R 

 

�2 �(��, ��) ≥ ��� , 

з Леми 6.1 безпосередньо випли ває, що для кожного � ≥ 1, 
(  

�1/�  ) �  

sup E 

� ∈Θ̃ ,� ∈(0, 1] 

√   
D���  

< ∞. (6.20) 

 

Зазначимо, що D��� i D2�� представляють ся сумами по множинi стрибкiв 

процеса � . Оскiльки  

(  

∑  
��

 

 
) 3/2 

 

 

≥ �� , {�� } ⊂ [0, ∞), 
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маємо 
�  �  

 
D2  

 
 

� ��  2     . (6.21) 
(D���)3/2  ≤ √� 

Лема 6.2. Для кожного � ≥ 1, 
� 

(  
�̃� 

)  

Доведе ння.  Маємо  
∫  �  ∫  

�̃� = 

��(��, ��) =: �� + �� , 

0 |�|≤�1/� 0 |�| >�1/� 

∫  �  ∫  

D�� = � 
0 R 

∫  �  ∫  

�2 �(��, ��) = � (�� + ��) , �� = 
0 

 

 

|�| >�1/� 

 

�2 �(��, ��) 

(�� – вже визначений вище). Тодi 

 
�̃�

 

 
  

1 
(

  |��|     |�� | 
)

 1 
(  

|��|  |��| 
)

 

√   
≤ 

√  + √   ≤ √  + √   . (6.23) 

 D��  � ��  + ��  ��  + ��  � ��  ��  
 

За Лемою 6.1 сiм’я {  
�1 /� 

}  

√
��

 �∈(0, 1] 

має обмеженi ��-норми для довiльного � ≥ 1. До того ж, сiм’я 
{

�−1 /� ��

}
 

�∈[0, 1] 

також має обмеженi ��-норми при будь-якому � ≥ 1. Дiйсно, достатньо 

помiтити, що �� є iнтегралом вiд детермiнованої функцiї по компенсова- 

нiй пуассоновiй точковiй мiрi, а тому вiдповiднi експоненцiйнi  мо менти  

можуть бути обчисленi  явно: 

E exp 
(

���

)  
= exp 

[
� 

∫  
 

|�|≤�1/� 

(��� − 1 − ��) �(��)
]
. 
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− − 

 

Взявши � = ±�−1 /� i використавши H1 , одержимо (�−1 /��)2 �(��)
]  
≤ �2 , 

що дає необхiдну ��-обмеженiсть. Застосувавши нерiвнiсть Кошi, остато - 

чно одержи мо, що сiм’я {  
|�� | 

}
 

 
має обм еженi �� -н орми.  

Для другої суми в правiй частинi (6.23), запише мо нерiвнiсть Кошi:  
 

|��| 
√

� , � = �([0, �] × {|�| > �1 /�}). 

√
��  

≤ � � 

Зазначимо, що �� розподiлена за законом Пуассона з iнтенсивнiстю 

��(|�| > �1/�), � ∈ (0, 1], 

яка є обмеженою внаслiдок H1. З вiдси  сiм’я 
{  

|�� | 
}

 

√
��

 �∈[0, 1] 

також  має обмеженi ��-норми, що завершує доведення   (6.22). 
 

Лема 6.3. Нехай � така як в H2.   Тодi 
(   

��(1) 

 
) 2+�  

sup E 

� ∈Θ̃ ,� ∈(0, 1] 

√   
D���  

< ∞. (6.24) 

Доведе ння.  Доведення аналогiчне доведенню попередньої леми, з деяки- 

ми технiчни ми де таля ми якi виникаю ть оскiльки тепер треба пiдставляти  

�(�) замiсть � пiд iнтегралами в чисельнику. Маємо 
 

∫  �  ∫  
��(1) = 

0 

 

|�|≤�1/� 

∫  �  ∫  
�(�)�̃ (��, ��) + 

0 

 

|�| >�1/� 

 

�(�)�(��, ��) 

+ �1+2/�
[
�(�1/� ) − �(−�1/� )

]  
=: �̂� + �̂� + �� . 

Позначимо �0  = (�0)� , тодi вiдношення 
 

�(�) = 
�(�)  

� 

��′(�) 
= 2 

�(�) 
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1/� 

 

є обмеженим на множинi {|�| ≤ �1 /�} ⊂ {|�| ≤ �0 }. Далi тi самi мiркува- 

ння, що ми використали перед цим приводя ть до того, що сiм’я  

має обмеженi ��-норми при кожному � ≥ 1. 
 

Тепер маємо за H1 

�� ∼ (�+ − �−)�  , � → 0+, 
 

а отже 
 
 
Тодi за Лемою 6.1 сiм’я 

 

|�� | ≤ � �1 /�, � ∈ (0, 1]. 

{  
��

 

√
��

 

}  
 

�∈(0 ,�0 ] 

має обмеженi ��-норми для кожного � ≥ 1. 

Остаточно, при � ≤ �0  за нерiвнiстю Кошi маємо 

|�̂� | ≤ 
√

��

√
�� , 

 

де 

∫  �  ∫  

��  = 
0 

∫  �  ∫  
= 

 

 

 
|�| >�1/� 

 
 

�2(�)�(��, ��) 

 
�2(�)�(��, ��) + 

 

 

 
∫  �  ∫  

 
 

 
�2(�)�(��, ��) =: � 1 + � 2 . 

0

 �1/�<�≤�
0 

�  � 

0 |�|>�0  
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Функцiя �(�) – обмежена при {|�| ≤ �0 }, звiдси 

�  ≤ ��� , � ∈ (0, �0 ], 

де �� та са ма, що i в доведенн i Лем и 6.2. Тому � 1 , � ≤ �0  має обмежен i �� - норм и дл я кож ного � 

≥ 1.  Випа дков а в елич и на � 2 має скл адн ий  розп одiл П уа ссона з iн тен сив нiстю, що є пуа ссон iв сь кою 

ви па дков ою в ел ичи н ою, рiвн ою ��(|�| > �0)  i за коном розп одiлу одного стрибка, рiвни м 

обра зу при � мiри � за умови {|�| > �0}. З H2 випливає, що такий розподiл має  скiнченний  

мом ент  порядку  2 + �,  тож  величини  � 2 , � ≤ �0   ма ють обмеженi �2+� -норми. П iдсу мову ючи 

сказа не вищ е, одерж им о< ∞. 

Така  ж  обмеженiсть  при  � ∈ [�0 , 1]  доводиться  аналогiчно  i  простiшим 

шляхом;  в  цьому  випадку  iнтеграли  по  {|�| ≤ �1 /�}, {|�| > �1/� } в  чи- 

сельнику i знаменнику замiнюю ться на iнтеграли по {|�| ≤ �0}, {|�| > 

�0}. 

Тепер виводи мо (6.16) з (6.20) – (6.22), а (6.24) просто використовуючи 

нерiвнiсть Гельдера. 

Зауваження 6.1. Тепер можна пояснити основну iдею, яка привела до 

вибору функцiї iнтенсивностi �(�) = �2 . Якщо � має компактний носiй, 

“великi стрибки” виключаються з формули для D� ,��� . З iншого боку, “ве- 

ликi стрибки” включаються так само в �̃� , який з’являється в чисельнику 

одного з доданкiв в (6.26). Маємо �(�) = 0, |�| > �*  для деякого �* > 0, 

тож iнтеграли  
 

∫  �  ∫  
 

0 

 

|�|>�*  

∫  �  ∫  
��(��, ��), 

0 R 

 

�(�)�(��, ��) 

незалежнi. Крiм того, вiдомо, що  
 

( ∫  � ∫  
E 

0 

 

|�|>�*  

) 2  ∫  

��(��, ��) = � 

∫  �  ∫  

 

|�|>�*  

( ∫  

�2 �(��) + �2 

 

|�|>�*  

) 2 

�2 �(��) , 

�−2 /� 

0 
�(�)�(��, ��) ⇒ � , � → 0, 

R 

де � – додатна (�/2)-стiйка величина. Скориставшись цим, легко оцiнити  

знизу 
(  ∫  �  ∫  ��(��, ��)

) 2
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E 
0 |�|>�0  √

 що є необм еж ен и м для мал их � оскiль ки � < 2. Ц е вка зує на те, щ о м а рн о сп одiва тись одержа ти 

рiвномiр ну м ом ен тну оц iн ку ти пу (6.1 6) дл я ваги Мал яв ена  яка  в iдп ов iдає  � з ком па ктн и м н осiє м. 

В моди фiкованiй конструкцiї ми “розши рили носiй” �; це приве ло до 

того, що частина “великих стрибкiв” в знаменнику добре збалансувалась  

з вiдповiдни ми частинами чисельника, в цьому i є вiдповiдь, чому моди- 

фiкована вага задовольняє необхiдну рiвномiрну мо ментну обмеженiсть.  

Зау ва же ння 6.2. Iнша природна модифiкацiя маля венiвської схеми поля- 

гає в наступному. Зауважи мо на локальну шкалу для процеса � i зроби мо 

функцiю � залежною вiд � в наступний спосiб: 

�(�) = ��(�) = �2 � (�−1 /��) 

де  �  ∈  � 1   така,  що  � (�)  =  1, |�|  ≤  1  i  � (�)  =  0, |�|  ≥  2.  Фактично, 

вибiр “перешкальованої”  � = �� , розмiр носiя якої ≍ �1 /�  iстотно викори- 

стовується в конструкцiї числення Маля вена, дослiдженої в [15]. Просто 

помiтити, що при такому виборi аналог (6.24) буде виконуватись; справа 
 
в тому, що зараз ��  мiсти ть тiльки “частину з мали ми стрибками”, якi  

добре збалансованi з 
√

D�� . В загальних рисах такий метод можна по- 

бачити в доведеннi Леми 6.2. Це дає рiвномiрну моментну оцiнку для 

пер шої компоненти вiдповiдної ваги Малявена, а тому вибiр “перешка - 

льованої” � = ��  є слушни м коли невiдоми й параметр присутнiй тiльки 

в зносi. Однак, для моделей з параметром в стрибковiй частинi такий 

вибiр здається не виправдани м. Чому це так пояснено в Зауваженнi 6.1: 

“частина  з  великими стрибками” �̃� не є добре збалансованою “частиною 
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Q� 

D2  

з малими стрибками” 
√

�� i 
√

D�� . 

 
6.2.2. Справедливiсть формули для iнтегрального представ- 

лення  логарифмiчної  похiдної   густини  перехiдної  iмовiрностi. 

В цьому пiдроздiлi доводиться спiввiдношення (6.17). Доведення склада- 

ється з трьох крокiв. Перший крок стосується версiї числення Маля вена. 

Нехай мiра Левi � процеса � задовольняє H1, H2, додатково  припу- 

скаємо, що � має “легкi хвости” в тому смислi, що (6.18) виконується для 

деякого � ′  > 0. Зафiксуємо деяку функцiю � ∈ � 2  таку, що �(�) = �2  в 
 

околi точки � = 0. 

Для фiксованих � i � в Роздiлi 3 були побудованi операто ри D, �. Однак, 

тут � i � будуть змiнювати сь, тому, щоб пiдкресли ти залежнiсть D, � вiд 

вибору тих чи iнших � i � будемо використовувати позначення D� ,� , �� ,� за- 

мiсть D, � . В трохи бiльшiй загальностi, буквально та сама конструкцiя 

може бути побудована на просторi �0(Ω, �(�, � ), P) функцiоналiв вiд па- 

ри процесiв � i � , з траєкторiями � , якi не збурюються перетворення м 

�  . Тодi аналогiчно до обчислень зроблених в Роздiлi 3 одержи мо  

∫  �  ∫  
D� ,� �� = 

0 R 

∫  �  ∫  

 

�(�)�(��, ��), D� ,� �� = 0, 

 

�′(�) 
�� ,� (1) = 

0 

Вiдповiдно, 

��(�)�̃ (��, ��), ��(�) = −�(�) 
�(�)  

− �′(�). 

∫  �  ∫  

D� ,��� = �D� ,� �� = � 
0 

�(�)�(��, ��). 
R 

До того ж стохастична похiдна другого порядку вiд �� добре визначена: 

∫  �  ∫  

� ,��� = � �(�)�′(�) �(��, ��). 
0 R 

За Тве рдженням 6.1 i формулою (6.11) величина �� має густину роз- 

R 
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Ξ�  

подiлу ��(�; �), яка є � 2-функцiєю вiдносно �, �. З iншого боку, числення 

Маля вена розроблене в Роздiлi 3 дозволяє одержати iнтегральне пред- 

ставлення  для вiдношення 

��(�; �, �) = 

��
 

��(�; �, �)
.
 

��(�; �, �) 

тобто, повтори вши буквально доведення третього пункту Теореми 3.1, 

одержимо  наступне  представлення: 
{

E
� ,� 

Ξ�  , ��(�; �) > 0, 
��(�; �) = 0,�  �,� (6.25) 

0,
 iнак

ше, 
 

де 
(  

���� )  

 
(�� ,� (1))(�� ��) 

 
(D2

 

 

��)(�� ��) 

 
D (� � 
) 

� ,�  := �� ,�  
= 

D� ,���  D� ,���  
+ 

�,� 

(D� ,�  ��)2  
−

 
�,�  

D 
�  �   . 

� ,���  
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�  

� 

� ,�  

(6.26) 

Зазначимо, що формально ми не можемо застосувати пря мо Теорему 3.1, 

оскiльки тепер ми має мо додатковий процес � , вiд якого цiлко м зале- 

жить наш процес � . Не дивлячись на це, оскiльки � не збурюється пiд 

дiєю перетворень Q�  якi дають змогу побудувати числення Малявена, лег- 

ко перевiрити, що буквально тi самi мiркування використанi в доведеннi 

Теореми 3.1 можуть бути застосованi в цьому (трохи узагальнено му) ви - 

падку. 

Нагадаємо, що нами вже встановлено iснування ��(�; �, �), а також її 

гладкiсть вiдносно �, �, �. Маємо 

∫  
� (�)�� ��(�; �, �) �� = �� E

� � (��) = E� � ′(��)(�� ��) 
� 

R 
= E� D� ,� � (��) 

)  
= E� � (�� )Ξ1

 

= E� � (��)��(�; �, ��) = 

Звiдки формула (6.25) еквiвалентна наступнiй: для кожної � ∈ � 1(R), 

що має компактни й носiй 
 

��  E� (�� ) = E� (�� )Ξ�, (6.27) 
 

i щоб довести (6.17) достатньо перевiрити (6.27) з моди фiкованою вагою  
Малявена Ξ�  замiненою на Ξ�  . Щоб зробити це випишемо явно апрокси- 

� �,�  

мативну процедуру, потiм перепишемо (6.27) в iнтегральнiй формi, яка є 

зручною  для  апрксимативних цiлей: 
∫  1 

E� 
(
� �+ �  

)  
− E� (��) = E 

(
� 

(
� �+ � �  

)  
(Ξ�+ � � , �)

)  
��.  (6.28) 

� 
 

Оскiльки 
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� 

�  

 
 

 

� ,��  

 

� ,��  

 

 

� �,�  
0 

 

∂��� = �, ∂��� = �� , 

маємо 
 
 
отже 

 

D� ,�(∂���) = 0, D� ,�(∂���) = D� ,� �� = 

 
1 

D� ,��� , 
� 

(  
��� ,� (1) �D2   

��  
� � (1) �� D2  

� 

1 
) ⊤ 

Ξ�    � ,�       � �,�   � ,��    . 
�,� = 

D� ,���  

+ 
(D� ,�  � )2 

,
 

D� ,���  

+ 
(D� ,�  ��)2  

− 
� 

 

Продовжимо реалiзацiю першого кроку наступним чином. Зафiксуємо 

деяке �1  ∈ � 2(R), �1(�) ≥ 0 таке, що 
{
�2, |�| ≤ 1; 

 
 

i позначимо 

�1(�) = 
0, |�| ≥ 2 

�� (�) = � 2�1(�/� ). 

Зазначимо,  що  при  фiксованому  � i  достатньо  великому  � �� (�)  =  �2
 

при |�| ≤ �1/� , тому 

 
 

Далi, iснує стала � така, що 

D� ,�� �� ≥ ��� . 

 

 
 
отже 

�� (�) ≤ ��2 , |�′  (�)| ≤ �|�|, 

��

 � (�)   ≤ � (� (�) + 1). 
 

Тодi, буквально повто ривши обчислення з Пiдроздiла 3.3., одержуємо 

оцiнку, аналогiчну до (6.16) при фiксованому �, в яку пiдставляється сiм’я 

вагiв Ξ�
 , � ≥ 1:  

 sup E Ξ
�
 

2+�1  

<
 

 

 , � < � 
 
�′  (6.29) 

� ≥1 ,�∈Θ̃  

  

� ,��  

∞ 1 ∧ 

(тут � береться з H2 , а � ′  з (6.18)). Тож, сiм’я {Ξ�
 , � ≥ 1, � ∈ Θ̃ } є 

� 
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� 

2 

2 

� 

� 

� 

� 

рiвномiрно iнтегровною. До того ж 
 

Ξ��  �  

� ,��   
→ Ξ� , � → ∞, 

 

з iмовiрнiстю 1 для довiльної послiдовностi ��  → � ∈ Θ, що разом iз 

рiвномiрною  iнтегровнiстю  встановленою  вище дає 
 

Ξ�  �  

� ,��   
→ Ξ� , � → ∞, 

в �1 (Ω, P) рiвномiрно по � ∈ Θ̃ . Тому можемо перейти до границi в (6.28) 

при � → ∞ i отри мати необхiдну рiвнiсть (6.27) з моди фiкованою вагою 

Малявена Ξ� . Таким чином доводиться представлення (6.17) при дода- 

тковiй мо ментнiй умовi (6.18). 

Други й апроксимати вний крок полягає в зняттi обмеження (6.18) i  

є аналогiчним до попереднього. Розглянемо сiм’ю процесiв ��, � ≥ 1 з 

мiрами Левi 
 

��(��) = ��(�)��,  ��(�) = �(�)�−� /�. 

Оскiльки |�|2+� �−�  /� ≤ � , кожна �� задовольняє (6.18). Крiм того, легко 

показати, що умови H1, H2 справедливi для �� рiвномiрно по � ≥ 1. 

Тому 

∙ при кожному � ≥ 1, (6.28) виконується, якщо �� , Ξ� замiнити вiдпо- 
вiдно на ��, Ξ�,� ; 

�  �  
 

∙ при кожному � ∈ (0, 1], сiм’я Ξ� ,�, � ∈ Θ̃ , � ≥ 1 задовольняє аналог 

(6.29) рiвномiрно по � ≥ 1 (щоб довести це треба буквально повто - 

рити мiркування Пiдроздiла 6.2.1.). 

Пара (��, Ξ�,�
)  слабко збiгається до (�� , Ξ� )  при � → ∞. Оскiльки 

�  �  �  

сiм’я {Ξ� ,�} є рiвномiрно iнтегровною (див. другий пункт вище), можемо 
в спiввiдношеннi (6.28) перейти до границi для �� , Ξ�,� i остаточно одер- 

�  � 

жати (6.28) для �� , Ξ� . Цим доводиться (6.17) i завершується доведення 

Теореми 6.1. 
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�  → 0. 

 

6.3. Властивiсть ЛАН 

 

Теорема 6.2. Нехай � – процес Левi, що задовольняє умови H1, H2, а 

� незалежний вiд � процес Левi, що задовольняє (6.5). Нагадаємо, що за 

наших припущень ��  → 0; у випадку � ∈ (1, 2) , додатково припускаємо  

�−1/2�1/�−1 

Тодi справджується властивiсть ЛАН в кожнiй точцi �0  ∈ Θ з 

де 

 (�)��,  

Зау ва же ння  6.3.   Нагадаємо означення iндекса активностi процеса  Левi  

� , що має мiру Левi ��  . Цей iндекс називається iндексом Блумен таля – 

Гетора: 

|�|� �� (��) < ∞ . 

Тодi для забезпечення виконання умо ви (6.5) достатньо, щоб ��  < � (тут 

�� = �). 

Процес � iнтерпретується як “заваж аючий шум”, тож вiдповiдно до 

попереднього зауваження, природньо ви магати вiд “заважаючої” части- 

ни шуму “мен шої активностi” вiдносно “основної” частин и � . Як було 

показано в [1], для семiпараметричного статистичного (адаптивного) 

оцi нюва ння, тобто асимп тотично ефективного оцiнювання � коли не ви- 

значено розподiл заважаючого шуму, важливо узагальни ти Теорему 6.2 

 

так, щоб властивiсть ЛА Н справджувалась не тiльки для кожного окре- 

мого � , а рiвномiрно на деякому “класi завад” U процесiв � . Метод до- 

ведення Теореми 6.2 добре застосований для забезпечення рiвномiр ної, у 

вище вказаному смислi, властивостi  ЛА Н. 

Теорема 6.3. Нехай U – клас процесiв Левi такий, що умова (6.5) справ- 
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� 

�  

 

� 

джується рiвномiрно по � ∈ U. Якщо додатково � i �� задовольняє 

умовам Теореми 6.2, тодi для кожного � ∈ U i �0  ∈ Θ, вiд ношення вiро- 

гiдностi для дискретно спостережуваного процеса (1.2) допускає пред- 

ставлення (1.3) з �(�), Σ(�0) визначеними формулами (6.30), а спiввiд- 

ношення (1.4), (1.5) справджуються рiвномiрно по � ∈ U. 

Теорема 6.3 висвiтлює те, що є цiлий клас U , що є строго вiдокремле-  

ним вiд � в смислi (6.5), а довiльна регулярна оцiнка �̃� = (�̃� , �̃�) така, 

що 

�(�)−1(�̃� − �0) ⇒ N(0, Σ(�0)−1) 

є асимп тотично ефективною на кожному класi завад U . Зокрема, рiвно- 

мiрна по � обмеженiсть зверху асимпто тичної концентрацiї призводить  

до ефекту: 

�(� ; 0, Σ(�0)−1 /2)�� 
� 

для кожної симетричної довкола нуля замкненої множини � ⊂ R2, де 

�(� ; 0, Σ(�0)−1 /2) називається N(0, Σ(�0)−1/2)-густиною, див. [6, Пiдроздiл 

2.3] i [87,  Пiдроздiл II.11]. 

Зауваження 6.4. Ми припускаємо, що iндекс активностi � – вiдомий. 

Оскiльки, як це було з’ясовано в [58] i [2], якщо спробувати оцiнити ме - 

тодом макси мальної вiрогiдностi � i параметр масштабу �, то можли ве 

виродження  асимптотичної  iнформацiйної  матрицi  Фiшера. 

 

6.3.1. Доведення   теореми   про   достатнi умови  ЛАН. Дове- 

демо Теорему 6.2. Для цього зауважи мо, що з (6.17) випли ває,  що 

�̃(�)⊤��(�; ��� ) = 

E 

[
�̃(�)⊤Ξ�

 

 

�  

��

�

 

]
.
 

 

Зазначимо, що точна формула для ваги Ξ�  зовсiм не мiстить “заважаю- 
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�  

�  

чого шуму”  � , а залежнiсть ��(�; ��� ) вiд � мiститься тiльки в 

операцiї умовного усереднення. Тодi за нерiвнiстю Йєнсена  
 2+�1

 
 

   

2+�1  
 

�̃(�)⊤�� (�; ��� )  ≤ E �̃(�)⊤Ξ�   , 
 

де � не входить в праву частину нерiвностi. Звiдси, за Теоре мою 6.1 

безпосередньо  випливає  моментна оцiнка 
 

sup E �̃(�)��  
�; �� )

 
2+
� 

< ∞ (6.31) 

 

 
разом iз 

 

�≥1 ,�∈Θ̃  

(  
�  ��     

 

Тверд ження  6.2. За  умов  Теоре ми  6.2,  для  кожної  Θ̃ 

(0, �) (тут � пр ийшло з умови H2), 

i  кожного  �1  ∈ 

 

sup 

�≥1 ,�∈Θ̃  

E �̃(�)⊤��  (�; 

���  

2+
�1  

 
< ∞. 

Доведення Теореми 6.2 полягає в перевiрцi умов A1 – A4. 

Щоб довести A1 достатньо показати, що для фiксованого � = ��, вiд- 

ображення 

Θ ∋ � ↦→ ��(�; ·) ∈ �2(R) (6.32) 

є неперервним i для довiльного �1 , �2  такого, що вiдрiзок [�1 , �2 ] вкладає- 

ться в Θ, 
   (  ∫  1  

√
��(�1 ; ·) − 

√
��(�2 ; ·) = 

0 

) ⊤ 

��((1 − �)�1 + ��2 ; ·) �� (�1 − �2),  (6.33) 

E 

) 
�  
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(� −�/2) 

� − 7 � 

)) � 

� 

 

де iнтеграл розумiється в смислi збiжностi в �2(R) Рiмано вих сум. Мiрку- 

вання тут аналогiчнi хоч i простiшi за тi, що використовуються в доведен- 

нi Теореми 3.2, тож тут ми тiльки схематично наведемо основнi мо менти. 

Означимо ⎧
0, � < �/2, 

⎪⎨  
2

 

Ψ�(�) = 
�3/2  ,    � ∈ [�/2, �], 

⎪ √    √  
⎩  

8  , � ≥ �. 

Тодi за побудовою, для � > 0 

1 
Ψ�(�) → Ψ0(�) := 

√
�, Ψ′ (�) → Ψ′ (�) = √  , � → 0. 

� 0 2 � 
 

Оскiльки  Ψ�  ∈ � 1 , � > 0,  то  з  Твердження  6.1  i  спiввiдношень  (6.11), 

(6.13) випливає, що Ψ�(��(�; �)) гладко залежить вiд �, � i 
 

�� ,�(�; �) := 

��  

(
Ψ�(��(�; � 

)
 = Ψ′ (��(�; �))�� ��(�; �). 

 

Тодi 

Ψ�

(
��(�1 ; ·)

)  
− Ψ�

(
��(�2 ; ·)

)  
= 

 
(  ∫  1  

 

0 

 

) ⊤ 

�� ,�((1 − �)�1 + ��2 ; ·) �� 

 

(�1 − �2) 

(6.34) 

i щоб довести (6.33) достатньо показати, що  

Ψ�

(
��(�; ·)

)  
→ Ψ0

(
��(�; ·)

)  
= 

√
��(�; ·), � → 0, 

в �2(R), для кожного � ∈ Θ i, що 

�� ,�(�; ·) → ��(�; ·), � → 0, 

в �2(R), рiвномiрно по � ∈ [�1 , �2 ]. Далi треба показати, що функцiя (6.32) 

є рiвномiрно неперервною як рiвномiрна границя неперервних функцiй. 

Доведе мо другу збiжнiсть, оскiльки доведення першої аналогiчне i  про- 
стiше. За побудовою маємо 0 ≤ Ψ ′ (�) ≤ Ψ ′ (�) = (2

√
�)−1 , звiдки 

� 0 

 

�� ,�(�; �) = Ψ′ (��(�; �))�� ��(�; �) = ϒ�(��(�; �))��(�; �), 
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≤ 

 

де 

ϒ�(�) = Ψ′ (�)� 

{  
(1/2)

√
� ,  � > 0; 

√   
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Отж е

Нагадаємо,  що  � =  �� .  Покладемо  в  Тве рдженнi  6.2  Θ̃ 

[�1 , �2 ], тодi 

рiвну вiдрiзку 

∫   2+
�1  

2+�1  

sup ��(�; 
�)  

��(�; �) �� = sup E ��(�; 
��)  

< ∞. 

� ∈Θ̃  R 

 
 

  

� ∈Θ̃  
 

 

Звiдси за нерiвнiстю Гельдера  
∫  

(�� ,�(�; �) − ��(�; �))2 �� ≤ � 
R 

 
( ∫  

 

 

 
{�:�� (�;�)≤�}  

 

) �1/(2+�1) 

��(�; �) �� . 

Густина ��(�; �) знаходиться явно з (6.11). Використовуючи це представ- 

лення, пiсля замiни змiнних � = �−1 �−1/� (� − �� + ���), одержимо 
∫  

 

{�:�� (�;�)≤�}  

∫  

��(�; �) �� = 

 
 

{�: � (� ;� )≤��1/�� }  

 

� (�; �) �� . 

Має мо ��,� ∈ �1(R), тому вiдображення 

[�1 , �2 ] ∋ � = (�, �) ↦→ �� ,�(· − �
−1 �) ∈ �1(R) 

 

є неперервни м. Тому вiдображення  

[�1 , �2 ] ∋ � ↦→ � (�; ·) = 

 
∫  

�� ,� (· − �−1 �)�� (��) 
R 

також є неперервни м. Остаточно одержуємо  
 

∫  
 

{�:�� (�;�)≤�}  ��(�; �) �� = 

∫  
 

{�: � (� ;� )≤��1/�� }  
� (�; �) �� → 0, � → 0 

рiвномiрно по � ∈ [�1 , �2 ], що завершує доведення необхiдної збiжностi i 

приводить до A1. 
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�  

Γ 

�,�  

�,�  

��  �−1 /�(���  (�  1)�  �  � 

�

 ��

� . 

�,�  

�  

�  

��  
�  

� 0 

�  

�  

1 

= 

�    

� 

 

Перейдемо до доведення A2. Позначи мо  
 

Γ�,� = �̃(�)⊤ ���  

(
�; ����  − �(�−1)�� 

)  
, � = 1, . . . , �, 

 

тодi  
�  

∑  (
�(�)⊤��  

�=1 

 

(
�; ���  

 
− �(�  

 
 
−1)��  

) ) ⊗2  
=

 
1 ∑  (  

�
 

� �,�  

�=1 

) ⊗2 
.
 

Оскiльки � – процес Левi, то {Γ�
 }1≤� ≤� – трикутни й маси в випадкових  

векторiв, рядки якого незалежнi i однаково розподiленi. Проаналiзуємо  

спiльний розподiл Γ�  в �-му рядку. 

Введемо  позначення  для величин 
 

� ,�  = � 
− 

�  �   − � − �  
− �� + �� �  ), � = 1, . . . , �, 

 

якi є незалежними однаково розподiленими випадковими величинами    з  
 

�  � 

1,�  ��,��  + �−1�−1 /� 

 

За перши м пункто м Твердження 6.1 i умовою (6.5)  
 

��  �,�±  

1,� ⇒ �1  . (6.35) 

Далi  за  (6.11)  i  (6.13)  компоненти  ���  

(
�; ����  − �(�−1)�� 

)   

задаються  формулами 

� 
(1)

(�; � �   ) 
�1   

(
�; ���  − �(�  1)� 

)  
= −�−1 �1−1/�    ��  , 

��   

�  

− �  �  

[  
� 

(2)
(�; � �

 

 

)
]  

��� (�; 

��,� ) 

 
� 

(1)
(�; � �   ) 

�,�  � �,� 
�2   

(
�; ���  − �(�  1)� 

)  
= −�−1

 
1 + 

   ��   +�−1��  �−1/�   �  . 
��  �  −  
�  ��� (�; 

��,� ) 

� (�; ��,� ) 

Нагадаємо, що  
�̃(�)⊤ = �−1/2

 

(  
�1/�−1 

)
 

1 
, 

����−  1 

звiдси може мо остаточно записати  
 

де вектор-значнi 

� 

�  
�  
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± 

�′ � ,�  

(�) ±
 

�,�±  

�,�  

�,�  

�,�  1 

± 

функцiї �� ,��   мають такi компоненти: 

� (1) 

 

 
(2)  

�1  ��  
(�; �)

 
2

 
���  

(�; �) 

�,�� 
(�; �) = − 

��  

, ��,�� 
(�; �) = −1 − 

���  

. 
(�; �) 

Позначи мо через ��,�  вектор-значну  функцiю  з компонентами 
 

�1  �,�± 
(�)

 
2

 

��′  (�) ± 

�,�± 
(�) = −

�
 
 

�,�±  

, ��,�  (�) = −1 − 
��,�±  

, 
(�) 

а для � > 0, � > 0 позначимо 

�� ,�  = {� : |�| ≤ �, ��,�± (�) ≥ �}, 

що є компактною множиною в R . Останнє випливає з (6.12), (6.14) так,  

що для кожного фiксованого � ∈ Θ, � > 0, � > 0, 

��,�(�; �) → ��,�± (�), � → 0+, 

рiвномiрно вiдносно � ∈ ��,�  . Зазначимо, що за (6.35) 
 

lim inf P(� �
 ∈ �� ,�  ) ≤ P(�  ∈ ��,� ) 

�→∞ 

i 

P(��,�± 

1,�  1 

1 ∈ �� ,�  ) → 0, � → 0, � → ∞. 
 

Пiдсумуємо:  випадковi  вектори  Γ�  представляють ся  образами  незале- 

жних однаково розподiлених випадкових величин ��  при дiї на них фун- 

кцiями �� ,�� (�; ·) i 

∙ спiль ний р озподiл ��
 

 

слабко збiгається до розподiлу �� ,�± ; 
 

∙ на кожному компактi ��,�   функцiї ��,�� (�; ·) рiвномiрно збiгаються  

до функцiї ��,�  , яка є неперервною на цьому компактi;  
 

(�; �) � 
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�,�  

�,�  

± 1 

�,�  

 
   

(Γ ) �   ⊗2 

 

R � (� ; �) 
�̃(�)� 

 

  1,� 

 

 

�1 

) �1 

∙ за вибором малого � > 0 i великого � > 0 iмовiрнiсть для ��
 

∈ �� ,� 

може бути зроблена як завгодно близькою до 1. 
 

Оскiльки слабка збiжнiсть зберiгається при неперервних перетвореннях, 

виводимо iз встановленого вище, що спiльний розподiл Γ�
 , � = 1, . . . , � 

слабко збiгається при � → ∞ до розподiлу Γ�  =  �−1��,� (�
�,�± ). З iн- 

шого боку Твердження 6.2 доводить, що послiдовнiсть {(Γ�  )⊗2 } є рiв- 

номiрно iнтегровною, звiдки за законом великих чисел для незалежних 

випадкових величин 
 

�  
 

E 
 
1 ∑

 
� 

�=1 

�  ⊗2 
�,� − E(Γ 

 
)  → 0, � → ∞. 

 
 

За допомогою простих обрахункiв одержуємо, що матриця коварiацiй для 

Γ�  дорiвнює  Σ(�),  заданiй  другою  рiвнiстю  в  (6.30).  Поклавши  � =  �0 , 

виводи мо A2.  

Оскiльки 
 

∫  

� |�(�)���  (�; 

�)| 
R 

 

2+�
1 ���  (�; �) �� = 

� 

−�1 /2  E |�̃(�)���  (�; ��� 

)| 

2+�1  , 

спiввiдношення A3 безпосередньо випливає з Твердження 6.2.  

Перейдемо до доведення A4. Має мо  

 

��(�; �) = 

Звiдси, для довiльних �1 , �2  ∈ Θ 

∫  

1 
��(�; �) 

2 
 

 

2 

   
√

��(�; �), 

� |�(�) (���  (�2 ; �) − ���  (�1 ; �))| �� 
R 2 

1 
∫   √  

��

 (�2 ; �)  
= �̃(�)��  

4  
(�2 ; �) 

   �   

−
 �

�  

��  1 

(�1 ; 
�)   

 

���  (�1 ; �) �� 

2 

 1 
 
1 

⎯   ⎸
��� (�2 ; � ) 1  

   
= E 

 
��,�  (�2 , � �1  )

⎸ 
− �� ,�  (�1 , � �1  )

  
; 

4 �2  
�

  

�  

; � 
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залишаємо  позначення,  введенi  при  доведеннi  A2 .  Вiзьмемо  �1   =  �0   i 

довiльну послiдовнiсть �� → �0 . З спiввiдношень (6.12), (6.14) випливає, 
 

що для кожних фiксованих � > 0, � > 0 
 

sup 

 
 
1

 
 

�,�

�  

 
(��  

 
, �) 

   
√  

� (� ; �)  1 
− � 

 

 
�,��  

 
(�0  

 

, �)

 
→ 0, � → ∞. 

�∈��,�  

  

�  

���  (�0  
; �) �  

 

Тодi за нерiвнiстю Кошi (� + �)2  ≤ 2�2 + 2�2 , 
∫  

lim sup � 
�→∞ R 

|�(�) (���  (�� ; �) − ���  (�0 ; �))| �� 

(   
1 

 
�  

2  ��
 �0  �  1,� 

(� ; � )    0 ≤ lim sup E ��,�� (�� , 
�1,�)  

1
�
�0  

�→∞ 2�2

 

 
1 

  
���

 

2 
(�0  

�0  
1,� 
)  

1,� ∈��,� 

+ E ��,�  (�0 , � � 0  )

  
1 �  

2�2
 

 
  

�  

(  
1
 

1,�   
,� ∈��,� 

2 

= lim sup E 
��,� 

(�� , � ��  )

  
1 �  

�→∞ 2�2

 

 

�  1,�  

 
1 

�1
� ∈��,� 

2 
)  

+ E ��,�  (�0 , � � 0  )

  
1 �  . 

 
Оскiльки 

2�2  

  

�
 

1,�  

 
,� ∈��,� 

 

� (�; �1 ,�) = Γ1,� = �̃(�) ���  

(
�; ����  − �(�−1)�� 

)  
, 

�−1�� ,�  
�  �  ⊤ 

 

виводи мо з Твердження 6.2 i нерiвностi Гельдера, що  
∫  

lim sup � 
�→∞ R 

|�(�) (���  (�� ; �) − ���  (�0 ; �))| �� 
(  )  

≤ � lim sup 
�→∞ 

з деякою сталою � . Отже  

��  

1,� ∈ �� ,� ) + P(� �0
 ∈ ��,� ) 

 

� ��  �,�± �0 �,�± 

P(� 

0 

 
 
�  
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Звiдси  одержим о1,� ⇒ �1  , |�(�) (���  (�� ; �) − ���  (�0 ; �))| 

R�� ≤ 2� P(�1 
± ∈ ��,�  ). 

Нагадає мо, що � > 0, � > 0 тут довiльнi. Спря мувавши в нерiвностi вище 

� → 0, � → ∞ остаточно отримаємо 
∫  

lim sup � 
�→∞ R 

|�(�) (���  (�� ; �) − ���  (�0 ; �))| 

�� = 0, 

що завершує до ведення A4.  
 

6.3.2. Доведення   теореми   про   достатнi   умови  рiвномiрної 

ЛАН. Ме тою цього пiдроздiлу є доведення Теореми 6.3. Щоб отри мати  

необхiдну власти вiсть ЛА Н, рiвномiрну по � ∈ U , достатньо зафiксувати  

послiдовнiсть ��  процесiв Левi таку, що 
 

�−1/�  � 

�  ���  
→ 0 

за iмовiрнiстю i повтори ти попереднi мiркування для моди фiкованої ста- 

тисти чної моделi, де процес � в �-му випробуваннi замiнюється на 

 

��  �  

� = �� + ���  + �� . 

Мо ментна обмеженiсть в Твердженнi 6.2 у великiй мiрi не є чутли вою до 

процеса � (див. зокре ма (6.31)). Розподiл процеса � вводи ться в означен- 

нi функцiй �, � (1), � (2) , однак, як легко побачити, спiввiдношення 

(6.12), (6.14) справджуються рiвно мiрно вiдносно � ∈ U . Остато чно, 

випадковi величини 
 

�� ,�  −1   − 1/�  � � � −1 −1/� � 

� ,�  = � ��  (����  
− �(�−1)��  

− ���  + ���� ) = ��,��  + 

� 

��  ���  

2 
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1 

 

слабко збiгаються до �� ,�± . Тож, повторивши з очевидни ми змiнами в 

позначеннях обрахунки попереднiх  пiдроздiлiв,  одержимо властивостi   A1 

– A4 для моди фiкованої моде лi, що доводить необхiдну властивiсть ЛА Н, 

рiвномiрну по � ∈ U. 
 
 
 
 

6.4. Висновки 

 
Побудовано iнтегральне представлення логарифмiчної похiдної по па- 

раме тру вiд густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важки ми хво- 

стами. Доведено власти вiсть ЛА Н для моделей в яких iз прямую чи м до 

 

нуля iнтервалом спостерiгається процес Левi. Спостереження вiдбуваю- 

ться на фонi заважаю чого шуму меншої iнтенсивностi нiж процес, що 

спостерiгається, а вiдповiдна власти вiсть ЛА Н справджується рiвномiр - 

но по класу заважаю чих процесiв. Крiм того, запропоновано пiдхiд який 

дозволяє позбавитись вiд умов на хвости спостережуваного процеса.  



 

ВИСНОВКИ 

 

 
У данiй роботi було розроблено апарат для ви вчення локальних i асим-  

птотичних властивостей статистичних моделей, породжених дискретн и- 

ми спостереження ми процесiв Левi, та процесiв якi є розв’язками СДР з 

шумом Левi без дифузiйної компоненти. За допомогою числення Маля- 

вена доведено властивiсть ЛА Н стати сти чних моделей нелiнiйних з "лег- 

кими хвостами"в шумах i лiнiйних з "важки ми хвостами". Для статисти- 

чного експерименту зi стали м кроком спостереження знайдено нижню 

границю ефекти вностi оцiнок i побудовано алгоритм перевiрки ефекти в- 

ностi  методу оцiнювання. 

У дисертацiйнiй роботi наведено наступнi результати:  

∙ Встановлено iснування густини перехiдної iмовiрностi розв’язку СДР 

з шумом Ле вi, i для неї знайдено iнтегральнi представлення перших 

двох логари фмiчних похiдних по параметру, також побудовано iн- 

тегральне представлення логари фмiчної похiдної по параметру вiд 

густини перехiдної iмовiрностi процеса Левi з важкими хвостами.  

∙ Дослiджено достатнi умови регулярностi статистичного експеримен- 

ту,породженого дискретни ми спостереження ми розв’язку СДР з шу- 

мом Левi i встановлено нижню оцiнку для квадратичної функцiї 

втрат при оцiнюваннi невiдомого параметра.  

∙ Знайдено достатнi умови, за яких статисти чна модель, породжена 

дискретни ми спостереження ми процеса Марко ва, має властивiсть  

ЛАН та доведено властивiсть ЛАН у випадку дискретних спосте- 

режень зi стали м кроком моделей, заданих СДР з шумо м Левi. 

∙ Для стати сти чних моделей зi стали м кроком спостережень процесу, 
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заданого СДР з шумо м Левi, побудувано алгори тм перевiрки ефе - 

ктивностi методу оцiнювання i оцiнено втрати iнформацiї при умо в- 

ному усередненнi. 

∙ Доведено властивiсть ЛА Н для моделей, в яких iз прямуючи м до ну- 

ля кроком спостерiгається процес Левi на фонi заважаючого шуму i 

доведено, що вiдповiдна властивiсть ЛА Н справджує ться рiвномiрно 

по класу заважаю чих процесiв.  
 

Одержанi результати є актуальни ми як з теорети чної, так i з практи-  

чної точки зору. З одного боку в роботi були одержанi результати для 

моделей з досить загальни ми умовами на шум. 

З iншого боку, одержанi результати можна використати на практицi  

при дослiдженнi стати сти чних моделей, якi описують фiзичнi, бiологiчнi, 

хiмiчнi явища, процеси у фiнансовiй сферi та фондовому ринку, а також 

при встановленнi асимпто тични х меж ефекти вностi для оцiнок параме- 

трiв у вiдповiдних моделях.  
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/ E. Gobet  // Ann. I. H. Poincaré – PR — 2001. — Vol. 38, № 5 — P. 711 

– 737. 
 

27. Gourieroux, C., Monfort, A. and Trognon A. Pseudo Maximum Like- 

lihood Methods: Theory / C. Gourieroux, A. Monfort, A. Trognon // 

Eco nometrica — 1984. — Vol. 52 — P.  681-700. 

28. Greenwood P.E. Contiguity and the statistical invariance principle  / 

P.E. Greenwood, A.N. Shiryayev // London, Th. and Appl. of Stoch. 

Proc.— 1985. 

29. Greenwood P.E. Efficient estimation for semiparametric semi -Markov 

processes / P.E. Greenwood, U.U. Müller, W. Wefelmeyer  // Commu- 

nication in Stat.-Th. and Meth.— 2013. Vol. 33, № 3 — P. 1-15. 

30. Hajek J. Local asymptotic minimax admissibility in estimation, in: Pro- 

ceedings of the Sixth Berkeley Symposium on Mathe matical Statistics 

and Probability / J. Hajek // Berkeley and Los Angeles, Univ. of Cali- 

fornia Press — 1971. — P. 175–194. 

31. Hodges J. So me problems in minimax estimation / J. Hodges, E. Lehman 

// Ann. Math. Statist. — 1950. — Vol. 21, № 2 — P. 182–197. 
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and their Appl.— 2007. — Vol. 117, № 6 — P. 3677-707. 

69. Roussas G.G. Asymptotic inference in Markov processes / G.G. Roussas 

// Ann. Math.Stat.— 1965.— Vol. 36 — P. 978-–992. 
 

70. Roussas G.G. Contiguity of Probability Measures: Some Applications 

in Statistics / G.G. Roussas // Cambridge Tracts in Mathematics and 

Math Phys. 63, Cam- bridge Univ. Press, London— 1972.— Vol. 63. 
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