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Вступ
Нехай (Sk)k∈N0 , де N0 := N∪{0}, - необов’язково монотонна послiдовнiсть
невiд’ємних випадкових величин. Визначимо лiчильний процес (N(t))t≥0

наступним чином
N(t) :=

∑
k≥0

1{Sk≤t} , t ≥ 0,

де 1A - iндикатор подiї A. Надалi припускається, що N(t) < ∞ майже
напевно (м.н.).

Нехай D := D[0,∞) - простiр Скорохода неперервних справа дiй-
снозначних функцiй, що визначенi на [0,∞) та мають скiнченнi границi
злiва у кожнiй додатнiй точцi. Для функцiї h ∈ D визначимо випадковий
процес X := (X(t))t≥0 так

X(t) :=
∑
k≥0

h(t− Sk)1{Sk≤t} =

∫
[0,t]

h(t− y)dN(y), t ≥ 0.

Дотримуючись термiнологiї, введеної в статтi [5], будемо називати X за-
гальним процесом дробового ефекту, оскiльки, окрiм N(t) < ∞ м.н., не
було зроблено жодних припущень стосовно послiдовностi (Sk)k∈N0 .

В залежностi вiд вибору вхiдної послiдовностi (Sk) загальнi проце-
си дробового ефекту можуть бути застосованi для моделювання рiзних
явищ. Наприклад, якщо вхiдна послiдовнiсть є стандартним випадковим
блуканням, то процес дробового ефекту дозволяє дослiджувати асимпто-
тику числа зайнятих каналiв у системах масового обслуговування типу
G/G/∞. Також загальнi процеси дробового ефекту використовують у
моделюваннi гiллястих та регенеративних процесiв, процесах пошире-
ння прiзвищ у генеалогiчному деревi, поведiнки нейтронiв у ядерному
реакторi, тощо. Бiльше прикладiв можна знайти у монографiї [3] та ста-
ттях [5] та [6].

Для подальшого викладення необхiдно сформулювати основний ре-
зультат статтi [6]. Для цього потрiбнi додатковi позначення. якi зараз бу-
дуть введенi. Для λ > 0 позначимо через Wλ := (Wλ(u))u≥0 випадковий
процес, що м.н. не спадає, є м.н. локально неперервним за Гьольдером з
показником λ та задовольняє рiвнiсть Wλ(0) = 0 м.н. Нагадаємо, що ло-
кальна неперервнiсть за Гьольдером з показником λ функцiї f означає,
що

sup
x,y∈K

|f(x)− f(y)|
|x− y|λ

<∞
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для кожного компакту K ⊂ R. Зокрема, для кожного T > 0, всiх
0 ≤ x, y ≤ T i деякої м.н. скiнченної випадкової величини MT

|Wλ(x)−Wλ(y)| ≤MT |x− y|λ (0.1)

Визначимо випадковий процес Yλ,γ := (Yλ,γ(u))u≥0 для γ > −λ так

Yλ,γ(u) :=

∫
[0,u]

(u− y)γdWλ(y), u ≥ 0, (0.2)

де iнтеграл є потраєкторним iнтегралом Лебега-Стiлтьєса. Для γ > −λ,
γ 6= 0, Yλ,γ задається iнтегралом Лебега

Yλ,γ(u) :=

∫ u

0

(u− y)γ−1Wλ(y)dy, u > 0, Yλ,γ(0) := 0, (0.3)

а для −λ < γ < 0

Yλ,γ(u) := uγWλ(u) + |γ|
∫ u

0

(Wλ(u)−Wλ(u− y))yγ−1dy, u > 0,

Yλ,γ(0) := lim
u→+0

Yλ,γ(u). (0.4)

З (0.1) можна зробити висновок, що Yλ,γ(0) = 0 м.н. для γ ∈ (−λ, 0).
Коли γ ≥ 0, збiжнiсть iнтегралу з (0.2) i м.н. неперервнiсть процесiв Yλ,γ
є тривiальними. Для γ ∈ (−λ, 0) цi два факти випливають з леми 2.1
роботи [5].

Надалi вважатимемо що простори D,D(0,∞) надiленi J1-топологiєю.
D(0,∞) - простiр неперервних справа функцiй, визначених на (0,∞) з
скiнченними границями злiва у додатнiх точках. Позначимо слабку збi-
жнiсть в них J1−→. Наведемо формулювання теореми 1 статтi [6].

Теорема 1 Нехай α, λ > 0, а функцiя h є невiд’ємною, монотонною та
правильно змiнюється на нескiнченностi з показником β > −min(α, λ).
Припустимо, що

a(t)N(t·) J1−→ Wλ(·), t→∞ (0.5)

у просторi D, де функцiя a : R+ → R+ не зростає та правильно змiню-
ється на нескiнченностi з параметром −α, а також що для довiльних
q > 0 та 0 < a < b <∞

t−q sup
u∈[a,b]

(N(ut)−N(ut− 1))
P−→ 0, t→∞. (0.6)
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Якщо h не спадає, то

a(t)

h(t)
X(t·) J1−→ Yλ,β(·), t→∞ (0.7)

у просторi D.
Якщо h не зростає, то припустимо додатково, що для всiх x > 0, t ≥

1 та k ∈ N0

P{a(t)(N((k + 1)t)−N(kt)) > x} ≤ f(x) (0.8)

для невiд’ємної функцiї f , що не зростає i задовольняє

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = 0,∀c > 0. (0.9)

Тодi граничне спiввiдношення (0.7) виконується у просторi D(0,∞).

Зауваження 2 Оскiльки для кожного t > 0 випадкова функцiя u →
N(tu) не спадає майже напевно, а процес Wλ є неперервним м.н., то
згiдно з зауваженням 2.1 статтi [7] функцiональна збiжнiсть у (0.5)
еквiвалентна слабкiй збiжностi скiнченновимiрних розподiлiв.

Нехай ξ1, ξ2, . . . є незалежними копiями невiд’ємної випадкової вели-
чини ξ. Випадкова послiдовнiсть (S∗k)k∈N0 , що називається стандартним
випадковим блуканням з початком в нулi та стрибками ξk, що визначає-
ться так

S∗0 := 0, S∗k := ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N,

називається стандартним випадковим блуканням, що стартує в нулi.
Першою (теоретичною) метою даної дипломної роботи є спецiалiзацiя
теореми 1 для конкретної вхiдної послiдовностi (Sk)k∈N0 , що задається
так: для θ ∈ (0, 1]

Sk = (S∗k)
1/θ, k ∈ N0 (0.10)

за умови, що або Eξ <∞, або функцiя x 7→ P{ξ > x} правильно змiнює-
ться на∞ з вiд’ємним показником, бiльшим за−1. Другою (практичною)
метою даної роботи є перевiрка отриманих теоретичних результатiв за
допомогою моделювання. Бiльш детально, за умови (0.10) ми змоделю-
ємо дограничнi процеси (a(t)X(ut)

h(t)
)u≥0 для великих t та вiдповiдний гра-

ничний процес (Yλ,β(u))u≥0 та порiвняємо їх траєкторiї.
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1 Основнi результати
Теореми 3 та 4 є основними теоретичними результатами даної роботи.

Теорема 3 Нехай θ ∈ (0, 1], β > −θ, а невiд’ємна функцiя h ∈ D є
монотонною та правильно змiнюється на нескiнченностi з показником
β. Нехай послiдовнiсть (Sn)n∈N0 задовольняє (0.10) та µ := Eξ <∞.

Тодi
1

tθh(t)
X(t·) J1−→ µ−1θB(θ, β + 1)(·)θ+β, t→∞,

де B(·, ·) є бета-функцiєю, у просторi D, якщо h не спадає, та у про-
сторi D(0,∞), якщо h не зростає.

Теорема 4 Нехай θ ∈ (0, 1], ρ ∈ (0, 1), β > −ρθ та l – функцiя, що по-
вiльно змiнюється на ∞, а невiд’ємна функцiя h ∈ D є монотонною та
правильно змiнюється на нескiнченностi з показником β. Нехай послi-
довнiсть (Sn)n∈N0 задовольняє (0.10) та

P(S∗1 > x) ∼ x−ρl(x), x→∞.

Тодi
P(S∗1 > tθ)

h(t)
X(t·) J1−→

∫
[0,·]

(· − y)βdWρ((·y)θ), t→∞,

де (Wρ(y))y≥0 - обернений ρ-стiйкий субординатор. Додаткова iнформа-
цiя про обернений субординатор наводиться в роздiлi 3.
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2 Доведення основних результатiв

2.1 Доведення теореми 3

За умов теореми N(t) = (N∗(tθ))t≥0, де (N∗(t)) - лiчильний процес для
стандартного випадкового блукання (S∗k)k∈N0 , що стартує в нулi та має
стрибки ξk.

За посиленим законом великих чисел для процесiв вiдновлення та
лемою Дiнi

lim
t→∞

sup
u∈[0,T ]

|t−θN(ut)− µ−1uθ| = 0 м.н.

для всiх T > 0. Отже, спiввiдношення (0.5) виконується з a(t) = t−θ

та Wθ(u) = µ−1uθ, u ≥ 0. Гранична функцiя u 7→ Wθ(u) є локально
неперервною за Гьольдером з показником θ внаслiдок субадитивностi
функцiї x→ xθ на [0,∞). Зокрема, нерiвнiсть (0.1) виконується дляMT =
µ−1.

Для довiльних q > 0, 0 < a < b <∞ та великих t запишемо

t−q sup
u∈[a,b]

(N(ut)−N(ut− 1))

= t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)α)−N∗((ut− 1)α))

≤ t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)α)−N∗((ut)α − 1)).

Згiдно з лемою А.1 статтi [2]

t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)α)−N∗((ut)α − 1))
P−→ 0, t→∞.

Тому спiввiдношення (0.6) виконується для заданого процесу (N(t))t≥0.
Використовуючи субадитивнiсть за розподiлом N∗ та субадитивнiсть

функцiї x→ xθ на [0,∞), запишемо для всiх x > 0, t ≥ 0 та k ∈ N0

P{a(t)(N((k+1)t)−N(kt)) > x} = P{a(t)(N∗(((k+1)t)θ)−N∗((kt)θ)) > x}

≤ P{a(t)(N∗(tθ((k + 1)θ − kθ)) > x}

≤ P{a(t)N∗(tθ) > x}.
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Субадитивнiсть за розподiлом N∗ гарантує, що ∀n ∈ N та
y > 0

P{N∗(n) > y} ≤ P{N∗1 (1) + ...+N∗n(1) > y},

де N∗1 (1), N∗2 (1), ... - незалежнi копiї N∗(1). Внаслiдок цього ∀s ∈
(0,− logP{ξ1 = 0}) (− log(0) iнтерпретується як +∞)

EesN∗(n)/n ≤ Ees(N∗
1 (1)+...+N∗

n(1))/n = EesN∗(1) <∞,

де скiнченнiсть забезпечується теоремою 2.1(с) роботи [4]. ∀r > 1 iснує
таке n ∈ N, що r ∈ (n− 1, n]. Оскiльки процес N∗ не спадає м.н., то

N∗(r)/r ≤ N∗(n)/(n− 1) ≤ 2N∗(n)/n м.н.,

i, отже, EevN∗(r)/r ≤ Ee2vN∗(1) < ∞ для v ∈ (0,− logP{ξ = 0}/2). За
нерiвнiстю Маркова при t ≥ 1 та x > 0

P{a(t)N∗(tθ) > x} ≤ Ee2vN∗(1)e−vx =: f(x).

Таким чином, для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = Ee2vN∗(1) lim
x→∞

∑
j≥1

2je−vx2jc = 0,

оскiльки ряд збiгається рiвномiрно по x ≥ 1. Отже, умова (0.8) виконує-
ться, i твердження теореми 3 випливає з теореми 1.

2.2 Доведення теореми 4

За умов теореми N(t) = (N∗(tθ))t≥0, де (N∗(t)) - лiчильний процес для
стандартного випадкового блукання (S∗k)k∈N0 , що стартує в нулi та має
стрибки ξk.

Умова (0.5) в цьому випадку означає збiжнiсть

P(S∗1 > tθ)N∗((tu)θ)
J1−→ Wρ(u

θ), t→∞,

що розглядається протягом всього 3 роздiлу роботи, i доведена у твер-
дженнi 3.4.1.

Для довiльних q > 0, 0 < a < b <∞ та великих t запишемо

t−q sup
u∈[a,b]

(N(ut)−N(ut− 1))
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= t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)θ)−N∗((ut− 1)θ))

≤ t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)θ)−N∗((ut)θ − 1)).

Згiдно з лемою А.1 статтi [2]

t−q sup
u∈[a,b]

(N∗((ut)θ)−N∗((ut)θ − 1))
P−→ 0, t→∞.

Тому спiввiдношення (0.6) виконується для заданого процесу (N(t))t≥0.
Нехай a(t) := P{S∗1 > tθ}, φ(s) := EesN∗(1) <∞ для s ∈ (0,− logP{ξ =

0}). Оскiльки log φ(s) ∼ φ(s) − 1 ∼ EN∗(1)s при s → 0+, ∀ε > 0 iснує
таке значення s0 > 0, що log φ(s) ≤ (EN∗(1) + ε)s для кожного s ∈ (0, s0].
Оберемо довiльне b > 0, таке, що ba(1) ≤ s0. Тепер доведемо, що C :=
supt≥1Eeba(t)N∗(tθ) <∞.

Використовуючи субадитивнiсть за розподiлом N∗ для t ≥ 1 запише-
мо:

Eeba(t)N∗(tθ) ≤ Eeba(t)(N∗
1 (1)+...+N∗

[tθ ]
(1))

= elog φ(ba(t))[tθ],

де [x] - цiла частина вiд x. Отже для визначеного ранiше ε > 0 та довiль-
ного t ≥ 0

Eeba(t)N∗(tθ) ≤ e(EN∗(1)+ε)ba(t)[tθ].

Оскiльки

sup
t≥1

Ee(EN∗(1)+ε)ba(t)[tθ]1{a(t)[tθ]>1}

≤ Ee(EN∗(1)+ε)ba(1) sup
t≥1

Ee(EN∗(1)+ε)bP{S∗
1>t

θ}tθ <∞,

згiдно леми А.4 статтi [8], доведено, що C∗ <∞.
Тепер, за виконання усiх попереднiх припущень, вважатимемо θ рiв-

ним 1. Скористаємося субадитивнiстю за розподiлом N∗, субадитивнiстю
функцiї x → xθ на [0,∞) i тим, що N∗(t) не спадає. Тодi для x > 0, t ≥
1, k ∈ N

P{a(t)(N∗(((k + 1)t)θ)−N∗((kt)θ)) > x}

≤ P{a(t)N∗(((k + 1)t)θ − (kt)θ) > x}

≤ P{a(t)N∗(((k + 1)t− kt)θ) > x}
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За нерiвнiстю Маркова

P{a(t)(N∗(((k + 1)t)θ)−N∗((kt)θ)) > x}

≤ P{a(t)N∗(((k + 1)t− kt)θ) > x}

= EP{a(t)N∗(((k + 1)t− kt)θ) > x|(N∗(s))s≥0}

≤ P{a(t)N∗(tθ) > x} ≤ C∗e−bx =: f(x).

Для c > 0

lim
x→∞

∑
j≥1

2jf(x2jc) = C∗ lim
x→∞

∑
j≥1

2je−bx2jc = 0,

оскiльки останнiй ряд збiгається рiвномiрно по x ≥ 1. В результатi дове-
ли, що лiчильний процес (N(t))t≥0 задовольняє умовi (0.8).
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3 Додатковi теоретичнi вiдомостi

3.1 Збiжнiсть стандартного випадкового блукання до θρ
Нехай ξ1, ξ2, ... - додатнi незалежнi однаково розподiленi випадковi вели-
чини(н.о.р.в.в.), що задовольняють P(ξ1 > x) ∼ x−ρl(x) при x→∞, для l,
що повiльно змiнюється на нескiнченностi, ρ ∈ (0, 1). Надалi f(x) ∼ g(x)

означає, що limx→∞
f(x)
g(x)

= 1. (Sn)n∈N0 - стандартне випадкове блукання з
додатнiми стрибками: S0 := 0, Sn := ξ1 + ξ2 + ...+ ξn, n ∈ N.

Нехай θρ - випадкова величина з ρ-стiйким розподiлом та перетво-
ренням Лапласа ϕ(s) = Ee−sθρ = e−cΓ(1−ρ)sρ . Нехай функцiя at = a(t) -
узагальнена обернена до tα

l(t)
, тобто (a(t))α

l(a(t))
∼ t.

Доведемо, що Sn
an

збiгається за розподiлом до θρ.
Розглянемо перетворення Лапласа для ξ1:

Ee−uξ1/an = ϕ(u/an)

Для випадкового блукання (Sn)n∈N0 , вiдповiдно отримаємо:

Ee
−u(ξ1+ξ2+...+ξn)

an = ϕn(u/an)

ln(ϕn(u/an)) = n ln(ϕ(u/an)) = n ln(1− (1− ϕ(u/an))) ∼ −n(1− ϕ(u/an))

Отже, якщо n(1− ϕ( u
an

)) ∼ a, то ϕn(u/an) ∼ e−a

Теорема 3.1.1. Для 0 ≤ α ≤ 1, l ∈ R0

1− F̂ (s) ∼ sαl(1/s), s→ 0+ ⇔ 1− F (x) ∼ l(x)

xαΓ(1− α)
, x→∞,

де l ∈ R0 означає, що l повiльно змiнюється на нескiнченностi, тобто
limt→∞

l(at)
l(t)

= 1,∀a > 0; F̂ (s) - перетворення Лапласа, а F (s) - функцiя
розподiлу.

За припущенням, хвiст функцiї розподiлу

1− F (x) = P(ξ1 > x) ∼ x−ρl(x) =
l(x)Γ(1− ρ)

xρΓ(1− ρ)
, x→∞.

За теоремою 3.1.1, це еквiвалентно тому, що

1− F̂ (s) = 1− Ee−sξ1 ∼ sρl(1/s)Γ(1− ρ) (3.1)
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Покажемо, що limn→∞ an =∞.
За припущенням, (an)ρ ∼ nl(an) - правильно змiнюється з показником
1 на нескiнченностi. Як вiдомо, функцiї, що правильно змiнюються з
показником α, розбiгаються на нескiнченностi для всiх α > 0, отже
limn→∞ an =∞.

n(1− ϕ(
u

an
)) =

1− ϕ( u
an

)

1− ϕ( 1
an

)
n(1− ϕ(

1

an
)) (3.2)

1− ϕ(
1

x
) ∼ (

1

x
)ρl(x)Γ(1− ρ), (3.3)

як доведено в (3.1).
1− F (x) ∼ x−ρl(x), (3.4)

за припущенням.

З вiдношення (3.3) i (3.4), отримаємо:

1− ϕ( 1
x
)

1− F (x)
→ Γ(1− ρ), x→∞⇒ n(1− ϕ(

1

an
))→ Γ(1− ρ), x→∞ (3.5)

1− ϕ( u
an

)

1− ϕ( 1
an

)
∼

( u
an

)ρl(an/u)Γ(1− ρ)

( 1
an

)ρl(an)Γ(1− ρ)
→ uρ, n→∞ (3.6)

Пiдставимо (3.5) i (3.6) у (3.2) i нарештi отримаємо, що

n(1− ϕ(
u

an
)) ∼ uρΓ(1− ρ),

тобто Ee−u
Sn
an = ϕn(u/an) ∼ e−u

ρΓ(1−ρ)

Покажемо, що розподiл θρ - абсолютно неперервний. Розподiл не-
вiд’ємної випадкової величини називається саморозкладним, якщо фун-
кцiя s→ ϕ(s)

ϕ(cs)
,

s ≥ 0 є перетворенням Лапласа деякої випадкової величини для кожного
c ∈ (0, 1). Саморозкладний розподiл є або абсолютно неперервним, або
виродженим.

За припущенням, перетворення Лапласа для θρ : ϕ(s) = Ee−sθρ =
e−cΓ(1−ρ)sρ . Тодi

ϕ(s)

ϕ(as)
=

e−cΓ(1−ρ)sρ

e−cΓ(1−ρ)(as)ρ
= e−cΓ(1−ρ)(sρ−(as)ρ) = e−cΓ(1−ρ)(1−aρ)sρ
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cΓ(1− ρ) > 0, a ∈ (0, 1), ρ > 0⇒ 0 < aρ < 1⇒ cΓ(1− ρ)(1− aρ) > 0,

тому функцiя s→ ϕ(s)
ϕ(as)

, s ≥ 0, аналогiчно до перетворення Лапласа для
θρ, є перетворенням Лапласа випадкової величини з додатнiм ρ-стiйким
розподiлом. Таким чином, розподiл θρ - саморозкладний.

Нехай, iснує таке k, що P(θρ = k) = 1. Тодi випадкова величина θρ = k.
Перетворення Лапласа для θρ в такому разi має вигляд ϕ(s) = e−sk, але за
припущенням ϕ(s) = Ee−sθρ = e−cΓ(1−ρ)sρ . Отримали суперечнiсть, отже
розподiл θρ - невироджений.

Оскiльки розподiл θρ є саморозкладним, але не є виродженим - вiн
абсолютно неперервний, що й треба було довести.

3.2 Застосування узагальненої оберненої функцiї

Нехай функцiя x → P(ξ > x) правильно змiнюється на нескiнченностi
з параметром −ρ, ρ ∈ (0, 1). Покладемо f(x) := 1

P(ξ>x)
, x > 0. Функцiя

f не спадає i правильно змiнюється на нескiнченностi з параметром ρ.
Визначимо узагальнену обернену функцiю для f :

←−
f (x) := inf{y > 0 : f(y) > x}.

За теоремою 1.5.12 з книги [1],
←−
f - правильно змiнюється на нескiн-

ченностi з показником 1
ρ
,

f(
←−
f (x)) ∼

←−
f (f(x)) ∼ x, x→∞ (3.7)

Покладемо a(x) :=
←−
f (x)

Тепер доведемо, що P(ξ > t)ν(t)
d−→ θ−ρρ , при t → ∞, де d−→ позначає

збiжнiсть за розподiлом.

P(θ−ρρ > x) = P(θρ ≤ x−1/ρ)

P(P(ξ > t)ν(t) > x) = P(ν(t) >
x

P(ξ > t)
)

= P(
S[ x

P(ξ>t) ]

a([ x
P(ξ>t)

])
≤ t

a([ x
P(ξ>t)

])
), (3.8)

причому, як ми довели ранiше,
S[ x

P(ξ>t) ]

a([ x
P(ξ>t)

])
→ θρ, n→∞.
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Покажемо, що функцiя t → a([t]) правильно змiнюється на нескiн-
ченностi з показником 1

ρ
:

Згадаємо, що a([x]) := inf{y > 0 : f(y) > [x]}. Позначимо limt→∞
a([ut])
a([t])

:=
A

1 = lim
t→∞

t− 1

t
≤ lim

t→∞

[t]

t
≤ lim

t→∞

t

t
= 1⇒ lim

t→∞

[t]

t
= 1⇒ [t] ∼ t

a(x− 1) = inf{y > 0 : f(y) > x− 1}

≤ inf{y > 0 : f(y) > [x]} ≤ inf{y > 0 : f(y) > x} = a(x)

Функцiя a(x) правильно змiнюється на нескiнченностi з показником 1
ρ
,

тому limt→∞
a(ut)

a([t])
= limt→∞

a(ut)

a(t)
= u

1
ρ . Аналогiчно для a(x− 1) :

limt→∞
a(ut− u)

a([t])
= u

1
ρ .

u
1
ρ = lim

t→∞

a(ut− u)

a([t])
≤ A ≤ lim

t→∞

a(ut)

a([t])
= u

1
ρ ⇒ A = u

1
ρ ,

тобто a([t]) правильно змiнюється на нескiнченностi з показником 1
ρ
.

З (3.7) нам вiдомо, що a([ 1
P(ξ>t)

]) =
←−
f ([f(t)]) ∼ [t]. Оскiльки ми вже

довели, що t ∼ [t], t→∞, звiдси слiдує

a([
1

P(ξ > t)
]) ∼ t, t→∞ (3.9)

Повернемось до (3.8):

t

a([ x
P(ξ>t)

])
∼

a([ 1
P(ξ>t)

])

a([
x

P(ξ > t)
])
→ x

−
1

ρ , t→∞ (3.10)

Оскiльки функцiя розподiлу θρ - неперервна, за теоремою Пойа:

lim
n→∞

sup
y∈R
|P(

Sn
a(n)

≤ y)− P(θρ ≤ y)| = 0 (3.11)

|P(P(ξ > t)ν(t) > x)− P(θρ ≤ x−
1
ρ )|
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≤ |P(
S[ x

P(ξ>t) ]

a([ x
P(ξ>t)

])
≤ t

a([ x
P(ξ>t)

])
)− P(θρ ≤

t

a([ x
P(ξ>t)

])
)|

+|P(θρ ≤
t

a([ x
P(ξ>t)

])
)− P(θρ ≤ x−

1
ρ )|,

причому перший доданок в останнiй нерiвностi збiгається до нуля, згi-
дно (3.11), а другий - згiдно (3.10), враховуючи неперервнiсть функцiї
x → P(θρ ≤ x ). Отже, P(ξ > t)ν(t)

d−→ θ−ρρ , при t → ∞, що i треба було
довести.

3.3 Стiйкий субординатор

Для ρ ∈ (0, 1) введемо ρ-стiйкий субординатор (Sρ(t))t≥0 - випадковий
процес з незалежними i стацiонарними приростами, що має неспаднi тра-
єкторiї та перетворення Лапласа:

Ee−zSρ(t) = e−tcΓ(1−ρ)zρ , z ≥ 0, t ≥ 0

Зокрема, Sρ(1) спiвпадає за розподiлом з θρ, до того ж ми вже довели,
що

Sn
an

d−→ θρ, n→∞

Поширимо цю одновимiрну збiжнiсть на скiнченновимiрну:

S[tu]

a(t)

f.d.d.−−−→ Sρ(u), t→∞ (3.12)

В цiй частинi роботи оператор [x] позначає найменше цiле число, що бiль-
ше або рiвне за x. (3.12) означає, що для довiльного цiлого n i довiльних
0 ≤ u1 < u2 < ... < un <∞

(
S[tu1]

a(t)
,
S[tu2]

a(t)
, ...,

S[tun]

a(t)
)
d−→ (Sρ(u1), Sρ(u2), ..., Sρ(un)), n→∞ (3.13)

Оскiльки S0 = 0, S(0) = 0 майже напевно, надалi вважаємо u1 > 0.
Iз збiжностi за розподiлом (X1

t , X
2
t , ..., X

n
t )

d−→ (X1, X2, ..., Xn), t → ∞
випливає

(X1
t , X

1
t +X2

t , ..., X
1
t + ...+Xn

t )
d−→ (X1, X1 +X2, ..., X1 + ...+Xn), t→∞,
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тому покажемо збiжнiсть

(
S[tu1]

a(t)
,
S[tu2] − S[tu1]

a(t)
, ...,

S[tun] − S[tun−1]

a(t)
)
d−→

d−→ (Sρ(u1), Sρ(u2)− Sρ(u1), ..., Sρ(un)− Sρ(un−1)), t→∞,
звiдки випливає (3.13), оскiльки

S[tun]

a(t)
=
S[tun] − S[tun−1]

a(t)
+ ...+

S[tu2] − S[tu1]

a(t)
+
S[tu1]

a(t)
.

Внаслiдок незалежностi S[tu1], S[tu2]−S[tu1], S[tun]−S[tun−1], а також неза-
лежностi приростiв субординатора (Sρ(t)), t ≥ 0, достатньо довести лише
збiжнiсть координат.

a(t) - правильно змiнюється на нескiнченностi з показником
1

ρ
, тому

limt→∞
a(ut)

a(t)
= u

1
ρ . Тодi

S[tu1]

a(t)
=
a(tu1)

a(t)

S[tu1]

a(tu1)

d−→ u
1
ρ

1 θρ =d u
1
ρ

1 Sρ(1) =d Sρ(u1),

де =d позначає рiвнiсть розподiлiв. Останнiй перехiд пояснюється так:
перетворення Лапласа для u

1
ρ

1 Sρ(1) матиме вигляд

e−cΓ(1−ρ)(zu
1
ρ
1 )ρ = e−u1cΓ(1−ρ)zρ ,

що являється перетворенням Лапласа для Sρ(u1).

S[tu2] − S[tu1]

a(t)
=
S[tu2] − S[tu1]

a(t(u2 − u1))

a(t(u2 − u1))

a(t)

d−→ (u2 − u1)
1
ρ θρ

=d (u2 − u1)
1
ρSρ(1) =d Sρ(u2 − u1),

що дорiвнює за розподiлом Sρ(u2) − Sρ(u1), з стацiонарностi приростiв.
Аналогiчно покажемо збiжнiсть iнших координат

S[tu3] − S[tu2]

a(t)

d−→ Sρ(u3 − u2),

...
S[tun] − S[tun−1]

a(t)

d−→ Sρ(un − un−1),

що доводить (3.13).
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3.4 Обернений стiйкий субординатор

Визначимо обернений ρ−стiйкий субординатор так:

←−
S ρ(t) = inf{s ≥ 0 :

←−
S ρ(s) > t}, t ≥ 0

Твердження 3.4.1

P(ξ > t)ν(tu)
f.d.d.−−−→

←−
S ρ(u), t→∞ (3.14)

(3.14) еквiвалентно тому, що для довiльного натурального n, довiльних
0 ≤
≤ u1 < u2 < ... < un <∞ i довiльних x1, ..., xn ≥ 0

lim
t→∞

P(P(ξ > t)ν(tui) ≤ xi, i = 1..n) = P(
←−
S ρ(ui) ≤ xi, i = 1..n)

P(P(ξ > t)ν(tui) ≤ xi, i = 1..n) = P


S

[
xi

P(ξ > t)
]

a([
1

P(ξ > t)
])
>

tui

a([
1

P(ξ > t)
])
, i = 1..n


−−−→
t→∞

P(Sρ(xi) > ui, i = 1..n) = P(
←−
S ρ(ui) ≤ xi, i = 1..n)

S
[

xi
P(ξ > t)

]

a([
1

P(ξ > t)
])

=

S
[

xi
P(ξ > t)

]

a([
xi

P(ξ > t)
])

a([
xi

P(ξ > t)
])

a([
1

P(ξ > t)
])

d−→ θρx
1
ρ

i =d x
1
ρ

i Sρ(1) =d Sρ(xi),

за (3.13).
tui

a([
1

P(ξ > t)
])
−−−→
t→∞

ui,

за (3.11). В результатi доведено збiжнiсть у твердженнi 3.4.1.
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4 Моделювання конкретного процесу

4.1 Умови i попередня пiдготовка

Нехай θ = 1/2, β = 1, а функцiя h(t) := t є монотонною та тривiально
правильно змiнюється на нескiнченностi з показником β. Нехай (ξn)n≥1 -
послiдовнiсть незалежних, однаково розподiлених випадкових величин,
що задовольняють P(ξ1 > t) = 1 при t ≤ 1 та P(ξ1 > t) = t−1/2 при t > 1.
Нехай послiдовнiсть (Sn)n∈N0 = (ξ1 + ... + ξn)2 = (S∗n)1/θ, що задовольняє
(0.10). Функцiя a(t) := t−θ задовольняє умовi (0.5) для Wθ(u) = µ−1uθ,
що доведено в роздiлi 3.1. Тодi, згiдно теореми 3,

1

tθh(t)
X(t·) J1−→ µ−1θB(θ, β + 1)(·)θ+β, t→∞.

Для практичної перевiрки цього факту, змоделюємо графiчно догра-
ничний i граничний процеси для великих t.

Спочатку необхiдно отримати послiдовнiсть (ξn)n≥1. Для цього ско-
ристаємось методом обернених функцiй:

P{ξ ≤ x} = 1− 1√
x

1√
x

= 1− α

1

x
= (1− α)2

x =
1

(1− α)2

Тепер, якщо у якостi α пiдставити випадкову величину з рiвномiрним
розподiлом на [0, 1), x буде задовiльняти розподiлу ξ1.

Зафiксуємо t = 10000, що є достатньо великим для перевiрки збiжно-
стi процесiв. Дограничний процес, як функцiю вiд u, обчислюватимемо
за його означенням

X(ut) :=
∑
k≥0

h(ut− Sk)1{Sk≤ut} .

Граничний процес у нашому випадку - функцiя uθ+β, що домножена
на двi константи i роздiлена на матсподiвання Eξ1 := µ.
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4.2 Результати моделювання

На графiках червона ламана є дограничним процесом, а синя лiнiя - гра-
ничним. Перший графiк зображений на вiдрiзку u ∈ [0, 100]. На другому
графiку t = 100000, вiдрiзок моделювання - u ∈ [0, 1000].
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5 Опис програми
Код програми написаний мовою Java за допомогою середовища IntelliJ
IDEA 2021.1.1. Програма складається з п’яти класiв:

• MainClass - основний клас. Виконує моделювання процесу, за ра-
хунок узгодження роботи функцiй з iнших класiв.

• RandomWalk - клас, що генерує усi випадковi величини. Зокрема
генерує рiвномiрно розподiленi на [0, 1) випадковi величини, вико-
ристовуючи їх перетворення, генерує послiдовнiсть випадкових ве-
личин з заданим розподiлом, а також утворює випадкове блукання
i зберiгає його значення у заданих вузлах.

• PrelimitProcess - клас, що моделює дограничний процес. Вико-
ристовуючи випадкове блукання, згенероване класом RandomWalk,
будує процес X(ut), як функцiю вiд u у рiвновiддалених вузлах для
заданого великого t, розраховує значення функцiй a(t) i h(t).

• BoundaryProcess - клас, що моделює граничний процес. Для за-
даної граничної функцiї та параметрiв β i θ пiдраховує i зберiгає
значення граничного процесу у рiвновiддалених вузлах.

• Graph - клас, що вiзуалiзує у виглядi графiку результати моде-
лювання. Приймає значення дограничного i граничного процесiв у
рiвновiддалених вузлах, i за ними будує графiк.

5.1 Клас MainClass

MainClass узгоджує роботу усiх iнших класiв для отримання результату
моделювання.

Клас використовує наступнi змiннi екземпляру:

• private final double t - достатньо велике значення, що використо-
вується у дограничному процесi.

• private final int count - змiнна, що вiдповiдає за кiлькiсть вузлiв,
у яких пiдраховуються значення процесiв, i таким чином задає то-
чнiсть моделювання.
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Для моделювання процесу разiв використовує методModelling зада-
ну кiлькiсть разiв. Modelling(double t, int count) запускає констру-
ктори усiх iнших класiв, i таким чином утворює випадкове блукання,
за допомогою його значень пiдраховує значення процесiв у вузлах, i ви-
водить у окремому вiкнi графiки траєкторiй процесiв - дограничного -
червоним i граничного - синiм.

5.2 Клас RandomWalk

RandomWalk моделює рiвномiрно розподiленi на [0, 1) випадковi величи-
ни, i перетворюючи їх тим чи iншим чином - усi iншi випадковi величини
в програмi.

Клас використовує наступнi змiннi екземпляру:

• private final double t - велике значення, що визначає, до котрих
пiр продовжувати генерацiю випадкового блукання.

• private final double mu - математичне сподiвання випадкової ве-
личини ξ.

• private final ArrayList Sk - список, що зберiгає значення випад-
кового блукання.

Конструктор класу RandomWalk(double t) iнiцiалiзує змiннi екзем-
пляру та створює список значень випадкового блукання. В класi вико-
ристовуються наступнi методи:

• double get_Sk(int k) - повертає k-те значення випадкового блу-
кання.

• double get_k() - повертає кiлькiсть елементiв у списку, що зберiгає
значення випадкового блукання.

• double get_mu() - повертає матсподiвання випадкової величини ξ.

• private double uniform() - повертає значення згенерованої випад-
кової величини, з рiвномiрним розподiлом на [0, 1).

• private double xi() - повертає значення згенерованої випадкової
величини ξ з заданим розподiлом.
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5.3 Клас PrelimitProcess

PrelimitProcess моделює дограничний процес, використовуючи значення,
згенерованi класом RandomWalk.

Клас використовує наступнi змiннi екземпляру:

• private final RandomWalk var - список, в якому зберiгаються зна-
чення випадкового блукання.

• private final double t - достатньо велике значення, що використо-
вується у дограничному процесi.

• private final double [ ] prelimit - список, що зберiгає значення
дограничного процесу у рiвновiддалених вузлах.

• privat final int count - змiнна, що вiдповiдає за кiлькiсть вузлiв,
у яких пiдраховуються значення процесу, i таким чином задає то-
чнiсть моделювання.

• private final int m - змiнна, що масштабує iнтервал, на якому вiд-
бувається моделювання.

Конструктор класу PrelimitProcess(RandomWalk var, double t,
int count) iнiцiалiзує змiннi екземпляру та, вiдповiдно до змiнної count,
пiдраховує значення дограничного процесу в усiх вузлах. В класi вико-
ристовуються наступнi методи:

• double[ ] get_process() - повертає список значень дограничного
процесу в усiх вузлах.

• Prelimit(double u) - повертає значення процесу у точцi u.

• private double X(RandomWalk var, double t, double u) - по-
вертає значення узагальненого процесу дробового ефекту X(ut) у
точцi ut.

• private double h(double t) - повертає значення функцiї h, що пра-
вильно змiнюється на нескiнченностi з показником β, у точцi t.

• private double a(double t) - повертає значення функцiї a, що пра-
вильно змiнюється на нескiнченностi з показником −θ, у точцi t.
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5.4 Клас BoundaryProcess

BoundaryProcess моделює граничний процес, вiдповiдно параметрiв β i
θ, а також граничної функцiї Wθ. Клас використовує наступнi змiннi
екземпляру:

• private final int count - змiнна, що вiдповiдає за кiлькiсть вузлiв,
у яких пiдраховуються значення процесу, i таким чином задає то-
чнiсть моделювання.

• private final double mu - математичне сподiвання випадкової ве-
личини ξ.

• private double[ ] W - список, що зберiгає значення граничного
процесу у рiвновiддалених вузлах.

• private final int m - змiнна, що масштабує iнтервал, на якому вiд-
бувається моделювання.

• private double theta - показник(iз знаком мiнус), з яким функцiя
a(t) правильно змiнюється на нескiнченностi.

• private double beta - показник, з яким функцiя h(t) правильно
змiнюється на нескiнченностi.

Конструктор класу BoundaryProcess(int count, double mu) iнi-
цiалiзує змiннi екземпляру та, вiдповiдно до змiнної count, пiдраховує
значення граничного процесу в усiх вузлах. В класi використовуються
метод Generation(), що вiдповiдає за моделювання граничного процесу
Wθ у кiлькостi вузлiв, що задається змiнною count.

5.5 Клас Graph

Graph виводить на екран траєкторiї процесiв для вiзуалiзацiї моделюва-
ння. Клас використовує наступнi змiннi екземпляру:

• int count - змiнна, що вiдповiдає за кiлькiсть вузлiв, у яких будуть
вiдображенi траєкторiї процесiв.

• double[] prelimit - список, в якому зберiгаються значення догра-
ничного процесу в усiх вузлах.



25

• double[] W - список, в якому зберiгаються значення граничного
процесу в усiх вузлах.

• double m - змiнна, що стискає графiк по осi y.

Конструктор класу Graph(int count, double[] prelimit, double[]
W) iнiцiалiзує змiннi екземпляру, задає параметри вiкна, та викликає
метод paint(Graphics gr), що виходячи з значень у списках prelimit i
W будує графiки у вiкнi.
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Висновки
У данiй роботi основний результат статтi [6] застосовано до конкретних
вхiдних послiдовностей випадкових величин. Основнi теоретичнi резуль-
тати роботи - теореми 3 та 4, демонструють збiжнiсть випадкових про-

цесiв
a(t)

h(t)
X(t·) за двох рiзних припущень: 1) ES1 < ∞; 2) ES1 = ∞ та

правий хвiст розподiлу випадкової величини S1 правильно змiнюється на
нескiнченностi.

Для процесу, що задовольняє умови теореми 3 з θ = 1/2, β = 1, ви-
конано моделювання для великих t. Результати, отриманi пiд час моде-
лювання, добре узгоджуються з теоретичними. Моделювання здiйсню-
валось за допомогою програми, написаної мовою Java з використанням
внутрiшнiх класiв та структур даних.
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